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1. Bevezetés

Dolgozatomat azzal a szandékkal {rtam, hogy harom kiilonb6z6 (gémbi,
euklideszi és hiperbolikus) sikon bemutassam a szabalyos mozaikokat, sziik-
séges és elégséges feltételeket keressek a létezésiikre, és alapvetd tulajdonsé-
gaikkal jellemezzem Gket. A szabalyos mozaik kifejezés alatt a sik egyfajta
kitapétazasat értjiik, ahol csak szabalyos sokszogeket haszndlhatunk. Ezeket
ugy kell egymashoz illeszteniink, hogy egymas metszése nélkiil maradéktala-
nul befedjék az egész sikot. A kiilonb6z6 geometridkban ennek mas és més
feltételei vannak.

Az Olvaso altal ismertnek tekintem az euklideszi sik alapvetd tulajdon-
sagait, a gombi és a hiperbolikus geometria témankhoz sziikséges mértéki
bemutatasat azonban hasznosnak tartom. Ezt kévetGen ismertetem a szaba-
lyos sokszogek altalanos és geometrianként eltérd tulajdonsigait, ami altal
a harom sikgeometria kiilonbségeibe is szemléletes betekintést nyerhetiink.
Ezek utan jutunk el a f6 témankhoz, a szabélyos mozaikokhoz, amelyeket
szintén el@szor altalanosan, majd geometrianként jellemzek, a sziikséges fel-
tételek megtalalasa utan elégséges feltételt mutatok a létezésiikre.

Ez a téma kivaloan alkalmas, hogy bemutassa a hiperbolikus sikgeomet-
ria euklideszihez viszonyitott sokszintiségét, akar kozépiskolas végzettséggel
rendelkezSknek is (feltéve persze, hogy érdeklgddek és fogékonyak a mate-
matika irant). Ezt szem el6tt tartva vezettem be a fogalmakat, mondtam ki
az allitdsokat, és fogalmaztam meg a hozzaflizott magyarazatokat.

A lehetGséget megragadva szeretnék kodszonetet mondani témavezetGm-
nek, Moussong Gabor tanar urnak, aki segitségével, szakmai tapasztalataval
és tamogatasaval nagy mértékben hozzajarult a szakdolgozatom elkészitésé-
hez.



2. A gombi geometriarol

A gombi geometria a gombfeliilet geometridja. Szokas gy tekinteni ra,
mint az euklideszi sik gorbiilt megfelelGjére, igy értelmet nyer az amugy oxi-
moronnak tind gémbi sik kifejezés. A legtobb euklideszi geometridban meg-
ismert fogalom gond nélkiil bevezethets itt is, figyelve arra, hogy ezek mind
gémbi értelemben veend&k: pontok, egyenesek, szakaszok, tavolsag, korok,
sokszogek. . . A tovabbiakban a félreértések elkeriilése végett minden alkalom-
mal egyértelmiisitem, ha gombi fogalommal van dolgunk, a tobbi esetben az
euklideszi geometriarol van sz6. Ezek egy része persze Gj definiciot igényel.
Legyen O, a gomb kozéppontja, R a sugara. Pontoknak tekintjiik a gombfe-
lilet pontjait. A gémbi egyenesek a f6korok, vagyis azok a halmazok, amik
a gombfelillet és az O, kozéppontot tartalmazo (valamely) sik metszeteként
allnak eld.

A gémbi geometria érdekes illeszkedési tulajdonsagokkal rendelkezik. Bér-
mely két nem egybeesd gémbi egyenes pontosan két pontban metszi egymast.
Ezek a pontok Og-re szimmetrikusan helyezkednek el, atellenes pontoknak
hivjuk &ket. Barmely két atellenes ponton &t végtelen sok gémbi egyenes
htzhat6. Ha azonban A és B pontok nem atellenesek, akkor egyértelmiien il-
leszkedik rajuk gémbi egyenes. Egy f6kort két kiilonboz6 pontja (A és B) két
korivre bontja. A rovidebbik ivet (vagy barmelyiket, ha A és B atellenesek)
nevezziik az A és B pontok altal meghatarozott gombi szakasznak. Az A és
B pont gombi tavolsigan az altaluk meghatarozott gémbi szakasz ivhosszat
értjiik, amelynek mérete a kézépponti szog és a gomb sugaranak szorzataval
kaphato, azaz R - AO,B<. Az egyszeriiség kedvéért érdemes egység sugari
gémbbel dolgozni, tehat a tovabbiakban legyen R = 1. Ezekbdl kovetkezik,
hogy két pont gombi tavolsidga legfeljebb .

Ha a gombi kor definidlasanal ragaszkodunk az euklideszi kor-meghataro-
zashoz, akkor az a gémbi sikot két korlatos tartomanyra osztja, és két pont

is tekinthet6 kozéppontnak (amik persze atellenesek). A gombi kor egyér-
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T T
telmtisége érdekében tegyiink megszoritast a sugarra: r < —. Az r = —

egyenlGséget azért nem érdemes megengedni, mert ugy éppen 2egy fokort kaz—
punk, amit gombi egyenesnek definidltunk. Tehat gémbi kornek nevezziik az
adott ponttol (kézéppont, O) azonos gombi tavolsagra (sugar, ) 1évé pon-
tok halmazat, feltéve, hogy r < g A két tartomany megkiilonboztetésére a
kézéppontot tartalmazo tartomanyt nevezziik a gombi kor belsejének.

Két gombi egyenes hajlasszogének nevezziik a (barmelyik) metszéspont-
jukban hizott, gdmbot érint6 egyenesek hajlasszogét, ami tehat legfeljebb g
mértékd. Ha adott AB és BC' gombi szakasz, akkor az altaluk bezart ABC'<
sz0g a B-bdl inditott két érint6 félegyenes hajlasszoge. Két gémbi szakasz

altal bezart szog tehat 0 és m kozott barmilyen értéket felvehet.



3. A hiperbolikus sikgeometriarol

Ha a harom sikgeometriat a nem metsz6 egyenesek szempontjabol vizs-
géaljuk:

Az euklideszi sikon jol ismert axidoma: Egy adott egyenessel egy azon kiviil
fekv§ ponton at pontosan egy nem metsz6 egyenes hiizhato. Ez a parhuza-
mossagi axidma egyik megfogalmazasa.

A gombi sikon azonban (ahogy azt lathattuk is) barmely két kiilonb6z6
gémbi egyenes metszi egyméast. Ezt gy is megfogalmazhatjuk, hogy adott
gémbi egyenessel azon kiviil fekvé gémbi ponton 4t nem htuzhaté nem metszo
gémbi egyenes.

Ezekkel szemben a hiperbolikus geometria arra épitkezik, hogy adott egye-
nessel egy azon kiviil fekvé ponton at nem csak egy nem metsz§ egyenes
huzhato. Ez a parhuzamossagi axiéma tagadasaval egyenértékii allitas. Az
euklideszi sikgeometria minden mas axioméaja (tehat a parhuzamossagi kivé-
telével) teljesiil. Igy az euklideszi sikgeometridban értelmezett parhuzamossag
kérdését nem érint6é probémak az euklidesziben megszokott modon kezelhe-
t6k, épp ugy a fogalmak (pontok, szakaszok, szogek, sokszogek, korok. .. ),
mint az allitasok (egy haromszog belss szogfelezsi egy pontban metszik egy-
mast; egy hurnégyszog szemkozti szogeinek dsszege egyenld. .. ). Viszont nem
hasznalhatunk semmit, ami az euklideszi geometridban a parhuzamossagon
alapszik, példaul a vektorokat, amiknek hidnyaban a hasonlosag vagy a koor-
dinatarendszer fogalméanak bevezetése sem lehetséges. Példaként emlithetjiik
még a sokszogek szogosszegét, ami az euklideszi geometridban a parhuzamos-

sag miatt fligg csak a sokszog oldalszamatol.



4. A szabalyos sokszogekraol

A szabélyos sokszogekre vonatkozé alabbi definicié egyarant érvényes az
euklideszi, a gombi és a hiperbolikus sikgeometridban is.
Definici6. Ha egy kort p darab ponttal egyenld hosszisaga korivekre osz-
tunk (p > 3), akkor az osztopontok konvex burkat p oldali szabalyos sokszog-
nek nevezziik. Cstcsai az osztopontok, oldalai azok a szakaszok, melyeknek
végpontjai a kor mentén szomszédos csicsok, szogei pedig az egy csdcsban

csatlakozo oldalak altal bezart szog.

Az euklideszi eset az Olvas6 szamara jol ismert, tovabbi megjegyzést nem
igényel. A gombi szabalyos sokszdg oldalai minden esetben a gombi kor belse-
jében vannak. A hiperbolikus geometriaban a kér meghatarozéasa valtozatlan
az euklideszihez képest, igy mindharom sikgeometridban érvényes, hogy a
kor a szabalyos sokszog koréirt kore (melynek kozéppontjat jeloljik O-val,
sugarat r-rel). Egyarant igaz az az allitas is, miszerint a szabalyos sokszog
oldalai egyenld hossztiak (a), szogeik azonos mértékiek («). A definiciobol
adodoan egy p oldali szabalyos sokszdgnek p-edrendben forgésszimmetridja
van, melynek kézéppontja a koréirt kor kozéppontja. A csicsokat O ponttal
Osszekdtve p darab egybevagd haromszoget kapunk, melyeknek szogei %, 5
2—7T, oldalai r, r, a.

Ezen a ponton kivalo lehetGség kinalkozik a haromféle sikgeometria kii-
lonbségeinek szemléltetésére, érdemes tehat egy kis kitérGt tenni. Az egyik
haromszog a hosszu oldalanak felezépontjat kossiik 6ssze O-val. Mivel az
igy kapott derékszogl haromszogek egybevagok, barmelyiket valaszthatjuk a
tovabbi vizsgalodasainkra.

A kovetkez6 példa alapjaul az imént elGallitott derékszogi haromszog

szolgal, melyet az 1. abra illusztral. Szogei tehat z, oldalai r, g, b.

a
27 2’
Vizsgaljuk meg, hogy az euklideszi, a gombi és a hiperbolikus sikgeometria-

ban rogzitett p mellett hogyan valtozik % szog r fliggvényében!
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1. abra.

Euklideszi sikon

Az euklideszi sikon 7 0 és +oo k6zott barmilyen értéket felvehet. Mint is-
meretes, egy haromszog két szoge egyértelmiien meghatarozza a harmadikat,
ami a mi esetiinkben azt jelenti, hogy % sz0g fliggetlen r valtozasatol.

T T

=5 5
Ezt dgy is megfogalmazhatjuk, hogy r valtoztatasaval egyméashoz hasonlo
haromszogeket kapunk, vagyis ha p és % koziil az egyik adott, akkor hason-
losag erejéig egyértelmiien meghatarozott a haromszogiink. Az egybevagosag

garantalasahoz sziikséges r értéke.



GoOmbi sikon
A gombi geometriaban érvényes, szogekre vonatkozo koszinusz-tétel a de-
rékszogre felirva:

™ ™ a ..«
COS— = —COS— - COS — +sSIn— -sIn— - CoSr
2 p 2 p 2

T
Mivel cos 5= 0, a kévetkez6 mdédon rendezhetjiik 4t az egyenletet:

™ Q . T .«
COS — + COS — = sin — - sin — - cosT
p 2 p
Amibél cosr-et kifejezve:

m o
—ctg = ctg & 1
cosr Cgp ctg 5 (1)

Mivel az adott derékszogi haromszoget szabalyos sokszogbdl szarmaztattuk,
a paraméterek egyes tulajdonsigait mar ismerhetjiik. Példaul tudjuk, hogy
a szabalyos sokszogek a gémbi kor belsejében helyezkednek el, ezért r 0 és

i
3 kozott valtozhat. A haromszog F' cstucsanal 1év6 derékszogtdl kiilonbozo

szogei g—nél kisebbek, mert o a szabdlyos sokszig szoge, és p > 3. Ezért
az (1) egyenletben szerepld kotangens fiiggvények értelmezési tartoménya a
(0, g) intervallum.

Ha r 0-hoz tart:

limcosr =1
r—0

Ekkor persze az (1) egyenlet jobb oldala:
a

2

) 7
limctg —-ctg— =1
p

r—0

T
Mivel p régzitett, ctg — konstans, csak a a valtozo.
p

r—0

) o T
lim ctg 5= tg —
p



A jobb oldalt atirva a tg T_ ctg (g — E) egyenlGség szerint:
p p
lim ct @ t r_r
imctg — =c¢ - ——
r—0 & 2 & 2 p

Igy megkapjuk az eredményt:

Ha r g—hez tart:

lim cosr =0

us
r—=%

Igy persze az (1) jobb oldala is:

limctgz-ctgg:()

r=3 p 2

™
Mivel ctg — konstans, ezért
p

@
lim ctg — =0
r=3

teljesiil, és igy jutunk a megoldashoz:

Ez azt jelenti, hogy r minél kisebb, % annal inkabb kozelit az euklideszi
esethez, vagyis g— T -hez. Mig ha r értékét g—hez kozelitjiik, % is g—
hez kozelit. Az eddigiek alapjan tehat adott p mellett minden lehetséges

! T a
r értékhez egyértelmiien létezik egy 5 érték. Mivel — és — haromszogbeli
p

Q@
szerepe felcserélhets, ezért r és 5 is egyértelmiien meghatarozza p-t. Ennél

a
még tobbet is mondhatunk r és 5 viszonyarél, de ahhoz érdemes az (1)

egyenletet dtrendezni a kovetkez6 modon.
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o s
ctg — =tg—-cosr
2 p

Mivel 0 < % < g, ezért a ctg% invertalhato.
% =ctg™! (tgg - COST) (2)

A (2) egyenlet alapjan kijelenthetjiik, hogy f,(r) = % fiiggvény a (O, g)
intervallumon folytonos és szigortian monoton névé, mert a cos fiiggvény

<O, g>—en, a ctg~! fiiggvény pedig (0, +00)-en folytonos és szigortian mono-

ton csokkens. Ez azt jelenti, hogy f,(r) fiiggvény a (O, g) intervallumon
minden értéket pontosan egyszer vesz fel. Az f,(r) fiiggvény folytonossaga-
bol és szigorti monotonitasabol kdvetkezik az invertalhatosidga, ami miatt
barmely lehetséges p és % értékhez egyértelmiien létezik r.

Hiperbolikus sikon

A hiperbolikus sikon 7 0 és +oo kézott minden értéket felvehet. A feladat
megoldasdban a hiperbolikus sikon érvényes trigonometriai dsszefiiggések le-
hetnek segitségiinkre. Koziiliik is a derékszogl haromszogekre fennalld alabbi
képlet! bizonyul a leghasznosabbnak, ez ugyanis mar kdzvetleniil tartalmazza

a szamunkra sziikséges paramétereket.

Ctg% : ctg% = coshr (3)

T o
A g6émbi esetnél tett —-re és E—re vonatkoz6 megallapitasok itt is helytal-
p

T
loak, ezért ismét a (0, 5) intervallumot tekinthetjiik a kotangens fiiggvéy
értelmezési tartomanyanak.
Az egyenlet atrendezése utan az alabbi alakot kapjuk.

1
p coshr

t (0% t
g__—C
2

'Reiman Istvan: Geometria és hatérteriiletei, Szalay Konyvkiadé és Kereskedshaz Kft.,
Kisujszallas 1999, 418. o.
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Ha r 0-hoz tart:

limcoshr =1

r—0
fgy a jobb oldal hatarértéke:
_ T 1 s
lim ctg — - = ctg —
r—0 p coshr P
Mivel ctg T_ tg (z — z), ezért
p 2 p

Ezért a megoldas:

Ha r 4+o00-hez tart:

r—+00

Ekkor a jobb oldal:

gy persze a bal oldal:

Es igy jutunk a megoldashoz:

Mit is jelent ez? Ha a derékszogli haromszog atfogdjat minél kisebbre vessziik,

annal kozelebb jutunk az euklideszi sikon kapott értékhez

viszont az atfogdt minél hosszabbra valasztjuk, annal inkabb kozeliti a 0-t a

kérdéses sz0g.

a
A gombi esethez hasonléan vizsgaljuk meg itt is p, r és 5 viszonyat. Az

eddigiek alapjan nem szorul magyarazatra, hogy rogzitett p mellett barmely
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a T, «
lehetséges r érték egyértelmiien meghatarozza E—t. Es mivel — és 5 harom-
p

«
szogbeli szerepe szimmetrikus, ezért r és 5 is egyértelmtien meghatarozza
p-t.
. «
Annak érdekében, hogy lassuk, mit mondhatunk p és 5 ismeretében r-rol,

alakitsuk at a (3) egyenletet:
a T
ctg 5 = coshr - tg —

Ahogyan arr6l mar kordbban sz6 esett, a kotangens fiiggvény értelmezési

tartomanya esetiinkben (0, 5), ezért ezen az intervallumon invertalhato, igy

ki tudjuk fejezni %—t.

% = ctg™! (coshr - tg %) (4)

!

A (4) egyenlet alapjan kijelenthetjiik, hogy fi,(r) := 5 fiiggvény a (0, +00)
intervallumon folytonos és szigoriian monoton csokkend, mert a cosh fiigg-
vény folytonos és szigortian monoton névd, és a ctg— ' folytonos és szigortian

monoton cstkkend a (0, +00) intervallumon. Ami azt jelenti, hogy f5,(r) min-

T

den (5 — —) és 0 kozotti értéket pontosan egyszer vesz fel. A késébbiekben
p

latni fogjuk, hogy ennek a megallapitdsnak igen lényeges szerepe van, mert

ezek szerint % 0-hoz barmilyen kozeli pozitiv értéket felvehet. Az f(r) fligg-
vény alakjabol tudjuk, hogy ennek ara az r névekedése. Az f,(r) fiiggvény
folytonossagabol és szigori monotonitasabol kévetkezik az invertélhatosaga,
aminek kovetkeztében béarmely lehetséges p és % értékekhez egyértelmiien
létezik r.

Természetesen ez a példa nem csak szemléltetés céljabol allt itt, hiszen
igy kozelebb jutottunk a szabalyos sokszogek tulajdonsagaihoz. A gémbi és
a hiperbolikus stkgeometridban egyarant érvényes, hogy az «, p és r paramé-

terek koziil barmely ketts egyértelmiien meghatarozza a harmadikat.
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Az euklideszi sikon azonban ez nem teljesiil, ahogyan azt lathattuk is a pél-
daban, « és p megadasaval csak a hasonlosag garantalt. A hiperbolikus sikon
felvett szabélyos sokszog adott p mellett barmely o szoggel létezik, és tudjuk,
hogy « és r forditottan aranyosak. A fenti hatarérték-szamitasok alapjan a-t
0-hoz kozelitve r a +oo-be tart.

Ezekbdl a szamunkra hasznos informécié, aminek a késébbiekben hasznéat
vessziik, az eddigi jeldléseket és megkdtéseket hasznéld kovetkezd megallapi-

tas.

4.1. Tétel. A hiperbolikus és gombi sikon bdarmely p és o értékhez létezik
r, amivel szabdlyos sokszéget kapunk. A p és a dltal meghatdrozott szabdlyos

sokszdgek eqybevdgok.

Ezt dgy is megfogalmazhatjuk, hogy p és a egybevagosag erejéig egyértelm-
en meghataroz egy szabélyos sokszoget.
Az euklideszi sikon p és a egyenértéki informécio, ezért az allitas méasképp

hangzik.

4.2. Tétel. Az euklideszi sikon bdrmely p (vagy bdrmely o) értékhez tetszd-
leges r-et vdlasztva szabdlyos sokszoget kapunk. A p (vagy «) dltal meghatd-

rozott szabdlyos sokszogek eqgymdssal hasonlok.

Tehat az euklideszi stkon p vagy a hasonlosag erejéig egyértelmtien megha-

taroz egy szabélyos sokszoget.
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5. A szabalyos mozaikokrol

Definicié. Egy sikon beliil két sokszog szabalyosan csatlakozik, ha
e nincs kozos pontjuk, vagy
e cgy kozos pontjuk van, ami mindkettének egy-egy csicsa, vagy

e egy kozos szakaszuk van, ami mindkettének egy-egy (teljes) oldalsza-

kasza, vagy

e cgybeesnek.

Definici6é. Sikbeli szabalyos mozaiknak nevezziik az egybevagd szabalyos

sokszogek altal alkotott olyan rendszert, amelyben teljesiil, hogy
e cgyiitt lefedik a sikot, és

e barmely ketts szabalyosan csatlakozik.

A fenti definicibk mindharom sikgeometridban értelmezhetéek, ezért az
ezekbdl levont kdvetkeztetések is egyarant érvényesek a gémbi, az euklideszi
és a hiperbolikus sikgeometriaban. FErdemes megtartani a korabban a sza-
bélyos sokszogek belsé szogére bevezetett o jelolést, hiszen ez a mozaik egy
jellemz§ paramétere, mivel a szabalyos sokszogeink egybevagok. A szaba-
lyos mozaik definici6jabol kévetkezik, hogy az egy cstucsban talalkozo szdgek
mind egyenlGek, és az Osszegiik 2. Tehat egy adott szabalyos mozaikban bar-
mely csicsban egyenld szami sokszog csatlakozik, ami fligg a-t6l, mégpedig
q= —W, ahol g az egy csiics koriili sokszégek szama.

Aasik lefedéséhez sziikséges sokszogek szaméaban a gombi sik jelentGsen
eltér a masik két sikgeometriatol, hiszen a gombi sik korlatossdgabol fakadoan
a gombi mozaik véges sok sokszogbdl all. Ezzel szemben az euklideszi és

hiperbolikus mozaikok végtelen sok sokszogbél épiilnek fel.
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Ha p jeloli a szabélyos sokszog oldalszaméat, akkor a szabalyos mozaikok
jellemzésére alkalmas S = (p, ¢) szimbolumot vezethetjiik be. Az eddigiekbdl
adodoan persze mindharom sikgeometriaban p, ¢ > 3.

A dualitas

A dualités jelensége egyarant érvényes a gombi, az euklideszi és a hiperbo-
likus mozaikok esetében is. Ha adott egy szabalyos mozaik, akkor ebbdl szar-
maztatni lehet a dualisat, ami szintén szabalyos mozaik lesz. A szarmaztatés
a kovetkezSképpen torténik. Jeloljiik r-rel az eredeti mozaik sokszogei koré
irhato kor sugarat. Ha az eredeti mozaik valamely P csticsa koriil r sugarral
kort rajzolunk, akkor az atmegy a P-ben talalkoz6 sokszogek kozéppontjain,
amik a kort egyenld ivekre osztjak. Az egy kordn talalhatd kozéppontoknak
a konvex burka a dualis mozaik egy sokszoge, amir6l rogton latszik, hogy
szabalyos is (az egyenld ivek miatt). Az igy kaphato Sp sokszogek rendsze-
rét az eredeti szabalyos mozaik duélisdinak nevezziik. Két tulajdonsagot kell
ellenérizniink, hogy lassuk, a dualis valoban szabélyos mozaik.

Lefedi a sikot

Mivel az eredeti mozaik mindegyik sokszoge le van fedve az & csticsaihoz
tartozo Sp-k altal, és az eredeti mozaik lefedi a sikot, igy vildgosan latszik,
hogy az Sp sokszogek is mindent lefednek.

Szabdlyos csatlakozds

Ha P és Q az eredeti mozaik két szomszédos csicsa, akkor Sp és Sg
kozos oldal mentén csatlakozik. Ha P és () az eredeti mozaik valamelyik
sokszogében két nem szomszédos csics, akkor Sp-nek és Sp-nak egyetlen
kozos cstucsa van. Ha pedig nincs olyan sokszog az eredeti mozaikban, amely
P-t is és -t is tartalmazza, akkor Sp és S diszjunkt.

Tehat a szabalyos mozaik duélisa valoban szabalyos mozaik.

Ha az eredeti sokszog szimboluma (p,q), akkor a dualis mozaiké (g, p),

tovabba a dudlisnak a duédlisa az eredeti.
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Adoédik a kérdés, hogy mi lehet a kapcsolat a sikgeometridk sajatossagai
és a (p, q) szamparok kozott. Ehhez szitkségiink van a sokszogek belss szog-
Osszegére vonatkozo Osszefliggésekre. Az euklideszi sikon jol ismert képletet

szabalyos sokszdgre vonatkoztatvas:

pra=(p-2)r
A korabbiakbol kovetkezik, hogy a gdmbi és hiperbolikus sokszogek szog-
Osszegére nem tudunk egyenletet felirni, csak egyenlGtlenség johet szoba, még-
pedig:

A gombi sikon egy szabdlyos sokszog belsé szogeinek Gsszege:

pra>(p—2)r

Hiperbolikus sikon egy szabalyos sokszog bels6 szdgeinek 0sszege:

pra<(p—2)m
A sokszogek bels6 szogosszegére vonatkozd Osszefiiggések tehat a kiilon-

b6z6 sikgeometridkban kiilonb6zé modon teljesiilnek, melyekbdl a-t kifejezve

a kovetkezd képletekhez jutunk.

gombi sik | euklideszi stk | hiperbolikus sik
(=2 (=2 _ (=27 -
P P P

Ahogy arrél mar szo esett, a szabalyos sokszogek egymashoz illesztésekor
27
teljesiil, hogy q-a = 27, ezért @ = — helyettesités, és némi atrendezés utan

egy jol kezelhets alakot kapunk.

gémbi sik euklideszi stk hiperbolikus sik
=2r (=27 _ =27
p p p
(p=2)7 < 2 (p=2)m _ 2w (p—2)7 s
p q p q p q
q(p—2) <2p q(p—2)=2p qg(p—2)>2p
(@—2)p—2)<4|(@-2)p—2)=4|(q—2)p—2)>4
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Tehat ha létezik egy (p, ) szampéar altal meghatarozott szabalyos mozaik,
akkor a tablazat utols6 soraban 1év6 képletek alapjan egyértelmtien eldont-
hetd, hogy melyik geometridban van. A (p, q) szampéarhoz tartozo szabalyos
mozaikok létezését még meg kell vizsgalni kiilon-kiilon a geometridkban. Eb-
ben tehat segitségiinkre lesz az S = (p,q) szimbolum és a tablazat, hogy az

egyes mozaikok melyik sikgeometridban johetnek széba.

5.1. Tétel. Bdrmely p,q > 3 esetén egybevdgdsdg erejéig egyértelmien léte-
zik a (p,q) szdmpdr dltal meghatdrozott szabdlyos mozaik, mégpedig

ha (¢ —2)(p —2) < 4, akkor a gombi,

ha (¢ —2)(p — 2) = 4, akkor az euklideszi,

ha pedig (¢ — 2)(p — 2) > 4, akkor a hiperbolikus geometridban.

A tétel alapjan tehat kijelenthetjiik, hogy barmely szabalyos sokszoghoz
letezik egy szabalyos mozaik, ami a vele egybevagé példanyokbol épiil fel. Es
err6l a mozaikrol egyértelmien megmondhatd, hogy melyik sikgeometridban
valosul meg. A kovetkezd tablazat szemléltetés céljabol all itt. Kiilonbo6zé
arnyalattal jeloltem a szamparokat aszerint, hogy az altaluk meghatarozott
mozaik melyik sikgeometridban létezik ((gombi, euklideszi, hiperbolikus).
Mivel p és ¢ barmely 2-nél nagyobb természetes szamot felvehet, a (p, ¢) szam-
péarok csak igen kis hanyadét lathatjuk a tabldzatban. De persze nyilvanvalo,
hogy az Osszes gdmbi, és Osszes euklideszi esetet felsoroltuk, igy jol latszik,

hogy a hiperbolikus sikon tényleg végtelen sok szabalyos mozaik létezik.

18



q 30456 | 7|89

p|(p,q)

3 (3,3)1(3,4)|(3,5)((3,6)|(3,7)(3,8)((3,9)
4 (4,3)| (4,4)| (4,5)](4,6)] (4,7)|(4,8)| (4,9)
5 (5,3)](5,4)|(5,5)[(5,6)|(5,7)|(5,8)](5,9)
6 (6,3)|(6,4)|(6,5)|(6,6)|(6,7)|(6,8)|(6,9)
7 (7,3)[(7,4)|(7,5)|(7,6)|(7,7)[(7,8)](7,9)
8 (8,3)](8,4)|(8,5)](8,6)](8,7)|(8,8)|(8,9)
9 (9,3)](9,4)](9,5)](9,6)](9,7)](9,8)|(9,9)

A kovetkezGekben sorra vessziik a stkgeometridkat, és belatjuk, hogy az

ott lehetséges mozaikok valoéban léteznek. Es ezzel bizonyitjuk a tételt.

5.1. Euklideszi sikon

Az euklideszi sikon (¢ — 2)(p — 2) = 4 miatt csak az S = (4,4), S = (3,6)
és S = (6, 3) szamparok johetnek szoba. Kiilonos magyarazatot nem igényel,
hogy miért léteznek ezek a szabélyos mozaikok.

Az S = (4,4) szimbo6lum esetében egybevago szabalyos négszigekrosl van
sz0, amiket ugy illesztiink, hogy egy cstcs koriil 4 darab sokszog helyezkedik
el. Ami persze nem mas, mint egy négyzethalo. Hiszen az S = (4,4) moza-
ikra tekinthetiink gy, mint amelynek el6allitasanak alapja két egymassal g
szoget bezar6d egyenes. Majd tgy hiuzunk ezekkel parhuzamos egyeneseket,
hogy barmely két parhuzamos kozotti tavolsag k - a, ahol k egész szam, a
pedig egy négyzet oldalhossza.

Az S = (3,6) esetén szabélyos haromszogeket illesztiink, és egy csucsban
6 darab talalkozik. Az el6z6 konstrukecid elve itt is érvényes annyi kiilénb-
séggel, hogy eredetileg harom egyenesiink van, amelyek koziil barmely kettd
hajlasszoge %, és a nem a szabalyos haromszog oldalhosszaval, hanem a ma-

gassagaval egyezik meg.
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Az S = (6, 3) szabalyos hatszogekbdl allo mozaikot jelent, ahol egy cstics
koriil 3 darab sokszog van. Az el6bbi meggondolést itt nem tudjuk hasznélni,
de az S = (3,6) mozaik megfelel§ oldalait kitérolve valoban megkapjuk a

szabalyos hatszogekbdl all6 mozaikot.

/

A dualitéas definicidja alpjan rogton latszik, hogy (3,6) és (6,3) szampa-
rokkal jelolt mozaikok egyméas duélisai, és a (4,4)-mozaik dualisa vele egy-

bevago.

5.2. GOmbi sikon

A gémbi sikon (¢ — 2)(p — 2) < 4 miatt csak az S = (3,3), S = (3,4),
S =(4,3), S =(3,5) és S = (5,3) szamparok johetnek szoba. Hogy az al-
taluk meghatarozott mozaikok valoban léteznek is, a kovetkez6 gondolatme-
net soran valik vilagossa. Ahogyan azt geometriai elGismereteinkbdl tudjuk,
Osszesen H féle szabalyos poliéder létezik, a tetraéder, az oktaéder, a hexaéder,
az ikozaéder és a dodekaéder. Ha egy szabélyos poliéder lapjait a koréirha-
t6 gdmbjének kozéppontjabol annak a feliiletére kivetitjiik, akkor éppen egy

gbmbi szabalyos mozaikot kapunk.
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S = (3,3), tetraéder

S = (3,4), oktaéder

S = (4,3), hexaéder (kocka)
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S = (3,5), ikozaéder

S = (5, 3), dodekaéder

Igy tehat belattuk, hogy a gémbi geometriaban valoban léteznek az
S=1(3,3),5=(3,4), 5= (43), S=(3,5) és S = (5, 3) szimbolumok 4altal
meghatarozott mozaikok.

A gémbi mozaikok esetében a dualitds ugyanaz, mint a szabalyos poli-
éderek korében ismert dualités: a tetraéder dudlisa tetraéder, a kocka és az
oktaéder, valamint a dodekaéder és az ikozaéder dualis parokat alkotnak. A

kivetitéssel a dualis poliéderekbdl dudlis gémbi mozaikok keletkeznek.
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5.3. Hiperbolikus sikon

A hiperbolikus sik szabédlyos mozaikjainak 1étezésére vonatkozo sziikséges fel-
tétel: (¢ — 2)(p — 2) > 4. Ez azt jelenti, hogy az eddig fel nem sorolt (p, q)
szampéarokra kell belatni, hogy az altaluk meghatarozott szabalyos mozaikok
valoban léteznek. Am ebben a geometridban kevésbé magatol értet6dd a sza-
balyos mozaikok létezésére elégséges feltételt talalni. Az euklideszi szabélyos
mozaikok esetében az eulkideszi parhuzamossag konnyitette meg a dolgun-
kat, amit a hiperbolikus sikon persze nem hasznalhatunk. A gémbi szabalyos
mozaikok létezésének belatasa is kézenfekvd volt, mivel lehet&ségiink nyflt
a konkrét mozaikok bemutatasara, ami részben a gombi geometria kézzel-
foghatosdganak, részben a mozaikot alkoté sokszogek véges darabszamanak
koszonhetd.

A hiperbolikus sik sajnos egyikkel sem szolgal. Nem nyilvanval6, hogy ha
elkezdjiik felépiteni a mozaikot sokszogrél sokszogre haladva, akkor nem iit-
koziink valamilyen hibaba. Hiba alatt azt értjiik, hogy a szabalyos mozaikok
definiciojanak nem eleget tevs jelenséggel talalkozunk. Erre kétféle modon
keriilhet sor. Az egyik, ha a sokszogek nem fedik le maradék nélkiil a sikot,
a mésik, ha van két olyan sokszég, amelyek nem szabalyosan csatlakoznak.

Az adott hiperbolikus szabélyos mozaikok létezését egy konstrukcio kiala-
kitasaval fogjuk belatni, ami soran bizonyos szabalyok betartasaval elkezdjiik
felépiteni a mozaikot. A sokszogek lerakasanak sorrendjét ugy szabjuk meg,
hogy ezaltal a hibdkat garantaltan elkeriiljiik. Hasznosnak tartom a konstruk-
ci6 menetét nagyvonalakban vazolni, ezzel szemléletesebbé téve a bizonyitast.
Legyen S a p oldalq, il szogl szabalyos sokszog. Err6l mar korabban be-
lattuk, hogy egybevagosag erejéig egyértelmien létezik. Vessziik ennek egy
példanyat, majd korberakosgatjuk a hozza csatlakoz6 és t6le nem diszjukt
példanyokkal. Igy egy nagyobb sokszoget kapunk, melyet aztan a kovetkezd
lépésben ismét noveliink az S példanyainak el6z6 modon valé hozzacsatola-

sédval. Ezt folytatva minden lépés utan egy 1j, az el6z6nél nagyobb sokszoget
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kapunk. A konstrukcié kulcsa az, hogy arra tudunk vigyazni, hogy minden
Gjonnan el6allé sokszog konvex legyen, ez pedig garantalni fogja a szabalyos
csatlakozast a kés6bbi lépésekben.

A konstrukcié preciz és részletes leirdsa el6tt azonban definidljunk egy

fogalmat, amelyet a bizonyitas soran hasznalni fogunk.

Definicié. Legyen H tetsz6leges ponthalmaz a sikon, és d tetsz6legesen
adott pozitiv szdm, ekkor a H halmaz d sugart koérnyezetén azoknak az
X pontoknak a halmazat értjiik, amelyekhez talalhaté olyan Y € H pont,
amelyre az XY tavolsag legfeljebb d. Jelolés: B(H, d)

Tehat példaul ha H egyetlen pont, akkor B(H,d) a H kozéppontu, d
sugaru korlap.

A bizonyitas eszkoze n szerinti teljes indukcio. Adott (p,q) szémpérhoz
(ahol (p —2)(q —2) > 4) akarjuk létrehozni a (p, ¢)-mozaikot. Hogy a konst-
rukciot egységes formaban el tudjuk mondani, dtmenetileg megkotést kell
tenniink p-re és g-ra, mégpedig legyen p > 3 és ¢ > 4. Ez persze maga utan
vonja, hogy kiilon meg kell majd vizsgalnunk p = 3, ¢ = 3 és ¢ = 4 ese-
teket, hogy minden (p — 2)(q — 2) > 4 egyenl6tlenségnek eleget tevs (p, q)

szamparhoz tartoz6 mozaik létezését belassuk.

Hap>3ésqg>4

Tehat adottak p, g szamok, amelyekre teljesiil, hogy (p — 2)(q¢ — 2) > 4,
valamint tegyiik fel, hogy p > 3 és ¢ > 4. Az altaluk meghatérozott mozaikot
a kovetkezdképpen allitsuk eld.

A konstrukci6

Rekurzioval definidlunk egy sokszogekbdl &llo Py, Ps, ..., P,, ... végtelen
sorozatot (és veliik egyiitt mindegyik P,-nek egy felbontasat S-sel egybevago

sokszogekre) ugy, hogy a kovetkezd harom tulajdonsag érvényes legyen:
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1. Minden P, véges sok, egyméashoz paronként szabélyosan csatlakozo,

S-sel egybevagd sokszog egyesitéseként van elGallitva.
2
2. P, minden szoge k <l> nagysagu, ahol k = 1 vagy k = 2. (Ezzel
q
garantaljuk P, konvexitidsat, mert ¢ > 4 miatt még il is konvex.)
q

3. Létezik olyan pozitiv d tavolsag, hogy minden n > 1 esetén
B(P,_1,d) C P,.

Legyen P, az S szabalyos sokszog egy tetszGleges példanya, amire persze
a harom tulajdonsag nyilvanval6 médon teljesiil.

Tegyiik fel, hogy mar megkonstrualtuk a P, ..., P, sokszogeket ugy,
hogy mindegyikiikre érvényes az (1), (2) és (3) tulajdonsag. Ekkor P, i-et
ugy kapjuk, hogy hozzdillesztiink még néhany S-sel egybevagd sokszoget.

Ezek kétféle tipusiiak lehetnek a P,-hez val6 csatlakozésuk szerint.

e Az els6 tipusiak S azon példanyai, amelyeket P, minden oldalahoz

kifelé hozzaillesztiink.

Ezutan P, minden csiicsdnal kifelé szabadon marad egy-egy szogtartomany,
27

q
4
ban. Az indukcios feltevés (2) allitasabol tudjuk, hogy o = il vagy a = —W,
q q

amelynek a nagysaga 27w — (2 ( ) + oz), ahol o a P, szoge ebben a cstcs-

2m
ezért a szabadon marad6 szogtartomany mértéke m (—), ahol m pozitiv
q

egésyz.

e A maésodik tipustiak S azon példanyai, melyeket ezekbe a szogtarto-
ményokba illesztiink be tgy, hogy barmelyiknek a csicsa P, valamely

csticsahoz csatlakozik, és egy-egy szogtartomanyba m darab keriil.
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A P,.1 sokszoget tehat ugy kapjuk, hogy P,-et egyesitjiik az Gsszes elss
tipusi és az Osszes mésodik tipusi hozzaillesztett sokszoggel. Az igy el6él-
litott P,.; tulajdonsagait kell megvizsgalnunk, hogy belassuk, hogy az (1),
(2) és (3) allitasok n helyett (n + 1)-re is igazak.

1. Az egyetlen, ami magyarazatot igényel, a szabalyos csatlakozas. Ter-
mészetesen az S azon példanyai, melyek P,-nek részét képezik, az in-
dukcios feltevés miatt paronként szabalyosan csatlakoznak. Tovabba az
is nyilvanvalé P, konvexitdsa miatt a konstrukciobol, hogy a P,-hez
jonnan hozzavett sokszogek szabalyosan csatlakoznak barmelyik P,,-
belihez.

Igy tehat csak az tjak egymashoz valo szabalyos csatlakozasat kell be-
latni. Az elsé tipustiak egymas kozt megint csak P, konvexitisa miatt
csatlakoznak szabalyosan (¢ > 4 miatt a szomszédos oldalakra illesztett

sokszogek cstcsban talalkoznak, egyébként diszjunktak).

A masodik tipusiak P, egy-egy csicsanal halmazokat alkotnak, ami-
ken beliil nyilvan nincs gond a szabdlyos csatlakozassal. Mivel p > 3-at
elére feltettiik, ezért kijelenthetjiik, hogy a kiilonb&z6 halmazok egy-
méastol és az els tipusuaktol diszjunkt szogtartomanyokban fekszenek.
Ebbdl persze kovetkezik, hogy a kiilonb6zé halmazban levé masodik ti-
pustak is, illetve az elsé és masodik tipusaak is egymashoz szabdlyosan

csatlakoznak.

Ezzel tehat belattuk, hogy a P,,1-et alkoto6 szabalyos sokszdgek paron-

ként szabélyosan csatlakoznak egymashoz.
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2. Mivel p > 3, ezért P, barmelyik csiicsa esetén csak a kdvetkezs két

lehetGség johet szoba:

e vagy egyetlen Gijonnan P,-hez illesztett sokszognek az egyik csicsa
cree 1 2T
tolti ki, [ —
q

e vagy pedig két darab (két masodik tipusu, vagy egy els6 és egy

masodik tipusi) sokszog egy-egy csicsanak az egyesitése tolti ki.

&
q
Ezért a (2) tulajdonsag érvényes P, i-re.

3. Az allitas belatasahoz talalnunk kell egy alkalmas d tavolsagot. Ennek
a meghatarozasahoz elébb vegyiink fel a sikon egy S oldalhosszaval
egyenld hossztisagt AB szakaszt. Erre illessziik rd S egy-egy példanyat,
hogy A és B éppen a sokszogek két-két szomszédos csicséra illeszked-
jen, majd az A és B végpontok koriil iiresen maradt szogtartomanyokba
illessziik csticesal S egybevago példanyait ugy, hogy a szogtartomanyt
teljesen kitoltsiik. Tgy a 2¢ — 2 darab sokszog (mivel g darab keriil egy
pont koré, és van kettd, ami kozos) egyesitésével egy T' sokszog &ll eld.
Ekkor AB szakasz T belsejében van, ezért az AB szakasz tavolsaga a
T hataratol pozitiv szam, ez legyen d. (Két ponthalmaz tavolsagan azt
a két pont kozotti legkisebb tavolsagot értjiik, ahol az egyik pont az
egyik, a masik pont a masik halmazban van.) Tehat tgy is fogalmaz-
hatunk, hogy ha P az AB szakasz tetszéleges pontja, és @ tetszéleges
olyan pont, amely nincs T belsejében, akkor P és () tavolsidga legaldbb
d. Ezzel a d tavolsaggal mér nyilvanvalé a (3) &llitds P, ;-re, hiszen
P, minden oldalszakasza koré a fenti médon elGallitott T benne fekszik

Pn+1—ben.

Ezzel a P,-ek definici6ja készen van minden n-re, a rekurzié végigmegy

az Osszes természetes szamon.
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Val6ban szabalyos mozaik?

Tekintsiik ezutan a sikon a P,-beli sokszogek halmazainak az uni6jat min-
den n-re. Errdl akarjuk belatni, hogy ez egy S-sel egybevagd sokszogekbdl
felépiils szabalyos mozaik. Ehhez kell, hogy S barmely kett§ példanya sza-
balyosan csatlakozzon, és hogy S 6sszes felhasznalt példanya egyiitt lefedje
a sikot.

Szabdlyos csatlakozds

A szabdalyos csatlakozas nyilvanvalo, hiszen a sokszogek rendszerében bér-
mely kett6r6l meg tudjuk mondani, melyik P sokszogben van. Legyen az
egyik P,,-ben, a masik P,-ben, ahol m > n, ekkor persze P,, mindkett&t
tartalmazza, és az (1) tulajdonsagbol tudjuk, hogy akkor azok szabélyosan
csatlakoznak.

Sik lefedése

Jeloljiik O-val az els6 sokszog (azaz Pp) kozéppontjat. Ekkor a (3) tulaj-
donsag ismételt alkalmazasaval kdvetkezik, hogy minden n > 1-re az O koriili
(n — 1)d sugart korlap benne fekszik P,-ben. Es mivel a rekurzié végigmegy
az Osszes természetes szamon, a sik tetszélegesen adott pontjdhoz van olyan

n, hogy a pontot az O koriili (n — 1)d sugart kérlap tartalmazza.

Hap=3

Tekintsiik azokat a (p,q) szabalyos mozaikokat, ahol p = 3. Ez azt jelenti,
hogy S héaromszog, és mivel a hiperbolikus sikon vagyunk, ¢ > 6. A fenti
konstrukcié alkalmazasihoz moédositanunk kell rajta, ehhez pedig sorra kell
venni, hol hasznaltuk ki a p > 3 feltevést.

Az (1) bizonyitasaban (szabélyos csatlakozas) ez a feltevés biztositotta,
hogy a masodik tipusiti hozzacsatolt sokszogeknek a kiilonboz8 csicsokhoz
tartoz6 halmazai diszjunkt szogtartomanyokban fekszenek, ezért diszjunk-
tak. Ha p = 3, akkor tehat nem feltétleniil diszjunktak, de a lehetséges k6zos

pont csak a cstcsa lehet mindkettének (mégpedig csakis akkor, ha a szoban
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forgo két halmaz a P, sokszog két szomszédos csiicsahoz tartozik, és éppen
kozrefog egyet az elsé tipust haromszogek koziil), ami szintén szabélyos csat-
lakozésnak szamit.

A (2) bizonyitasaban meghataroztuk P, szogeit. Ebben az esetben a
2

3 <—7T) Osszeget is kaphatjuk szogmértéknek, ha hdrom darab haromszog
q

fut Ossze (a kozos csics az els§ tipust hozzéillesztett haromszogek kiilss
csiucsandl lehetséges). Mivel ¢ > 6, ez a sz0g még mindig konvex szog. Tehat
egy kevés modositas elegends az indukcios feltevésben. Mégpedig az, hogy
p = 3 esetén a (2) allitasban meg kell engedni a k = 3 lehetdséget is. Méas

modositas azonban nem kell, igy a bizonyitas Osszeall a p=3 esetre is.

Ha ¢g=3 vagy ¢q=14

Ebben az esetben, mivel az hiperbolikus sikon vagyunk, teljesiil, hogy p > 6
illetve p > 4. Ezért a bizonyitds mar tisztazott része alapjan létezik a (q,p)
szimbo6luma mozaik. Ahogyan arrél mar kordbban szé esett, egy szabalyos
mozaik duélisa is szabalyos mozaik, ezért a (p, ¢) altal meghatarozott szabé-
lyos mozaik is létezik.

Ezzel a bizonyitas végére értiink, hiszen belattuk, hogy minden,
(p—2)(q¢ — 2) > 4 egyenlGtlenségnek eleget tevs (p, ) szampar altal megha-

tarozott szabalyos mozaik valoban létezik.
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6. Befejezés

Dolgozatom soran bemutattam a szabalyos mozaikokat, ezen keresztiil pedig
szemléltettem a gombi, az euklideszi és a hiperbolikus stk néhany kiilonb-
ségét. A legjelentGsebb megallapitas a szabalyos mozaikokkal kapcsolatban,
hogy barmely szabalyos sokszoghdl ki lehet rakni szabalyos mozaikot, és pusz-
tan a sokszog oldalszamat és szogét ismerve egyértelmten eldonthets, hogy
melyik sikgeometridban alkot mozaikot. A szakdolgozat masik fontos eredmeé-
nye, hogy a téman keresztiil viszonylag konnyen érzékeltethet&ek a hiperboli-
kus sik kiilonlegességei, legalabbis olyan mélységben, amely egy matematika
fakultaciot latogato, lelkes diak szamara még befogadhat6. Ugyanis nem tar-
tom kizartnak (pontosabban reménykedem benne), hogy tanari palyam soran
talalkozom olyan matematika irant érdeklgdé fiatalokkal, akik nem elégsze-

nek meg az el6irt torzsanyaggal.
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