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1. Bevezetés

Szakdolgozatom kozéppontjaban az ,aranycsindlé”™paradoxonként elhi-
resiilt Banach — Tarski paradoxon all. Ez szemléletesen megfogalmazva azt
mondja ki, hogy ha egy tomor gombot a megfelel§ modszerrel feldarabolunk,
akkor az igy kapott részeket 6ssze tudjuk tgy rendezni, hogy végeredmény-
ként két, az eredetivel azonos gébmbot kapunk. Azaz a paradoxon szerint

képesek vagyunk megkettézni a tomoér gombot.

A témat csoportelméleti Gsszefiiggésben targyalva ez nem jelent maést,
mint hogy egy halmazt, ami a gémb pontjait tartalmazza, egy modszer se-
gitségével megkettdzziik, pontosabban lathaté lesz, hogy ekkor kétféle mo-
don &llitjuk el6. Azonban ezek belatasidhoz sziikség van a csoportelmélet ide
vonatkozo dsszefiiggéseinek ismeretére, melyeket a dolgozat elején Osszegyiij-

tottem.

Az allitas paradox mivolta nem kérdéses, teljesen ellentmond a minden-
napi életben tapasztaltaknak. Azonban nagyon érdekes, hogy a matemati-
ka megenged ilyen &llitdsokat. Ennek az az oka, hogy ennél az allitasnal
felhasznaljuk a kivilasztasi axiomat, melyet mar a dolgozat elején réviden

ismertetni fogok.

Annak szemléltetésére, hogy nem az altalam targyalt paradoxon nem az
egyetlen ilyen "valotlansidgot' igazolo allitas, az utolsé fejezetben megemlitek

még ehhez hasonl6 érdekes matematikai kovetkeztetéseket.



2. Kivalasztasi axioma

Mindenek el6tt a legfontosabb az, hogy a halmazelmélet legvitatottabb
axiomajat, a kivalasztasi axiomat ismertessem, ugyanis ezen alapszanak a
szakdolgozatomban targyalt paradoxonok. Elgszor Ernst Zermelo mondta
ki axiomaként a jolrendezési tétel bizonyitasaban, amit tjra kellett fogal-
maznia, mivel nagy vitat valtott ki a matematikusok kérében. Amellett
hogy sok pozitiv, a tudoméanyt elére vivs kdvetkezménye volt, akadtak szép
szammal olyanok is, amelyek a valésagnak ellentmondé allitasokat eredmé-
nyeztek. Erre j6 példa a Banach-Tarski paradoxon. 1963-ban Paul Cohen
igazolta, hogy fliggetlen a t&bbi axiéméatol, azokbol nem lehet levezetni. Ez-

altal a kivalasztési axioméat elfogadottnak tekinthetjiik.

2.1. Kivalasztasi axioma (Axiom of Choice - AC). Ha {A; : i € I}
nemiires halmazok rendszere, akkor 3f fiigguény, amelyre D(f) =1 és f(i) €
A; Vi € I-re. Az [ fiigguény neve kivdlasztdsi fliggvény, minden A;-bdl kivd-

laszt eqy elemet.

2.1. Megjegyzés. Az axidma egy ekvivalens megfogalmazdisa:
Paronként diszjunkt halmazok bdrmely rendszeréhez létezik olyan halmaz,

amelynek az 6sszes nem tires halmazzal pontosan egy kizds eleme van.

A dolgozat soran a 4.1.1. Tétel bizonyitasanal, és annak kévetkezmé-
nyeinél hasznalom fel, amelyek a Haussdorff illetve a Banach-Tarski parado-

xon igazolasdhoz egyarant sziikségesek.

3. Csoportelméleti alapok

Ez a fejezet a probléma megértéséhez sziikséges ismereteket tartalmazza,
illetve foglalja 6ssze, elindulva a csoportok definici6jatol, egészen a szabad

csoportok definicidjaig.



3.1. Csoport fogalma

Ebben a részben a témahoz szorosan kapcsolodd alapdefinicidkat csak
felsorolas szintjén emlitem meg. Ezek az el6adisokon tanultak szerint a

kovetkezsk:

3.1.1. Definicié (Csoport). Legyen G :# () halmaz, rajta egy mdvelet (-):
Va,b € G-re értelmezelt a-b € G gy, hogy:

1. Asszociativitds: Ya,b,c€ G: (a-b)-c=a-(b-c)
2. Egységelem: de€e G:VreGe-x=x-e==x
3. Neutrdlis elem (inverz): Ve€ G et €Gec-cl=cl.c=e

3.1.1. Példa. Vegyiik az egész szdmok azon részhalmazdt, melynek elemei a
modulo 7 maradékosztdlyok, és ldssuk el a + mdvelettel. Az igy kapott halmaz
csoportot alkot, melynek neve az egész szamok mod 7 maradékosztdilyainak

additiv csoportja: Z+ ={0,1,2,3,4,5,6}.

3.1.1. Megjegyzés. Akkor beszéliink egységelemrdl, ha a mivelet szorzds
(-). Azonban a fenti példan jol lathats, hogy a + kétvdltozds mivelettel elld-
tott halmaz is lehet csoport. Ebben az esetben a neutrdlis elem megnevezése

nullelem.

o Szorzdsndl: 1-gyel vald szorzds nem wvdltoztatja meg az adott csoport-

elemet.

o Osszeaddsndl: az adott csoportelemhez 0-t adva nem vdltozik.

3.1.2. Megjegyzés. Mivel a neutrdlis elem mdvelettdl fiiggben mds lehet,

19y annak elddllitisa két csoportelem és a mivelet segitségével is eltérd :

o Szorzdsndl: a-a ' =a"'-a=1 inverz

e Osszeaddsndl: a +b=0=>a=—b=>b= —a azaza+ (—a) =0
ellentett



A 3.1.1. Definiciéban nem tettiik fel, hogy a miivelet kommutativ. Ezt a

tulajdonsagot az alabbi definici¢ tartalmazza:

3.1.2. Definicié (Abel-csoport). Azokat a csoportokat, amelyekben a mi-
velet kommutaliv, azaz Va,b € G esetén a+b = bxa teljesil, Abel-csoportnak

hivjuk.

Ezen definicidk ismeretében kezdhets meg a bonyolultabb csoportelméleti

Osszefiiggések targyalasa.

3.2. Csoporthatas, paradox csoporthatas

Ahogy a bevezetében irtam, sziikség van halmazkett6z6 modszerre, ezért
ebben a részben azt fogom megmutatni, hogy hogyan lehet egy halmazt meg-
duplazni egy csoport segitségével. Pontosabban a halmaz egy-egy diszjunkt
részébdl hogyan hozhatd 1étre az eredeti halmaz csoport segitségével. A pa-
radoxitas abban rejlik, hogy nem csak az egyik részbdl allithaté el§ a teljes
halmaz, hanem az attél diszjunkt masik részhalmazbol is.

Ennek alapjan a csoport elemeinek H halmazbeli elemhez H-belit kell
rendelni. Igy a csoportelemeket tekinthetjiik egy-egy ¢ : H — H fiiggvény-
nek. Pontosabban vannak olyan G-beli elemek, amik H D A — H fiiggvé-
nyek és olyanok, amelyek H D B — H fiiggvények, ahol teljesiil még, hogy
AU B = H (diszjunkt uni6). Ezt kévetSen definidlnunk kell, hogy miként
tud hatni egy csoport egy halmazon/ részhalmazon. A csoport elemeinek
hatasat a halmazelemekre a csoportbeli mtvelettel értelmezziik (x). Azon-
ban * valtozo6i ebben az esetben nem két G-beli elem, hanem egy G-beli és

egy H-beli elem. Ezért a tovabbiakban a kévetkez6 jelolést fogom hasznélni:
hageGéshe H:hxg:=hy
Ennek megfelelGen:

haa,beGeésx e X:(hxa)*b=(h?)°



3.2.1. Definicié (Csoporthatas). Legyen adott G csoport és H halmaz.
Ekkor G hat H-n, ha: Vg € G és h € H esetén h9 € H értelmezett gy, hogy:

1. Ya,b € G és Vh € H-re h®® = (h2)?

2. Yh € H-ra h® = h, ahol e a G egységeleme

Mivel G csoport, igy teljesiilnie kell a 3.1.1-ben szerepld csoportaxiomak-
nak. Ezek koziil 1) és 2) a csoporthatas definicioja alapjan teljestil. Ezek

mellett azonban G zart kell hogy legyen az inverzképzésre:

1

VgeG:3gteG:(h9)9 " = (h9 ') =h,ahol he H

Az eddigiek alapjan ez azt jelenti, hogy az egyes fliggvényeknek kolcso-
nésen egyértelmtieknek kell lenniiik. Azaz D(g) = R(g™!) és D(¢~!) = R(g)
egyenldségeknek teljesiilniiik kell. Ez sziikséges és egyben elégséges feltétel
az inverzfiiggvény létezésére.

A késsbbiekben szerepls 4.1.1. Tétel. nem-trivialis fixpont nélkiil hato,
paradox csoportra vonatkozik, melyhez szorosan kapcsolédik a csoporthatés
stabilizdtoranak fogalma. Emellett a tétel bizonyitasdhoz definialni kell a

csoporthatas pélyajat is.

3.2.2. Definicié (Csoporthatas palyaja és stabilizatora). Legyen G a
H halmazon hato csoport, tovdbbd g € G és h € H. Ekkor:

1. A h pont orbitja (pdlydja) G-nél Orbg(h) = {h9|g € G} , vagyis azok

a pontok, ahovd h-t G elemei el tudjdk vinni.

2. A h stabilizdtora G-ben Gy, = {g € G|h9 = h}, vagyis azok a csoport-
elemek, amik fizen hagyjdk h-t.

3.2.1. Megjegyzés. G hatdsa X-en tranzitiv, ha csak egy palya van. Ez azt
jelenti, hogy Vhi,ha € H 3lg € G, amire h{ = hy.



3.2.2. Megjegyzés. Specidlis eset: amikor G < Sp.

Itt Sy tetszdleges H halmaz bijektiv leképezései, transzformdcidi.

Sy csoportot alkol a kompozicid mivelelére nézve, ezt a H-n hatd szimmelri-
kus csoportnak nevezzilk, aminek G részcsoportja, tdgynevezett transzformd-

cidesoport (G elemei is transzformdciok).

Maga a hatas mar tisztazott, ami még maradt, az a paradoxitas kérdése.
Ennek magyarazata az, ahogy azt mar kordbban megemlitettem, hogy G ele-
mei kdzott vannak olyanok, amelyek X elemeire hatva elgallitjak H halmazt.
Legyenek ezek a fliggvények aq, ..., a, € G. Hasonldan talalunk olyan G-beli
elemeket, amik Y-on hatva elgallitjak H-t, ezek legyenek by, ..., b, € G.

3.2.3. Definicié (Paradox csoporthatas). Legyen G csoporthatdis L-en
és H C L. Ekkor H halmaz G-paradox, ha In,m € Z* és 3X1,..., X, Y1,...
H aholVi,j : X;NY; =0 és3Jay,...,an,b1,...,by € G esetén:

H=UX{" és H=UY,".

Osszegezve az eddigicket, sikeriilt kétféleképp eléallitani H halmazt, meég-

hozza G csoport segitségével.

3.3. Szabad csoportok

Ebben a részben egy 1j csoportkonstrukciot definidlok, az tgynevezett
szabad csoportokat. FEzek segitségével konkretizalhat6, hogy milyen tulaj-
donsagu csoportokkal hozhatunk létre paradox felbontast. Ezt a kovetkezd
fejezet elején fogom részletezni, amihez az itt targyalt kétgeneratoros szabad

csoportok ismerete sziikséges.

3.3.1. Definicio. Legyen G csoport és g € G. Ekkor g elem egész kitevdjid
hatvdnyaibol dllo részcsoportot a g elem dltal generdlt részcsoportnak nevez-

ziik, jele: (g).

N



3.3.2. Definicié. Tetszdleges G csoport esetén az X € G dltal generdlt rész-
csoport a legszikebb X-et tartalmazo részcsoportja G-nek, jele: (X). Az X
halmazt G generdtorrendszerének nevezzik (X generdlja G-t), ha (X) = G.

3.3.1. Megjegyzés (Legsziikebb elem). Olyan halmaz a halmazrendszer-
ben, ami a halmazrendszer minden elemének részhalmaza (# minimdlis elem:

ez a legszikebb halmaz a halmazrendszerben,).

3.3.1. Tétel. Legyen G csoport és X C G. Ekkor (X) a G azon elemeibdl
all, melyek folirhatok az X elemeibdl és azok inverzébdl képzett akdrhdny

tényezds szorzatként.

A tétel alapjan irjuk fel az X halmaz &ltal generalt (X) részcsoportot.
Ehhez venni kell Vo € X-hez 2~ ! elemet tgy, hogy = # o~ és 271 ¢ X.
Legyen S az a halmaz, ami a rendelkezésre allo x és =1 "betiikbsl" 4llo
"szavakat" tartalmazza. Ezek a szavak olyan véges sorozatok, melyeknek
minden eleme z vagy z!.

Ha példaul X = {z,y}, akkor egy lehetséges szo:

1 lx_lyyy:cy_lx_lx_lx_l,

amit osszevonasokkal rovidebb alakban felirva: a?yzty=4ax =2y zy~

xmyazxmxy_ly_ly_ly_ x

1,.—3

-
A kbvetkez§ 1épéshen be kellene latni, hogy ezekbdl a szavakbdl allo halmaz
csoportot alkot, bizonyos feltételek mellett. Ehhez teljesitenie kell a csoport-
axidmékat.

Els6 1épésben nevezziik "iires sz6"-nak azt az elemet, aminek egyetlen be-
tiije sincs. A csoportot el kell latni egy asszociativ miivelettel, legyen ez a
halmazban szerepls szavak s,t € S szorzata s-t, ami a szavak ebben a sor-
rendben torténd egymads utan {rasaval képezhets. Lathato, hogy az iires sz6
erre a miveletre kétoldali neutralis elem, jeltljiik 1-gyel.

Mér csak az inverzképzésre vald zartsag sziikséges, ehhez azt szeretnénk, ha x
és 2! egymaés inverzei lennének. Ebbél az kévetkezne, hogy z-2~1 = 1, ami

a csoportelemeket tekintve komoly véltozasokat jelent. Tekintsiik példaul



Qﬁyyilaﬁil

inverzek miatt mindketts az x sz6va egyszeriisddik. Az igy leegyszertistdott

x és y~lyx szavakat. Az eddigiek alapjan ezek egyenlsk, hiszen az

szavakat redukalt szavaknak nevezzik.

3.3.1. Allitas. Egy adott sz6t akdrhogy egyszerdsitink, mindig ugyanazt a
redukdlt szot kapjuk.

3.3.1. K6vetkezmény. A 3.3.1. Allitds. miatt ezek o redukdlt szavak eqy-

értelmiden meghatdrozottak.

Az ily modon elgallitott elemek mar csoportot, tigynevezett szabad cso-

portot) alkotnak.

3.3.3. Definicié (Szabad csoport). G szabad csoport, ha minden eleme
pontosan egyféleképpen dll eld az X C G halmaz elemeibdl és azok inverzébdl
(az eqységgel vald bévitéseket leszamitva). AzazVg € G-hez 3 aq, ..., an, b1, ..., b, €
7. kitevdk, hogy x,y € X esetén: g = @y a®yb2. x%qy  ahol Vaj, b #0

(kivéve ay,by,).

3.3.2. Megjegyzés. A levezetésben két elem generdlja a részcsoportot, ez a

kétgenerdtos szabad csoport, jele: Fy.

4. Haussdorff-paradoxon

Ebben a fejezetben felhaszndlva az eddig megismert csoportelméleti fogal-
makat, tovabbi tételek és kovetkeztetések segitségével juthatunk el a Haussdorff-
paradoxonig. Ehhez a térbeli forgatasok matrixokkal val6 lefrasat is részle-
tezni fogom, mivel a paradoxon a térbeli, origén athaladd egyenesek koriili

forgatasok szabad csoportjara (SOg3) vonatkozik.

4.1. Paradoxitas és szabad csoportok

A kovetkezd allitas targyalasa elétt vizsgaljuk meg a csoporthatés egy

specidlis esetét. Vilasszuk a 2.2.1. definiciéban szerepld H halmazt gy, hogy

10



csoport legyen, pontosabban annak a G csoportnak, ami éppen eredetileg H-

n hat. Azaz G csoport hasson énmagan a definiciéban leirtak szerint:
1. Ya,b,c € G : c® = (c?)°
2. Ve e G: c® = ¢, ahol G egysgeleme e.

4.1.1. Megjegyzés. G elemei ebben az esetben is bijektiv leképezések az

wmverzre vald zdrtsdg miatt.

4.1.2. Megjegyzés. Az igy definidlt hatds tetszdleges csoport esetén termé-

szetes hatds onmagdn.

Ahhoz, hogy kozelebb keriiljiink célunkhoz, azt kell megvizsgélni, hogy
mely csoportok esetén 4ll el6 az adott csoport paradox médon, amikor 6n-

magan hat. Ehhez j6 kiindulépont az alabbi allitas:

4.1.1. Allitas. Egy F szabad csoport, melynek rendje 2 akkor F-paradoz, ha

F bal szorzdssal hat énmagdn.

Bizonyitas: Mivel |F| = 2, igy két elem generélja, legyenek ezek x és y.
Tekintve, hogy F' kétgeneratoros szabad csoport, igy elall x és y elemekbdl
és inverzeikbdl, azaz x, z !, y,y~! betiik szorzatabol (egymds utan irasabol).
Ha az s ezen négy bett valamelyike, akkor jelentse W (s) halmaz az F csoport

azon elemeit, amelyek s-sel kezdédnek. Példaul:
yrtyyzy~ € W(y) vagy o tyzayly e € W(aTh).
Ekkor az F' csoport el6all a kivetkezd alakban:
F=1UuW(@)uW@E HuW(y) uwy1,

ahol 1 az iires sz6, a tovabbi halmazok pedig az adott bettivel kezd§dé6 redu-
kalt szavakat tartalmazzék. Ezek egymastél paronként diszjunkt részhalma-
zok, hiszen a négy kiilénb6z6 kezdébetd szerint valogattuk szét a szavakat.

Tovabba megmutathato, hogy
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F=W()uaW(xz ') és F=W(y)UyW(y™!)

is teljesiil. Ennek igazolasdhoz elég belatni a két felbontas koziil az egyiket,
a maésik elem szerinti felosztast ennek mintajara el lehet végezni. Tekint-
siik az F = W(y) UyW(y~!) esetet, ahol mint ismert a W (y) az y-nal
kezd6d6 szavakat tartalmazd részhalmaz. A ... &bran jol lathatd, hogy az
F csoport elemei elallithatok y-nal és nem y-nal kezd6dé redukalt szavak-
bol. Tehat a feladatunk az, hogy az yW (y~!) halmazrol kell megmutatnunk,
hogy tartalmazza az 6sszes nem y-nal kezd6dé redukélt szét. Ehhez vegyiik
ah € F\W (y) elemket, igy ezekre biztosan igaz, hogy nem y-nal kezd6dnek.
Hasson ezen h szavakra az F' csoport y~! eleme balrél. Az igy kapott szava-

1 1

kat biztosan nem tudjuk egyszertsiteni, mivel nem y-nal (hanem y= ", z, 2~

bettikkel) kezdddnek, emiatt y~'h € W(y™1), azaz ily moédon létrehoztuk

az y_l

hat balrol, akkor teljesiil: h = y(y~'h) € yW(y™!), tehat megmutattuk,

-zel kezd6ds redukalt szavak részhalmazat. Ha ezekre y € F elem

hogy a nem y-nal kezd6d6 szavak benne vannak az yW (y~!) részhalmazban.
Tudjuk tehat, hogy W(y) és yW (y~') halmazok egyiittesen tartalmazzak
az Osszes lehetséges x és y 4altal redukalt szo6t, tovabba a két halmaz disz-
junkt, ennek alapjan: F = W (y) UyW (y~!) teljesiil. Hasonléan belathato
az F = W(z) UasW (z~!) egyenléség is.

A paradoxitas konnyen ellenérizhetd felidézve a 3.2.2. Definicidt és kéttaga

uniora felirvas:
b b
H=X"UX3?=Y"UY,"

Ha vesszilk a; = 1,X; = W(x),a0 = 2,Xo = W(z7™) és by = 1,Y] =
W(y), by =y, Yo = W(y~ ') helyettesitéseket, akkor éppen 77-et kapjuk. Ez
pedig azt jelenti, hogy F halmaz F paradox.

Hasonléan belathat6, ha a csoport jobbrél hat.

4.1.3. Megjegyzés. Ha egy G csoport balrél hat onmagan, és ekkor G cso-

port G paradoz, akkor azt mondjuk G csoport paradox.
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4.1.4. Megjegyzés. Az eddigiek alapjin a 4.1.1. Allitds:
Az Fy = (x,y) csoport paradoz.

A kovetkezd tétel mérfoldkének tekinthetd, mivel maga a tétel és kovet-
kezményei adjak a tovabbi tételek bizonyitasainak alapjat. Kimondésa elGtt
idézziik fel a 3.3 részben szerepl6 stabilizator fogalmat, melynek segitségével
azt mondhatjuk, hogy egy G csoport nemtrividlis fixpont nélkiil hat egy H
halmazon (azaz Yh € H-rta h9 = h <= g =e € (), ha Vh € H ese-
tén G, = {e}. Vagyis ekkor a stabilizator egyetlen elemet, G egységelemét

tartalmazza.

4.1.1. Tétel. Ha G paradoz csoport hat a H halmazon, tovdbbd Vh € H
Gy, = {e € Gle :egységelem}, akkor H halmaz G-paradoz.

Bizonyitas: Mivel G paradox, igy 6nmagén hatva el6all a kovetkezd alak-
ban: G = UX{ = UY,”, ahol a;,b; € G 6 X;,Y; C G Vi = l.n &
Vj = 1...m-re.

Hasznaljuk fel a 3.2.2. Definici6.-t. ami alapjan egy h € H pont palya-
ja Orbg(h) = {h9 | ¢ € G}. Ezek a pélyak paronként diszjunktak vagy
megegyeznek, ugyanis tegyiik fel, hogy:

3hy, by, h* € H melyre teljesiil h* € Orbg(hy) és h* € Orbg(hs)
Ja,b e G: h* =he = hb

Ezt b—1-gyel megszorozva jobbrol h‘flfl = ho adoddik, igy mivel G csoport,
ezért ab~! € G. Azaz hi-re hat egy G-beli elem, ekkor egy h; pélyabeli
elemet kapunk. Osszegezve hy € Orbg(hy).

Vegyiik tehat az Osszes h € H elemhez tartoz6 Orbg(h) halmazokbol allo
paronként diszjunk halmazrendszert. A kivalasztasi axioma miatt IM hal-
maz, aminek az Osszes orbittal pontosan egy kozos eleme van. Hasson erre
az M halmazra Vgi,...,9r € G jobbrél. Az igy kapott halmazok unidjara
| M9 = H teljesiil.

Mivel Yh € H G, = {e}, azaz G nem-trivialis fixpont nélkiil hat H-n, ezért
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Va,b € G, azt kapjuk, hogy M?® N M® = (. Ugyanis tegyiik fel indirekt,

hogy dmq,ms € M, amikre m{ = mg. Hasson ezekre jobbrol b~!, ekkor

m‘flrl = me, azaz ugyanabban az orbitban vannak. Tehét igaz az, hogy

mo = mf, ahol ¢ € G. Ezt behelyettesitve a feltételbe, miszerint m{ = mlz’,

a kovetkezs adodik m¢ = (m§)® = m$®, ekkor ha a=' hat jobbrol, akkor
bea~1

my =m; azaz lenne olyan e # g = bca™! € G, ami my-et helyben hagy-

né, ez pedig ellentmond azzal, hogy G nem-trivialis fixpont nélkiil hat.

Ha ezt belattuk, akkor vegyiik X7 = (J{M9|g € X;} és V" = U{MY|g €
Y;}. Ekkor mivel H paradox felbontasaban Vi,j : X; NY; = 0, emiatt
XFNY7 =0. Tovabba X7 UYF = U{M9]g e G} = H .

Mivel G = UX[" = Uijj és G hat a H = X} UY}" halmazon, ezért H
elsall:

H=U(X})" es H=U(Y;)"
alakban, ami azt jelenti, hogy H halmaz G-paradox.

4.1.1. Kovetkezmény. A H halmaz F-paradoz, ha az F kétgenerdtoros sza-

bad csoport nem-trividlis fixpont nélkil hat H-n.

4.1.2. Kévetkezmény. Legyen G csoport és R C G részcsoport. Ekkor ha

R paradoz, akkor G is paradox.

4.1.3. Kovetkezmény. Legyen G csoport és F C G, ahol |F| = 2 szabad

részcsoport. Ekkor G paradox.

4.2. Fiiggetlen forgatasok

4.2.1. Definicié. Legyen G szabad csoport és S C G, tovdbbd H = (S).
Ekkor ha VK C S-re (K) # H teljesiil, akkor S halmaz fiiggetlen.

4.2.1. Tétel. Ha 3x,y € SO3 fiiggetlen forgatdsok = SO3-ban van kétge-

nerdtoros szabad részcsoport.
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Bizonyitéas
Létezés: Vegyiik az x és y tengey koriili arccos %széggel torténd forgatasokat.
Jeldlje ezeket x és y. Linedris algebraban tanultak alapjan x-nek és y-nak

megfeleltethetd egy 3x3-as matrix, amik a kovetkezd alakiak:

1 0 0 1o F22
st =1 0 : :;:QBﬁ és ytl = 0 1 0
RS N 22 0
A negativ szoggel torténd forgatas z7! és y~! = fgy xz7l =1 = yy~!
1 00
teljesiil. Ennek alapjan az liressz6aze=1] 0 1 0 | lesz.
0 0 1

A matrixokat normél esetben nagy betiikkel kell jel6lni, azonban azért hasz-
néalom ezt a jeldlést, hogy eddig leirtakhoz

Az ily médon definialt betiikbdl létrejovs szavak nem lesznek mésok, mint
3x3-as matrixok szorzatai, melyek eredményeként szintén 3x3-as méatrixot
kapunk.

Meg szeretnénk mutatni, hogy nincs olyan a trivialistol eltérs, z*!, y*! be-
tiikbél 4ll6 redukalt szo, ami az identitas lenne.

Ha létezne ilyen alak:

'y =e /-y~

xi = yfj

Igy az egyik hatvanyabol megkaptuk y egy hatvanyat, amibél y tovabbi hat-
vanyai is kifejezhetdk, vagyis x generalné y-t is.

Ennek alapjan, ha nincs olyan x, y bettikbél képzett w redukalt sz6, ami az
egység lenne (trivialis esettdl eltekintve), akkor igaz a tétel.

Az y elemmel valé konjugalas: ySy~! konjugalast S szoéra nem valtoztatja
meg a sz6t, nincs hatassal a végeredményre, mert az elején + irdnyba, végén
— iranyba forgat, ezért vehetjiik azokat a szavakat, amik y*!-gyel kezdsd-

nek.
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Indirekt:

Ahhoz, hogy ellentmondést kapjunk tegyiik fel, hogy w egy ilyen z%!-gyel
kezd6d6 sz6, ami megegyezik az identitassal.

Megkoveteljiik, hogy (1, 0, 0)w éppen (a, b, v/2c)/3* alaku, ahol a, b, ¢ € Z
és 31c.

Ez maga utan vonja azt, hogy (1, 0, 0)w # (1, 0, 0) és (1, 0, 0)w = (a, b,
V2¢)/3F mivel ekkor cv/2 adédna, ezért 31 ¢, azaz w nem lehet identités.

Be kell még latni azonban azt, hogy (1, 0, 0)w valéban (a, b, v/2c)/3*

alaku. Ezt w sz6 hossza szerinti teljes indukciéval végezziik el.

1. Legyen w hosszal, ekkor w = 2+ = ( 1 00 )xil =

10 0
=(100)|0o & F|=(100)>
2v2 1
0 £5° 3
1 2v2
3 0 F5°
S(roo)l o 1 o0 [=(%o0 F22)-
2vV2 1
=22 0§

2. Tegyiik fel, hogy k-1 hosszt v szora teljesiil az allitas, azaz ahol w=v-z+1

vagy w=v-ytl és (10 O)v:?)k,%l(a’, b, ¢'V/2)

3. Kell, hogy k hosszii w szora is teljesiil.

Az el6z6 pont alapjan, mivel:

1 0 0
_ +1 1 ron 1 22 _
w=v-T —3k_1<a b C\/§> 0 3 :FT =
2v2 1
0 +£5° 3

(e ey + 220) L @20y 4 105) ) =
= (g8 FW ) K(VaAFW+) ) =
% 3a" b +4d \/§(C’$2b/))
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1 2V2

3 0 F5%
w:v'yi1—>(a’ b c’\/§> 0 1 0 =

2v2 1

=5 0 3

= ( %a’:l:m%ﬂ b :F%ﬁa’—i-%c’\/i ) =
=1 ( a' +4c 3V V2(d F2d) >
Lathato, hogy megfelel§ egészeket kaptunk.
Maér csak az maradt, hogy 3 1 c.
Ennek minden k hossztsigi szé6nal teljesiilnie kell, ezért belattuk, hogy igaz
w k hosszisdgira, igaz v k-1 hossziisigira, azonban meg kell vizsgalnunk a
3. rékovetkezs elemet is, hogy biztosan kijelenthessiik 3 1 ¢. Azaz venniink

kell még a k-2 hosszii u-val jelolt szavakat, melyek a kovetkez§ alakuak:
(1 0 0)11:(&777 b”, ¢’ ﬁ)/gk—Q

Az utols6 koordinatarél csak w hosszii sz6 esetén jelentettiik ki, hogy nem
oszthat6 3-mal, ezért ezekre kell visszavezetni a k-2 hosszi u szavakat is,
azaz megvizsgalni, hogy w miként 4llhat el§ u tipusi szavakbol.

Négy kiilonboz6 esetet kapunk:

1. w=u- gt y*!

2. w=u-y* .zt

3. w=u-zFt. gF!

4. w:u-yil-yil

Ebben a négy esetben a & — 1 hosszi v szavakhoz hasonléan eljarva,
a megfelel§ matrixszorzasokat elvégezve megkaphatok az egyes koordinatak
alakja. Az eljarast elvégezve minden esetben 3 t ¢ teljesiilni fog a kivant

koordinatara.

A kovetkezd tételt nem hasznaljuk fel a paradoxonok bizonyitasdnal, de
tovabbi érdekes allitasokat fogalmaz meg fiiggetlen forgatasokrol, ezért bizo-

ny{tas nélkiil keriil csak megemlitésre.
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4.2.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy © és y S?-beli azonos o sz0gi forgatdsok.
Ekkor x és y fiiggetlenek, ha:

o tengelyek merdlegesek és cosa € Q\ {—1;—1;0; 3; 1} vagy

o q tengelyek kiilonbozéek és a tengelyek dltal bezdrt szog koszinusza transz-

cendens.

Ennek alapjan jol lathato, hogy az el6z6 (4.2.1)tétel bizonyitasaban sze-
replé oo = arccos % helyett a tétel barmely 0, :l:%, +1-t61 kiilonb6z6 racionélis
szam esetén is igaz. Tovabba, ha nem merélegesek a tengelyek, akkor az al-

taluk bezart ¢ szog koszinusza transzcendens legyen, példaul ¢ := arccos v/2.

A 4.2.1 tételben elgallitott x, y forgatasok szabad csoportja legyen F.
Ennek elemei egyes R3-beli palydkon minden pontot helyben hagynak, igy a

4.1.1 tétel még nem alkalmazhat6.

Azonban ha vessziik S? egységgombhéjat, akkor a rajta haté F csoport-
ban minden, az identitastol eltérs forgatasnak két fixpontja lesz S2-vel. Ne-
vezetesen a forgatas tengelyének a gémbhéjjal valé metszéspontjai. Legyen
az Osszes ilyen pontot tartalmazo halmaz D. Ekkor mivel F megszamlalhato,
igy D halmaz is megszamlalhaté. Ha vessziik S%\ D pontok halmazét, (me-
lyekre F csoport hat,) akkor ebben az esetben F mar nem-trivialis fixpont
nélkiil hat.

Ez abbol latszik, hogy ha vessziik a P € S?\ D pontot, amire z € F hat,
akkor P* € 2\ D, mivel ha 3y € F, amire (P*)Y = P*, akkor ha jobbrol
! hat:

1 1

((Px)y)x’l — P:cyx’ — Pa:x’ =P

Igy P fixpont lesz xyx~'-nél, azaz P € D, ami ellentmond annak, hogy
P € S%\D. Tovabba mivel F paradox csoport, igy 4.1.1 alapjan S?\ D halmaz
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F paradox. Ennek egy bévitett valtozatiat fogalmazza meg a Haussdorff-

paradoxon.

4.3. Haussdorff-paradoxon

4.3.1. Tétel. Haussdorff-paradozon 3D < S?megszimldlhaté részhalmaz,
melyre az S? \ D halmaz SO3-paradoz.

A tétel igazolasdhoz az eddig leirtak mellett két, korabbi allitast/ tételt kell
csak felhasznalnunk. Azt tudjuk, hogy S?\ D F-paradox. A 4.1.1 tétel miatt
Fy C S0O3, mellett a 4.1.3 kévetkezmény miatt, mivel F5 paradox, igy SO3
is paradox = S?\ D SOs-paradox.

5. Banach-Tarski paradoxon

5.1. Atdarabolhatosag altalanos értelemben

5.1.1. Definicio. Két sokszog dltaldnosabb értelemben véve dtdarabolhatd,
ha az eqyikiik szétbonthato véges sok sokszog darabra, majd ezeket tdvolsdg-

tarts leképezések felhaszndldsdval dtrendezve a mdsik sokszogel kapjuk.

Az efféle atdarabolhatésag tranzitiv midvelet, mivel ha A atdarabolhat6
B-be és B atdarabolhat6 C-be, akkor A atdarabolhaté C-be.
A sokszégek atdarabolhatoségaval kapcesolatos tétel Bolyai Farkas nevéhez
fizsdik.

5.1.1. Tétel (Bolyai - Gerwien). Két sokszog dltaldnosabb értelemben vé-

ve dtdarabolhatd eqgymdsba <= a sokszogek azonos teriiletiek.

Bizonyitas: A tétel — iranya konnyen lathato, ugyanis - ahogy az a
definiciéban szerepel - az atrendezés soran csak tavolsagtartd leképezéseket
hasznalunk fel, melyeknek pontosan az a lényege, hogy az alakzat pontjai
kézti tavolsdgot nem valtoztatja meg, ezéltal az adott sokszog darab teriile-

tét sem.
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A <= irdnyndl a tranzitivitds miatt elegendd azt megmutatni, hogy barmely
sokszog atdarabolhaté egy vele megegyez§ teriiletd négyzetbe. Ennek igazo-

lasdhoz alabbi dbra nyujt segitséget.

% NI~

(») ®)

74

©) @

Az (a) rész azt mutatja, hogy barmely haromszog atdarabolhato egy tég-
lalapba. (Konkav sz6gii haromszog esetén a konkav szogbdl hiizott magassag
felez6pontjan keresztiil mend, a szoggel szemkozti oldallal parhuzamos egye-
nes esetén megoldhato.)

A (b) abra szemlélteti azt, hogy minden olyan téglalap, melynek hosszabb
oldala legfeljebb négyszerese a révidebb oldalnak, az megfelelgen szétbontva
négyzetté alakithato.

Abban az esetben, amikor nem teljesiil a b < 4a feltétel, a (c) abran lathato
modon a téglalapot félbe vagva és a hosszabb oldalak mentén Gsszeillesztve
kedvez&bb oldalaranyt téglalapot kapunk. Ezzel az eljarassal kialakithato a
kivant alakzat.

Az utolsé adbran a Pitagorasz-tétel igazolasa lathaté. Eszerint két négyzet
megfelel§ darabokra bontasaval ezek a darabok atrendezhetdk egy, a kiindu-
l4si négyzetek teriiletosszegével azonos teriilett négyzetté. (c? = a® + b?)

Ezek ismeretében a bizonyités 1épései a kovetkezsk:
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1. Az adott soksziget haromszogekre bontjuk = n csics esetén n-2 darab

haromszogre

2. Minden haromszogbdl kialakithaté a vele megegyezd teriiletd téglalap.
((a)abra)

3. Tetszbleges téglalapot szét tudunk tgy bontani, hogy a darabjaibél egy
négyzetet kapjunk. ((b)-(c) abrak)

4. A sikeresen négyzetté rendezett darabokat egyetlen nagy négyzetté ala-
kitjuk. ((d) abra)

Ennek alapjan az eredeti sokszog dtdarabolhato a kapott négyzetbe (és

visszafelé hasonloan).

5.1.1. Megjegyzés. A tétel dllitisa térben nem igaz.

5.2. Atdarabolhat6sig halmazelméletben

A tagabb értelemben vett adtdarabolas halmazelméleti megfelelGjét egy

tetszbleges csoporthatassal osszefiiggésben lehet meghatarozni.

5.2.1. Definicio. Legyen G csoporthatds H halmazon, és X, Y C H. Ekkor
X és Y G-dtbarabolhatok, ha:

X=UX;ésY =Y Vi=1,..,n

XinX;=0=Y;NY; hai <j<nés3g,..gn €G, melyekre Vi < n

esetén X' =Y;.

5.2.1. Megjegyzés. Szavakkal kimondva: X és Y egymdsba G-dtdarabolhatdk,

ha X és Y feloszthaték megegyezd, véges szami G-kongruens darabra.

5.2.2. Megjegyzés. Mivel ~g ekvivalencia reldcid, igy - hasonldan a szét-

metszés kongruencidhoz - VA, B, C halmaz esetén teljesil rd:

1. A ~g A (reflexiv)
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2. Ha A ~g B, akkor B ~g A (szimmetria)

3. Ha A~y B és B ~,, C, akkor A ~ C legfeljebb n-m darabot haszndilva

(tranzitiv)

Ezek ismeretében rovidebben megfogalmazhat6, hogy egy H halmaz mi-

kor G paradox:

5.2.2. Definici6. Legyen G csoport hatdssal L halmazon. Ekkor a H C L
halmaz G parador <— 3X,Y C H, ahol XNY =0, melyekre X ~g H és
Y ~q H teljesiil.

5.2.1. Tétel. Legyen G csoporthatds L halmazon, tovdbbd H, H C L, me-
lyekre H ~q H'. Ekkor ha H halmaz G paradoz, akkor H’ is.

5.2.2. Tétel. Ha D C S? megszamldlhatd részhalmaz = S? és S?\ D SOs3-
dtdarabolhato.
Jelléssel: S? ~g0, S?\ D
Bizonyitas:
1. Keressiink olyan x € SO3 forgatast a gombfeliileten, melyre a D, D*, D””Q,
halmazok paronként diszjunktak. Ha ez létrehozhato, akkor innen-
t6l S?2 = DJ(S?\ D) ~ (D)*U(S? \ D) = S?\ D teljesiil, ahol
D =U{D*"|n=0,1,...}

2. x szerkezetének megadasa
Legyen 1 egy origon athaladd egyenes, ami nem tartalmazza D meg-
szdmlalhaté halmazt.
Legyen A az olyan 0 szégek halmaza, melyekhez dn > 0 és 9P € D,
hogy (P)* € D, ahol x az | egyenes koriili forgatas n 6 radiannal.
Mivel A megszamlalhato, igy vilaszthatunk egy 6 ¢ A szoget, emellet
legyen x tovabbra is a megfefels forgatas 1 koriil. Ekkor (D)*" D =
@, han > 0 (azaz az elforgatott pont D-n kiviilre fog esni), amibél az
kévetkezik, hogy Y0 < m < n-re (D)*" ((D)*" = @, ami pontosan a
keresett feltétel.
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5.3. Banach - Tarski paradoxon

Ezen fejezet végére sikeriilt az Gsszes olyan definiciot, tételt dsszegyijteni,
melyek segitségével a dolgozat csticspontjat jelenté Banach-Tarski parado-
xon megérthetd és igazolhat6. Nem maradt méas hatra, ismerkedjiink meg a

paradoxonnal.

5.3.1. Tétel. S? gombhéj SOz paradoz, csakigy mint barmely origd kozép-
ponti gombhéj.

Tovdbbd barmely R3-beli témor gomb Gs paradoz és R énmagdn is parados.

Bizonyitas: A 4.4.1 tétel (Haussdorff-paradoxon) allitasa szerint az S\ D
halmaz SO3 paradox, ha 3D < S? megszamlalhato6 részhalmaz, ami a térbeli
forgatasok fixpontjait tartalmazza.

Ha ehhez hozzévessziik az 5.2.2 tétel allitasit, miszerint S? és 52\ D egy-
mésba SOs-dtdarabolhatok (S? ~go, S?\ D), akkor az 5.2.1 tétel miatt azt
kapjuk, hogy S? SOs-paradox.

Az eddigi eredmények egyike sem fiiggott a gdbmbhéj méretétdl, ezért tet-

sz6leges sugart gombhéjra belathaté a paradox felbontas.

Az allitas masodik részét elég az O origd kozépponti B-vel jeldlt gdbmbok-

re belatni, mivel Gs-ban benne van az 0sszes térbeli eltolas is. Tekinthetjiik
tovabba az egységgombot, mivel a bizonyités alkalmazhaté lesz tetszéleges
méretd gombre. Mivel SO3 C G3, igy a tétel els6 felébsl kovetkezik, hogy
S? is G3 paradox.
Vegyiik azt a bijekciot, ami VP € S? ponthoz hozzarendeli a P-hez tartozo6
sugarat: P — {aP : 0 < a < 1}, a hozzarendelésbdl kihagyjuk a gémb
kozéppontjat. Igy azt kaptuk, hogy B\ {0} Gs-paradox. Ekkor ha belatjuk,
hogy B ~¢, (B \ {0}), akkor 5.2.1. tétel alapjan B halmaz G35 paradox,
amivel megkaptuk a tételiinket.

Tekintsiik a P = (0,0,1/2) ponton athaladé olyan egyenest, ami nem tar-
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talmazza O-t. Legyen x ezen egyenes koriili, raciondlis szogii « forgatas. Ha
vessziik D = {z"(O)|n > 0}, akkor (D)* = D\ {O}.
gy mivel x € G3, ezért teljesiil B ~g, (B \ {0}).

Ha a sugér szerinti megfeleltetésnél S? pontjainal az 6sszes R \ {O}

pontot vessziik, akkor R¥ \ {0} ~g, R* teljesiil.

Ennek alapjan egy térbeli témoér gémbot feldarabolva, majd a darabokat

eltolva, elforgatva két gombdét kaptunk végeredményiil.

5.3.1. Megjegyzés. Csak tdvolsdgtartd transzformdcickat haszndltunk, me-

lyek nem vdltoztatjdk meg a térfogatot sem.

6. Tovabbi érdekesség

6.1. Laczkovich M. - Kor négyszogesitése

Alfred Tarski probléméja Laczkovich Miklos megoldasa el6tt bebizonyi-
tatlanul allt, miszerint ha egy kor és egy négyzet teriilete megegyez8, akkor
felbonthatdak véges sok, diszjunkt, paronként egybevago részhalmazra.

A kér négyszogesitésének alapprobléméja egy szerkesztési feladat, mely
soran egy adott teriiletd korrel egyenld teriiletd négyzet szerkesztends. A
szerkesztési problémék nagy ardnyban megoldhatatlanok a szerkesztés adta
sziikos eszkoztar kovetkezményeképp. Lackovich megoldasdhoz a sokszogek
atdarabolasa nyujt segitséget. Sikban két azonos teriiletii sokszog véges sok
sokszogre felbonthato, ekkor a sokszogeket alkotd elemek paronként egybe-
vagonak kell lenniiik. Ezen megoldas transzformalhato-e sokszogek helyett
gorbékre? Ehhez sziikséges, hogy az eddigi moédszerrel jard pontkettézés he-
lyett minden pontot kizérélag egyszer vegyiink szamitasba. A kérdés, hogy
igy is megvaldsithato-e az atdarabolas. Ekkor kap szerepet a levezetésben
a Banach-Tarski-paradoxon, de hasznalhato-e a sikban? A sikban és térben

valé kiilonbhoz6 viselkedést a csoportelmélet magyarazza. Sziikséges volna,
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hogy egymasba atdarabolhaté tér-, sikbeli alakzatok teriilete megegyezzen,
azonban ez csak térben érvényesiil. Tehat az dtdarabolhatésigot alkalmaz-
va a kéréds, hogy létezik-e olyan felbontas adott, azonos teriileti kérlemez
és négyzetlap esetén diszjunkt részhalmazokra, hogy azok paronként egy-
bevagoak legyenek. A bizonyitashoz Laczkovich csak az eltolast hasznéalta,
forgatds nem sziiséges a levezetéshez és a részhalmazokat nem hatarzta meg
benne, csak ennek létezését bizonyitotta. A felvetést azonban kiterjesztette

sima fvekkel és egynes szakaszokkal hatarolt stkidomra is.
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