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1 Bevezetés

1.1 Koszonetnyilvanitas

Szeretnék koszonetet mondani mindenek el6tt konzulensemnek, dr. Torok Judit
adjunktusnak, aki felkeltette érdekl6désemet a téma mélyebb megismerése és
tanulmanyozasa irant, és a témaban irt konyvével is sokat inspiralt, illetve valaha volt
oktatéimnak, tanitéimnak fejlodésem elsegitéséért, s végiil, de nem utolsdsorban
csaladomnak, barataimnak és menyasszonyomnak, Rékanak a folyamatos

tamogatasért.

1.2  Célkitiizés és motivacio

Eme dolgozatomban szeretnék bemutatni par jatékot, érdekességet, melyek a
Fibonacci sorozathoz kapcsolodnak. Ugy vélem, mind a témakor, mind a jatékok
kozvetleniil érintik a kozépiskolai matematika oktatast, hiszen egy fontos ¢s
kiilonleges téma a Fibonacci sorozat és a jatékoknak, érdekes meglatdsoknak nagy
szerepe van a didkok motivaldsaban. Szeretném, hogy ez a dolgozatom és az ahhoz

kapcsolodo kutatdmunkdm késdbb is hasznosnak bizonyuljon a tanitas folyamataban.

1. abra: Leonardo Pisano



1.3 Dolgozat felépitése

A Fibonacci-sorozat bevezetése és kicsit mélyebb megismerése utan megvizsgaljuk
tulajdonsagait, azonossagait, par példaval szinesitve, illetbleg bizonyitunk par
érdekesebb fontosabb tételt és azonossagot, majd a jatékokat nézziik at, s végiil

néhany érdekességgel, hatarteriileten valo el6fordulasaval, alkalmazéssal zarjuk.

2 Fibonacci-szamok

2.1 Torténeti attekintés

Kr.e. 200 koriil mar az indiai Pingala szanszkrit nyelvii miivében, a Chandahsastraban
fellelhetd a Fibonacci-sorozat, melyet késobb tobb prozddiaval foglalkozé indiai
tudos (nyelvész, illetve matematikus) is emlit, mint péld4ul, Virahanka (Kr.u. VI. sz.),
Gopala (1135 kériil) vagy Hemachandra (1150 koriil).! Szamukra a legfontosabb
kérdés az volt, hogy hogyan 4all 0ssze egy verssor idétartama, azaz hosszu és rovid
szotagokkal kapcsolatos Osszegre bontasi kutatds kapcsan bukkantak ezekre a

kiilonleges szdmokra. Eurdépdban Leonardo Pisano (1170-1250), ismertebb nevén
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*filius Bonacci’ (azaz Bonaccio fia) rovidebb

Leonardo szamokkal valo ismerkedés kdzben
a keleti gondolkodassal és matematikaval is U
kapcsolatba keriilt. E modon taldlkozhatott

ezzel a fontos sorozattal, kérdéskorrel is. 2. dbra: Liber Abaci vonatkozo oldala

1 [8] alapjan



Megszerzett tudasat osszefoglalo konyvében, a Liber Abaci (Konyv az abakuszrol)
cimi, 1202-ben megjelent miivébdl — amely iroményaban az indo-arab szamjegyirast
¢s a tizes szamrendszert is népszerlsiti, — ismerhetjiik meg részletesebben a
sorozatot. 400 évvel késébb Johannes Kepler (1571-1630) szintén emliti ezeket a nem
mindennapi szamokat az 1611. évi, A hatszogletii hopehelyrél cimi konyvében,
melyben a hopelyhek againak 60 “-os hajlasszogeinek szabalyossagat vizsgalta és
taglalta. Azt, hogy a sok leirdja koziil pont Fibonacci kapcsan azonositjuk a sorozatot
Edouard Lucasnak (1842-1891) a Lucas-szamokrol (lasd: 2.4.12.) ismert francia

matematikusnak koszonhetjiik.

2.2 Alappélda -
Fibonacci konyvében egy idedlis 8 of pairs

1
nyulcsaldd szaporodasanak kissé

| l
talan nyakatekert példajaval g 1
illusztralja a sorozat kérdéskorét. A
feladat igy hangzik: ,,Hany par nyul 8 3 88 2
szarmazhat egy évben egyetlen 8 g 8 8 8
partél, ha minden péar havonta 0j

parnak ad életet, amely a masodik

I ——— 83 e @8 88

feltételezziik, hogy egy ivadék sem 3. dbra: A nyulparok szaporodasa
pusztul el?”

Vizsgaljuk meg a helyzetet! Az elsé honapban 1 par nyulunk van, akik 0jsziilottek,
hasonldéan a mésodikban is. A harmadik honapban ennek a parnak kolykei lesznek,
igy 2 par nyulunk lesz. A negyedik honapban az eredeti par szintén kolykoket hoz a
vilagra, de a harmadik honapban sziiletett par még ifju. Ezt folytatva Fibonacci

kérdésére megleljiik a valaszt, amely igy hangzik, a hdnapok szerint:
n (honapok szama) 1 23 4 56 7 8 9 10 11 12 13
E, (nytlparok szama) 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233

Es igy tovabb. Ezeket - a fonti gondolatmenetet tovabbgorditve - tigy kaphatjuk, ha
észre vesszilk, (mivel egy id6 utdn tulzottan bonyolult lenne minden hoénapra a

leszamolas az elejétdl,) hogy az adott honap esetén meg kell vizsgalnunk a nalanal
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eggyel korabbi honapot, és venni a parokat, akik akkor éltek (hiszen nem pusztul el
egy sem koziiliikk). Most mar csak a ndvekedés kérdéses, amelyrdl azt tudjuk, hogy
azok a parok nemzoképesek, amelyek két honappal korabban mar ¢éltek és ezek koziil
mind 0j part hoz a vilagra. Ez alapjan nincs is mas dolgunk, mint 6sszeadni az el6z0
¢s az azelOtti honap parjait, hogy megkapjuk a folyd honap eredményét. Ezt a
folyamatot, amelyben a korabbi elemeket felhasznalva kapunk Gjabbakat, rekurzionak

hivjuk.

Definici6 (rekurzid): algoritmus szerint ismétl6dé 1épésekbdl alldé miveletsorozat,

ahol az eredmény tovabbi miiveletek kiinduldpontjaként visszatér.?

A fontiek alapjan létrehozott masodrendben rekurziv sorozatnak manapsag kozismert

forméja a kovetkezd:

n = hoénapok szama, F, = n-edik honapban létez6 nyulak szama, igy F, = 0; F; =

1, F, = Fy_y + Fn_p, aholn > 1.

2.3 Egyéb példak®
Sok egyéb problémat ugyanezzel a gondolatmenettel és a Fibonacci-sorozattal

tudnunk megoldani, erre néziink most néhany példat.

e Hanyféle mdédon lehet foljutni a hegy tetejére, ha
a felvezetd szerpentinen és a kanyarokban
levagasokon is haladhatunk, illetve ezek kozt
tetszés szerint valtogathatunk?

Ahogyan a mellékelt abran is lathatjuk, minden
pontra a két korabbi helyr6l lehet eljutni, vagyis
ahhoz, hogy megtudjuk, hanyféleképpen
juthatunk el az adott kanyarba azokat az

értékeket kell 0sszeadni, hogy héanyféleképpen
4. abra: Hegyre foljutas

juthattunk el az el6z6 két kanyarhoz. v .
lehetoségei

e Hanyféleképpen fedhetd le egy 2 x n-es téglalap 2 * 1-es kis téglalapokkal?

Itt is az el6z6 gondolatmenetet kovetve az 1 * 2-t egy féle modon tudjuk

2 [2] vonatkozo szdcikke alapjan
3 [22] alapjan



lefedni, egy fliggbleges clemmel, mig a 2 *2-t 2 féle moédon (vagy két
vizszintessel vagy két fiigg6legessel). Es innentél kezdve minden kovetkez6t
vagy az eggyel vagy a 2 = (n — 1)-hez egy fliggdélegest vagy a 2 * (n — 2)-hoz
két vizszintest adunk hozza, vagyis az el6z6 kettd dsszegét véve kapjuk meg

az eredményt.

Szintén ezt a valaszt fogjuk kapni arra a kérdésre is, hogy hany modon
juthatunk fel egy n fokt 1épcsén, ha maximum kettd fokot 1éphetiink folfelé

egy lépéssel.

Egy masik példa szerint hanyféleképpen tolthetjiik ki az utca egyik oldalat
06nallé csaladi- és ikerhazakkal, ha az ikerhazakhoz 2, a csaladi hazakhoz 1

egységnyi hosszu utcafront sziikségeltetik.

Esetleg, ha arra lennénk kivancsiak, hogy milyen lehetéségek vannak akkor,
ha egy hajokészitd miihelyben a mester egy honap alatt tud elkésziteni egy
evezOs hajot, és ha tovabb dolgozik rajta, a masodik honap végére elkésziil
beldle egy kis vitorlas. Milyen termékeink késziilhettek el egymas utan az elsd,

masodik, harmadik, stb. honap végére?

Végiil ugyanigy megoldhat6 az a probléma is, hogy mennyi féle lehetdségilink
van egy n emeletes épiilet lefestésére, ha két szin all rendelkezésiinkre,

mondjuk z61d €s fehér és nem allhat két z6ld egymas folott.

Es még sokaig folytathatnank a sort, Gjra és ujra kiilonbozd kontosbe oltoztetve a

problémat.

2.4 Tulajdonsagok

2.4.1 Erdekes tények:

Pontosan harom négyzetszam van a Fibonacci-sorozatban: 0, 1, 144.
Véges sok Fibonacci-szam van, ami teljes hatvany is.*

Csak a0, 1, 8 és a 144 teljes hatvany.®

‘[17]
°[3]



e Fion szamjegyeinek szama éppen tizedestort alakjanak elsé n

arcsh 21og10

szamjegye.

lg(S)

e F, szamjegyeinek szama pedig [n*lg(q[)) +1] ahol a zargjel az

n

egészrészt jeloli. Ez annak koszOnhetd, hogy llm E, —¢—5, ami a Binet-

formulaboal (lasd: 2.4.10.) kovetkezik.

e Carmichael-tétel®: VneZ,n>12:3p prim: p|FE, Apt F,, VkeZn >k
esetén. Vagyis minden 12-nél nagyobb indexii Fibonacci-szdmnak 1étezik
olyan primosztdja, amely nem oszt egyetlen kisebb Fibonacci-szamot sem. n <
12 esetén a kivételek: 1, 8, 144.

2.4.2 Hatarérték’

. . — . f ot 1+V5
Szomszédos Fibonacci-szamok hanyadosa az aranymetszés ardnyahoz (T) tart.

1+\/’ 1-5 P _ 3+\/—

PE— o eseE =

Bizonyitas: Legyen ¢ = . EKkor a Binet-formula (lasd:

¢n+1_¢rn+1

24.10.) alapjan Fn = £=2° ahol n > 1. Ekkor 2=

s = B ¢ne”
n+1_ m m_ gm+1 M 7 ’
(P79 4997 ¢"T) _ o L 9@ _ 4y B g mivel gl > 1 definicid
P"—¢ pn—¢ -1
alapjan, igy hm = lim (¢ + ,\F ): ¢ . .
Fn n—-oo q"-1

Ennek kovetkezményeképp: e _ P“.

2.4.3 Oszthatosag, legnagyobb kozos oszt68

Ehhez a témahoz bevezetdként nézziink par példat.

Példa: Hanyadik helyen allnak a Fibonacci-sorozatban a kettével, harommal, tizzel

oszthatdéak? Ha van sejtésed, bizonyitsd!

Megoldéds: Haromnal lathato, hogy a maradékok periodikusak lesznek nyolcanként,

viszont kozte a negyedik is nulla, sz6vak minden negyedik lesz oszthatdo harommal:

°[4]
" Bizonyitas: [26] alapjan
8 Bizonyitas: [26] alapjan



n

E,

2 3 5 8 13 21 34 55 89 144

E,mod3 |2 0 2 2 1 0 1 1 2 0

Kettdre és tizre is hasonldan kell.

Példa:

Mutasd meg, hogy minden pozitiv egésznek van tobbszorose a Fibonacci-

sorozatban!

Megoldés: Egy k szdmmal osztva barmilyen pozitiv egész szamot, k féle maradékot

kaphatunk. Az egymast kdvetd Fibonacci-szamok igy k? féle maradék part adnak.

Mivel ez véges, a sorozat pedig végtelen, igy mindenképpen kell lennie ugyanolyan

maradékparnak. Két ilyen maradékpar tavolsaga legyen d. Ekkor k | F,;, hiszen F-nal

0 maradék lesz.

[1]

[2]

Ha két 2-nél nagyobb egész szam, akkor és csak akkor osztja egymast, ha a
veliik indexelt Fibonacci szdmok is, vagyis

vmn>2:m|n | F
Bizonyitas: Legyen n=km —r, ahol 0 <r <m. Igy, ha m|ner=0.
Indukcios bizonyitast fogunk bemutatni. Legyen az allitasunk uj kontésben k-
rar=0F, | Fm_r-
k =1esetén r = 0 & E,, | E,_, helytallo, hiszen F,,_, < F,,, kivéve, har =
0.
Most feltessziik, hogy az 4lltas igaz, egy bizonyos k-ig minden pozitiv egészre,
¢és ebbdl kovetkeztetiink a k + 1-re kimondott allitas valosagtartalmara. Szoval
azt kell belatnunk, hogy: (r =0 @ E,, | Fim—r) = r =0 S E,, | Fxmam—r)-
Fym+m—r = (Nagyobb Fibonacci szamok létrehozasa kisebbekbdl cimii tétel
alapjan, lasd: 2.4.5./[14]) = Fy—1Fim—r + FnFim—r+1- EbDOl amiatt, mert
E, | EnFrim—r+1, @2 marad, hogy r = 0 © E,, | F_q Frm—r- Az egymast koveto
Fibonacci szamokrol tudjuk, hogy relativ primek (lasd: 2.4.3./[3]), vagyis
Inko(F,; Fne1) = 1, amivel visszajutottunk az eredeti allitashoz, hogy akkor

és csak akkor osztja F,, Fimim—r-t, har = 0. O

Két Fibonacci-szam legnagyobb kozds osztoja az a Fibonacci-szam, melynek
indexe a két eredeti szam indexének legnagyobb kozds osztdja, vagyis:

vm.n > 2:lnko(Ey; ) = Finkomn)

9



Ez az el6z6 allitasbol viszonylag egyszeriien kovetkezik.

[3] Egymast kovetd Fibonacci-szamok relativ primek:
vn = 2:lnko(F,; Fppq) =1
Bizonyitas: Indukcidt alkalmazunk itt is. Elséként n = 2 esetben vizsgaljuk
allitasunkat: ahol I[nko(F,;F;) = Inko(2;3) =1, vagyis megall. Akkor
nézzink n - n+1-re.  Inko(Fyiq;Fpey) = Mko(Foyq; Fuys — Frel) =
Inko(F,+1; F,) ami 1l-gyel lesz egyenld, hiszen pont ez az indukcios

feltételunk. O

2.4.4Fibonacci-sorozat dsszegeire vonatkozo6 allitasok?®
[4] Nem egymast kovetd Fibonacci-szamok Osszege:
Tétel: Ha vessziik a Fibonacci-szamok egy nem iires halmazat, amely nem
tartalmazza F, = 0-t, F; = 1-t, sem egymast kdvetd Fibonacci-szamokat,
akkor a legnagyobb elem utdni Fibonacci-szdm nagyobb, mint a halmaz
elemeinek 0sszege. Vagyis ha a halmaz H és a legnagyobb elem Fy, akkor
YH <Fyu

Bizonyitas: Indukcidt fogunk haszndlni. Alapvetésként megnézziik kis szamra,
példaul ha a F, = 1 az egyetlen eleme a halmazunknak, akkor az allitas igaz:
F,L=1<F = 2.

Masodik lépésként feltessziik, hogy az &llitdsunk igaz mindazokra a font
definialt (tovabbiakban: megfeleld) halmazokra, amelyeknek az n-edik, vagy
annal kisebb Fibonacci-szam a legmagasabb tagja. Harmadik 1épésként ebbdl
a feltételbdl bizonyitjuk az indukcios 1épést, hogy azokra a halmazokra is igaz
lesz, amelyeknek az n + 1-edik Fibonacci-szam a legmagasabb tagjuk. Legyen
G egy olyan megfelel6 halmaz, amelynek a legnagyobb tagja F, ., és legyen
G = G\ {Fn,+1}. Mivel G nem tartalmazhat egymast kovetd Fibonacci-
szamokat, igy F,—t sem, vagyis a G’ legmagasabb eleme kisebb vagy egyenld
F,_;—gyel. Igy a feltételink alapjan (hiszen G’-re is vonatkozik, mivel
legnagyobb eleme kisebb, mint az n-edik Fibonacci-szam) .G’ < F,. Ezek
alapjan, ha mindkét oldalhoz hozzdadjuk F,,;—et, a kovetkezdket kapjuk:
Y6 + Fpy1 = X6 <E,+ F,y1 = F,4,, amipont a bizonyitand¢ allitdsunk

° Bizonyitas: [26] alapjan
10



[5]

[6]

[7]

n + 1-re. O

Ez az 4llitas a kovetkezd két allitasbol is bizonyithato.

Paros index(i Fibonacci-szamok dsszege n € N*t-nal:

n
Z Fyi = Fopy1 — 1
i=1

Bizonyitas: Az indukci6 els6 1épéseként n = 1-nél vizsgaljuk, ahol F, =1 =
F; — 1, ami igaz. Most feltessziik, hogy k-ra igaz az allitas, ebbdl bizonyitjuk

k + 1-re:
k+1 k

Z Fy = Z Fyi + Fogeeny = Fore1 = 1+ Fopyp = Foppz — 1

i=1 =1

Paratlan index(i Fibonacci-szamok osszege n € N*-nal:

n
Z Fyiq1=Fop
i=1

Bizonyitas: Az indukci6 elsd 1épéseként n = 1-nél vizsgaljuk, ahol F; =1 =
F,, ami igaz. Most feltessziik, hogy k-ra igaz az allitas, ebbdl bizonyitjuk k +

1-re:
k+1 k
Z Fpiq = z Fyiq + Fopqq = Fop + Fopy1 = Fopyo
i=1 i=1

Fibonacci-szamok 6sszegképlete:

n
VnZZ:ZFi =Fpy—1
i=1

Bizonyitas: Az indukcio elsd 1épéseként n = 2-nél vizsgaljuk, ahol F; + F, =
2=F,—1, ami igaz. Most feltessziikk, hogy k-ra igaz az allitds, ebbdl
bizonyitjuk k + 1-re:

k+1 Kk
ZFi :ZFi+Fk+1 =Fioz =1+ Fpq = Frys — 1
i=1 i=1
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8]

[9]

Rekurziv képlet az Fibonacci-szamok 0sszegére: ha g, az els6 n Fibonacci-
szam Osszege, akkor

Vn=2:9n=0gn-1t9gn-2+1
Ez az 6sszefliggés viszonylag konnyedén belathato az el6z6bdl, hiszen F, ., —
1=(F,;1— 1+ (F,— 1)+ 1, de indukcidval is bizonyithato. O

Egymast kovetd Fibonacci-szdmok szorzatainak dsszege:

2n-1

(1) ) Fifiy = Foy?
i=1

2n
@) ) Fiiry = Fonis® = 1
i=1

Bizonyitds: Elséként nézziik az (1) allitast, bizonyitsuk induktivan. n = 2
helyen ez F;F, = 1*1 = 1 = F,%, ami helytallo. Mindezek utan feltessziik az

allitas helyességét k-ra, és megnézzik, kovetkezik-e ebbdl k + 1-re is:

2k+1 2k-1
Z FiFipq = FiFiiq + FopFogiq + Fopg1Foks2

i=1 i=1
= For” + FopFapsr + Farr1Fapez
= Fo (For+Fap41) + Fakv1Faksz = ForFariz + Faks1Fak+2

= For2(Fok+Fas1) = Fapaz”
vagyis kovetkezik, igaz az (1) allitas. A (2)-t lassuk alabb, az (1) segitségével:

2n 2n—1

FiFis = ) FiFeur + FonFonss = Fon® + FynFonss = Fon(Fon*Fansr)
i=1 i=1

2
= FonFoniz =Fons1” — 1
Itt az utolso 1épésben — amellyel kijott az allitas valos mivolta,— a Cassini-

azonossagot hasznaltuk f6l (lasd: 2.4.5./[18]). 0

Fibonacci-szamok négyzetosszege:

n
D R =y,
i=1

Ennek az 0Osszefiiggésnek a geometriai megjelenése, hogy egy téglalapot,

amely oldalainak mérészamai egymast kovetd Fibonacci-szamok, fel lehet
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bontani a nagyobb szamndl kisebb Fibonacci-szamok oldalnagysagu

négyzetekre.

5. dbra: Elso n Fibonacci-szam négyzetosszege
Nagyon izgalmas, hogy ezt a folyamatot kelléen sokdig végezve

aranytéglalapokat kapunk, hiszen az oldalak aranyai pont az egymast koveto

Fibonacci-szamok aranyaival lesznek egyenlék, ami ¢-hez tart (lasd: 2.4.2.).

Ezekbe a négyzetekbe rajzolt logaritmikus spiralt Fibonacci-spiralnak
nevezzik. Ez a spirdl negyedfordulat alatt ¢p-szeresére nd, ahogy az alabb is

latszik:

6. dbra: Fibonacci-spiral
[10] Reciprokdsszeg konvergens:

z E,”' = 3,359885666243177553172011302918 ...

n=1

10 [10]
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[11]

[12]

2.4.5
[13]

[14]

[15]

Erre zart képletet egyelére nem ismeriink, az viszont mar bizonyitott, hogy

irracionalis.t

Egy ¢érdekes 0Osszeg eredményeképp, amelybe a Fibonacci-sorozat

négyzetdsszege van bedgyazva, az aranymetszés is megjelenik:

O (DR VB -1

Zk FZ_ 2

Millin-sor:

N
F_
n=0

Azonossagok:12
Nagyobb Fibonacci szamok 1étrehozasa kisebbekbdl:

vmn € N*t: F ., =Fpn 1 E, + E,Friq
Bizonyités: Indukcio n —re. n = 1 esetben a F,,.1 = F,,_1 F; + E,, F, definicié
szerint igaz. n = 2 esetben a Fp,;, = Fpy_q1 F» + F, F3, ami szintén helytallo a
képzési szabaly alapjan szerint. Most feltessziik, hogy egy bizonyos k—ig
minden pozitiv egész szamra igaz az 4llitas, és meg kell mutatnunk, hogy ebbdl
kovetkezik, hogy k + 1-re is az. Definicido alapjan Fpiri1 = Fpar +
Fik-1= Fn-1 Fe + BnFiyr + Foq Fieo1 + FpFye = Fp g (Fe + Fe_q) +
Ep(Fy + Fryq) = Fp_q Fry1 + EpFr4, amit be kellett latnunk.

Kisebb Fibonacci szamok létrehozasa nagyobbol:

vmn: E,_,=(—D"F,_ E, +(—1)"E,F,_;
Bizonyitas: Ez kovetkezik az el6zé allitasbol: E,_, = Fpi(—n) = (az €l6z0
bizonyitds alapjan) = F,,_; F_, + F,F_,.1 = (a Fibonacci Kkiterjesztése
negativ szdmokra) = (—=1)"*1F,,_, E, + (—1)"E,F,_4 0
Ennek ismert és elterjedt formaja a d'Ocagne-azonossag:

(_1)nFn—m = Fp Fry1 — Fpg By

_ 2 2
FZn_ n+1 _Fn—l

11 [1]

12 Bizonyitas: [26] alapjan
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[16] Fonyr = Fn2 + Fn+12

[17] Cassini-azonosag:
Foo1Fn41 — Fn2 =(-D"
Bizonyitas: Teljes indukci6. Konnyen lathato, hogy
FoF, —F*=0%1—-1=-1=(-1)*
vagyis n =1 esetben igaz, és ugyszintétn n =2 esetben, mivel:
FiF;—F*=1%2—-1=1=(-1)2
Mindezek utan feltessziik az allitds helyességét n = k-ig, és megnézziik,
kovetkezik-e ebbdl k + 1-re is.
FiFiesz = Fer1® = (Fe + Fiex)Fie = Fian® = Fi® + FepaFie = Fian?
= Fi” + Fee1Fie = Foa (Fic + Fio1)
= Fi” + Fee1Fx = Fre1Fie = FianFeo1 = Fie® = Figa Fees
= (D (Fer1Fe-1 — ") = (D(DF = (-1
g

Ez a tétel a kulcs a kozismert megtévesztéshez, amikor példaul egy 8x8-as négyzetet
darabolunk trapézokra és haromszogekre, majd 5x13-as téglalappa illesztjiik 0ssze a
darabokat és 64-b6l 65 teriiletegység lesz. Ha az atlokat kozelebbrdl megvizsgaljuk ra
fogunk jonni, hogy ott jelen van az egy egységnyi hiany, mivel az atlok nem fognak
illeszkedni, hiszen a 3/8 és a 2/5 csak kozeli ardnyok, nem azonosak. Erdekes tény,
hogy a négyzet téglalappa daraboldsakor kizardlag azon esetben lesz a teriilet
megegyez6d ilyen mddon, ha pontosan az aranymetszés aranyaval dolgozunk. Ezt
konnyen belathatjuk: hiszen ha a négyzet teriilete (a + b)?, a téglalapé a(2a + b),
akkor a teriiletkiilonbség = a(2a + b) — (a + b)? = a®? — ab — b%. Mi azt az esetet

keressiik, amikor ez nulla. Rovid atgondoléds utan rajohetiink, hogy %—re az egyenlet

w .. . . . 1+V5 . , ., ..
pozitiv gydoke nem lesz més, mint —, > vagyis az aranymetszés pozitiv gyoke!
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7. abra: 64=65?
[18] Catalan-azonossag (a Cassini-azonossag altalanos formaja):

Fnz —E_ Fhr = (_1)n—rE2

[19] Vajda-azonossag (a Catalan-azonossag még altalanosabb formaja):
FoyiFnyj — FoFpyivy = (_1)nFiP}'

2.4.6 Fibonacci szam indexének beazonositasa

Képzeljik el valamelyik fenti (lasd: 2.2, 2.3) példat forditva, meg van adva, hogy
hanyféle moédon juthatunk fel a hegy tetejére, no de hany kanyar alatt? Vagy hany nap
alatt novekedett ekkorara a nyulpopulacio? Vagy egyaltalan, hogy Fibonacci-szam-e az
adott pozitiv egész szam? Erre is van megoldas, csak akkor Fibonacci-szam x, ha 5x2 +
4 vagy 5x? — 4, esetleg mindkettd teljes négyzet. Ennek az okat, és megoldasunkat a

Binet-formula (1asd: 2.4.10.) atrendezésébdl kapjuk:

E,\5 4+ /5E, + 4)
2

n= log¢<
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2.4.7 Zeckendorf-tétel
Edouard Zeckendorf (1901-1983), belgiumi katonaorvos a masodik vilaghabort
idején foglalkozott a Fibonacci-szamokkal, és az itt kdvetkezd tétel az ¢ tollabol

szarmazik.
Tétel: Minden természetes szam eldall kiilonb6zo Fibonacci-szamok 6sszegeként.

Bizonyitds: A teljes indukcid eszkozét hasznaljuk. Mivel az egytagu Osszeget is
0sszegnek vehetjiik, igy konnyti belatni, hogy

n = leseténn = F,

n = 2eseténn = F,,

n = 3esetenn = F3,

n = 4eseténn = F; + F3,

¢és igy tovabb, feltéve, ha jelen bizonyitasunkhozaz F;, = 1,F, = 2,Fp.p = E, + Fppq

felirasat hasznaljuk a Fibonacci-sorozatnak.

Az induktiv bizonyitas masodik részeként feltessziik, hogy egy bizonyos n-re és az
annal kisebb n szamokra igaz az allitas, és ebbdl vezetjiik le, hogy n + 1-re is az. Ha
ez a kovetkeztetés helytallo, ugy az egész allitas az lesz, hiszenaz n = 1,2,3,4-re
megnéztiik, és onnan az n-t folyamatosan ndvelve 1-el tetszéleges nagy szamot
elérhetiink. Szoéval, ha igaz az, hogy n-ig minden pozitiv egész szam, az n-t is
beleértve eldall kiillonbozé Fibonacci-szamok Osszegeként, akkor nézziikk meg, mi
torténik n + 1-nél. Ezen a ponton két lehetdségiink van. Ha n + 1 Fibonacci-szam
lesz, akkor el6all 6nmagaban, egytagl 6sszegként. Ha nem, akkor nevezziik k-nak azt
a pozitiv egész szamot, melyre teljesiil, hogy F, <n+1 <F,,,, vagyis a
legnagyobb, n + 1-nél kisebb Fibonacci-szam sorszama. Ekkor n + 1el6all Fy, és egy
n-nél kisebb pozitiv egész szam Osszegeként, amit nevezziink n’-nek, azaz n+ 1 =
F, + n’. EKkor tudjuk, hogy n’ is el6all Fibonacci-szamok 6sszegeként, hiszen n’ egy
n + 1-nél kisebb pozitiv egész, amelyekre ezt feltettiik. Mar csak az a kérdés, hogy n’
felbontasaban benne van-e F, vagy sem, hiszen ha benne lenne, akkor nem
beszélhetnénk kiilonb6zé Fibonacci-szamokbol allo felbontasrol. Konnyli belatni,
hogy nincs, hiszen ha benne lenne, akkor n’ nagyobb lenne F,-nal, ami lehetetlen,
hiszen n’ kisebb Fj_;-nél. Ez utobbit onnan tudjuk, hogy ha nem lenne kisebb, akkor

Fi + Fy_q1 = Fr41 < n teljesiilne, ami a definidlasunk alapjan lehetetlen. O
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Ahogyan az el6z6 bizonyitasban lathattuk tehat, minden természetes szam felirhato
Fibonacci-szamok 6sszegeként. Ugyanakkor a sorozat képzésének koszonhetben a
szamok tobbféleképpen is felirhatéak. Példaul 8 =8 =5+3 =5+ 2 + 1. Emiatt az
egyszerlség jegyében keressiink olyan dsszeget, amely egyértelmi felirds, vagyis ami
kevesebb tagbdl all, optimalisabb. A Zeckendorf-tétel I1. része azt mutatja meg, hogy
ha egymast kovetd Fibonacci-szamokat nem tartalmaz a felirds, az is lehetséges

minden szamra, €s egyértelm is.

Tétel: Felbonthat6 ugy is, hogy nem all 2 db 1-es egymas utan, és igy egyértelmi a
felbontas. (Feltéve, ha a Fibonacci-sorozatot csak a 3. tagtol kezdve vizsgaljuk.
Ertelemszertien a 0 és mindkét 1-es szamjegy hasznélata kizarja az egyértelmiiséget,
hiszen a felbontasban a 0 hozzavétele vagy elhagyasa, illetéleg a F; = 1, vagy az
F, = 1 felcserélésével konnyedén juthatunk ugyanarra az eredményre kiilonb6zo

felbontassal.)

Bizonyitas: Els6ként mutatunk egy modszert arra, hogyan is lehet jo felbontashoz
jutni. Ahogyan barmely természetes szam hatvanyaira vald felbontdsndl itt is azt
alkalmazzuk, hogy els6ként vessziik a legnagyobbat, az adott szamnal nem nagyobb
Fibonacci szamok koziil, majd kiilonbségiik maradékaval megismételjiikk ezt a
miveletet Gjra és Gjra, amig nullat nem kapunk. Az eljaras soran ahhoz, hogy tételiink
elsé felét — a felbonthatésdgot — bizonyitsuk, azt kell megfigyelniink, hogy nem
szerepelnek majd egymas utani Fibonacci-szdmok a felbontasban. Ez amiatt torténik,
mert ha szerepelne két egymast kovetd Fibonacci-szam, akkor az Osszegiik, ami a
definicionk alapjan szintén Fibonacci-szam, korabban kivalaszthatdé lenne az
algoritmusunk sordn. Ez az eset tehat csak akkor allhat eld, ha nem a fent leirt

algoritmus alapjan haladunk.

Mar csak a felbontds egyértelmlisége van hatra. Ehhez indirekten tegyiik fel, hogy
létezik két kiilonb6zo felbontas n pozitiv természetes szamra. Az legyen G és H az a
két egymastol kiilonbozd halmaz, amely tartalmazza a két kiillonbozd felbontas
Fibonacci-szamait. Ekkor legyen G° = G\ H és H' = H \ G. Mivel G és H elemeinek
Osszege egyenld volt (n), igy G’ és H’ elemeinek Osszege is egyenld lesz, hiszen
ugyanugy a ketté halmaz metszetében 1€vo elemeket vettiik el az 6sszegbdl. Mindezek
miatt, ha G’ tires lenne, akkor H’-nek is tiresnek kell lennie, ami az indirekt feltevésiink
miatt lehetetlen. Teh4t mindkét halmaznak van eleme. Ezen elemek koziil ekkor

l1étezik legnagyobb is, amelyeket nevezziik rendre F;—nek és Fy; —nak. Az altaldnossag
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megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy F; > Fy. Viszont a Nem egymast kovetd
Fibonacci-szamok 0sszegére vonatkozoé tétel (lasd: 2.4.4./[4]) azt allitja, hogy Y H' <
Fy4+1, ugyanakkor tudjuk azt is, hogy Y H = Y G’. Ezzel Onellentmondasra
jutottunk, hiszen hogyan lehetne ugyanakkora a két halmaz elemeinek 6sszege, ha az
egyik halmaz elemeinek Gsszege kisebb, mint a masik halmaz legnagyobb eleme. gy

— mivel az indirekt feltevés hamis, — az egyértelmiiséget igazoltuk. 0

2.4.8 Fibonacci-szamrendszer, a Zeckendorf-reprezentacio!3
Bar Fibonaccinak nagy érdeme volt abban, hogy Europaban is elterjedt a
szamrendszerben vald szamolas, mégis a Fibonacci-szadmok szamrendszere Edouard

Zeckendorfnak koszonhetd.

A fentebbi tételben kifejtettek alapjan, ha az optimalis 6sszegeket vessziik, és az egyes
helyiértékeket a Fibonacci szamokkal azonositjuk, maris eldall a szamrendszeriink,
amelyben a kettes szdmrendszer mintdjara az egyes helyiértékek 0 és 1 szamjegyeket
tartalmaznak aszerint, hogy az adott szam tartalmazza-e a helyiértéknek megfelel
Fibonacci-szamot az optimalis 6sszegrebontasaban. Jelolésként hasznaljuk az F betiit
als6 indexben, vagyis 100101001001, = 315;,, ahogyan a lenti tablazat masodik

sordban is lathatjuk.

Definicié (szamrendszer): olyan rendszer, amely egységes szabalyok alapjan
meghatarozza, hogy szamjegyek sorozata milyen szamokat jelenit meg, az alapszam

hatvanyainak fliggvényében.

13113] alapjan
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Példak:
233 144 89 55 34 21 13 8 5 3 2 1
0 1 0O 0 0 1 0 1 0 1 0 0 =144+21+8+3=176
1 0 0o 1. 0 1 O 0 1 0 0 1 =233+55+21+5+1=315
1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 =233+89+34+13+5+2=376
0 0 o 0 0 0 0 1 0O 1 0 0 =8+3-11
0 1 0 1. 0 0 0O 0O O 0 0 1 =144+55+1=200
0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 =144+55+21+8+3+1=232

Erdekes megfigyelniink, hogy a fentebb bizonyitottakat tamasztja ald példaul az
utolso sor, ahol minden masodik helyiértéken all 1-es, és az eredményiink pont a

kovetkezd Fibonacci-szamnal egyel kisebb lesz.

Az atiras a kovetkez6képpen miukodik:  Fibonacci-szamrendszerb6l  10-es
szamrendszerbe: Vessziik az adott helyiértékeket jelentd Fibonacci-szdmokat és ahol
egyes van, azokat 6sszeadjuk. 10-esb6l Fibonacci-szamrendszerbe: a szamnal nem
nagyobb Fibonacci szamok koziil kivonjuk a legnagyobbat és egy egyest irunk arra a
helyiértékre, amely a vonatkoz6 Fibonacci-szdmot jelenti, majd ezt ismételjiik, amig

nullat nem kapunk.

Mi kulturalisan teljesen a tizes szamrendszerbe vagyunk begydkerezve, de felmeriil a
kérdés, vajon ez a szamrendszer praktikusabb lenne? Végleges valaszt nem igazan
tudunk adni, hiszen kiskorunk o6ta ujjainkkal szamolunk, melyekbdl tiz van, de a
szamrendszer hatékonyagat meg tudjuk nézni egy szempontbol, hogy hany darab

kartyara van sziikség minden szam megjelenitésére, mondjuk 1000-ig.

Példa: Mindenki tippeljen arra, melyik a leghatékonyabb szamrendszer e tekintetben!
Szamold ki annak a szamrendszernek a hatékonysagat, amelyikre tippeltél, majd

hasonlitsuk 0ssze 6ket!

A 10-esben ez 103, vagyis 10 = 3 = 30 kartya kell, mig a 2-es szamrendszerben, vagy
a 4-esben elegendd 2 x 10 = 4 * 5 = 20 tabla. Ehhez a Fibonacci-szdmrendszernél a
15 szamjegyli szamokra is sziikség lesz, vagyis 14 db 0 és 7 db 1-es elegend¢ lesz,

vagyis 21 kartyaval megoldhat6. A Fibonacci szamrendszer hatékonysaga ilyen
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szempontbdl vizsgélva a 8-aséhoz kozelit, 10-esnél jobb, 2-esnél gyengébb. Az

idealis e tekintetben az e alapu lenne.

Természetesen léteznek egyéb Fibonacci alapt szamrendszerek, mint az aranymetszés
pozitiv gyokére épitett szdmrendszer, melyben az alapszdm a ¢ = +1,618 ..., ¢és
rendre hasznaljuk a pozitiv, negativ és nulladik hatvanyat. Mivel itt két egymast
kovetd hatvany Osszege a rajuk kovetkezo lesz, ezért a fenti példakhoz hasonldan csak
0 ¢s 1 szamjegyek fognak szerepelni. Példaul 2,5 = 10,014 = ¢ + ¢ ?2=1618..+
0,382 ... Kissé bonyolultabb, de a aranymetszés negativ gyokére is lehet Fibonacci-S

szamrendszert épiteni.

Ezeknek a szdmrendszereknek tanitds kozbeni bevezetését, megértését és elmélyitését
segitendden lehet hasznalni a kdvetkezo példat:

Példa: Milyen sulyokra van sziikség a Fibonacci mérdszamos készletbdl, ha 1 és 100
k6zo6tt mindent szeretnénk egységre pontosan mérni? Probalkozz! Hogyan rakod ki

beldle a 88-at mondjuk? Hanyféleképpen tudsz kirakni egy szamot?

Es természetesen ezen kiviil mas hasonl6 példat, illetve az atvaltas feladatait is fontos

gyakorolni.

7 s yd ]

2.4.9 Pascal-haromszoggel valo 4+

> / ; 2

kapcsolat / 3 s
A Fibonacci-szamok meglep6 modon és / 8]3
igencsak nehezen észre vehetden, de
4 1
jelen vannak a Pascal-haromszdgben is,
10 10 5
6 15 20 15

méghozza a ferde atlokban szerepld

zamok Osszegeként. , . . , .
SZAMOK 0sszegeke 8. abra: Fibonacci a Pascal-hdromszdégben

Ha megvizsgéljuk a Pascal-haromszdgben szerepld szamok binomialis egytitthatokkal
valo felirdsat, akkor a kovetkezd Osszefiiggésre juthatunk:
Tétel:
-1
=]

vn: F, = Z ("_I’z_l)

k=0
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Bizonyitas: Indukcioval bizonyitjuk. Ennek elsé 1épéseként megvizsgaljuk n =1
esetet, amelyre 1 = (g) helytallo, illetve n = 2 esetet, amelyre 1 = ((1)) szintén.
Masodik 1épésként feltessziik, hogy egy bizonyos n-ig igaz (jelen esetben az n — 1-et
¢és az n-t fogjuk felhasznalni), hogy ebbdl bizonyitsuk, hogy az allitasunk n + 1- re is

igaz. Mivel feltettiik, hogy n — 1-re és n-re igaz az allitas, ezért kihasznalhatjuk a

Fibonacci-sorozat képzési szabalyat, miszerint:

7] 7
Fop1=Fp 1+ F = kzzo (R—Z—Z)_I_ ;) (Tl—l]i—l):

(ha n paros)

n—1 Z[n_(k_l)_2)+( —l]i—l)]=

(ami a Pascal-szabaly binomialis leirasa miatt)

5 3l
=<3>+;<n;k>=;<";k>

vagyis pont azzal egyenld, amit keresiink. Ha n paratlan, akkor pedig

MN\

-3
2
—k—
Fpp1=F 1+ E = k +

k=0 k=0
T3 n—1
R ) (S MG e S (A
- 2

(ami a Pascal-szabaly binomialis leirasa miatt ugyanugy)

2 neny B

=@+ 2 "+ 2= 200
k=1 > k=0

u

Példa: Egy példaval is szemléltetjiik: mi a valdsziniisége, hogy egy n allitasbol allo

igaz-hamis teszt soran, ha véletlenszertien, azonos eséllyel lesz egy kérdésre a valasz
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igaz va hamis, akkor nem lesz egynél hosszabb sorozat hamis tartalmu
g gy gy

allitasokbol?

Megoldés: A szamunkra megfeleld tesztek szamat szamithatjuk a szokasos Fibonacci-
s képlettel is, de most hasznaljuk Gjonnan szerzett informacioinkat! Egy j6 tesztben k
darab hamis és n — k igaz allitas van. A hamis allitasok az igaz allitdsok kozott, és a
teszt két szélén lehetnek n — k + 1 helyen, amibdl k-t kell kivalasztanunk, vagyis
+1
=]
_(n n _ n—k+1y_
W= ()= Y (T ) =k

Mivel 2™ lehetdség van, igy p = %

2.4.10Explicit képlet

Az eddigi példainkban csak 1000 alatti Fibonacci-szamokat hoztuk fel, de a nagy
szamoknal mar felmeriil a jogos igény, hogy jo lenne zart alakban eldallitani dket.
Erre a problémara a megoldast Jacques Philippe Marie Binet-nek, francia

matematikusnak kdszonhetjiik, aki a szamelmélet teriiletén alkotott.

(59

Bizonyitas: Azt tudjuk a Fibonacci-sorozatrél, hogy F,, = F,_; + F,_,. Ezt, ha atirjuk

Tétel: Vn € N esetén

1
Fn:ﬁ

Ezt hivjuk Binet-formulanak.

q" = q" ! + ¢q"? alakban, majd egy oldalra rendezziik: ¢" —q"" 1 —q"% =0, és

egyszerlisitiink g™ 2-vel, akkor ezt kapjuk: q> —q —1 = 0. Ennek gydkei: q, =

5\ . -5\ ¢ . o ., , ea1a
(12\/—) és qp = (%) Igy az ilyen tipust rekurziét mutatd sorozatok altaldnos

n

n
képlete: F, = a(“;/g) +,8(1_T\/§) .Mivel Fy=0¢s F; =1, ezért 0= a+f és

1= a(£5) + g (*25). Ebbsl rovid fton kbvetkezik, hogy a = <=
. o1 (1B 1 (1-VB\"
Vagyis az explicit képlet: F, = Tg( > ) - \/_E(T) ] 0

14120] alapjan
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2.4.11 Generatorfiiggvény

Az explicit alak a generatorfiiggvény segitségével is 1étrehozhato. A Fibonacci-sorozat

)
k=0

generatorfiiggvénye:

Képzési szaballyal:

F(x) =Fy+ Fx + Z Fxk =
k=0

=x+ z(Fk_lxk + Fepx®) = x + xz: Fie_qxF1 4+ x? z Fi_pxk=2 =
k=0 k=0 k=0

= x + xF(x) + x?F(x)

zart alakba irhaté (ha |x| < i)

A nevezOt szorzatta alakitva lehet levezetni az explicit képletet.

2.4.12 Altalanositasok16
Kiterjesztés az egész szamokra: Ha a kisebb Fibonacci-szamokat fejezzik ki a
nagyobbakbdl, akkor az F,,_; = F,,;1 — F, képlettel leirhato. Ekkorn = —1,—-2,-3 ...

esetén F, = —1,2,—3,5,—8, 13, etc., vagyis pozitiv n esetén F_, = (—1)"*1E,.

A Binet-formulab6l kiindulva a valdés szamokon értelmezett fiiggvénnyé is

kiterjeszthetd a természetes szamokon alapulo6 sorozat. A fiiggvény a kovetkezo lesz:
1

1+5\ 2 7
F, NG ( > > —<1+\/§) cos(xn)]

amely a kovetkezOképpen néz ki:

15118] alapjan
16171, [24], [27] alapjan
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F,
20
15 /

I." "'.I 10 /

| b .'I -5
I -10

9. dbra: Fiiggvény a valos szamokon

Altalanositani nem csak az értelmezési tartomany, hanem a fogalomkor bovitésével is
lehet, példaul, ha minden sorozatot Fibonacci-tipusu sorozatként azonositunk,
amelynél harmadik tagtol kezdve minden elem az el6zd két tag 0sszegeként eldall.
Példaulaz 1,1,2,3,5,8... vagy 3, 1,4,5,9, 14... esetlega 14, 32, 46, 78, 124, 202...
A Fibonacci-tipustiakra egy hires példa a Lucas-szamok. Ly = 2,L; = 1,L,4y =

Ln+1 + Ln

Tétel: pn = Lot
—_— 2

, ami nagy jelentdséget kdlcsondz a sorozatnak.

Tétel: A Lucas-szamok eléallnak Fibonacci-szamok 6sszegeként: L, = F,,_; + Fp4q

Bizonyitas: Indukcidval fogjuk bizonyitani. n=1:L; =2 =0+ 2 = F, + F, igaz,
szoval most nézzik a i < k-ra igaz— k + 1-re is igaz kovetkeztetést: Lyp,q = L +

Ly = (F—1 + Fry1) + (Fpz + Fi) = (Feeq + Fre—2) + (Fe + Fieyq) = Fie + Fryz. O
Tétel: A Fibonacci-tipust sorozatok dsszege ¢€s kiilonbsége is Fibonacci-tipusu.

Bizonyitas: Ez a definiciobol adodik, hiszen ha g és h sorozat is Fibonacci-tipust,
vagyis In+2 = Gn+1 + gn € hpyz = hpyq + hy, akkor (g + h)n+2 = Ggn+2 T+ hpyz =
In+1+ Gn + hpy1 + hy = (gn+1+hn+1) + (gn + hn) =@+ Mnp1+(@g+h), U

Ebben a témakorben példaul elgondolkoztatd kérdés lehet a kovetkezd, az adott évre

aktualizalva:

Példa: Hany olyan pozitiv egészekbdl allo Fibonacci-tipust sorozat van, amelynek 7.

eleme 2016?%7

1719] alapjan
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M¢ég bdvebben értelmezve a Fibonacci-sorozatot jutunk a Poliboncci-szamokhoz
(példaul: tribonacci, tetranacci, etc.), amelyeknél az el6z0 kettd szam 0sszege helyett
az elsé n szamét vessziik. Ez lehet a megoldasa sok az alappéldankhoz hasonlo, de

mas kondiciokkal rendelkez6 probléma megoldasahoz.

2.5 Kapcsolat az aranymetszéssel

Dolgozatomban t6bbszor eldkeriilt mar az aranymetszés, ¢és annak kapcsolata a
Fibonacci-sorozattal. A kérdés, amelyet eredetileg fol tettek, hogy hogyan aranylik a egy
szakasz kisebb része a nagyobbhoz, ha a nagyobb pont ugyaniigy az egészhez, vagyis % =

a+b . ” . . , . , . .
— Erre az egyre ndvekvd Fibonacci-szdmok is vélaszt tudnak adni, hiszen

lim &t — ¢= 1+/5

- S A két témakor kapcsolatanak gazdagsagat jol mutatja, hogy ezen
n—-oo n

dolgozatban is eldkertilt tobb izben is, mint az egymast kovetd szamok hatarértéke, a
négyzetdsszegnél, a négyzet téglalappa darabolasakor, a szdmrendszereknél (2.4.2.,

2.4.4./[10] és [12], 2.4.5/[18], illetve 2.4.8.).

3 Jatékok

3.1 Fibonacci-nim?®

3.1.1 Ajatékleirasa

Definicid: Nim-nek nevezziik azokat a kétszemélyes, stratégiai jatékokat, melyekben
egy vagy tobb kupacbol kavicsokat kell elvennitik a jatékosoknak bizonyos szabalyok
alapjan, és az nyer, aki az utolsot veszi el (vagy bizonyos valtozatokban, aki elkertili

az utolso elvételét).

Vélhetden igen régota ismeri €s jatssza az emberiség ezt a jatékot, sok valtozata

kialakult, melyek tobbségének van ismert megoldasa nyerd stratégiara.

A nim-jatékok koziil egy specialis, altalunk targyalt fajta a Fibonaccirdl elnevezett
tipus, amelyet két jatékos jatszik, egy kupac kaviccsal, melynek szamossagat a
jatékosok ismerik. A kezdd jatékosnak tetszdleges szamu kavicsot kell elvennie,
amelynek legalabb egy darabnak, de az Osszes kavicsnal kevesebbnek kell lennie.

Innentdl minden tovabbi 1épésben az aktudlis jatékos minimum egyet, maximum az

18 [5], [15], [20], [21], [25] alapjén
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elézd 1épés kétszeresét veheti el a kavicsok koziil. Az a jatékos nyer, aki az utolso

kavicsot elveszi.

3.1.2 Nyero stratégia

Kezdjiik a kis kavics szdmtol: n = 2-nél a menetrend a szabalyok miatt egyértelmi, a
kezddnek egyet minimum el kell vennie, de nem veheti el mind, szdval elvesz 1
kavicsot, a masodik pedig a masik és egyben utolsot. n = 3 esetben a kezdo elvesz
egyet vagy kettét, a masodik pedig a tobbit, hiszen a 2 kavics elvétele is megengedett
a kezdo elvétele utan. Vagyis a kezdé mindenképpen veszit ezekrdl a poziciokrol. Ha
n =4 kavics van, akkor a kezdd 1 kavics elvételével az eldbb targyalt vesztes
szituacioba tudja vinni a masodikat, igy nyerhet. 5-nél, ha szintén 3-at akar elérni a
kezdd, akkor a kettd kavics elvevése utan lehetdséget ad a masodiknak elvenni a
maradék harmat, ha pedig csak egyet vesz el, atadja ellenfelének a nyerd poziciot 4
kaviccesal. Ugyanigy atgondolhaté n = 6,7,8-ra is. Meglepddve fogjuk tapasztalni,
hogy ha iigyesen jatszott, a kezdd, akkor 5 és 6 kezdd kaviccsal is 6 nyert, de 8
kavicsnal vesztett, hisz ellenfele is résen van. Feltlinhet, hogy ahogyan a jaték nevébdl

is sejthet6, a Fibonacci-szamok lesznek azok, amelyekben a kezdé nem tud nyerni.
Allitds: Minden (egynél nagyobb) Fibonacci-szam vesztes pozicié a kezdd szamara.

Bizonyitas: Teljes indukcid. n = 2, 3, 5-re fent lattuk. Tegyiik fel, hogy egy bizonyos
n-ig minden F,, vesztes volt. F,,,-re kell most megnézniink. Azt tudjuk, hogy F,,_;-re
vesztes volt az els6. Vagyis a masodik ligyes stratégiaval F,,,-r6l el tudja juttatni a
jatékot F,-re, ugy hogy onnan a kezd6 jatékosnak kelljen 1épnie, hiszen a masodik

jatékos vette el az utolsot. Es F,-t pedig tudjuk, hogy vesztes pozicio. O

Allitas: Minden nem Fibonacci-szamu kezdd kavics esetén képes a kezdé jatékos
nyerni. Azaz ha a kupac elemszama Fibonacci-szam, akkor a masodik jatékosnak, mig

ha ez nem teljesiil, a kezdd jatékosnak lehet nyerd stratégidja.

Bizonyitas: Itt most visszaemléksziink, hogy korabban targyaltuk a Zeckendorf-tételt
(lasd: 2.4.7.) és a Fibonacci-szamrendszert (1asd: 2.4.8.). Ezekben a fejezetekben arrol
volt sz6, hogy minden pozitiv egész szdm felirhaté paronként kiilonbozd, nem
egymast kovetd Fibonacci szdmok Osszegeként, ugy, hogy a szambol mindig a
legnagyobb, nala kisebb vagy egyenl6 Fibonacci-szamot vonjuk ki. Ugyanezt fogjuk
itt is alkalmazni. Mivel a célunk egy Fibonacci-szamra juttatni ellenfeliinket, ezért a

legkozelebbit kivalasztjuk. Ez sokszor nem lehetséges egybdl anélkiil, hogy legalabb
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az Osszes kavics harmadat elvegylik, ezért a célunkat kivonva az 0Osszesbdl, a
maradékban 1évo legnagyobb Fibonacci-szamot célozzuk, és igy tovabb. Vagyis
helyiértékii egyest fogjuk nullazni. Mivel az ellenfél utdnunk maximum kétszer annyit
vehet el, mint mi, igy 6 nem fogja tudni elvenni a legkisebb helyiértékii egyessel
azonos mennyiséget, hiszen nem allhat egymas mellet két egyes és F,,., = F,,41 +
F,=FE+F, 1+F >2xF, Ezért az elvételével létre fog hozni egy 4altalunk

eltlintethetd legkisebb egyest a szam Fibonacci-szamrendszerbeli alakjaban.

Viltozat: Ugyanezt a jatékot nagyszeriien ki lehet valtani egy természetes szamokat
tartalmazo szamegyenesen vald lépegetéssel, ahol szintén ugyanezek a szabdlyok

uralkodnak.

3.2 Fibonacci 21©1°

Ez egy specidlisan a Fibonacci-szamok 13

koré kitalalt jaték, a jatékban kettes, ]

—

harmas, 6t0s, nyolcas, tizenharmas és

huszonegyes kartyak vannak. Osszesen

L L L M
[t ]

s

89 db kartyaval jatsszuk. 4 db 2, 3, 5,
8, 13, 21 szamjegyli Alapkartyaval, 12
db 2, 3, 5, 8 13 szamjegyli sima

[FLE FUN FL P
L Lo Ll P

Pa P

kartyaval, 3 db jokerrel (helyet-

JEr—Y

tesitovel) és két bonuszkartyaval. 2, 3
vagy 4 jatékos jatszhatja.

A jaték célja, hogy minél hamarabb
Osszegyljtsiink egy 21-es kartyat és 5

QY LIy SRy FE N FUR L QRURY .}
= Ma Mg

=R L L N

db Alapkartyaval kezd6dd halmazt,

—_
A0 QOO e AW WO AW 0000 00 L WL DN Se 0000 W W0 e e

amelyben a szamok Gsszege 21-et ad.

Ez alapjaraton a kartyakbol 12

MW WWWWL LW AW Wwdm KR

[TLIy L R EL Iy
(SRR LRy |

2

féleképpen lehetséges, de igy, hogy S
10. dbra: 37 lehetoségiink

L e I e e e e I e | B S, AV L . Sy A [y . [ G T IR | g o oy g e O I e e
MW lee N A MW OO0 WMee o U1 Gl BN Q0 LJes Ll T W a1

megkiilonboztetjiik a kezdd elemet

(Alapkartyaval jelolve) 37 lehet6ségiink lesz. Mindenki hét kartyat kap kezdésként.

1916] alapjan
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Kozépen van huzo és a legfolso lap felforditasaval jelzett dobd pakli. Minden korben,
aki jon, az kettdt huz a paklibol, lepakolhat az asztalra, vagy felvehet maga elé onnan
(csak sima lapot), és egyet lapot eldob. Miel6tt halmazokat Iehetne lerakni a sima
kartyakbol, egy korben le kell helyezni 3 Alapkartyat (2-13 szammal) és egy 21-es
kartyat. A Bonusz és a joker kartya hasznalhaté Alapkartyanak. Az Alapkartyak
kezdenek egy-egy halmazt, sima tagként nem lehet 6ket hasznalni. Minden jatékosnal
csak egy halmaz kezdédhet egy fajta Alapkartydval. Amikor egy halmaz 6sszege eléri
a 21-et, akkor be lehet zarni 6sszegytijtésiikkel, leforditasukkal, de nyitva is hagyhato.
A zart halmaz elemeit mar nem lehet mozgatni. A tobbiek ideje alatt is lehet mozgatni
a lapokat a halmazok ko6zott, de lerakni vagy felvenni nem szabad. A joker barmilyen
szamot felvehet (2, 3, 5, 8, 13, 21 koziil), és meg kell nevezni, amikor lekeriil az
asztalra, de késdbb 11j szdmot is felvehet, hogy 1étrej6jjon a 21 dsszegként. A jokert is
lehet mozgatni a nyitott halmazok kozt. Az Alapkartyakat ezzel szemben nem szabad
mozgatni, de a jokert, amit korabban Alapkartyaként hasznaltunk, ki lehet cserélni
egy valodira. Ha a jatékos mind a hat halmazat lezarta, onnant6l minden kérben huzés
nélkiil eldob egy lapot, egészen addig, amig el nem fogy, és ki nem megy. Ekkor van

vége a jatéknak.

Pontozas: a gydztes 200 pontot kap, 20-at minden lezart halmazért, és 80-at a
kimenetelért. A tobbiek is 20-at kapnak minden lezart halmazért, minusz a nyitott
halmazok 6sszege, minusz kétszer a kézben levok. A joker alapjaraton 50-et, a bonusz

kartya 8-at ért, kézben dupla.

Egyéb variaciok is 1éteznek ezekkel a kartyakkal: lehet paszianszozni vagy kanasztdzni

is.

3.3 Fib-Fibonacci®

Ez egy kétszemélyes jaték, melyet Eric Treadwell és T.J. Highley talalt ki. Az
alapotletet az adta, hogy mit lehet jatszani egy pakli kartya fel nem hasznalt lapjaival,
mig a tobbivel masok egy euchre nevi jatékot jatszanak. A pakli itt 26 kartyabol all:
2 jokerbdl, és 4 db kettesbdl, harmasbol, 6t6sbol, nyolcasbol és 2db négyesbdl, illetve
hatosbol. Kezdésként mindkét jatékos kap 5 lapot a kezébe, a tobbit a pakliban

hagyjuk. A jaték célja: megszabadulni az Osszes kartyatol. A jatékosok felvaltva

20116] alapjan
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jonnek, egy korben vagy huznak, vagy szabalyosan kijatszik lapokat. Par dolgot elére
definidlnunk kell:

Fiiggbleges és vizszintes: ezek irjak le a lapok iranyat. A fiiggéleges az egyik
jatékostol a masikig tart az asztalon, mig a vizszintes erre merdlegesen, a jatékosokat

elvalasztva.

Sor: lapok egymasutanja, amik kovetik a Fibonacci képzési szabalyt, mindegyik lap
értéke az el6zo kettd Gsszege. A sor fiiggdlegesen van kijatszva és a benne 1évo lapok

értéke fliggdlegesen novekszik.

Alap: egy olyan kartya, ami nem része a sornak, de mar el6ttiik ott kell lennie. Az

alapot vizszintesen kell kijatszani.
Szabalyos kijatszasok:

1. Ha mar nincs kartya az asztalon, akkor csak a Jokert lehet kijatszani. Amikor a
Jokert valaki kijatszotta, az lesz az Alap, sor indulasédnak lehetdségével, minkét
jatékos iranyaban. Ilyenkor a kijatszo jatékosnak lehetdsége van egy bonusz lapot

IS (maximum harmast) letenni, amivel elindit egy sort.

2. Kettest vagy harmast ki lehet jatszani, mint egy olyan sor els6 eleme, ami Alaprol

indul.

3. Kettest vagy 6tost ki lehet jatszani, mint egy sor masodik eleme, de harmast csak

akkor, ha a kezd6 elem nem az. (Vagyis az elsé kett lehet 2-3, 2-5, 3-5.)

4. Egy kartyat ki lehet jatszani a sor harmadik vagy negyedik tagjaként, ha az el6z6
kettd kartya Osszege a kijatszandd kartya értékével egyenld. Példaul, ha az els6
két kartya 2-3, akkor a harmadiknak 5-6snek, a negyediknek 8-asnak kell lennie.

Altaldban a sor nem éri el a négy elemet.

5. (Kkis helyettesitd) A négyest ki lehet cserélni barmelyik felforditott lappal az
asztalon. Ez esetben a helyettesitett kartya a kijatszo kezébe kertil. Ilyenkor a
négyes felveszi a kicserélt kartya értékét, hogy tudni lehessen, milyen értéket
képvisel a sorban. A négyes helyettesitd, mivel barmi helyére megfeleld.

Ugyanakkor két korbe keriil, mire a megszerzett kartyat ki lehet jatszani.

6. (nagy helyettesité) A hatos kijatszhato barmilyen nullanal nagyobb vagy egyenld
természetes szamként. Ugyanakkor az megkoti, hogy mikként jatsszak ki. Ha ez

az elso kartya a sorban, akkor értéke csak 0, 1, 2 vagy 3 lehet, ha a masodik, akkor
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3,4 vagy 5 lehet, és ha harmadik, esetleg negyedik a sorban, akkor a szabaly szerint
az el3bbi kettd osszege. Igy az elsd két lapra 11 lehetéség lesz: 0-3, 0-4, 0-5, 1-3,
1-4,1-5, 2-3, 2-4, 2-5, 3-4, 3-5, bar ezek tobbsége szinte soha nem keriil eld.

7. (nagy helyettesitd) A hatos hasznalhaté még arra is, hogy a nullarol Gjrainditsunk
vele egy sort. Ilyenkor a hatos Alapnak szamit és vizszintesen kell lerakni, hogy
ujra lehessen inditani egy sort, de ilyenkor a kijatszonak nincs lehetdsége a plusz
egy (sorinditd) kartya kijatszasara. A kartya a kijatszé feloli oldalon inditja Gjra a

sort, a szemkdzti oldalon nem befolyasol.

8. Ha a masik jatékos legutobbi korében egy hetest vagy egy nyolcast jatszott ki, és
egy azonos szinti nyolcast vagy hetest tartjuk a kezilinkben, akkor ez fliggdlegesen
lesz kijatszva, de a sorbdl oldalra kimozditva, hogy egyértelmii legyen: nem része
a sornak. Ezt a jadtszma sordn mindenki csak egyszer jatszhatja ki, kés6ébb, ha

lehetdsége lenne ra, akkor sem.

Fontos megjegyezni, hogy az asztal rendszerint ugy néz ki, hogy oszlopban vannak
kartydk kozépen jokerrel, mindkét iranyba sorral (itt most a jaték terminologiaja
szerinti sorral). Az Alapkartya mindkét oldalan 1év6 sorok kozos tulajdont képeznek,
barmelyik jatékos hozzatehet barmelyik oldalon 1év6 sorhoz. Ha a pakli — ahonnan
huzni lehet, - kiiiriil, akkor az asztalrél 6ssze kell szedni a befejezett (minimum hetest
tartalmazd) sorokat és hozzajuk tartoz6 Alapokat, illetve a kirakott Alapokat,
amelyeknél még nincs sor-kezdemény, és mindezt sszekeverni, hogy 0j huzo paklink

legyen.

3.4 2584 Puzzle

A kozismert 2048 nevil internetes €s telefonos jatéknak is 1étezik Fibonacci-s verzidja.
Ebben egy 4x4-es racson jelennek meg négyzet alaki szam-csempék, melyeken a
Fibonacci-szamok vannak. Az sorozatban egymas mellett allo szamok csempéinek
egymasra huzasaval meg lehet kapni a kovetkezot a képzési szabaly alapjan. Csakhogy a
nehézséget az adja, hogy a koordinatarendszer négy irdnydba vald hlzogatisa a
csempéknek egyforman hat minden csempére. A cél elérni a 2584-es csempét. Kissé mas
logikat kivan, mint a 2048 nevli jaték, ahol ugyanez a 2 hatvanyaival megy, mivel ott az
azonosakat kell egymasba juttatni a nagyobb szam érdekében, itt pedig az egyel nagyobb
vagy kisebb Fibonacci-szamot.
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4 Fibonacci-szamok alkalmazasai és megjelenései egyéb
teriileteken

4.1 Kultaraban?

4.1.1 Zene??

Sok kiillonb6z6 modon felfedezheté a sorozat a zenében, mint a pentaton

hangkozeinek félhangban mért tavolsdgaban, egy-egy zenemi tételeinek iitemek

szerinti hosszéban, vagy egyéb modon. Példaul a méltan hires Kodaly Psalmus

Hungaricus cimii zenemijének cstcspontja az aranymetszetébe esik. Vagy Zene

huros hangszerekre, iitokre és cselesztara cimii Bartok Béla miiben az elsé tétel 88

iitemes, melyben a csucspont az 55. ilitemben jon el, a harmadik tétel f6téméaja a

zeneszerz0 kedvelt 3+3+2 nyolcados ritmusaban irédott, s még sorolhatnank. Lendvai

Ernd6 — hires Bartok-kutaté és a fentiek foltardja szerint —a miivész sokszor 6sztondsen

alkalmazta ezeket az aranyokat miiveiben.

4.1.2 Irodalom

Dan Brown: A da Vinci-kéd, Esterhazy Péter: Harminchdrom vdltozat Haydn-
koponydra €és Kontra Ferenc: Angyalok regénye cimli miivekben vagy szintén Kontra
Ferenc tollabdl szarmazik A Fibonacci-sor cimii novella is, illetve tobb masik

konyvben is jelentés szerepet jatszik a sorozat, de ezekre kiilon nem térek ki.

Nagy Laszlo verseiben is — ki Bartok zenéjébdl tanult szerkeztés-tant, — tobbszor

keriil a csucspont a vers aranymetszésébe.

4.1.3 Televizioban, moziban
A 21, Pi, Da Vinci-kod, Nimfomdanias c. filmekben is szerepel, de tobb sorozatban is

feltiinik, mint a Gyilkos szamokban vagy a Gyilkos elmékben.

211201, [23] alapjan
22 [14] alapjan
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4.1.4 Képzomiivészet

J6 példa Saxon-Szasz Janos miivészete, akirdl Perneczky
Géza irt konyvet, melyben részletesen taglalja a sorozat
megjelenését Saxon-Szasz miivészetében. De ugyancsak
emlithetném Marisa Ferreirat, vagy Martina Schettinat

is.

Klasszikusabb példak koziil Leonardo Da Vincit és

Albrecht Diirert fontos kiemelni, els6sorban az 11. abra: Martina
aranymetszés aranyaival dolgoztak sokat. Schettina: Fibonaccis
Dream, 2008

4.1.5 Epitészet
A Parthenon megszamlalhatatlan helyen, médon kindlja az aranymetszés aranyait, de
a Kheopsz-piramis vagy Michelangelo Szent Péter bazilika tervei is a szem altal

természetesen legszebbnek vélt aranyt hozza.

4.2 Természet?

Sokféle modon felfedezhetd a Fibonacci-sorozat a természetben, példaul a levelek

Fn

elforduldsa a novény szaran a legtobb esetben -ed része a teljes kornek: - a

[SSEETY

n+2

blikknek, mogyoronak, szedernek, E a tolgynek, almanak, cseresznyének, 2 a nyarnak,

rozsanak, baracknak, 5@ fliznek, manduldnak. A virdgszirmok szama is gyakran

Fibonacci-szam: vadrozsa 5, szarkalab 8, koromvirag 13, 6szirdzsa 21, utilapu 34,
szazszorszép-fajtak 55 vagy 89. Fibonacci-spiralt formalnak a tobozok, ananaszok

pikkelyei, napraforg6 szemei, kaktusztiiskék.

23 [24] alapjan
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4.3 Rulett?

El6fordulnak kiilonb6z6 nyerési stratégiak a rulett jatékban, amik a Fibonacci-
sorozatra éplilnek. Ezek koziil a legegyszerlibb és hiresebb, amikor szineket megtéve
jatszunk, és elsoként felrakunk 1 egységnyi tétet, ha nyeriink, akkor nincs semmi. Ha
nem, a kovetkezore felrakunk megint 1 egységet, majd 2, 3, 5, stb. Ha a sor kdzben
valamikor nyeriink, akkor a nyeremény értékével, azaz kettd el6z6 elemmel visszabb

1épiink a sorban.

Ennék némiképp bonyolultabb a harom tucatos stratégia, amikor parhuzamosan
jatsszuk a fent leirt stratégidt mindhdrom tucatra (harmadra). Ennél még
kiegyensulyozottabb jatékhoz vezet, ha 6 tucatra jatszunk, azaz a 3 oszlopra és a 3

harmadra egyszerre.

4.4 Tozsde®

A tozsde vilagaban is fontos szerepe van a Fibonacci-szamoknak, négy kiilonb6z6
elképzelés is ismert, bar ezek tobbnyire csak abrazolas tekintetében kiillonboznek. A
Fibonacci tipusu ivek, vonalak, legyezdk és id6zondk koziil a legszélesebb korben
elterjedt hasznalatnak a Fibonacci-vonalak 6rvendenek. Itt 1ényegében az torténik,
hogy egy grafikon két extrém pontjat vessziik: a lokalis mélypontot 100%-nak és a
lokalis maximumot 0%-nak, majd berajzolunk még vonalakat aszerint, hogy minden
vonal az el6z6 vonal szazalékbeli értékének a 1,618-ada legyen, vagyis 61,8; 38,2 és
23,6 %-hoz. Ezeknél a szamoknal ugye mindegyik az el6z6 kettd Osszege lesz.
Ugyanigy novekedési értéknél a 161,8%-ot kell venni. Ezek sokszor tdmaszként vagy
ellenallasi szintként miitkodhetnek a grafikon szdméara. Nyilvanvaloan jésolni ezzel
sem lehet, és megosztja a szakértoket, mivel szdmos pro és kontra példat lehet
felhozni, ugyanakkor meglepd gyakorisaggal miikkodnek. Habar felmeriil a kérdés,

hogy valodi torvényszerliségrol van-e sz6, avagy ez is egy Onbeteljesitd joslat csupan.

24112] alapjan

B[11],[19], [28] alapjan
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5  Osszefoglalas

Nagyon érdekes tapasztalatot és jo ¢lményt adott a témaban valo elmélyiilés, mélyebb
ismeretszerzés. Bizom benne, hogy a sorozatrdl elsajatitott ismereteket késobb is

hasznosithatom.
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