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Bevezetés

Sokszor felmeriil matematika tanuldsa kozben a kérdés, hogy ,Ezt miért tanul-
juk?” vagy ,Hol fogjuk ezt hasznalni?”. Tanarként szeretném, ha tudndm motivalni
a didkokat azzal is, hogy megmutatom nekik, mire j6 az, amit tanulunk és hany
kiilonb6z6 teriileten tudjuk az adott témakorbeli tudésunkat alkalmazni, akar ott
is, ahol egyaltalan nem szembeo6tls, hogy ezzel a megkozelitéssel is megoldhato
egy feladat. Szeretném, ha nem csak egyféle menetre korlatozodna egy probléma
megoldasa, hanem a matematika Gsszefiiggéseinek megértésével tobbféleképp is
neki tudnanak allni egy feladatnak. Ezzel szeretném onallosigra és kreativitasra
0sztondzni a didkokat, valamint fejleszteni a problémamegold6 készségiiket.

Szakdolgozatom célja bemutatni az integralszamitas alkalmazasait a matema-
tika kiilonb6z8 teriiletein. Egy rovid fogalmi attekintés, és a felhasznalt tételek
ismertetése utdn elGszor az egyvaltozos, majd a tobbvaltozos integralszamitas
alkalmazésaira mutatok érdekes példakat. Végiil 6nallo fejezetben bemutatom
Buffon tiiproblémajat, aminek kiilonbo6z6 valtozatait és aleseteit részletesen is-
mertetem.

Az 1. fejezetben a felhasznalt definiciok és tételek attekintéséhez Sikolya Eszter
analizis jegyzetét [1], valamint Laczkovich Miklos és T. Sos Vera Valos analizis
konyveit [2, 3| vettem segitségiil.

A 2. fejezetben bemutatott példak koziil a végtelen sorokhoz a Bizonyitdsok
a Konyvbdl [4] cimi konyvet, a szalvétagytirt-probléméahoz Keith Devlin Mathe-
matical Association of America oldalan kézzétett cikkét |5], a téglalap lefedésénél
pedig Stan Wagon cikkét [6] hasznaltam fel.

A 3. fejezetben a klasszikus Buffon-tiiproblémaval a korabban emlitett
Bizonyitdsok a Kdonyvbdl |4] olvasasa kozben ismerkedtem meg, az ott talalhatod
tételeket (rovid és hossza tii eseteire vonatkozoan) viszont méasképp vezettem le,
mint ahogy a konyvben szerepel. Ezutdn a tiprobléma egyik specidlis esetével,
a Laplace-Buffon-ttiproblémaval foglalkoztam, amihez Barry J. Arnow cikkét [7]
hasznaltam fel, itt viszont a hosszi tii esetére vonatkozd bizonyitasok nem szere-
peltek, ezeket onalloan dolgoztam ki.
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Szeretnék kiszonetet mondani témavezetémnek, Valko Evanak a rengeteg tamo-
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1. fejezet

Fogalmi attekintés, felhasznalt
tételek, definiciok

1.1. Jordan-mérték R”-n

Tekintsiik a sik koordinatatengelyekkel parhuzamos, 2% oldalhossztsagi négyze-
1

tekre valo racsfelbontasit, a megfelel6 négyzetek teriilete 5. Legyen H C R?
korlatos, nemiires halmaz. Jelslje H,, azon zart négyzetek uniojat a racsbol, me-
lyek belemetszenek H-ba, H, pedig azon zart négyzetek uniojat, melyek részei
int H-nak. Ezek teriiletét jelolje ter(H,) illetve ter(H,), és értelmezziik a ko-
vetkezGképp: az unidban szerepls négyzetek széma (ez véges, mivel H korlatos)
SZOTOZVa ﬁ—nel. Vilagos, hogy H, C H,, igy

ter(H,) < ter(H,),n € N,

Az is konnyen lathato, hogy ha n-et noveljiik, akkor a racsfelbontéas stirtisodik: az
n + l-edik 1épésben az n-edik racsfelbontéshoz tartozé kis négyzetek mindegyikét
4 egyenls részre osztjuk. Igy meggondolhato, hogy

masrészt

ter(H,) < ter(H, ) és ter(H,1) < ter(H,).

Ebbdl kovetkezik, hogy ter(H,,) monoton n6évé, ter(H,) monoton fogyo, és a H
halmaz korlatossaga miatt korlatos sorozatok.

1.1.1. Definicié. A fentiek alapjan definialhatjuk tetszéleges H C R? korlatos

halmaz belsd, ill. kilsd mértékét mint

m(H) = lim ter(H,), m(H) = lim ter(H,).

n—oo n—o0

Mivel ter(H, ) < ter(H,), ezért m(H) < m(H).

1



1. fejezet: Fogalmi dttekintés, felhaszndlt tételek, definiciok 2

1.1.2. Definicié. Legyen H C R? korlatos halmaz. Azt mondjuk, hogy H Jordan-

mérhetd, ha belsd, ill. kiils6 mértéke megegyezik, azaz
m(H) = m(H) =m(H),

ahol m(H) jeloli a H Jordan-mértékét.

A tovabbiakban tetszéleges p € N esetén bevezethetjiik az m,, RP-beli Jordan-
mértéket, ill. mérhetdséget a p = 2 esettel analdog modon.

1.1.3. Definicié. Egy H C RP? korlatos halmazt Jordan-mérhetd halmaznak ne-

veziink, ha bels6 és kiils6 mértéke megegyezik, azaz

és ezt a kozos értéket a H halmaz Jordan-mértékének nevezziik.

1.2. A p-dimenzibs integralas

Az egyvaltozos fiiggvényeknél megismert Riemann-integral fogalmat terjesztjiik ki
tobbvaltozos fiiggvényekre. Az egyvaltozos Riemann-integralhoz hasonldéan defini-
alni tudjuk az f : R? — R (korlatos) fiiggvény Riemann-integraljat a p-dimenzios
Jordan-mérték segitségével.

1.2.1. Definici6. Legyen H C RP nemiires Jordan-mérhetS halmaz. Ennek egy
felosztasa ® = Hy, H,,...,H,, ahol Hy,..., H, egymasba nem nyulo, mérhetd

halmazokbol all6 rendszer és

A H halmaz felosztasainak halmazat jelolje F(H).

1.2.2. Definicié. Legyen H C RP nemiires Jordan-mérheté halmaz és f : H — R
korlatos fiiggvény. Ha ® egy felosztasa H-nak, akkor f & felosztashoz tartozo also

055 i

1=

ill. felsd kozelitddsszege

ill.

S(f.0) = Z (s £ ) (18,

i

1.2.1. Allitas. Bdrmely ®, U felosztdsokra s(®) < S(V).



1. fejezet: Fogalmi dttekintés, felhaszndlt tételek, definiciok 3

1.2.3. Definicié. Ha H C RP nemiires, Jordan-mérheté halmaz, f : H — R
korlatos fiiggvény, akkor f

also Riemann-integrdlja:
/f — sup{s(f,®) € R : & € F(H)},
JH

felsd Riemann-integrdlja:

7f =inf{S(f,®)eR: P e F(H)}.

A fentiekbdl nyilvanvalo: / f< / f
JH H
Ezek alapjan definialhatjuk az RP-beli Riemann-integralhatosagot.

1.2.4. Definici6. Legyen H C R? nemiires, Jordan-mérhetd halmaz, f: H — R
korlatos fiiggvény. Azt mondjuk, hogy f Riemann-integrdlhato H-n, ha

Aszf.

A koz0s értéket jelolje / f és ezt nevezziik az f fliggvény Riemann-integraljanak
H

a H halmazon. A H halmazon Riemann-integralhaté fiiggvények halmazat jelolje

R(H).

1.3. A Riemann-integral legfontosabb tulajdonsagai

1.3.1. Tétel. Legyen H C RP nemiires Jordan-mérhetd halmaz, f,g € R(H),
ceR.

1. Ekkor f+g€ R(H) ésc- f € R(H), valamint

/H(f+g)=/Hf+/Hg,
/Hc'f:c~/Hf.

2. Ho f <ge R(H) , akkor
/fé/g
H H



1. fejezet: Fogalmi dttekintés, felhaszndlt tételek, definiciok 4

1.3.2. Tétel. Legyenek A, B C RP egymdsba nem nyuldé mérhetd halmazok, f|a
integrdlhato A-n és f|p integrdlhaté B-n. Ekkor f integrdlhaté AU B-n is és

Juu = [75 15

A kovetkezé tétel fontos kovetkezménye, hogy minden integral tekinthets tég-
lalap alakt tartomanyon vett integralnak.

1.3.3. Tétel. Legyen T' C RP téglalap alaki tartomdny, H C T mérhetd halmaz,
f € R(H). Ekkor az
. f(z) hazxe H
flz) =
0 haxeT\ H

modon definialt f :T'— R fiiggvény integralhato T-n és

-1,

1.3.1. Allitas. Legyenek B C A mérhetd halmazok, f integrdlhaté A-n. Ekkor
flB integrdlhaté B-n.

1.3.4. Tétel. Legyen H C RP mérhetd sorozatkompakt (azaz korldtos és zdrt)
halmaz, f: H — R folytonos. Ekkor [ Riemann-integrdlhato H-n.

A kovetkez6 tételek arrél szolnak, hogy mi kéze egy korlatos halmaz mértéké-
nek az integralhoz.

1.3.5. Tétel. Legyen H C T C RP, ahol H tetszdleges (korldtos) halmaz, T tégla.
Jelélje
1, e H
XH =
0, €T\ H

a H halmaz karakterisztikus fligguényét T-n. Ekkor

mp(H) :AXH;

my,(H) = /TXH~

1.3.1. Kévetkezmény. Egy H C T (korldtos) halmaz pontosan akkor mérhetd,

ha a xg karakterisztikus fligguénye Riemann-integrdlhato T-n. Ekkor

mp(H):/TXH-



1. fejezet: Fogalmi dttekintés, felhaszndlt tételek, definiciok D

1.4. Fubini tétele

Fubini tétele az integralas sorrendjének felcserélhetségérdl szol, a tovabbiakban
ezt vizsgaljuk meg 2-dimenziés esetben. A tétel altalanosithaté tetszéleges
f:RP — R fiiggvényre.

1.4.1. Tétel. Legyen f : R*? — R, [a,b] és [c,d] korldtos és zdrt intervallumok,
jelolje [a, b] x [e,d] a megfeleld téglalapot.

(A) Tegyiik fel, hogy f-re teljesiilnek az aldbbi feltételek:
f € R(la,b] x [¢,d]), és

Vo € [a,b] esetén az y— f(z,y),y € [c,d] an.  szekciofiiggvény”

Riemann-integralhaté [c, d]-n.

Ekkor J
p(z) ::/ f(x,y)dy, x € [a,b]

jeloléssel ¢ Riemann-integrdlhatd |a, b]-n, emellett

/[aab]X[c,d] f= /:90 - /ab (/Cdf(% y)dy) dz.

(B) Tegyiik fel, hogy f-re teljesiilnek az aldbbi feltételek:

f € R(a,b) x [e,d), é
Yy € [c,d] esetén az x — f(x,y),x € [a,b] Gn. ,szekciofiiggvény”

Riemann-integralhato [a, b]-n.

Ekkor ,
M@:i/f@wﬁayekﬂ

jeloléssel v Riemann-integrdlhato [c,d]-n, emellett

/[Ct,b]x[c,d} /= /jdj - /Cd (/abf(%y)dz) dy.

1.4.1. K6vetkezmény. Ha f-re teljesiilnek az (A) és (B) vdltozat feltételei, akkor

/[mb}x[c7d]f:/ab </cdf(x,y)dy> dx:/cd (/abf(x,y)dx> dy,

vagyis az x €s y vdltozok szerinti integrdlds sorrendje felcserélhetd.



1. fejezet: Fogalmi dttekintés, felhaszndlt tételek, definiciok 6

1.4.2. Megjegyzés. Ez mindig teljesiil, ha f folytonos [a,b] X [c, d]-n.

A kovetkezd allitasok a Fubini-tétel kdvetkezményei.

1.4.3. Definicié. Legyenek ¢1, vy € Cla, b] folytonos fiiggvények, o1 (t) < @oft)
minden ¢ € [a, b] esetén. Kétdimenzids normdltartomdny alatt a kovetkezs alaka

korlatos és zart halmazokat értjiik:

H={(z,y) € [a,b] xR : p1(z) <y < @o(x)} y irdnyd normdltartomdny,
vagy

H={(z,y) € R x [a,b] : 1(y) < x < @o(y)} x irdnyid normdltartomdny.

1.4.1. Allitas. Legyen H C R? z irdnyd vagy y irdnyd normdltartomdny,
f:H — R folytonos fiiggvény. Ekkor

b w2(y)
/ f= / / f(z,y)dz | dy, ha H z irdnyd normdltartomdny,
H a »1(y)

b p2(z)
/ f= / (/ f(a:,y)dy) dx, ha H y wrdnyid normdltartomdny.
H a e1(z)

1.4.2. Allitas (Cavalieri-elv). Legyenek A, B C R? x [0, +00) & dimenzids
mérhetd halmazok, és tegyiik fel, hogy minden z € [0,4+00) esetén a z magassdgban
vett, zy sikkal parhuzamos sikmetszetik terilete megegyezik, vagyis minden

z € [0,400) esetén
9014(2) = My ({(ZL‘,y) e R?: (:L'7ya Z) € A}) ’

QOB(Z) =My ({(l’,y) € R2 : (‘Tayaz) € B}) ) és
pa(z) = ¢p(2)-

FEkkor mg(A) = mg(B), vagyis a két halmaz mértéke is megegyezik.



2. fejezet

Egy- és tobbvaltozos

integralszamitas alkalmazasai

2.1. Végtelen sorok

2.1.1. Tétel.
1
A — sor divergens.
> - g

n>1

Bizonyitéas. Tekintsik az f : RT — R, f(z) = 1 fiiggvényt. Osszuk fel az
[1,n + 1] intervallumot n egyenls részre és emeljiink a szomszédos osztopontok
altal meghatarozott szakaszok folé téglalapokat a 2.1. abran lathaté modon.

Y

M| =

N =
| =
3/
S =

2.1. abra. A Y | < sor n. részletdsszege

1
Az i. téglalap magassaga — (i = 1,2,...,n), szélessége 1 hosszi, mivel n
i
egyenld részre osztottuk fel az n hosszi intervallumot.

1
Ezért az 1. téglalap teriilete —.
i



2. fejezet: Egy- és tébbuvdltozos integrdlszamitds alkalmazdsai

Az n darab téglalap teriiletének Gsszege (Id. 2.1. abra), azaz a ) + sor n.
részletosszege, alulrol becsiilhet6 a kovetkezé modon:

1 1

1 n+11

n>1

Mivel lim In(n+1) = oo, a részletosszegek sorozata alulrol becsiilhets egy oo-hez
n—oo
tarté sorozattal, ezért a sor divergens. [

2.1.2. Tétel.

1
A Z 3 SoT konvergens.

n>1

Bizonyitas. Tekintsiik az f : Rt — R*, f(x)

—, figgvényt. Osszuk fel a
x
[0, n] intervallumot n egyenls részre és emeljiink a szomszédos osztopontok altal

meghatarozott szakaszok folé téglalapokat a 2.2. abran lathaté modon.

Y

—

NI

w il eg|
o

2.2. dbra. A Y | -5 sor n. részletdsszege

1
Az i. téglalap magassaga — (i =1,2,..
i

., n), szélessége 1 hossz1, az i. téglalap
teriilete tehat —. Az n darab téglalap teriiletének dsszege (Id. 2.2. dbra), azaz a
{

> n—12 sor n. részletosszege, feliilr6l becsiilhets a kovetkezé modon:
n>1

1 1 "1 r 1" - 1
l+=+=+..+=<1 —dr=1+|—| =14+4—+1=2—-——-<2.
ottt < +/1 —dx +[_1L +—+ - <
A részletosszegek sorozata monoton nove és fels§ korlatja 2. Felhasznalva a té-

telt, miszerint ha egy sorozat monoton és korlatos, akkor konvergens, a sorozat
konvergens. Tehat a > 2 sor konvergens. [J
>1"

nz



2. fejezet: Egy- és tobbvdltozos integrdlszdmitds alkalmazdsai 9

2.1.3. Tétel.

Bizonyitas. A bizonyitashoz az

1 1 1
1 ::/ / dxdy
o Jo 1—xy

kettds integralt szamitjuk ki kétféleképpen.

Vegyiik észre, hogy |zy| < 1, mivel z,y € (0, 1). Felhasznélva, hogy > ¢" = ——,
ha |¢q| < 1, a kovetkez6t mondhatjuk:

l_xy—ny".

n>0

Ezt behelyettesitve:

I—/ / Z:cy”dxdy—/ / Zx"y"dajdy—Z/ / 2"dady =

n>0 n>0 n>0
1 n+l 71! 1 1
=5 [t [ yran - [ Hy R
= = n+1 n+1], n20n+1 n-+1
_E: 1
(n+1 n2’

n>0 n>1

Masrészt az I integral szamitasdhoz a kovetkezd helyettesitést vezessiik be:

T4y, y—x
es v = .
2 2

U =

A koordinata-transzformacié Jacobi matrixanak determinéansas:

dz o 1 -1
du dv . - _
det<§l_y %)—det(l 1)—2.

A 2.3. abran lathat6 modon az integralasi tartomanyt két részre osztjuk, és
kiilon-kiilon hatarozzuk meg a két tartomanyon az integral értékét. Jeldlje I a
(0,0), ( 2) (27 ) haromszog-tartoméanyon vett integraljat a fliggvénynek.

Az [ mtegral kiszamitasa:

3 [u 1 3 1 u

v
I, = —-2dvdu:/ 2| —— - arctan [ —— du =
! /O /;ul_u2+U2 0 |i\/1_u2 ( 1_u2)1u

[ (omon () e (255 )
= ———— . (arctan [ ———— | — arctan [ ——— u.
0 1 —u? 1 —u? 1 —u?



2. fejezet: Egy- és tobbvdltozos integrdlszdmitds alkalmazdsai 10

Y
(0,1) (1,1)

e
(0,0)[ (1,0) o 4 373 v=—u

2.3. abra. A koordinata-transzforméacio

Felhasznélva, hogy az arctan fiiggvény paratlan (azaz arctan(—z) = — arctan(z)),
a fenti integral:

I /é2 L P ( Y )d
= T -arctan | —— u.
! 0 V1—u? 1 —wu?

Vezessiik be az u = sin # helyettesitést. Ekkor j—g = cos 0, tehat:

6 1 sin 6 6 sin 8
I = / 44— .arctan | ——— | -cos0df = / 4-arctan ( ) do =
' 0 /1 —sin%6 (\/1—sin29> 0 cos 6

3 9276 2 92
_/64.9d9_4. = :2.(5) _go ™
0 2 6 36

0
),(1,0),(3,

A 2.3. dbra alapjan jelolje I az (%, — ) haromszog-tartomanyon vett

integraljat a fiiggvénynek.
Az I, integral kiszamitasa:

1 pl-u 1 1 1 v 1—u
I, = /% /Jl m? dvdu = /; 2‘—1——u2. [arctan (1——102>L_1 du =

[ (ean (=) ot (55) )
= ——— . | arctan [ —— ] — arctan | —— u.
1 1 — wu? 1 —u? 1—u?

Ismét kihasznalva, hogy az arctan fliggvény paratlan:

o B =]
= — . | arctan | —— arctan | ——— U=
2 1 1 —wu? 1 —u? 1 —u?

[
D=

! 1 1—u
= 4. ———-arctan | — | du.
/; Vv1—u? (\/1—u2)

10



2. fejezet: Egy- és tébbuvdltozos integrdlszamitds alkalmazdsai 11

u
Vezessiik be az u = cos 6 helyettesitést, ekkor W= sin 6, tehat:

0 1 1 —cosf
I, = 4. ——— -arctan | ————= - (—sinf)df =
? [5 V1 —cos? 6 (\/1—C0829> ( )
:/3 4 - arctan (1_—6089) dé’:/3 4 - arctan <tan (Q)) df =
0 sin ¢ 0 2

_%9_§ g E (T2 _Am?
_/O 4-§d6’_/0 2040 = [60°]3 = (5) 0= 5~

A két rész 6sszege adja az I értékét:

o2 42 T
I=I+1="1 .
L= T3 T G

Osszevetve a két eredményt adodik:
DT
n2 6

n>1

Ezzel igazoltuk a tételt. [

11



2. fejezet: Egy- és tébbuvdltozos integrdlszamitds alkalmazdsai 12

2.2. A szalvétagytri-probléma

2.2.1. Definici6. Tegyiik fel, hogy egy korhenger tengelye dtmegy az R sugari
gémb kozéppontjan, tovabba a gomb érinti a beleirt henger alap- és fedélapjat.
A gbmbbdl kivagva a hengert, valamint a henger alap- és fedélapja altal hatarolt

gombszeleteket, az ily modon keletkezs testet nevezziik szalvétagyirinek.

2.2.2. Tétel. A szalvétagyiird térfogata fiiggetlen az eredeti gomb sugardtol, csak

a henger magassdgdtol fiigg.

2.4. dbra. A henger és a gémb helyzete, jelolések

Bizonyitas. Feltehets, hogy az R sugart gomb kozéppontja az origd, valamint,
hogy a henger tengelye a Descartes-féle koordinata-rendszer z tengelye. Jeldlje h a
gémbbe beirt henger magassagéat, alapkorének sugarat pedig r. Hatarozzuk meg
el6szor az alapkor r sugardt h fiiggvényében! A Pitagorasz-tételt felhasznélva,

ahogy a 2.4. abran is lathato: r = 1/ R? — (%)2

Aze [—%, %} magassagban vett, xy sikkal parhuzamos sikmetszeten fekvd,

az r sugari henger és R sugari gémb altal meghatarozott korgytrii vastagsagat

jelolje c,. A sikmetszet teriilete:
(r +c.)*r —r’m.

Az 4bra alapjan ismét a Pitagorasz-tételt felhasznalva: (r + ¢,)” = R? — 2%, Eat
a teriilet képletébe behelyettesitve:

B\ 2
(R2—22)7r—7“27r:7r(R2—z2—7“2):7r(Rz—zz—R2+(5) ) -

12



2. fejezet: Egy- és tobbvdltozos integrdlszdmitds alkalmazdsai 13

A gdmbbdl a henger, valamint a megfelel6 gombszeletek elhagyasaval keletkezd

test térfogatat tgy kaphatjuk meg, ha az dsszes xy sikkal parhuzamos sikmetszet

teriiletét integraljuk a [—g, g} intervallumon. Tehét:

v- fin((5) - <)o
R ORORRSCRCID)E

h3
=T —.

6
A keletkezé test térfogata tehéat csak a henger magassagatol fiigg, a gémb suga-
ratol fliggetlen. [

2.5. abra. A két szalvétagyiiri térfogata megegyezik

2.2.3. Megjegyzés. A Cavalieri-elv alapjan a keletkez§ szalvétagyiiri minden
z € [—%, }—2‘} magassagban vett, xry sikkal parhuzamos sikmetszetének teriilete
megegyezik egy % sugart gomb megfelels sikmetszetének teriiletével. A keletkezd

test térfogata tehat egy % sugara gomb térfogataval azonos.

13



2. fejezet: Egy- és tébbuvdltozos integrdlszamitds alkalmazdsai 14

2.3. Young-egyenlGtlenség

2.3.1. Tétel (Young-egyenlStlenség). Tegyik fel, hogy u,v > 0, p,q > 0 valds

szamok és — + — = 1. Ekkor
p q

uf vl
U< — 4+ —.
p q
Bizonyitas. Feltehetd, hogy p és q koziil az egyik legalabb 2. Jeldlje az egysze-
rliség kedvéért p ezt a 2-nél nagyobb vagy egyenld értéket. Legyen f : [0,00) — R
fiiggvény, amelyre f(x) = 2P~1. Az alabbi lehetséges eseteket vizsgaljuk v és f(u)
kolesonos helyzete szerint (I1d. 2.6. abra): v < f(u), f(u) < v, v = f(u).

Y

fa) = o fa) = fa) = o

v = flu)

flw)

2.6. abra. A harom eset: v < f(u), f(u) <v,v = f(u)

Ahogy a 2.6. abran is lathato, az els6 és masodik esetben az u és v oldali tégla-
lap teriilete (u-v) kisebb, mint az f fiiggvény alatti teriilet x = 0 és = = u koz6tt
és a fiiggvény feletti teriilet y = 0 és y = v kozott. Ezeket pedig integraléssal

kapjuk = és y szerint:
/ Pl = {x—p} = u—p.
0 p 0 p
Ahhoz, hogy az f fiiggvény feletti teriiletet kiszamoljuk y = 0 és y = v kozott,
1
venniink kell f inverz fiiggvényét: f~!(y) = yr1.

/ e dy = ly,ﬁl.p;l] O iy
0 p 0 p

A tétel feltétele szerint %4— % = 1. Ezt atalakitva: 1% = q adodik, amit behelyet-
tesitve az integralas eredményébe:

A két teriilet Osszege tehat nagyobb, mint az u és v altal meghatarozott téglalap

teriilete:
ub e
u-v< —4+ —.
p q

14



2. fejezet: Egy- és tobbvdltozos integrdlszdmitds alkalmazdsai 15

A harmadik esetben az egyenlGtlenség két oldalan allo kifejezések egyenlek, mivel
v és f(u) egybeesik, tehat a két integralassal kapott teriilet Gsszege megegyezik
az u és v altal meghatarozott téglalap teriiletével.
Ezzel igazoltuk, hogy a tétel feltételei mellett
ul vl

u-v< — 4 —.
p q

15



2. fejezet: Egy- és tobbvdltozos integrdlszdmitds alkalmazdsai 16

2.4. Téglalap lefedése

2.4.1. Definici6. Azt mondjuk, hogy U egy n-elemii téglalapokbol &ll6 lefedése
a T téglalapnak, haVu; € U, i € {1,...,n} esetén w; C T, |J_,u; =T és
u; Nu; = {0, vagy egy pont, vagy egy szakasz}, ha i # j, j € {1,....,n}.
2.4.2. Tétel. Legyen adott eqy T téglalap, melynek U eqy n-elemd lefedése. Ha

Yu; € U résztéglalapra igaz, hogy legaldbb az egyik oldaldnak hossza egész szam,

akkor az eredety T téglalap legaldabb eqyik oldaldnak hossza is egész szam.

Bizonyitas. Feltehets, hogy T az els siknegyedbe esik, oldalai parhuzamosak
az x és y tengellyel, egyik csiicsa az origo, a t6bbi: (0,d), (¢, d), (¢, 0).

Y

D(0,d) C(c,d)

~

A(09 0) B(C,O) €T

2.7. abra. A T téglalap egy 8-elemii téglalapokbdl allo lefedése
A bizonyitashoz elGszor lassuk be a kovetkezd lemmat:

2.4.1. Lemma. fab sin 2mrxdz = 0 pontosan akkor igaz, ha a + b vagy a — b egész
Szdm.
Bizonyitas.

/bsin27mcdx = M ' _ — cos 2mb + cos 2ma _9
a 27 . ot

— cos 2mh + cos 2ma = 0, azaz

cos 2ma = cos 27h

Ez két esetben teljestl:

1. eset

2ma = 27wh + 2km, ahol k € 7
a=b+k
a—b=k,

tehdt a — b egész szam.

16



2. fejezet: Egy- és tobbvdltozos integrdlszdmitds alkalmazdsai 17

2. eset
2ma = 2w — 2wb + 2k7, ahol k € Z
a=1—-b+k
a+b=k+1
Miwvel k egész, ezért k+ 1 is az, tehdt a + b egész szdm.

OJ

Ezek utan tekintsiik az f(z,y) = sin (27z)sin (27y), f : R? - R Riemann-
integralhato fiiggvény fenti T téglalapon vett integraljat:

c prd
/ / sin (27rx) sin (27y) dydz.
o Jo

Az integral additivitasa miatt ez az integral felbonthato, mint a résztéglalapokon
vett integralok Osszege. Jelolje T; az i. fed§ téglalapot, melynek cstcsai:

(am a2i)7 (bn‘, a2i)» (bm 521'), (au, bQi)-

Y

bai |- -

aag |- -

Al ay by; B T

2.8. abra. Az i. fedd téglalap: T;

A T; téglalapon vett integralja f-nek:

bh' b2i bli bQi
/ / sin (27z) sin (2my) dydz = / sin 2rzdz - / sin 2mydy.
a1; a2

ais az;

A feltétel szerint minden résztéglalap legalabb egyik oldala egész (azaz by; — ay;
vagy be; — ag; egész), ezért a 2.4.1. lemma miatt a szorzat legalabb egyik tagja 0,
tehat az f fliggvény T;-n vett integralja 0. Mivel az f fiiggvény minden résztég-
lalapon vett integralja 0, a T-n vett integral pedig ezeknek az Osszege, adodik,
hogy

c pd c d
/ / sin (27z) sin (27y) dydx = / sin 2rzde - / sin 27ydy = 0.
0o Jo 0 0

Ebbd6l kovetkezik, hogy ¢ — 0 vagy d — 0 egész szam, azaz az eredeti téglalap
legalabb egyik oldala egész szam. [J

17



3. fejezet

Buffon tiiproblémaja

1777-ben Buffon grofja az alabbi problémat vetette fel: Ha leejtiink egy révid tit
eqy vonalas lapra, mi a valdszindsége annak, hogy a ti keresztezni fog eqy vona-
lat? [4] Ebben a fejezetben ezzel az eredeti Buffon-tiiproblémaval, valamint ennek
altalanositott valtozataval, az an. Laplace-Buffon problémaval foglalkozunk. Al-
taldnos, minden alesetet taglaloé bizonyitast adok a Laplace—Buffon problémara,
tovabba minden esetben vizsgalom az egyes valoszintiségi fiiggvények (mint a td
hosszanak fiiggvénye) viselkedését hatarérték illetve monotonitas szempontjabol.

3.1. Klasszikus eset

3.1.1. Rovid td

3.1.1. Tétel. Ha eqy rovid, | hosszu til leejtink eqy eqyenld, b > | tdvolsdgu
kozokkel vonalazott papirlapra, akkor annak a valoszindsége, hogy a i keresztezni

fogja valamelyik vonalat

3.1. abra. A klasszikus Buffon tiiprobléma

Bizonyitas. Feltehets, hogy a vonalak vizszintesen helyezkednek el. Vizsgaljuk
ekkor a ti vizszintessel bezart szogét, jeloljiik ezt a-val. Tovabba feltehetd, hogy
0 < a < 7, mivel a szimmetria miatt az o € [—g,()} és a € [0,%} esetek
valoszintisége megegyezik.

18



3. fejezet: Buffon tiproblémdja 19

Jelolje y a 3.1. abra alapjan az adott savba esé ti, és a felsG racsvonal koz-
ti legnagyobb tavolsagot (y € [0,b]). Ekkor a ti elhelyezkedése az adott savban
leirhato, mint « és y fiiggvénye, azaz tetszdleges esetben a tii pozicidja megfelel-
tethet egy (o, y) pontparnak, ahol (a,y) € ([0, 5] x [0,0]).

A tl azokban az esetekben metszi a felsé racsvonalat, amikor y <[ - sina.
Az (o, y) sikban abrazolva a keresett tartomanyt:

Y

y=1-sino

I

3.2. abra. A rovid ti metszését reprezentdld tartomény

A valoszintiség geometriai kiszdmitasahoz a teriiletek aranyat hasznaljuk. Ezek
Kolmogorov-féle valoszintiségi mez6t alkotnak az alabbi modon: jelolje (£2,.A, P)
harmas a valoszintiségi mez6t és legyen A € A esemény. Ekkor

t(A)
P(A) = —=.
(4) )
Annak a valoszintiségét tehat, hogy a tl elmetszi az adott racsvonalat, a kovet-
kezGképp hatarozhatjuk meg: annak a sitkidomnak a teriiletét, melyet az o = 7,
y =0, és y = [ - sin « hatarol, elosztjuk a [0, g] x [0,0] téglalap teriiletével.
A keresett tartomany teriiletét a kovetkezd integralassal kapjuk:

z l-sin o z ”
// ldyda:/2l~sinozda:[l~(—cosoc)]02:0—(—l)zl.

o Jo 0
Ezek alapjan tehat a keresett valoszintiség:

— l p—
P=g =

2w
S e~

w3

19



3. fejezet: Buffon tiproblémdja 20

3.1.2. Hossza tid

Vizsgaljuk meg, hogy mi torténik, ha egy hossza (a vonalak b tavolsaganal na-
gyobb hosszusagi) tiit ejtiink a vonalas lapra!

3.1.2. Tétel. Ha eqy hosszi, | hosszusagu tit leejtiink eqy eqyenld, b < [ tdvolsdgi
kézokkel vonalazott papirlapra, akkor annak a valdszinisége, hogy a ti keresztezni

fogja valamelyik vonalat

2 (1 b? b
1+ 2 (1-4/1=Z ) —arcsin- | . 1
p=1+ - (b (1 1 l2) arcsin l> (3.1)

Bizonyitas. Ha o a t{ vizszintessel bezart szoge, akkor az el§z6 bizonyitashoz
hasonloan a szimmetria miatt elég a 0 < a < 7 esetet vizsgdlnunk. Biztosan
metsz a td vonalat, ha b <[ - sin«, azaz arcsin (%’) < a. Kisebb a szogek esetén
metszésrdl tovabbra is akkor beszélhetiink, ha y <[ -sina (1d. 3.3. 4dbra).

)

l

{-sineg

1l

i

by T«
arcsmfl 2

3.3. Abra. A hosszt tl metszését reprezentalod tartomany

us

Az Osszes lehetség szama a jelolt [O, 5} x [0, b] téglalap teriilete, a kedvezs
esetek szdma pedig az dbrazolt tartomany teriilete, ekkor metszi a t a vonalat.
Ezt az abran lathatoé modon két részre bontva integraljuk:

arcsin(%) l-sin arcsin(%) arcsin( Q)
Ty = / / ldyda = / [-sinada=[l-(—cosa)]l, ' =
0 0 0

(oo () 1) =014

b
T5=10 (g — arcsinz> .

A keresett valoszintiség tehat a kdvetkezo:

_l(l—\/l—%>+b(§—arcsm%’)_1+2 l X \/171)2 . b
b= b-% = gl 2 arcsml .

Ezzel igazoltuk a tételt. [

20



3. fejezet: Buffon tiproblémdja 21

3.1.3. Megjegyzés. A (3.1) képlettel definialt valosziniiség 1-hez tart, ha | — oo,
azaz rogzitett racstavolsig mellett a td hosszat folyamatosan novelve a metszés
valoszintisége 1-hez tart.

Vizsgaljuk meg a zardjelben 1évé kifejezést!

L_ £_1>.(£+ E_l)
2 <b b2 b b2 1
z(l_ 1_b> _

7=

l 2 l 2 .
sV sV e T

Mivel lim I — =0¢és lim arcsin 2 = 0, ezért
=00 {44/ 451 =00

) 2 (1 b2 b
,E%i“ﬁ(g(l_ 1—l—2)—arcsm7>—1.

3.1.4. Megjegyzés. A (3.1) képlettel definialt valoszintiség [-ben szigortian monoton
nove.
Ennek bizonyitdsdhoz felhasznaljuk, hogy ha a fiiggvény folytonosan differen-

cidlhato és derivaltja mindenhol pozitiv, akkor a fiiggvény szigortian monoton

é 1-— 1—g —alrcsiné /—l l2_b2_l2+b2>0
b [? 1] I — b2 '

Mivel a nevezd [ > b > 0 miatt pozitiv, ezért a tort akkor és csak akkor pozitiv,

no.

ha a szamlalo is pozitiv, azaz:
> —b* < IVI2 - b? vagyis b* < [*.

Ez pedig teljesiil, mivel 0 < b < .

21



3. fejezet: Buffon tiproblémdja 22

3.2. Laplace-féle specialis eset

A tovabbiakban a Buffon-tiiprobléma egyik specidlis esetét vizsgaljuk, amely Lap-
lace nevéhez fiiz6dik: Ha leejtiink eqy tit eqy téglalapokkal lefedett lapra, mi a
valdszintsége annak, hogy a ti keresztezni foq legaldbb eqy vonalat? Laplace esete
tehat annyiban kiilonbdézik a klasszikustol, hogy nem csak vizszintesen, hanem
fligg6legesen is vonalazott a lap, amire a tiit ejtjik.

Legyen a klasszikus esethez hasonloan [ a ti hossza, b a vizszintes vonalak
tavolsaga, a fliggbleges vonalak tavolsagat pedig jeloljiik a-val. Jelolje y a 3.4. abra
alapjan az adott sdvba es§ ti, és a fels§ racsvonal kozti legnagyobb tavolsagot,
(y € 10,b]), = pedig jelolje az adott savba esd ti és a jobboldali racsvonal kozti
legnagyobb téavolsagot (z € [0, al).

3.4. abra. Laplace-Buffon ttiprobléma

3.2.1. Rovid td

Vizsgaljuk elGszor a révid tid esetét, mikor [ < a és | < b. Kiilon-kiilon meg-
hatarozzuk, hogy mennyi a val6szintisége annak, hogy a t vizszintes vonalat,
fliggbleges vonalat, vagy vizszintes és fiigg6leges vonalat is metsz.

A valbészintiség geometriai kiszamitasahoz a térfogatok aranyat hasznaljuk.
Ezek Kolmogorov-féle valoszintiségi mezét alkotnak az alabbi médon: jeldlje
(Q, A, P) harmas a valoszintiségi mez6t és legyen A € A esemény. Ekkor

Vizszintes metszés

Hasonlé a klasszikus esethez révid tiire, mivel az [ < b és az a paramétertsl
fliggetlen a vizszintes metszés. Tehat a vizszintes metszés valoszintisége:
21

P, =—.
b
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3. fejezet: Buffon tiproblémdja 23

Y

(v, z,]-sina)

/(CE, Y l- COSG)

T
2

3.5. 4bra. Vizszintes, ill. fligg6leges metszés tartoméanya

Fiiggsleges metszés

Fiigg6leges vonalat akkor metsz a td, ha x < [-cosa. A kedvez§ esetek szama
tehéat a 3.5. abran lathaté masodik hasab térfogata, aminek alapja az a stkidom,
amit az o = 0, x = 0 egyenesek, valamint x = [ - cos a goérbe hatérol:

m/2 plcosa /2 T
/ / ldzda = / l-cosada =]l -sinal§ =1.
0 0 0

A hasab alapteriilete tehat [, a testmagassidga pedig b, igy a térfogata [ - b. Az
Osszes lehet(ség szama, a téglatest térfogata a-b- 7, tehdt annak a valoszintisége,
hogy a tii fiiggGleges vonalat metsz:

Dupla metszés

Mivel kétszer szamoltuk azt a lehetGséget, mikor vizszintes és fiiggGleges vonalat is
metsziink (egyszer a vizszintesnél, egyszer a fligg6legesnél), ezért ennek a dupla
metszésnek a valoszintiségét ki kell vonnunk a keresett valészintiségb&l. Dupla
metszés azokban az esetekben fordulhat els, amikor x < [-cosa és y <[ -sina,
azaz a keresett duplametszetnek megfelel6 pontok alkotta test térfogata a

[0,2] x [0,a] x [0,b] paramétertérben:

w/2 plsina pl-cosa w/2 -2 5 [2
/ / / ldzdyda = / 2. cosa - sinada = 12 - {sm a] = —.
0 0 0 0 2 |, 2

Annak a valoszintisége tehét, hogy fiiggbleges és vizszintes vonalat is metsz a t:

z 12

2
a-b-% a-b-m

P, =

A keresett valoszintiség tehat:

21 21 2 21 b) —I?
p:PU—f—Pf—Pd:——l-—— = (CL+) .
ar  bw  abmw mab

23



3. fejezet: Buffon tiproblémdja 24

3.2.1. Megjegyzés. Ha a — oo, azaz a fliggbleges racsok tavolsagat végtelen nagyra

novelve, az eredeti Buffon tiproblémat kapjuk vissza:

2
i 2ot =82 o2
a—00 mab b b

3.2.2. Hosszu ti

I. eset (b<[<a)

Vizszintes metszés Hasonlo a klasszikus esethez hosszi tire, mivel b < [ és a
vizszintes metszés a fiiggleges racsok a tavolsagatol fiiggetlen. Tehat a vizszintes
vonal metszésének valoszintsége:

2 (1 b? . b
Pv:1—|—;<5<1— 1—l—2>—arcsmz).

Fiigg6leges metszés Mivel | < a, b-t6l pedig fliggetlen a fiigg6leges vonal
metszésének a valoszintisége, ezért a Laplace-féle specialis esethez hasonléan sza-

molhaté, azaz:
21
Py = —

am’

Dupla metszés Dupla metszésrél akkor beszéliink, ha x <[ - cosa és

y < [-sina. Mivel b < [, arcsin (%)—nél nagyobb szogek esetén mar biztosan
b

metsz a ti vizszintes vonalat. Ezért tehat a [O,arcsin (7)} intervallumon és az

[arcsin (%’) , g] intervallumon kiilén szamoljuk a kedvezd eseteknek megfelels tes-

tek térfogatat (V4 és Va).

arcsin( %) l-cosa  pl-si
oy S A
0 0 0
)

~lo

no arcsin(?)
ldydxda = / I?.sina - cosada =
0
2

in(?
=2 [Sin%‘rrcs E _
2 |, 2’
w/2 l-cosa b =
Vo = ldydeda =1-b-[sina]>  , =1b— b
arcsin(?) 0 0 arcsin(7)

A két térfogat Osszege adja a dupla metszésnek megfelel6 esetek szamat, mikor
fliggtleges és vizszintes vonalat metsz a ti. Ezt elosztva az 6sszes lehetséges eset
szamanak megfelel§ téglatest térfogataval, megkapjuk a dupla metszés P; valo-
szintségeét:
B 9p—p

P, = p—
2
Tehat annak a valészintisége, hogy legalabb egy vonalat metsziink azzal a tiivel,

melynek hossza b-nél nagyobb, de a-nal kisebb:

2 (1 b2 b 20 2l—b
p=P,+P—FPj=1+—-{-(1—-4/1—-+ | —arcsin~ | + — — =
7 \b [2 l am am
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3. fejezet: Buffon tiproblémdja 25

2 2
=1+- é 1-— l—b— —arcsiné +£:PU—|—£.
T\ b [? [ am am

3.2.2. Megjegyzés. Amennyiben a — oo, azaz a fiigg6leges racsok tavolsagat vég-

telen nagyra novelve, a klasszikus Buffon-problémat kapjuk hosszua tire:

b 2 (1 b2 b
lm (P,+— | =P, +0=FP,=14+—|-|1—14/1——= | —arcsin- |.
a—00 aT T b l2 l

I1. eset (a <1< D)

Vizszintes metszés Hasonlo a klasszikus esethez révid tire, mivel [ < b, és az
a paramétertdl fiiggetlen a vizszintes metszés. Tehét a vizszintes metszés valoszi-
niisége:

21
P, =—.
R )
Fiiggsleges metszés Fiigglleges metszésrl abban az esetben beszéliink, ha
x < 1-cosa. Mivel a < [, ezért arccos (4)-nél kisebb szdgek esetén biztosan lesz

!
metszés, igy az integralast ismét két részre bontjuk, T'-re és To-re (1d. 3.6. abra).

x = 1[|cosa

arccos (? )

3.6. dbra. Fiiggtleges metszés

| =

T, = a - arccos (%) ,

/2 l-cos . )
T, = / / ldzda = [l - sin OéLfrccos(g) =[—1[-sin (arccos <—>> =
arccos(¢) /0 ! l

S (iyi2)

Fiigg6leges vonal metszésének a valosziniisége tehat:

b(a-arccos%+l<1— 1—‘;—5)) 5 (1 5
a a
Py = ——(—(1— 1——>+a-arccos—>.

[? l

s
ab§ T
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Dupla metszés Dupla metszésrél akkor beszéliink, ha o <[ - cosa és

y < [-sina. Mivel a < [, arccos (%)—nél kisebb szogek esetén mar biztosan
metsz a ti fiigg6leges vonalat. Ezért tehat a [0, arccos (%)} intervallumon és az
[arccos (%) , g] intervallumon kiilén szamoljuk a kedvezd eseteknek megfeleld tes-
tek térfogatat (V7 és V3).

arccos(7) pa plsina recos( &
V1=/ / / 1dydxda:al[—cosa]gccs(l):a-l—aQ,
0 0 0

/2 l-cosa plsina 1 Sin2 arccos &
ng/ / / ldydzda =12 | = — ( l) .
arccos(¢) /0 0 2 2

Mivel [ > a, ezért

2
2 2
sin? (arccos %) = ( 1-— C;—z) =1- C;—Q.

Ezt behelyettesitve Vi-be, a kovetkez6t kapjuk:

A dupla metszés valoszintisége tehat:

VitV _a-d’+% 2-a

P =
d abg ab% br

Vagyis a keresett valoszintiség:

20 2 (1 a? a 20—a
p:Pv—FPf—Pd:W—b—I—;(a(l— 1—l—2>+a-arccosj)— e

2 (1 a? a a a
— | —-11—-1/1- = . — — =P —
W(@( 12)+a arccosl>+b7r f+b7r

3.2.3. Megjegyzés. Amennyiben b — oo, vagyis a vizszintes racsok tavolsagat

végtelen nagyra novelve, lim % = 0, igy lim p = Py, vagyis a klasszikus eset
b—oo ™ b—oo

elforgatottjat kapjuk.
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3.2.3. Extra hosszu tid

Tegyiik fel, hogy a tii hossza ebben az esetben mind a vizszintes racsvonalak b,
mind a fiiggdleges racsvonalak a tavolsaganal nagyobb (a <1 és b < ).

Az esetszétvalasztasok helyett most annak a valoszintiségét szamoljuk ki, hogy
a t nem metsz racsvonalat. Ezt kovetGen felhasznaljuk a valoszintiségszamitasbol
ismert sszefiiggést, miszerint P(A) = 1 — P(A), azaz egy esemény valoszintiségét
megkaphatjuk tgy is, hogy 1-bél kivonjuk a negéltja valoszintiségét.

Mivel Va? + b? < [ esetén (azaz ha a t egy racstéglalap atlojanal is hosszabb)
biztosan lesz metszés, ezért vizsgaljuk az [ < v/a? + b? esetet. Akkor nem metsz
a td vonalat, ha [ - cosa < z < a és [ -sina < y < b teljesiil. Mivel a < I,
arccos 7-nél kisebb szogek esetén biztosan metsz fiigg6leges vonalat a tid, b < [
miatt pedig arcsin ’3—nél nagyobb szogek esetén vizszintes vonalat metsz. Ezért
tehat az [arccos l,arcsin l—’] intervallumon szamoljuk annak az esetnek megfelelg
test térfogatat, amikor se fligg6leges, se vizszintes racsvonalat nem metsz a t:

l
arcsin 2 arcsin%
/ / ldzdyda = / (a—1-cosa)-(b—1-sina)da =
I-'sina Jl-cosa a

arccos ¢ rccos %

l2 . Sil’l2 o arcsin?
= {aba +alcosa — blsino + —]

arccos %

2 2 2
= o (srsin - avcos 7 +Z< Y1 g 1__> (Lreery

Tehét annak a valoszintisége, hogy az [ < v/a? 4+ b hosszi tii nem metsz racsvo-

nalat:
ab (arcsin%’ — arccos 7 ( \/1 ?22 +b-4/1 (;22> <l2+a2+b2>

]_):

Ezt 1-bdl kivonva megkapjuk az eredeti kérdésre a véilaszt, vagyis annak a valo-
szintisége, hogy a t{i metszeni fog legalabb egy vonalat:

. 2 2 2 2
ab (arcsin 2 — arccos % ( (/1 ’;2 +bh-4/1 ?2) <l +a’tb )

Vizsgaljuk az | = va? + b? esetet!
Azt az eredményt kell kapnunk, hogy a keresett valészintiség 1-gyel egyenld, hiszen
az atlo hosszisagn tii biztosan metsz racsvonalat.

p=1-
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. 2 2 2 2 2
ab (arcsm%’ — arccos 7 ( Nl 1;2 +b-4/1 1112) <l +a’+b >

p=1-— =
L arcsin ﬁ arccos W a - 1/ +b- \/_ (a® + b%) B
5 a-b-
. arcsin \/ﬁ — arccos ﬁ a?+ b2 —q?— b2 B

oy

s
ab2

: b
_1_ arcsin Ja2ie — arccos \/27%

S

Felhasznélva az arccos(z) = arcsinv/1 — 2 Osszefiiggést,

a?

arccos ——— — arcsin4/ 1 — ———— = arcsin

b
JET? EIP Ny

arcsin —arccos ——2—
s 2 212 .
Ezt behelyettesitve a p =1 — Vo tb VTt~ formuléaba:
2
resin ——2— — ar —2 resin ——2— — arcsin ——2—

WO Ve — A Ve | MO Vere T S Vaw
s - s =Y
2 2

Tehat a metszés valoszintisége 1. Ezt az eredményt vartuk, mivel az atlo hosszi-
sagli tld esetén a racsvonal metszése biztos esemény. Nyilvanvald, hogy ennél
hosszabb t is biztosan metszeni fog racsvonalat. A keresett valdsziniiség tehat
az atlonal rovidebb td esetén nem trivialis, ekkor az eredmény

. 2 2 2 2 2
ab (arcsin ¥ — arccos ¢ ( (/1 lz)? +bh-4/1 ?2) <l +a’tb >

p=1-
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Osszefoglalas

Dolgozatomban igyekeztem minél sokszintibb felhasznalési teriiletét megmutatni
az integralszdmitasnak. Geometriai, algebrai, és valosziniiségszamitasi feladatok
soran lathattuk, hogy mennyire kiilonb6z6 probléméak megoldasanél alkalmazha-
0.

Buffon ttprobléméaja talan a legkiemelkedGbb, amir6l elészor a Bizonyitdsok
a Konyvbdl 4] cimi kényvben olvastam és nagyon megtetszett a gondolat, hogy
integralszamitassal oldjuk meg az egyébként nem nehéz valészintiségszamitasi fel-
adatot. A konyvben csak a klasszikus eset megoldéasa szerepelt (amit méashogy
bizonyitottam végiil), viszont ezutan elmélyedtem a tiiprobléma Laplace-féle val-
tozataban, amir6l csak angol nyelvi irodalmat talaltam, abban is csak a rovid td
esetét vizsgaltak. Ezért kidolgoztam a hossza t harom kiilénb6z6 esetét is.

Az abrakat a GeoGebra és Maple programokkal készitettem, kivéve a 2.5.
abrat, ez a Wikipédiarol van (https://en.wikipedia.org/wiki/Napkin_ring_
problem).
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