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1. Fejezet

Bevezetés

A dolgozatom kiilonb6z6 geometriai egyenl6tlenségek gombfeliileten vald
vizsgalatarol szol; gombharomszogek tulajdonsagaibol  kiindulva, felvetve az
altalanositas lehetdségét barmilyen n-szog, vagy akéar gombi konvex lemez esetére.

Azért ezt a témakort valasztottam, mert a geometria mindig is kozel all hozzam,
azonban gombi geometriaval eddigi tanulményaim sordn csak érintélegesen talalkoztam,
igy sok ujdonsagot, felfedeznival6dt taldltam benne. Igyekeztem a sikon kozismert
egyenldtlenség és szélsdérték problémakat ujraértelmezni gombfeliileten, vizsgalva a
sikkal valo kapcsolatot, illetve kiilonbségeket. Azt gondolom, hogy ez a masfajta
megkozelités segithet az eddig tanultaktol elvonatkoztatni, ujfajta gondolkoddsmodot
kialakitani, és mégis, éppen a tobb kiilonb6zd szemlélet altal mélyebben megérteni a
korabban tanultakat is. Tanar szakosként probaltam egyes feladatokat és bizonyitasokat
tobbféleképpen megkozeliteni, az elemi geometriai modszerektdl kezdve az analitikus
sz¢lsoértek vizsgalatig.

A dolgozat a gombharomszogek tulajdonsagainak attekintésével kezdddik,
alapfogalmak ¢és Aallitdsok kimondasaval, majd a sikon is ismeretes egyszerl
egyenl6tlenségekkel (mint példaul a haromszog egyenldtlenség). Ezutan is a sikon ismert
feladatok kovetkeznek, azonban az ott megszokottdl kiilonb6zd eredményt adnak
(példaul a Lexell-korok fogalméanak megismerése, a gdmbharomszog oldalanak és
kozépvonalanak kapcsolata).

A harmadik fejezetben tovabb haladunk a gémbi konvex sokszogek fel¢, kezdve
a legtobbszor csak emlités szintjén eldkeriilé Hajos-lemmaval, majd a sikon is ismert
izoperimetrikus egyenldtlenség gdmbi megfeleldjével, és annak bizonyitdsaval, amihez
tisztaznunk kell néhany ismert fogalomnak a gombi megfeleldjét (konvexitas, dualitas,
paralleltartomanyok).

Végiil gdombharomszogre vonatkoz6 szélsdérték feladatok és megoldésaik
szerepelnek (maximalis teriilet vagy minimalis keriilet kiszamitasa). Ahol lehetséges, a
sikkal val6 kapcsolatra is rdmutatva.

Szeretném megkdszonni Kertész Gabor tanar irnak a dolgozat felépitésében vald

segitséget, a segédanyagokat, és a rendszeres konzultaciot.
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2. Fejezet

Gombharomszogek esete

2.1. Alapfogalmak és dsszefiiggések

A dolgozatban szerepld allitasokat, tételeket ¢és  bizonyitasokat, illetve
feladatmegoldasokat mind egységsugarti gdombdn nézziik, azonban ezek természetesen
barmilyen nem egységsugaru gdmbon is érvényben maradnak, a benniik szerepld

tavolsagokat megfeleld A skalaris szorzdval ellatva.

Gombharomszog
Tudjuk, hogy a gombi egyeneseket két rajtuk 1évo pontjuk két darab véges hossza ivre
osztja fel, ezek koziil azonban csak a rovidebbet nevezziik szakasznak. Ez alapjan a sikkal
ellentétben 3 pont kozott 5sszesen 22 = 8 darab véges hosszi iv fut, ggmbharomszognek
viszont csak a koztiik 1évd szakaszok altal meghatarozott sokszoget nevezziik, igy ez
gombon is egyértelmii. llyen (konvex) haromszogeknél az oldalakra és szogekre igaz,
hogy:

O<a,b,c,ap,y<m
Az oldalak Osszegére az alabbi egyenldtlenség teljesiil, ami barmilyen konvex n-szog
esetén is érvényes marad:

O0<a+b+c<2n

Girard-tétele
A gdmbharomszdgek teriilete az alabbi képlet alapjan szamolhato ki:

T=a+B+y—-7m
Késdbb latni fogjuk, hogy konvexnek azokat a sokszdgeket nevezziik, amiknek a teriilete
félgombnél, azaz 2n-nél kisebb. Ez alapjan, illetve a teriiletképletbdl a szogek Osszegére
teljesiil az alabbi egyenldtlenség:

n<a+P+y<3m
A teriiletképlet altalanositasa barmilyen konvex n-szog esetére:

T=z=o;+ a,+...ta,—(n-2)x
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Polarharomszog

A gdombharomszog polarharomszogének csticsai tigy kaphatdéak meg, hogy az eredeti
haromszog oldalaihoz tartozé fokorok poluspontjai koziil mindig azt vessziik, ami azonos
félgdbmbon van a haromszog harmadik cstucsaval. (Tehat példaul a polarharomszég A'
csticsa az eredeti haromszog BC ivhez tartozo fokorének az A csticesal egy félgdmbre
esO polusa.) A polarharomszog polarhdromszdge az eredeti gdmbharomszog.
Osszefiiggések a gdmbharomszdg és polarharomszdge kozott (legyenek ezek oldalai és

szogei rendre: a, b, ¢, a, B,y és a', b', c', o', B', 7', illetve teriiletiik t és t'):

a=mn—a a=m—a
b'=n-p B'=n-Db
c=m—vy Y=m—-C
t=a+B+y-= t=(m-a)+(m-b)+(n—-C)-=

Trigonometriai o6sszefiiggések a gombharomszogben

GOmbi szinusz-tétel: sina:sinb:sinc=sinao:sinP:siny
Koszinusz-tétel szogekre: cos y=—cos a - cos B + sin a - sin B+ COS C
Koszinusz-tétel oldalakra: cos c =cosa-cosb +sina-sinb - cosy

Specialis eset derékszogii haromszogre: COS ¢ = cos a - cos b

Térbeli és gombi tavolsag kapcsolata
Ha a B és C pont kozotti gombi tavolsagot a-val jeldljiik, akkor a koztiik 16vé a” térbeli

tavolsag a kovetkezoképpen szdmolhato ki:

a’=2-sin (3)
2

2.2. Egyenlotlenségek gombharomszogekben

2.2.1. Felezomeroleges-tétel

Legyen adott két pont a gdombon (A és B), és az ezeket

0sszekoté gombi szakasz (fokoriv).
Allitas: Ezt a fokorivet merélegesen felez6 fokor pontjai 1. dbra

az A és B pontoktdl egyenld gdmbi tdvolsadgra vannak. A felezd fokor altal meghatarozott
két félgomb belsé pontjai az AB fokorivnek attdl a végpontjatol vannak kisebb gombi

tavolsagra, amelyek ugyanahhoz a félgémbhoz tartoznak. (1. abra)
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Bizonyitas térben: Kossiik 0ssze az A és B pontokat egy egyenes szakasszal, és vegyiik
ennek a felezémerdleges sikjat. Tegyiik fel, hogy a C pont nincs rajta ezen a sikon, mert
ha rajta lenne, egyenlé lenne az A-tol és B-t6l vett tavolsag. C legyen az A-t tartalmazo
féltér egy belsé pontja, ekkor CB metszi a felezOmeréleges sikot egy D pontban. Mivel
D a felezémerd6legesen van, az ABD haromszog egyenldszara, vagyis: DAB <« = DBA «.
Mivel az AD szakasz a CAB « belsejében halad, DAB « < CAB <. Ezek szerint az ABC
haromszogben CBA « < CAB <, ¢és akkor a szemkozti oldalakra CA < CB.

A hurok (térben vett tavolsagok), és a hozzajuk tartozd korivek (gémbi tavolsagok)

kapcsolatara hivatkozva gombon is érvényes lesz a kimondott tétel.

2.2.2. Nagyobb oldallal szemben nagyobb szog van

Allitas: Egy gombharomszogben két oldal, és az ezekkel szemkozti szogek vagy
paronként egyenldk, vagy nem, és ekkor a nagyobb oldallal szemben van a nagyobb szog.
Bizonyitds: Tekintsiik az ABC gémbharomszog A és B csticsainal elhelyezkedé szogeit,
¢és az azokkal szemkozti oldalait. (1. dbra) Ha C csucs az AB oldalt merdlegesen felezd
fokoron van, akkor a fokor sikjara vonatkozd szimmetriabol kovetkezik, hogy a vizsgalt
szogek ¢és oldalak egyenldk. Ha a C pont az emlitett fokor altal hatarolt egyik, példaul az
A pontot tartalmazé félgomb belsejében van, akkor az el6z0 tétel szerint BC > AC, tehat
a CAB « > CBA < egyenlétlenséget kell bizonyitanunk. Mivel C az A-t tartalmazo
félgombon van, a BC oldal az AB gémbi szakasz felezOmerdleges fokorét egy D pontban
metszi. Az AD szakasz kettévagja a CAB «x-et. A mar emlitett szimmetriabol kovetkezik,

hogy CBA « = BAD «, tehat az 6t részeként tartalmazo CAB «-nél kisebb.

2.2.3. Haromszog-egyenlotlenség

Allitas:  Egy gombhiromszog barmely két
oldalanak 6sszege a harmadik oldalnal nagyobb.

Bizonyitas: Ha van két olyan oldal a haromszogben,

aminek az Osszege m-nél nagyobb vagy egyenld,
akkor az allitas biztosan teljesiil, mert a harmadik 2. abra

oldalnak m-nél kisebbnek kell lennie. Ha az ABC gémbharomszog oldalaira vonatkozo
AB + BC > AC egyenlétlenséget akarjuk bizonyitani (2. dbra), feltehetjiik, hogy az AB
oldalt a BC oldallal egyenlé hosszisagii BD ivvel meghosszabbitva, félkornél kisebb AD
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ivhez jutunk. Ez az iv az ACD gdombharomszog egyik oldala, amit a BC iv kettévag. A
BCD gombharomszognek C és D csticsnal 1évo szdgei az eldzo tétel miatt egyenlok. Az
ACD gémbharomszog C csucsanal tehat nagyobb szog helyezkedik el, mint a D csticsnal.

Tehat az AD = AB + BC iv az AC ivnél hosszabb.

Masképp megkozelitve:
Az éllitas a gdmbharomszog oldalaira vonatkozo koszinusztétellel is belathato.
Acosa=cosb-cosc+sinb-sinc-cos a dsszefiiggést felhasznalva lassuk be, hogy a
gdmbharomszog oldalaira igaz: a<b+c¢

Tudjuk, hogy 0 < a <7, amibdl kovetkezik, hogy —1 < cos a, igy:
cosa=cosb-cosc+sinb-sinc-cosa>cosb-cosc—sinb-sinc=cos(b+c)
Mivel a koszinuszfiiggvény a [0, 7] intervallumon A
szigorian monoton csokken (3. &bra), igy a kapott
cos a > cos (b + c) Osszegfliggésbdl éppen az allitas

kovetkezik: a<b +c¢

Kovetkezmény:
Ha ehhez hozzéavessziik, hogy 0 <b + ¢ < 2m, illetve, hogy a koszinuszfiiggvény a [, 27|
intervallumon szigoruan monoton né, igaz lesz, hogy: a <b + ¢ <2n —a.
Ehhez a-t hozzaadva:
atb+c<2m
Vagyis igaz a 2.1. fejezetben, az oldalak Osszegére felirt egyenlGtlenség: egy

gombharomszog keriilete mindig kisebb, mint egy fokor hossza.

2.2.4. A Lexell-kor

Tekintsiink egy rogzitett ABC gdmbharomszoget. Keressiik azon C* pontok mértani
helyét, amelyekre az ABC” gdmbharomszdg teriilete megegyezik az ABC
godmbharomszog teriiletével.

Allitas: Az ilyen C” csticsok mértani helye két olyan koriven talalhato, amelyek koziil az
egyik atmegy a C csucson, a masik annak AB oldalra vett tiikorképén, és végpontjaik az
A és B csticsok atellenes pontjai (A1 és B1). Ezeket a koriveket nevezziik Lexell-korivnek,

az Oket meghatarozo teljes koroket pedig Lexell-kornek.

8



1. bizonyitas (Polarhdaromszog segitségével):

Legyen ABC adott teriiletli

gémbharomszog, ¢és A'B'C' annak

polarharomszoge. (4. abra) Az ABC

gdmbharomszog teriilete:
Taec=a+p+y-m

Ahhoz, hogy a teriilet allando legyen,

az kell, hogy az o + p + y szogbsszeg

allando6 legyen. A polarharomszogekre
vonatkozo, 2. 1. fejezetben talalhato, 4. dbra

Osszefliggések alapjan: AB'=n-v, A'C'=n-p, és B'C' =7 - a. A sz0g0sszeg tehat akkor
allando, ha a polarharomszdg kertilete allando.

Mivel az AB oldal rogzitett, a C' csucs is az, mert C' az AB-t tartalmaz6 rogzitett fokor
egyik poluspontja. Tovabba a B'C' és az A'C' oldalakat tartalmaz6 fokorok is rogzitettek,
mert az A és B ezek egy-egy poluspontja, amik a hozzajuk tartozd fokoroket
egyértelmilen meghatarozzak.
Vegyiink egy adott teriileti ABC
haromszoget, ¢és a hozzatartozo
polarharomszdoget. Tekintsik a C'
csucs atellenes pontjat (Cz), vagyis a
B'C' és az A'C' oldalakat tartalmazo

fokorok masik metszéspontjat, és

vegyik az igy keletkez6 A'B'Cs

5. abra

haromszog beirt korét. (5. abra)

Ez érinti az A'C' oldal f6korét egy Az, a B'C' oldal fokorét egy Bo, és az A'C' oldalt egy Co
pontban. A szimmetria miatt gdombon is igaz, hogy kiilsé pontbdl egy korhdz huzott
érint6szakaszok hossza egyenld, ezért C'A2 = C'B, illetve A'A2 = A'C; és B'B2 = B'Co.
Ebbdl kovetkezik, hogy a polarhdromszog keriilete egyenlé C'Az + C'Bz-vel, és mivel
C'A2 = C'By, ezért ezek egyenként a félkeriilettel egyeznek meg. Tehat ahhoz, hogy a
polarharomszog keriilete ne valtozzon, az Az és B2 pontoknak rogzitettnek kell lenni, a
C> pontnak pedig az el6bb emlitett kor Az és B2 kozotti ivén kell mozognia, de azokkal
nem eshet egybe, ugyanis akkor nem jonne létre az A'B'C' haromszog. Vagyis az Az és

B2 k6z6tti iven mozgd Ca pontok, illetve a kort érint6, A'B' oldalt tartalmazé f6korok a



gomb kozéppontjat, és az emlitett kor kdzéppontjat 6sszekotd tengely koriili forgatassal
kaphat6ak meg. Igy az A'B' ivet tartalmazé fokorok C* poluspontjainak a palyaja is egy
korivet irt le, aminek két végpontja az A és B pont atellenesei, A1 és By, Ugyanis ez a két
pont a polarharomszdg masik két oldalat tartalmazo fokoroknek egy-egy poluspontja. C
nem eshet egybe az A; és B1 pontokkal, mert ha egybeesne, nem jonne létre az ABC
gombharomszog. A fent emlitett korivet nevezziik Lexell-korivnek, a hozza tartozo teljes
kort pedig Lexell-kornek. Késébb még vizsgaljuk az Ai és B1 kozotti, C-t nem tartalmazo
iven létrehozhatd haromszogek teriiletének eredetivel vett viszonyat.

Természetesen a Szimmetria miatt az AB oldalt tartalmazo fokorre tiikrozve az abrat,

kijon az allitasban szerepld masik kor is.

2. bizonyitas (Saccheri-négyszog segitségével):

Legyen ABC gombharomszog (6. abra). Vegyiik az

AC oldal felezépontjat (E), és a BC oldal felezépontjat
(F). Rajzoljuk be az E-t és F-et 6sSzekotd szakaszt

tartalmazé fokort (vagyis az AB oldalhoz tartozd

6. abra

kozépvonal egyenesét). Erre allitsunk mer6legest a C
csticsbol, annak talppontja legyen I. Tiikrozziink centralisan CEI haromszoget az E,
illetve CIF haromszoget az F pontra. Az ekkor 1étrejové AEG haromszog egybevago CEI
haromszoggel, illetve BHF haromszog CIF haromszoggel. Az ABC gémbharomszog igy
atdarabolhat6 egy vele azonos teriileti ABHG négyszoggé:

Tasc = Tasre + Tcel + Tcr = Tagre + Taec + Tern = TaBHG

Ha C talppontja a hdromszogon kiviil esik, az AEG

¢s CEl haromszogek, illetve BFH ¢és CFI A

haromszogek egybevagoak. (7. abra) »
Ekkor az ABC haromszog teriilete:

Taec = Tasre + Tcer = Tagrg + TerH = TaABHG

Az ABHG négyszog mindkét esetben Saccheri-

négyszog. azaz két szemkozti oldala (AG, BH) 7. abra
egyenld hosszu, és derékszogben metszik a harmadik oldalt (a kozépvonal egyenesét).
Vagyis ez egy szimmetrikus négyszog, és ebbdl kovetkezik, hogy a negyedik oldalt is

azonos szogben metszik.
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Keressiik azokat a C* pontokat, amire az ABC" hiromszdg ugyanolyan teriiletii
négyszoggé darabolhat6 at, mint az ABC haromszdg. Ha a C* pontok egy olyan korén
vannak, amin rajta van a C cstcs, és az EF kozépvonal fokorétol CI tavolsagra van, akkor
alétrejové ABC™ haromszogek ugyanazza a Saccheri-négyszoggé darabolhatéak at, mint
az eredeti ABC haromszog, vagyis allando lesz a teriilet. Ez a kor a Lexell-kor. (Kés6bb
lathatjuk, hogy ha mas Lexell-koron van a harmadik csucs — vagyis a haromszdgek mas
Saccheri-négyszoggé darabolhatdak at —, akkor a teriiletiik az eredetinél kisebb, vagy
nagyobb lesz.)

Mivel az A és B cstcsok is AG = BH = CI tévolsagra vannak az EF k6zépvonalat
tartalmazo fokortdl, ezek atellenes pontjai (A1 és Bi1) is rajta vannak a Lexell-koéron,
azonban korabban mar lattuk, hogy a C” cstics ezekkel nem eshet egybe.

A Lexell-kor sikja parhuzamos az EF kozépvonalat tartalmazo fokor sikjaval, igy a
Lexell-kor kozéppontjai megegyeznek a fokor poluspontjaival, sugara pedig: r = g + |CII.

Szimmetriai okokbol az dbra AB oldalra vett tiikorképe is eleget tesz a feltételeknek.

Az eredetinél kisebb és nagyobb teriiletii haromszogek elhelyezkedése:

Allitas: Az AB oldalhoz tartozé két, egymast A és B1 pontokban metszé Lexell-Koriv a
gombot két részre osztja: ezek koziill az ABC haromszoget is tartalmazd tartomany
belsejében 1évé C” pontokkal az eredeti hdromszdgnél kisebb teriiletli, mig azon kiviil esé
pontokkal az eredetinél nagyobb teriiletli haromszogek hozhatoak létre. (Természetesen
C” egyik esetben sem lehet rajta az AB oldalt tartalmazé fokoron.)

Bizonyitas: (Csak az AB-hez tartozd fokor altal
hatarolt, C-t tartalmaz6 félgdmbon nézziik meg.
Természetesen a szimmetria miatt a C'-t tartalmazo
félgdmbon is elmondhatd ugyanez, tehat a teljes

tartomanyra igaz.) Ha vessziik azt a lehetséges C

csucsot, ami rajta van az AB oldalt mer6legesen
felez6 fokoron (8. abra), akkor minden olyan C»
csucsra, ami ugyancsak rajta van ezen a fokoron, és 8. dbra

teljesiil ra, hogy d(C2, AB) < d(C, AB), az igy kapott ABC2 haromszog teriilete kisebb
lesz, mint az eredeti ABC haromszdgé, ugyanis az eredeti haromszog tartalmazza az
ABC; haromszoget. Az ABC, haromszog Lexell-korivén pedig barhol kivalasztva a

harmadik csucsot, az ABC2 haromszoggel megegyez6 teriiletli haromszogeket kapunk.

11



(Késdbb, a 3.1. fejezetben, illetve feladatmegoldaskor erre a tartoményra mar csak gy
fogunk hivatkozni, hogy a Lexell-koriv alatti teriilet.)

A gbémb ezen kiviil es6 részein talalhatdo C3 pontokkal
pedig olyan ABC3z haromszog hozhat6 1étre, amelyek
terlilete nagyobb, mint az ABC haromszogé (9. abra).
Ez ugyanugy levezethetd, mint az el6z0 esetben, csak

it az ABCz haromszog tartalmazza az ABC

haromszoget, igy az ABCs teriilete a nagyobb.

9. 4dbra

Megjegyzés:

A sikbeli eset bizonyitasanak elsé 1épésében parhuzamost kellett hiizni, azonban ezt a
gdmbon nem tudjuk megtenni, illetve a haromszog teriiletét sem gy szamoljuk ki, mint
sikon. Az els6 bizonyitas €pp ezért a gdmbi teriiletszamitds modszerét vette alapul, a

masodik viszont sikon is érvényben marad.

2.2.5. Kapcsolat a haromszog oldala és kozépvonala kozott

Allitas: A gémbharomszog adott oldalhoz tartozo kézépvonalai mindig nagyobbak, mint
az oldal hosszéanak a fele.

Ennek bizonyitasahoz sziikségiink lesz az alabbi Osszefiiggésre, igy elobb azt latjuk be:
Allitas:

T jeloli az ABC gombhéaromszdg tertiletét, k(c) pedig a ¢ oldalhoz tartozo kozépvonal
hosszat.

Bizonyitas: Az ABC gombharomszoget
a korabban latott moédon atdaraboljuk a
vele azonos teriiletit ABHG négyszoggé.
(10. abra) Ekkor AG = BH, illetve a
GAB <« megegyezik az ABH <x-gel,

ezeket jeloljik d-val. A G-nél és H-nal

1évé szog azonosan derékszog. Az 10. 4bra
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ABHG négyszog szimmetrikus a t tengelyre, ami az AB felezOpontjat a GH
felezOpontjaval 6sszekotd szakasz.

Az ABHG négyszog teriilete:
TABHG:g+g+2S—2Tc=28—Tc

. T+T
Vagyis: 0 = —

Az AB ¢és a GH oldalhoz tartozé fokorivek egymast két atellenes pontban metszik, ezek

koziil az A-hoz kozelebbit jelolje P, a B-hez kozelebbit Q. Ekkor:
-T
GAP g =m-§ ="
llletve, az ABHG négyszdg t-re vald szimmetriaja miatt:
m-|AB| _m
—=

-c . _ _m-2-|EF| _m-2-k(c) _m
> , illetve |GP| = |FQ| = . = . =3 —k(c)

|AP| = |BQ| =

Tekintsiik a gombi szinusz-tételt a GAP derékszogli haromszogben:

sin |[GP| _ sin GAP «
sin |AP| sinAGP <«

Mivel az AGP « derékszog, behelyettesitve az elobb kapottakat:

sin (?—k(c)) _ Sin(nzi), vagyis: cos k(o) _ cos (g)

(5 c0s(3)

Tehat valoban igaz az Osszefliggés. EbbOl pedig az eredeti allitdAs mar konnyen

bizonyithato, vagyis, hogy a gombhéaromszog adott oldalhoz tartoz6 kozépvonalai mindig
nagyobbak, mint az oldal hosszanak a fele.

Ugyanis, ha egyenldk lennének, akkor a fenti egyenlség alapjan:

T
cos (E) = 1, vagyis T = 0 eredményt kapnank, igy a hdromszog 1étre sem jonne.
Ha pedig k(c) < (g) igaz lenne, akkor, mivel az oldalak hossza 0 és m koz6tti lehet,

. T .
cos k(c) > cos G) vagyis cos (E) > 1 lenne, ami lehetetlen. Tehat k(c) > (g)
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3. Fejezet

Tetszoleges n-szogek, konvex lemezek esete

3.1. Hajoés-lemma

Legyen S gombi konvex sokszdg, ami tartalmazza a k (egységsugaru) kort. K legyen egy

olyan kor, aminek kozéppontja megegyezik k kézéppontjaval, sugara pedig: r > 1. S

csucsai legyenek K koron, vagy azon kiviil.

Allitas: Tlyen feltételekkel az S sokszog teriilete akkor minimalis, ha csticsai a K koron

vannak, ¢s legfeljebb egy oldala nem érinti a k kort.

Bizonyitas: Legyen pl. A1...An ilyen
S sokszog. Metssziik el ezt a K
korrel. (11. dbra) A kor és a sokszog
metszete egy korivek és szakaszok
altal  hatdrolt tartomany, ami
tartalmazza a bels6 kort. A koriveket
kicserélhetjiik a két végpont kozotti
olyan torott vonalakra, aminek a
csucsai a K koron vannak, és nem

metszenek bele a k korbe. Az igy

11. 4bra

1étrejovo Bi...Bm Sokszog teriilete tehat biztosan Kisebb, mint az eredeti sokszogé, mert

az A1...A, tartalmazza 6t.

Kossiik 6ssze a korok kozos kdzéppontjat
a sokszog csucsaival (12. abra). Az igy
létrejott  haromszogek koziil azokat,
amelyeknek a sokszoggel kozos oldala
nem érinti a k kort, cseréljik egymas
mellé, majd a kdzos csucsot toljuk el gy
a K koron, hogy a hozzatartozo

valamelyik sokszdgoldal érintse a k kort.

12. abra

Ekkor eggyel csokkentettiik a nem érintd
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oldalak szamat, és csokkent a teriilet is. Ugyanis a 2.2.4. fejezetben lathattuk, hogy ha
vessziik példaul a BoB3Bs gombharomszoget, akkor a B3-hoz tartozé Lexell-koriv alatti
teriileten vett pontokkal az eredeti haromszognél kisebb teriiletii gdmbharomszogeket
kapunk. (Ha B3z Lexell-korive érinti a K kort a Bz pontban, akkor a K kor BsBs ivén és
B2Bs ivén felvett pontokkal 1étrehozott haromszdgben lesz kisebb a tertilet, ha a Lexell-
koriv két pontban (B3 és egy Bs') metszi a K kort, akkor annak B3B4 és B2B3' ivén lesz
kisebb.) Minél kozelebb van tehat a B3 cstics a masik két csucs valamelyikéhez, annal
kisebb a teriilet. Viszont a feltétel szerint a sokszognek tartalmaznia kell a k kort, oldalai
nem metszhetnek bele abba. igy példaul a B cstics akkor keriilhet legkdzelebb, mondjuk,
a Bz csticshoz, ha a BsB4 fokoriv érinti a k kort. Ezt az eljarast egészen addig folytathatjuk,
amig csak egy (vagy nulla) nem érint6 oldalhoz jutunk.

Tehat véges sok olyan 1épést hajtottunk végre, amivel a teriiletet vagy nem valtoztattuk,
vagy csokkentettiik. Az igy kapott sokszogek egybevagoak, tovabb mar nem Ilehet

csOkkenteni a teriiletiiket, ezért az adott feltételek mellett ez a minimalis teriilet.

3.2. Gombi izoperimetrikus egyenlétlenség

Ismert az az allitas, hogy azonos keriiletii sikidomok kozott a kornek a legnagyobb a
teriilete. Ha a sikidom teriiletét k-val, a teriiletét pedig t-vel jeloljiik, akkor ez az

egyenldtlenség a kovetkezod képlettel irhato fel:

k2
t<—
4Tt

Kérdés, hogy a gombén is felirhato-e hasonlo dsszefiiggés?

Vegyiink a gombon egy k hosszusagh, egyszerd,
zart gorbét. (Zart: Onmagaba  visszatéro,
egyszerl: nincsenek  Onatmetszései és
Onatfedései.) A gdbmbot a gorbe (a sikbeli esettel
ellentétben) két darab véges teriiletli, k kertileti
idomra bontja. A két idom felszinét jelolje t1 és to.

(13. abra)

13. abra

Tétel: Ebben az esetben teljesiil az alabbi egyenldtlenség, amit gombi izoperimetrikus
egyenldtlenségnek neveziink:

ti-th<r?-k2
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Bizonyitas:
1. eset: Amikor k hossza nagyobb vagy egyenld, mint egy fokor. (k > 2rr)
Felhasznalva, hogy t1 + t2 egyenld a gdmb teljes felszinével, vagyis 4r’n-vel, a szamtani

és mértani kozép kozti egyenldtlenségbdl a kovetkezo adodik:

2

2 2
e (B2 = (222 =g

Mivel k > 2rn, ezért r? - k% > r? - (2rm)? = 4r*n?, ami megegyezik az el6z6 egyenlet
jobb oldalaval. Tehat k > 2rrn esetén igaz az eredeti egyenlotlenség.

2. eset: Ha k hossza kisebb, mint egy fokor. (k < 2rm)

Allitas: EKkor az egyenlétlenség egyenlé azzal, hogy a k keriiletii, kisebbik feliiletdarab
felszine legfeljebb akkora, mint egy k kertileti gombi korlap felszine.

Bizonyitas: El6szor is szamoljuk ki a gdmbsiiveg felszinét. (14. dbra) A gdmbsiiveget

k
hatéarol6 k keriiletli kor (sikban mért) sugara: X = P i
/— _k
k)2 X
A magassaga: m=r-Y; aholy = [r? - (ﬁ) /
4
k r

2
m=r—_[r? - (—)
2T 14. abra

A gombsiiveg felszine: A = 2nrm, ami behelyettesités utan:

A =2r?m - Vartn? - r2 - k2
Aty = 4r?m — t; 6sszefiiggést felhasznalva a t1 - t2 <r? - k? egyenldtlenség atirhato:
ti- (4rim—t)) <r?-k?
0<t,2— (4r2m) -ty + 12 - k2
Mivel t; < t2, a megold6 képlet + Vb2-4ac részébél csak a

negativ, vagyis — Vb?- 4ac részre lesz sziikséglink:

t %3
(= 4r?m-v16r*n2 - 4-1-r2-k% _ 4r?m-2V4r*n2 -r2 - k2 \/
1= =
2 2

Tehat azt kaptuk, hogy:

t1 < 2r?m - vVartn? - r2 - k2
Az egyenlet jobb oldalan éppen a korabban megkapott K keriiletii gombsiiveg felszine all.
Vagyis igaz az allitasunk, hogy k < 2rxt esetben az egyenl6tlenség egyenld azzal, hogy a
k keriiletii, kisebbik feliiletdarab felszine legfeljebb akkora, mint egy k keriiletti gombi

korlap felszine.
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Elég tehat a t1- to < r?-k? egyenltlenséget a 2rn-nél rdvidebb, zart gorbék esetén
bizonyitani. Ehhez nézziink at néhany, a bizonyitasban felhasznaland6 fogalmat és

Osszefiiggést a gdbmbon.

3.2.1. Konvexitas

Nyilt félgombon beliili idomokra (a tovabbiakban ugy mondjuk: félgombnél kisebbekre)
egyértelmiien atvihetd a sikbeli definicid, vagyis, hogy egy alakzat konvex, ha barmely
két pontjat 0sszekotd szakasznak is minden pontjat tartalmazza.

Viszont, ha tekintiink példaul egy félgombot, és annak két atellenes pontjat, azok
Osszekothetéek olyan szakasszal is, amelynek minden pontjat tartalmazza az emlitett
félgdbmb, és olyannal is, amelyiknek a két atellenes ponton kiviil egyik pontjat sem
tartalmazza. (Ezt figyelembe véve, a definicio kiterjeszthetd nem csak egy nyilt félgomb
belsejében 1évo halmazokra, az alabbi mdodon: egy gdmbi ponthalmazt akkor neveziink
konvexnek, ha barmely két, nem atellenes pontjaval egyiitt az 6ket sszekotd szakaszt is
tartalmazza.)

Félgombnél kisebb alakzatok esetén — a sikbeli esethez hasonléan —, elegendd, ha az
izoperimetrikus egyenldtlenség az adott idom konvex burkara teljesiil, ugyanis akkor az
eredeti idom teriilete kisebb vagy egyenld, mint a konvex buroké, a keriilete viszont
nagyobb vagy egyenld. (Késobb latni fogjuk, hogy a bizonyitaskor elég a k kertileti gérbe
altal hatarolt két idom koziil csak a félgombnél kisebbet vizsgalni.)

Definicio: Nevezziikk gombi konvex lemeznek azon konvex, zart halmazokat, amik
tartalmaznak legalabb harom, nem egy fokoron fekvo pontot (ezzel egyenértékiiek, hogy
nem fajul gombi szakassza/fokorré; van belsé pontja; van olyan pontja, amellyel egytitt

egy elég kis sugari gombi korlemez is része a halmaznak).

3.2.2. Dualitas

3
Vegyiink egy O kozéppontu egységgdmbot, ennek a -‘":
feliiletét jeloljiik G-vel. Ezen tekintsiink egy tetszoleges ,':
H < G részhalmazt (15. abra). = 4
15. 4bra
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Definicié: H* € G halmaz a H halmaz dualisa, ha minden P € H" pont tgy 4l el6, hogy
az OP félegyenes szdge az dsszes olyan OQ félegyenessel, ahol Q € H, legalabb g

Képlettel.
H"={P € G: OP - 0Q <0, minden Q € H-ra}

Az OP - O_(i a két vektor skalaris szorzata.

Néhany specidlis alakzat dudlisa ebbdl egyszeriien 1athato:

— iires halmaz dudlisa az egész gombfeliilet, és forditva

— félgomb dualisa egyetlen pont, és forditva

— félgombnél kisebb gdmbsiiveg dudlisa is félgdmbnél kisebb gombsiiveg

— f6kor dualisa egy atellenes pontpar, és forditva

— fél-fokor dudlisa egy masik fél-fokor

— o hosszusagu gombi szakasz dudlisa m — o szogli gdmbkétszog, és forditva

Eszrevételek:

1.) Bovebb halmaz dualisan sziikebb és forditva, vagyis H; € H, esetén H 2 H5.

2.) Ha a H halmaz tartalmaz harom, nem egy

fokoron fekvo pontot, akkor a H* félgombnél

kisebb.

Bizonyitas:

Legyen A, B, C € H harom, nem egy f6koron

fekvd pont. Az altaluk kifeszitett ABC

gombharomszog belsejében vegylink egy 2
tetszéleges Q pontot. (16. abra) H* az O-n 16. dbra

atmend, OQ-ra merdleges S sik altal meghatarozott két félgomb koziil a H-t nem
tartalmazonak a belsejében fekszik, mert H* minden P pontjara igaz, hogy POQ <« > %

3.) Barmely, félgombnél kisebb, legalabb
harom, nem egy f6koron fekvd pontot
tartalmazé gombi halmaz dualisa konvex.
Bizonyitas:

Az abran lathatdé modon vegylink egy H
halmazt, és annak a dualisat (H*). Legyenek

P, és P, € H* pontok. Tekintsiik azt a

17. abra
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gombkétszoget, amely a P1P2 szakasz dudlisa. H halmaz része ennek a gdmbkétszognek.
Ha egy P pont befutja a P, P, gdmbi szakaszt, akkor az OP-re meréleges, O-n atmend sik
nem metsz bele ebbe a gdombkétszogbe, tehat P végig a H* halmazban marad. Vagyis a
H* halmaz barmely két pontjat valasztva az dket 0sszekoto szakasznak is minden pontja
a H*-ban halad, tehat a halmaz konvex.

4.) A dualisként el6allé halmazok mindig zartak.

Megjegyzések:.

1.) Az el6z6 észrevételeket Osszegezve kimondhatd, hogy barmely félgdmbnél kisebb
gdmbi konvex lemez dudlisa is félgombnél kisebb gdmbi konvex lemez.

2.) Megmutathat6 az is, hogy barmely gombi konvex lemez dudlisanak a dualisa sajat

maga.

Osszefiiggések a gombhdromszog és a dudlisa kozott

Tekintsiikk az O kozépponti egységgdmbot, és azon egy ABC gdombharomszoget. A
definiciobol kovetkezik, hogy ennek a dualisat gy kapjuk, hogy vessziik az O-bol indulo,
OBC, OAC és OAB sikokra merdleges egyenesek metszéspontjait a gémbfeliilettel. Igy
egyenesenként két darab metszéspont jon
létre, ezek koziil mindig azokat tekintjiik,
amelyikek altal meghatarozott alakzat nincsen
egy félgdmbon az ABC gdmbharomszoggel.
Nevezzik az OBC  egyenes  Altal
meghatarozott pontot A*-nak, az OAC-hez
tartozot B*-nak, az OAB-hez tartozot C*-nak.

fgy az ABC gombharomszog dualisaként az

A*B*C* gdmbharomszoget kapjuk. Az ABC 18. abra

gombharomszog oldalait jeldlje a, b, c, szdgeit a, B, y, a kertletét k, a tertiiletét t. Az
A*B*C* gobmbharomszog adatai legyenek rendre ugyanezek, *-gal ellatva. (18. abra)

Az OBC, OAC, OAB sikokra merdleges egyeneseknek a gdmbbel vett metszéspontjai
rendre az a, b és c ivekhez tartozd fokordk polusai. Ha ezen metszéspontok kozil a
gombharomszoggel azonos félgdombon lévdket vennénk, éppen a poladrhdromszoghodz
jutnank, ami egybevagd a dualis A*B*C* haromszoggel, ugyanis annak O-ra vonatkozo

kozéppontos  tiikrozésével —megkaphaté. (Megjegyzés: Mivel polarharomszog
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polarharomszdge az eredeti haromszog, gdmbharomszogek esetére meg is mutattuk egy
korabbi allitasunkat, vagyis, hogy gémbi konvex lemez duélisanak a dudlisa sajat maga.)

Ez alapjan az A"B*C* gdmbharomszogre is igazak az alabbi allitasok:

a*=mn—a a*=m—a
b*=n—-p B*=n—-b
c'=mn—vy Y'=m-c¢C

Tovabbi Osszefiiggések kereséséhez tekintsik a 2.1. fejezetben szerepld, a
gdmbharomszogek teriiletére vonatkozo Girard-formulat:
t=a+p+y—mést =a +p +y —=x
Az el6z6 Osszefiiggések alapjan:
t=(m—-a)+@-b)+(n-c)—n=2n-k"
tt=m-a)+(n-b)+(m—-c)—-n=2n-Kk
Tehat minden gombharomszogre igaz, hogy:
t+k =t +k=2n
Ezek az allitasok kiterjeszthetoek tetszoleges oldalszamt S gombi konvex sokszogre,
ugyanis az elézdek alapjan S™ egy ugyanolyan oldalszamt gombi konvex sokszog lesz.
A gdmbharomszogek esetéhez hasonldan S oldalai parba allithatok S™ szogeivel, illetve
S” oldalai S szogeivel. Egy n oldalu Sn gombi konvex sokszdg esetén tehat az alabbi
Osszefliggések igazak:
ay = M- oy, illetve aj, = m- a, ,aholk,m=1,...,n
Illetve a teriiletiikre:
t=oy+ o +...+ta,—(n—2)x
="+ " +...+ta, " —(n-2)n
Ezekbdl a gombharomszogek esetén elvégzett szamolassal adodik, hogy barmilyen
gdmbi konvex sokszdgre igaz at + K =t" + k = 21 egyenldség.
Ezt még tovabb ki lehet terjeszteni tetszleges gombi konvex lemezre (L), és dualisara
(L"). Kozelitsik meg L-et minden hataron til gombi konvex sokszogek egy Sn
sorozataval. Ekkor S sorozat L"-hoz kozelit (ha az egyik beliilrdl, akkor a masik
kiviilrél). Az Sn sokszdgek tn teriilete t-hez, kn keriilete pedig k-hoz tart, és ugyanez igaz
a dualis S}, sokszogekre is, amik t,," teriilete t -hoz, k,," keriilete pedig k -hoz tart. Mivel
minden n-re teljesiil a tn + k,” = t,” + kn = 21 egyenldség, igy az ezekben szerepld
szamsorozatok hatarértékeire is: t + k™ = t* + k = 27 igaz lesz barmely L és L gombi

konvex lemezekre.
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3.2.3. Paralleltartomanyok a gombfeliileten

Legyen adott egy L gombi konvex lemez, és egy p pozitiv szam, amelyre p < %

Definicio: Az L gombi konvex lemez p sugart paralleltartomanya (L,) az 6sszes L-beli
kozéppontu, p sugart zart gdmbi korlap egyesitését jelenti. (p = 0 esetben magat az L

halmazt tekintjiik Ly-nek)

A paralleltartomdnyok szerkezetének vizsgadlata

Gombi konvex sokszogek esete

Legyen adott egy S gombi konvex n-szog, és egy

Y . , 1.7
p € (0; > ] szam. Huzzunk S minden csucsabol az

dbran lathato moédon 2-2, a csticsba befutd 19. dbra

oldalakra meréleges, p hosszisagu gombi szakaszt. igy az S, paralleltartomany S-en kiviil
esO részét feldaraboltuk n db gombi korcikkre, és n db gdmbov cikkre.

Az i-edik csucsnal fekvé gombi korcikk
kozépponti szoge igy m — ai, ahol ai az S
sokszog szoge az i-edik cstucsban. A j-edik
oldal mentén keletkez6 gombov cikk
kozépponti szoge egyenlé bj-vel, az S

sokszog j-edik oldalaval.

A korcikkek sikbeli r sugara megkaphat6 az

Oket befogoként tartalmazd, p szogl,

20. abra

egység atmérdjli derékszogili haromszogbol
(20. abra): sin p =r. Az ezekhez tartozo korivek hossza tehat (m — o) - Sin p.

A gombovek R sugara a hasonlo
derékszogli haromszégek masik befogdja:
R = cos p, szoge pedig bj. (21. abra) Tehat
a hozza tartozo korivek hossza: bj - cos p.
Ezek alapjdn meghatarozhatjuk az Sp

paralleltartomany kp keriiletét:

Ko=(m—oa1)-sSinp+...+(m—an)-Sinp+

bi-cosp+...bn-COSp 21. 4bra
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Tekintve a gdmbi konvex sokszogre és dualisara vonatkozé n — ai = aj (i = 1,..., n)

Osszefiiggést, az egyenlet igy is felirhato:
(@j+...+a})-sinp+(bi+...+bn)-cosp=k"-sinp+k-cosp

A paralleltartomany kertiilete tehat:

ko=K"-sinp+k-cosp

Kiterjesztés tetszoleges gombi konvex lemezek keriiletére:

Legyen L ilyen lemez, p € [O; g ] tetszdleges szam. A korabbi mddszerrel kozelitsiik L-

et minden hataron tal S, gombi konvex sokszogek sorozataval. Ekkor az (Sn),
paralleltartomanyok sorozata az L, paralleltartomanyhoz fog tartani, ami érvényes a
dualisaikra is. Tehat a keriileteikre korabban megkapott (Kn), = Kn" - sin p + kn * COS p
képlet a benne szerepld sorozatok hatarértékeire is igaz lesz, vagyis tetszleges L gombi
konvex lemez L, paralleltartomanyara igaz lesz a k, = K" - sin p + k - cos p egyenldség.

Ugyanilyen modszerrel az L, teriiletére megkaphat6 az alabbi osszefiiggés:

ty=2n+k - sin p—K" - cos p, minden p € [0; % ] szam esetén.

3.2.4. A gombi izoperimetrikus egyenldtlenség bizonyitasa

A 3.2. fejezetben mar belattuk, hogy k > 2rm esetben igaz aty - t2 <r? - k? egyenldtlenség.
Azt kell megvizsgalnunk, hogy k < 2rr esetben is teljesiil-e. Legyen adott az egységgémb
felilletén egy k < 2m hossz zart P.

gorbe. (22. abra) Valasszunk két

pontot (P és Q) a gorbén, amik azt

két egyenld hosszu ivre bontjak fel.

Mivel k < 2=, igy a P és Q altal 9

meghatarozott ivek hossza

legfeljebb ennek a fele: d(PQ) < .

Tehat P és Q nem atellenes pontok. 22 dbra

A PQ gombi szakasz felez6pontjat jeloljiik F-fel, és tekintsik az O-n 4tmend, OF
egyenesre merdleges S sikot. Azt allitjuk, hogy a gorbének nincsen kdzds pontja az S

sikkal, vagyis félgombnél kisebb.
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Indirekt tegyiik fel, hogy a gorbének létezik egy olyan R pontja, ami az S sikba esik. Az
RQ ivet az S sikra tiikrozve megkapjuk az RQ' ivet. A PRQ' iv folytonos, és hossza
megegyezik a PRQ iv hosszaval, vagyis a gorbe teljes hosszanak a felével.
A P és Q' pontok atellenesek, ugyanis a P-bdl a Q' megkaphat6 a P pont OF egyenesre,
majd az S sikra vald tikrozésével, vagyis a P pont O-ra vonatkoz6 kozéppontos
tilkrozésével. Ez alapjan a PRQ' iv, és igy a PRQ iv is egyenld lesz n-vel. Ez viszont
lehetetlen, mert a PRQ iv a gérbe hosszanak a fele, vagyis n-nél kisebb.
Az eredeti gorbének tehat nincs kdzos pontja az S sikkal, teljes egészében az egyik altala
hatarolt félgombon beliil fekszik. Igy az egységgombre irt, 2n-nél révidebb, egyszerti zart
gorbe altal hatarolt két gdmbi tartomany koziil az egyik teriilete félgdmbnél kisebb.
A 3.2-ben tett észrevételiink szerint elegendd err6l az idomrél bizonyitanunk, hogy a
teriilete kisebb, mint az azonos keriiletli gombsiivegé. S6t, a sikbeli esethez hasonléan
elég az idom konvex burkdra bizonyitani az allitast.
Ha az egységgomb feliiletén elhelyezkedd gombi konvex lemez keriiletét k-val, a teriiletét
pedig t-vel jeloljiik, akkor elég a bizonyitandd t1 - t < r?-k? egyenl6tlenséggel
egyenértékii t - (4m —t) < k? egyenlStlenséget bizonyitani.
Atrendezve, és 4n?-et hozzaadva mindkét oldalhoz, teljes négyzetté alakithato:
4% < (2m—t)? + K2
Felhasznalva 3.2.2. fejezetben, a dualitas vizsgalatakor kapott 2 —t = k™ egyenldséget:
4n? < (K)? + k?
Tekintsiik a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwartz egyenl6tlenséget, vagyis, hogy tetszéleges
X, Y, U, v valds szamokra igaz az alabbi 6sszefliggés:
(XU —yv)* < (x* +y?) - (u? + V)
Valasszuk X, y, u, v szamokat a kovetkezoképp: x =k, y = K, u = sin p, v = cos p. Ezeket
behelyettesitve a CBS-egyenldtlenségbe:
(K" - sin p +k - cos p)? < ((k")? + k?) - (sin®p + cos?p)
Vegyiik a 3.2.3-ban kapott, paralleltartomanyokra vonatkozo k, = k™ - sin p + k - cos p
egyenléséget. Ez alapjan a fenti egyenlet baloldala éppen k2, vagyis a Ky? < ((k*)? + k?)

egyenl6tlenség minden p € [O; % ] tetszbleges szamra fennall.
Ezt dsszevetve a kordbban kapott, bizonyitand6 4n? < (k") + k? egyenldtlenséggel, elég,
ha k,2 > 4n? teljesiil, vagyis olyan p-t kell talalnunk, hogy az adott L gémbi konvex lemez

p sugaru L, paralleltartomanyénak a keriilete:

kpz 27[.
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Kezdjiik el a p sugarat 0-tol a lehetséges % -ig folyamatosan novelni. A p = 0 pillanatban

L, egybeesik az L idommal, majd az L, gorbe hatarvonala folyamatos mozgassal atkertiil
az L dualis gdmbi konvex lemez hataraval egybeesé véghelyzetbe. Ezzel azonban
folyamatos mozgassal atkeriil az 6t addig nem tartalmaz6 félgombre, vagyis van egy
olyan pillanat, amikor a gorbe hossza nagyobb, mint a gdbmb egyenlitdje.

Ennek a bizonyitasdhoz gondoljunk vissza arra a korabbi megallapitasra, hogy a 2n-nél

rovidebb gombi zart gorbék teriilete félgombnél kisebb. A p = 0 pillanatban az L, idom
teriilete kisebb, mint a félgdmb felszine, vagyis 2n. A p = % hatarhelyzetben viszont mar

2m-nél nagyobb, mert a komplementerének, L"-nak ugyancsak 2m-nél kisebb a teriilete.
Tehat van egy olyan kozbiilsd pillanat, amikor az L, hatargdrbéje felezi a gomb felszinét,
ekkor azonban a gorbe nem lehet félgombnél kisebb, vagyis a hossza sem lehet 2n-nél
kisebb.

A 3.2.3. fejezetben, a paralleltartoméanyok teriiletére kapott t,= 2 + k - sin p — K" - cos p
Osszefliggés alapjan ez a p is kiszamolhato, ugyanis a teriilet akkor lesz egyenl6 2n-vel,
ha teljestil az alabbi:

k-sinp=Xk - cosp.

. k .
Vagyistg p = e amibdl:

k*
p= arctg(ﬁ).

Ezzel tehat belattuk a gdmbi izoperimetrikus egyenldtlenséget, vagyis gdmbon is igaz,
hogy azonos keriiletli gombi lemezek koziil az adott kertileti gombsiivegnek (gdmbi

korlapnak) van a legnagyobb teriilete.
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4. Fejezet

Gombharomszogekre vonatkozé szélséérték-feladatok
megoldasa

Az alédbbiakban szerepld minimalis keriilet és maximalis teriilet 1étezése a Weierstrass-
tételbdl kovetkezik: vagyis, hogy korlatos és zart intervallumon értelmezett folytonos
fliggvény felveszi a minimumat és a maximumat. A keriilet és a teriilet a csucsokba
mutatd vektorok koordinatainak fiiggvényeként kaphaté meg. Ennek részletesebb
targyalasa tilmutat a dolgozat keretein, azonban azt fontos megjegyezni, hogy az

alabbiakban keresett minimalis kertilet €és maximalis teriilet minden esetben létezik.

4.1. Maximalis teriilet adott két oldal esetén

Feladat: Ha adott egy ABC gombhdromszog a = BC és b = AC oldala, mekkorara

valasszuk az altaluk kozbezart y szoget, hogy a haromszog teriilete maximadlis legyen?

Szimmetriai okokbol az dbran lathat6 modon
rogzithetjiik a haromszog adott hosszisagi AC
oldalat, és elég ehhez képest vizsgalni a B cstics
elhelyezkedését, hogy a haromszog teriilete
maximalis legyen. Ehhez rajzoljuk be az C

kozépponta, d(C, B) sugart k kort, ezen

helyezkedik el a hdromszog B csucsa. A
keresett B csucshoz tartozd Lexell-kornek egy
vagy két kozds pontja lehet a k korrel, annak ~ 23-4bra

megfelelden, hogy a Lexell-kor metszi vagy érinti a k kort. Ha két kozos pontjuk van,
akkor a Lexell-kor kozelebb van az AC oldalhoz, vagyis a 2.2.4.-ben kapott
egyenldtlenség miatt a teriilet kisebb. A legnagyobb tehat akkor lesz a tertilet, ha a Lexell-
kor érinti a k kort. (Ugyancsak a szimmetria miatt természetesen két ilyen B csucs

lehetséges, amit a két Lexell-kor hatdroz meg.)
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Hogyan szerkesztheto meg ez a haromszog?

Vegyiik fel az AC oldalt, és a C kozéppontt, |BC| sugart k kort, illetve szerkessziik meg
az A és C cstcsok atellenes pontjait (A1, C1). Mivel a Lexell-kor érinti a k kort a B

pontban, a kozéppontjai a BC oldalt tartalmazo6 fokoron vannak rajta. A Lexell-kor sugara
m + |BC|

tehat: r = . (A plusz vagy minusz attdl fligg, hogy a kor melyik kozéppontjat

nézziik. Szerkesztésnél mindegy, hogy melyiket valasztjuk, viszont az igy kapott
kozéppontbol is ugyanakkora sugart kort kell majd rajzolni.)

Az A1 és Ci kozéppontl, r sugari korok metszéspontjai lesznek a Lexell-korok
kozéppontjai (L1, L2), és az L1, L2 kbzépponta, r sugara korok k korrel vett metszéspontjai
lesznek a keresett (B, illetve annak AC-re vett tiikorképe: B') csucsok. (A Lexell-korok

masik kozéppontjai L1 és Lo atellenesei.

Allitas: Adott BC és AC oldalak esetében annak a haromszognek lesz maximalis a
terlilete, aminek szogeire igaz, hogy: a +  =1.
Bizonyitas: Vegyik fel az AB oldal
felez6pontjat (G), ¢és a BC oldal
felezépontjat (H), illetve az ezeken atmend
fokort (24. abra). A 2.2.4. fejezetben, a
Lexell-korre vonatkozd 2. bizonyitasnal

lattuk, hogy ennek a fOkornek a sikja

parhuzamos a Lexell-korével. Mivel a
Lexell-kor érinti a k kort, igy sikja mer6leges
a k kdr C kozéppontjabol B érintési pontba 24 dbra

huzott sugarara (vagyis a BC oldalra). igy a G és H pontokon keresztiil hiizott fokorre is
mer6leges a BC oldal.

A korédbban latott médon daraboljuk 4t az ABC haromszoget a vele megegyez0 teriiletli
Saccheri-négyszoggé. A B csucsbol allitott merdleges talppontja megegyezik a C-bol
allitott merdleges talppontjaval, vagyis H-val, igy az atdarabolas jelen esetben a BHG
haromszog G pontra vald centralis tiikrozését jelenti. Emiatt az AFG haromszég A
csucsanal 1évo szoge megegyezik az ABC haromszdg B cstcsndl 1évo B szogével. Az

ACHF Saccheri-négyszogben tehat az A csucsnal 1évo szog: a + B, ami megegyezik a C

csucsnal 1évo y szoggel. Az ABC haromszog szogeire tehat igaz, hogy a + 3 =1.

26



Konkreét esetben, ha adott az a és b oldalak nagysdaga, hogyan szamoljuk ki a kézbezart

szoget, hogy a teriilet maximadlis legyen?

A gombhéaromszog teriiletére vonatkozo T = a +  + v — m képletbdl kiindulva a tertilet
akkor lesz maximalis, ha a haromszog szogeinek Osszege maximalis lesz. Mivel a
haromszog adatai koziil két oldalt ismeriink, ezért a gdmbi koszinusz-tétel oldalakra
vonatkoztatott képletei alapjan probaljuk a szogek Osszegét meghatarozni.
l.cosa=cosb-cosc+sinb-sinc-cosa

Il.cosb=cosa-cosc+sina-sinc-cosf

I1l.cosc=cosa-cosb+sina-sinb-cosy

Ezekbdl atalakitassal kifejezhetjiik az egyes szogeket:

cos a—cosb-cosc cos a—cosb - cosc
l. cosa= - - - o = arccos . .
sinb - sinc sinb - sinc
cos b—cosa-cosc cos b — cosa - cosc
Il. cos B = - - - P =arccos . .
sina-sinc Sina - sinc
Ccos c—cosa-cosb cos ¢ — cosa - cosb
Il. cosy = - - Y = arccos . .
sina-sinb sina - sinb

A harom egyenletet 0sszeadva megkaphatjuk a szdgek Osszegét, ennek keressiik a
maximumat. Mivel a gdmbharomszogek belsé szogei 0 és m kozé esnek, igy ezek
vizsgalatat elég erre az intervallumra korlatozni, ahol:

-1<cosx<1és0<sinx<l1

cos ¢ —cosa-cosb cos b —cosa-cosc
+ arccos +

f(c) = arccos ( c - . .
sina - sinb Sina - sinc

COoS ¢ — cosa- cosby _
+arccos( . : )—a+B+Y
sina - sinb

Ennek a fliggvénynek a maximumhelyét keressiik (a és b rogzitett szamok). Az f(c)
figgvény ott veheti fel a szélsdértékeit, ahol az elsd derivaltja egyenld nullaval. A
feladatmegoldas elején, a Lexell-korre vonatkoz6 gondolatmenetbdl latszik, hogy mivel
f(c) = 0-nal a tertilet 0, majd folyamatosan novekszik egy pontig, onnantol kezdve pedig
f(c) = n-ig folyamatosan csokken, mig ismét el nem éri a nullat, a fiiggvénynek a vizsgalt
[0, @] intervallumban (az intervallum két végpontjaban 1évé minimumhelyen kiviil)
egyetlen széls6értéke lesz, ami maximum. Az egyszeriiség kedvéért a cos a, cos B, cos y

kifejezéseket csak késObb helyettesitjiik be.

Az arccos x fliggvény derivaltja: —

1
V1-x2
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1 —_—1 . '_—1 . '_—1 . ' =
FO=~ Foer (o059 m (cos ) = F=roegy (081 =0

f'(c)=— \/ﬁ * (cos 0)' — \/_ * (cos B)' — \/: *(cosy)' =

Mivel sin a, sin B, siny > 0:

f(C)—— (cosa)—— (osB)—— (cosy)'=0
sin g
A szinusz-tételt felhasznalva kifejezziik sin a-t és sin -t sin ¢ és sin y segitségével:
) sina sin v és sin B sinb sin
sinog=—— " éssin B = .
sinc v sinc v

Illetve cos a, cos B, cos vy kifejezésekbe behelyettesitiink, és elvégezziik a derivalast:

. cos a—cosb-cosc)’ _ cosa 1Y cosb cosc\’ _
(cosa)' = . . == o - = o =

sinb - sinc sinb sinc sinb sinc

_ cosa cosc cosb (— sinc-sinc — cosc-cos c)

sinb sinZc sinb sinZ?c

_ cosb 1 cosa cosc

sinb sin?c sinb sinZc

Hasonloan:
\ cosa 1 cosb cosc
(cosP) = ——" == — — TS
sina sin2c sina sinZc
(cosy)' = (COS = COSb)’ = " (cosc)' = — —— -sinc
v sina-sinb sina-sinb sina-sinb
f '(c)-be vald behelyettesités utan:
£1(c) = 1 ) (cosb . 1 _ cosa cosc) 1
— T sina _. ; ] i ] sinb .
Sh.siny  \sinb  gip2 ¢ sinb  gjn?¢ —-siny
Sin c
cosa 1 cosb cosc 1
( S T . 2)+_ ( . 51nc)=0
sina sipn“c sina sin“ ¢ siny sina-sinb
A siny -val val6 beszorzas, és a zarojelfelbontés utan:
cosa-sinc-cosc cosb-sinc cosb-sinc-cosc cosa-sinc
sina-sinb - sin?c  sina-sinb - sin?c sina-sinb - sin2c sina-sinb - sin?c
sinc
sina-sinb

Egyszertisités, és a nevezdvel valo beszorzas utan (Sin a, sin b, sin ¢ # 0):

cosa rcosc—cosb+ cosb ' cosc—cosa+ sinc=0 (sin?c = 1 — cos?c)
cos?c — (cosa+ cosb)-cosc+ (cosa+cosb—1) =0

(cosc =x,(cosa + cosb) = k)

k+ kZ—4-1-(k—1) _k+Vk2—4-k+4 _ k+./(k-2)%2 _ k+ k-2
2 2 2 2

X12=
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k — 2 > 0 nem lehetséges, mert akkor cos a + cos b —2 > 0, vagyis cosa + cos b > 2, ami

lehetetlen.

2-k=-2
2

_ Kkt (-k+2)
= >

X1.2 % =1; =k-1

X1=1;X2=k-1;
A kapott megoldasok koziil x = cos ¢ nem lehet 1, mert ¢ > 0. A megoldas tehat csak a
cos c =k -1, vagyis: cosc=cosa+cosb—1.

cos c—cosa-cosb

Ezt visszahelyettesitve a cos y = egyenletbe, megkapjuk a kozbezart

sina-sinb
szoget. Ez két y-t hataroz meg, de mivel cos y = c0S (- v), az egyik nagyobb, mint =, igy

a megoldas egyértelmii.

A megolddas sikharomszogek esetével valo kapcsolata:

Feladat: Ha adott sikon egy haromszog a és b oldala, mekkoranak valasszuk a kézrezart

szoget, hogy a teriilet maximalis legyen? B

Ha a b oldalt rogzitjiik, akkor a B cstcs egy C

c a !
kozéppontd, |a| sugari koron mozog (25. abra). |
Mivel a haromszog teriilete az egyik oldal, és a A b 1 [ ¢
hozzétartoz6 magassag szorzatanak a fele, ezért 25. dbra

ez akkor lesz maximalis, ha a rogzitett b oldalhoz tartoz6 magassag éppen az a oldal lesz,
ugyanis akarmilyen irdnyba elmozdulunk a koriven, a magassag csokkenni fog. A
megoldas tehat az a és b befogdji derékszogli haromszog.

A 2.1. fejezetben szerepelt, hogy ha a B és C cstcs gombi tavolsaga a, akkor a koztiik
1év6 térbeli a” tavolsag a kovetkezoképpen kaphato meg: a” = 2 - sin (%) .
- (a2 =4 - <in2 (2
Ebbol: (a")2=4- sin? (5)
A maximalis teriiletli gdmbharomszog oldalaira kapott 6sszefiiggést tovabb alakithatjuk:

cosc=cosa+cosh—-1

Kétszeres szog szogfliggvényeire vonatkoz6 atalakitas utan:
2 cos? G) -1=2- cosz(g) -1+2- cos? (g) -1-1
1-2- sin? (§)=172- sin? (g) +1-2- sin? (g) -1

2 - sin? (g) + 2 sin? (g)
=4 - sin? (g) +4 -+ sin? (g)
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Ezzel pont megkaptuk a csticsok kozotti sikbeli tdvolsdgokat, amiket behelyettesitve a
Pitagorasz-tételhez jutunk:
(€)= @)+ (0)

Tehat, ha a gdmbon az A, B, C cstcsok maximalis teriiletli haromszoget hatdroznak meg,
akkor az altaluk meghatarozott sikbeli haromszog derékszogli, vagyis az is maximalis
teriiletdi.

Ez alapjan adott két gdmbi oldalhosszhoz tgy is megkaphatjuk a maximalis teriiletli
gdmbharomszoget, ha kiszdmoljuk az oldalhosszokhoz tartozé térbeli tavolsagot, és
azokbol Pitagorasz tétellel meghatarozzuk a harmadik sikharomszog oldalt, amibol

kiszamolhatjuk a gdmbharomszog harmadik oldalat.

4.2. Adott teriilet, minimalis keriilet — adott keriilet, maximalis teriilet

Feladat: Ha adott az ABC gombhdaromszaog teriilete, hogyan vilasszuk meg az oldalakat,
hogy a keriilet minimalis legyen?

A sikbeli bizonyitas ugy kezdddott, hogy a haromszog teriilete akkor lesz allando, ha az
AB oldalhoz tartozé magassag allando, tehat huzzunk az AB oldallal parhuzamost, tle
mc tavolsagra. GOmboOn azonban nem tudunk parhuzamost huzni, illetve a haromszog
tertiletét is masképp szdmoljuk ki, mégis hasonl6 uton elindulhatunk.

A 2.2.4. fejezetben mar lattuk, hogy ha rogzitett az AB oldal és a teriilet, akkor az dsszes
lehetséges C cstics a két Lexell-kor
megfeleld ivén van rajta. Ezek koziil most
csak az egyiket nézziik, természetesen
annak AB-re vett tiikkorképe is megoldas.
Tudjuk még azt is, hogy ha vessziik az AC
és BC oldal felezOpontjait (Fo-t és Fa-t),
akkor az 6ket 6sszekotd szakasz, vagyis az

AB-hez tartozd6 kozépvonal minden

lehetséges haromszog esetén ugyanolyan

tavolsadgra lesz a Lexell-kortdl (a sikja

26. abra

parhuzamos a Lexell-korével). (26. abra)
A sikbeli esettel ellentétben nem igaz, hogy a kozépvonal hossza a hozzatartozé oldal
hosszdnak a fele, s6t, egy rogzitett oldal esetén az Ot tartalmazd kiilonbozo

haromszogekben a hozzatartozo kézépvonal hossza is valtozo lehet. Tekintsiik azonban
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a 2.2.5-0s fejezetben leirt, a kozépvonal és teriilet kapcsolatira vonatkozd alabbi

Osszefliggést:

2
L athato, hogy allando teriilet, és allandd ¢ oldalhossz mellett a k(c) kozépvonal hosszanak
is allandonak kell lennie, minden lehetséges haromszog esetén. Ezt a hosszt jelolje s.
Mivel az AB oldal hossza allandd, a minimalis keriilethez elég az AC + BC hosszt
tekinteni, s6t, mivel AFy = FyC, €s BFa = FaC, ezért elég csak az FyC + FaC 0sszegnek
minimalisnak lenni. Ezeket jeldlje c1 €s c.. Akarhol helyezkedik egy a C cstics a Lexell-
koriven, a kozépvonal egyenesére mindenhonnan allithatdo beldle egy allando b
hosszasagl merdleges. Elegendd a C-bdl az Fe-ra allitott mer6leges és a C-bdl az Fy-be
allitott merdleges kozott 1étrejové haromszogeket vizsgdlni, mert ha példaul az Fp-nél
1év6 szO6g mar tompaszog, akkor a ¢ és ¢, oldal biztosan hosszabb annal, mint amikor az
Fo-nél derékszog van, €s ez ugyanigy igaz a masik oldalra is.
Ezeken a hatdrokon beliil maradva a C-bdl a kozépvonalra hizott merdleges a
kozépvonalat egy x, €s egy s — x hosszlisagl szakaszra bontja, illetve keletkezik két darab
derékszogli haromszog, amiknek az atfogoi ci és co.
A 2.1-ben szerepelt a koszinusz-tétel specialis esete derékszogli haromszogek esetén:
COSC=Cosa-cosh
Ebbdl c: €s ¢, kifejezhetd:
COS C1 = COS X *COS b
COS C2 = COS (S —X) *cos b
Vagyis a ¢: + C; minimumat az alabbi fliggvény minimuma adja meg:
f(x) = arccos(cos x * cos b) + arccos(cos (s — X) * cos b)

Nézziik meg, hogy az f'(x) hol vesz fel nulla értéket:

- * (cos b * cos x)' .
_\/1 -(cos b cosx)? _\/1 -(cosb - cos(s - x))?

*(cosb-cos(s—x))=0

cos b - sin(s - x) _ cosb-sinx
J1-(cosb - cos(s - x))2 - J1-(cosb - cosx)?2

(cos b #0)

1-cos?(s-x) _ 1-cos?x

1-(cosb-cos(s-x))2 1-(cosb-cosx)?
Az egyenlet két oldala csak akkor egyezhet meg, ha cos?x = C0S2(S — X).

|cos x| = |cos(s - x)]|
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Ahhoz, hogy a két haromszogoldal 6sszege — vagyis s — kisebb legyen n-nél, a fenti
egyenletnek csak az az esete lehetséges, amikor cos x = cos (s — X), és mindkét megoldas
az elso siknegyedbe esik. Vagyis:
X=S—X

Tehat a citC, Osszeg akkor a legkisebb, ha c¢i = €, vagyis az FaFoC haromszog
egyenlészart. Igy az eredeti ABC haromszognek is akkor lesz minimalis a keriilete
rogzitett AB oldal mellett, ha egyenlészarti a haromsz6g. Ha azonban egyik oldalt sem
rogzitjiik, a szabalyos haromszoget kapjuk megoldasként, ugyanis, ha valamelyik két
oldal nem lenne egyenld, a fenti gondolatmenet alapjan, a harmadik oldalt rogzitve
csOkkenteni tudnank a keriiletet, ha a rogzitett oldalhoz tartozd Lexell-koriven gy
tolnank egy a haromszog rajta 1évd cstcsat, hogy a hozza tartoz6 két oldal egyenlévé
valjon.

Sikon erre a feladatra ugyancsak a szabalyos haromszog jon ki, mint megoldas.

Feladat: Allandé keriilet mellett mikor lesz maximdlis a teriilet?

Tekintsiik eldszor is a 3.2.2. fejezetben kapott 0sszefliggést a haromszog és dudlisa
(vagyis a polarharomszoge kozott):
t+k =t +k=2n

Az el6z6 feladat megoldasaként azt kaptuk, hogy rogzitett t teriilet mellett a szabélyos
haromszog esetén lesz a k keriilet minimalis. Szabdlyos haromszognek a
polarhdromszoge is szabalyos. Vagyis, ha az eredeti haromszdog t teriilete rogzitett volt,
akkor a t + k* = 2m sszefiiggés alapjan a polarharomszogének keriilete is rogzitett. Ha
viszont az eredeti haromszdg k keriilete minimalis, akkor a t™ + k = 21 sszefiiggés alapjan
a polarharomszog teriilete maximalis. Tehat adott keriilet mellett a szabalyos

haromszognek lesz a legnagyobb a teriilete. Ez is megegyezik a sikbeli eset megoldasaval.

4.3. Maximalis teriilet adott korbe irt
haromszogek kozott

Feladat: Adott korbe irhato haromszogek koziil

melyiknek lesz a legnagyobb a teriilete?

Rogzitsiik el6szor az AB oldalt a kor tetszéleges

harjaként, és csak a masik két oldal

27. abra

fliggvényében vizsgaljuk a teriiletet. (27. abra) A
32



2.2.4. alapjan, ha a C cstcs egy adott Lexell-koriven van, mindig egyenld teriiletli
haromszogeket kapunk, ha a Lexell-kor és az AB oldal fokore altal hatarolt, ABC-t
tartalmazé tartomanyon beliil, akkor ennél kisebbeket, ha ezen kiviil, akkor nagyobbakat.
Az a Lexell-kor, ahol a legnagyobb a teriilet, mikozben a C csucs rajta van az el6re
megadott koron is, éppen érinti ezt a kort, méghozza az AB oldal felezOmerdlegesének a
korrel vett metszéspontjaban.

Rogzitett AB oldal mellett tehat az egyenldszart haromszognek a legnagyobb a tertilete.
Az el6z6 feladat megoldasdhoz hasonldan, ha nem rogzitjilk a haromszog egyik oldalat
sem, akkor a szabalyos haromszoget kapjuk megoldasként. Ez a megoldas is megegyezik

a sikbeli esettel.
Tovabb lehet gondolni, hogy mi a helyzet példaul négyszogek esetén, vagy akar

barmilyen n-szogre altalanositva. Melyik feladat hogyan fogalmazhato6 at, megoldhato-e

ugyanigy, vagy valamilyen mas modszerrel.
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5. Fejezet

Befejezés

Dolgozatomban a sikon is ismert egyenldtlenségek gombi megfeleldit mutattam
be, eleinte teljesen az euklideszi geometria ismereteire tamaszkodva, ezzel belatva, hogy
a gombi geometria sem egy teljesen 1j, elhatdrolt anyagrész, hanem nagyon is
kapcsolodik az eddig tanultakhoz. Bar elsére szokatlan lehet, hogy példaul a
gdmbharomszog szogosszege valtozo, kideriilt, hogy mégis nagyon sokban hasonlit a
sikharomszdgekre: ugyanigy igaz, hogy nagyobb oldallal szemben nagyobb szég van,
teljesiil ra a haromszog egyenldtlenség, raadasul euklideszi modszerekkel be lehet ezeket
latni.

Ami Ujdonséagot, és eleinte egy kis nehézséget okozott, hogy a gdmbdn nem
teljesiil a parhuzamossagi axioma, amit sikon nagyon sokszor hasznalunk szerkesztéskor,
bizonyitaskor. Mégsem sziikséges teljesen elvetni a parhuzamossagot tartalmazoé sikbeli
alapdtleteket, példaul kihasznalhato, hogy a gdbmbharomszdg egy adott oldaldhoz tartozo
kozépvonalanak (illetve annak fokorének) sikja parhuzamos az oldalhoz tartoz6 Lexell-
kor sikjaval. Ezen felil egy ilyen, axiomabeli kiilonbség 10j gondolkodasmodok
kialakitasara is 0sztonoz.

Az elméleti ismeretek elmélyitését a dolgozat végén megoldott feladatok
segitették. Ezt a fejezetet szerettem a legjobban, mert itt lattam meg, hogy a
szakirodalmat, és a konzultaciok soran feldolgozott elméleti ismeretanyagot hogyan lehet
gyakorlatban is alkalmazni. Ezeknél a feladatoknal igyekeztem az euklideszi ismeretektdl
elvonatkoztatott — akar tobbféle — gombi megoldast adni, majd ellenérzésképpen a
megoldast Osszevetni a sikbeli eset megoldasaval. A sajat szdmitdsaimat, illetve a
feldolgozott anyagrészek megértését is itt tudtam ellendrizni.

Ugy gondolom, hogy a tobbféle megkdzelitésii megoldasi modszerek attekintése
segithet megtaldlni az adott feladathoz legkdnnyebbet, illetve azt, ami magahoz a
feladatmegoldohoz a legkozelebb all. A szélséérték-szamitdsok pedig az életben is
hasznalhatok, akar geometria szintjén maradva, mondjuk épitkezésnél a maximalis
kihasznaltsagra, vagy minimalis anyagkoltségre torekedve, akar kiilonb6z0 pénziigyi

helyzetekben a maximalis gazdasagossag vagy nyereség elérésekor.
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Habar az oktatasban eddig nem kapott hangsulyos szerepet, véleményem szerint
a gdbmbi geometria alapfogalmaival mar altalanos iskoldban megismerkedhetnek a didkok
(ha nem is a tandran, de legalabb azon kiviil, szakk6rén). A sikgeometriai definiciok
alapjan (példaul egyenes: két pont kozotti legrovidebb tavolsag, kor: egy adott ponttol
azonos tavolsagra 1évé pontok halmaza, merdleges, haromszog stb.) megkereshetnék
ezeket gdombon is, ami segitene mélyebben is megérteni magukat az alapfogalmakat.

Azt tapasztaltam, hogy a geometridban €ppen az okozhatja az egyik nehézséget,
hogy talsagosan magatdl értetddonek tlinnek ezek a fogalmak, azonban a mélyebb
megértésiik nélkiil nehéz késobb rajuk épiteni az osszetettebb bizonyitasokat. A gdmbdn
viszont kideriilne, hogy az egyenesek is korok, vagy példaul, hogy egy kornek két
kozéppontja van, ami egyrészt érdekes felfedezés lehet a didkok szamdra, mésrészt
megmutatja, hogy bar egyszerlinek tiinnek ezek az alapfogalmak, mégsem annyira
magatol értetéddek.

A sik végtelensége is elsore nehezen elképzelhetd az ezzel még csak ismerkedd
didkoknak. Ezzel szemben példaul a gomboét a rajta 1évé merdlegesek valoban négy
egyenld (véges) teriiletli részre osztjak, érdemes lehet eldszor ezzel megismerkedni. A
félsik fogalma is érthetébb, ha eldszor gdombon hiizunk be egy egyenest, és mutatjuk meg,
hogy az két egyenld félgombre osztja a gombdt. gy sik esetén is beszélhetiink egy
egyenes altal meghatarozott két félsikrol, még ha azok teriiletét, egésszel vald viszonyat
nem is tudjuk igy behatarolni.

A dolgozatban szerepld bonyolultabb (geometriai) bizonyitdsokat el tudnam
képzelni kozépiskolas szakkorokon, ugyancsak a tobbféle szemléletmod fejlesztése
érdekében, illetve az 0©nallo felfedezések pozitiv élménye miatt. Az analitikus

megoldasok pedig jo gyakorlatok lehetnek a felséfoku tanulmanyok soran.
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