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Bevezetés

Matrixfelbontéassal akkor taldlkoztam el6szor, amikor a linearis algebrat tanul-
tam és azt mondtuk egy matrixra, hogy diagonizalhat6. Hiszen azok a matrixok,
amik diagonizalhatok, azokat fel tudjuk irni ugy, hogy egy invertalhaté métrix
szorozva, egy diagonalis matrixszal szorozva egy invertalhatéo matrixszal. Az
elénye példaul, hogy sokkal kénnyebb egy diagonalis matrixot hatvanyozni.

Ennél triikkosebb alkalmazasok is vannak, és ehhez hasonléakat numerikus ana-
lizisbél tanultam. Tipikusan a numerikus eljarasok ismertetésénél talalkozik az
ember kiilénb6z6 felbontasokkal. A szakdolgozatomban harom ilyen felbontast
fogok ismertetni és megmutatok néhany eljarast, hogy hogyan is lehet ezeket a
felbontasokat megkapni, illetve mire lehet ket hasznalni. Ezek a linearis algebra
numerikus alkalmazasainal jonnek eld, f6leg szdmoléasok, szamitasok gyorsitésa-
ra, egyszertibbé tételére.

A felbontasok targyalasanél tamaszkodtam a Farago Istvan, Horvath Robert:
Numerikus moédszerek cimii konyvére, illetve a szingularis értékek szerinti fel-

bontésnal pedig Ivanyos Géabor jegyzeteire.

A képtémoritésnél hasznéltam a Matlab programot, hogy illusztréljam a szin-
gularis értékek szerinti felbontéas alkalmazhatosagat.



1. fejezet

LU-felbontas

1.1. Matrixok LU-felbontasa

1.1.1. Definicio. Egy A € R™*"™ madtrixz LU-felbontdsdn egy olyan A = L -U
szorzateldallitdst értink, ahol L € R™*™ alsé hdromszégmdtriz (L mint lower)
és U € R"™" felsé hdaromszégmdtriz (U mint upper), tovdbbd L-rél feltessziik,

hogy normdlt, azaz a fédtloban csak egyesek szerepelnek.

Az A € R3*3 matrix esetén L és U a kovetkezdképpen néz ki:

1 0 O U] U2 U3
L=l 1 0|U=]|0 s uss]|,ljuijeR
l2 lg 1 0 0 us33

1.1.2. Tétel. Az A € R™*™ reguldris mdtriznak akkor és csak akkor létezik

LU-felbontdsa, ha az 6sszes fdminor mdtriza is requldris, azaz

aip a2 ... Qip
a1 G2 ... G2n |

Ay = : N : jeldléssel (ahol 1 <n < m) detAq,y #0
apl1  QAp2 ... Qdnn

Ekkor az LU-felbontdsa egyértelmd.

Bizonyitas:

Teljes indukciéval bizonyitjuk.

k = 1-re nézziik meg A, felbontasat:

A1 = (a11) =1+ (u11), tehat ebbdl kovetkezik, hogy a11 = uy;.

Tegyiik fel, hogy Aj_1-r6l tudjuk, hogy létezik az LU-felbontasa vagyis

Ap_1 = Li_1-Ug_1. Ezt felhasznalva nézziikk meg A, felbontasat:



A — Ap—1 drp—1\  [Lxg—1 O Uk—1 up—1
e a -\ IF 1) T
k—1 kk k—1 0 Ukk
A maétrix szorzast irjuk fel blokkonként, igy azt kapjuk, hogy:

Li 1 up1=dr 1
T T T
lk—l Ug_1 = Cp_1 < Uk—l Ap_1 = cCp_1

T _
lp_q - Up—1 + Uk = Qgk

Mivel feltettiik, hogy egyértelmien létezik Ly_1 - Up_1 igy az

Li—1 - up—1 = dg—1-b6l up_1 egyértelmiien kifejezhets hiszen det(Ly) = 1.

Az Il | Up_1=clF | -1F | tudjuk kifejezni, hiszen

det(Ag—1) =det(Lg—1) - det(Ug—1) =1 (Ug—-1) # 0.

l,€T71 “Uk—1 + ugr = agr-bol pedig tudjuk, hogy ugr = arr — 1571 CUp_1-

Ha tudjuk, hogy det(Ay) = det(Ly) - det(Uy) és det(Uy) = det(Ug—1) - ugx -bdl
pedig koévetkezik, hogy axy # 0.

Nézziik meg az LU-felbontast visszafelé. Ha van egy LU-felbontasom és az
Osszes féminor matrixa regularis, akkor A is regularis lesz.

Megmutatom, hogy A-nak a f6minorjai ugyanazok, mint LU -nak a f&minor-
jai. Tegyik fel, hogy létezik egy A = LU felbontasom. Vegyiik fel A-nak a

blokkmatrixok szerinti felbontasat: A = A | 4
As | Ay

Bontsuk fel L-et és U-t is hasonloképpen :

ekkor L = Lo | L és U = Ui | Us
Lz | Ly Uy | Us

Ezek a blokkmatrixok ugyanakkora méretiiek és szeretném megmutatni, hogy
ezek regularisak. Az L és az U matrixunkat szorozzuk Ossze és nézziik meg,
hogy A; blokkmétrixra igy mit kapunk.

Ay = Ly -Uy + Lo - Uz Mivel L als6 haromszog méatrix, U pedig fels6 haromszog
métrix, igy az Lo = 0 és U3z = 0, amibdl adodik, hogy A1 = Ly - Uy

Nézziik meg mi lesz As-es blokkmétrix esetén.

Ay = Ly -Us + Ly - Uy Ebben az egyenletben Lo = 0 ezért As = Ly - Us Az
As-as blokkot is konnyt kiszdmolni, hiszen

As = L3 -Uy + Ly - Us, ahol U3 = 0, igy Az = L3 - Uy szintén leegyszertisodik.
A, pedig a kévetkezSképpen fog kinézni :

Ay =L3-Us+ Ly Uy

Latjuk, hogy A-nak a f6minorjai L-nek és U-nak a f6minorjaival egyeznek meg.
Tegyiik fel, hogy A regularis. L biztos, hogy regularis, hiszen a féatlojaban



egyesek szerepelnek. U-rol feltettiik, hogy fels6 haromszogmétrix és U-nak re-
gularisnak kell lennie, hiszen, ha nem lenne regularis, akkor A sem lenne, igy
pedig U f6atlojaban nem nulla elemek &llnak. Ennek a féminorjai is regulari-
sak, igy két regularis matrixot szorzunk, tehat A regularis matrix lesz és minden
féminorja regularis. [

1.2. LU-felbontas alkalmazasa

Egy matrix LU-felbontédsanak ismeretében a aldbbi feladatok kénnyebben old-
hatok meg;:

(i) determinans leolvasasanal:

A matrix determinansat megkaphatjuk, ha az U matrix f6atlobeli elemeit
Osszeszorozzuk.

(i) lineéris egyenletrendszerek kiszamolasanal:

Akkor érdemes LU- felbontést késziteni, ha sokszor fogjuk hasznalni eze-
ket a méatrixokat. Ha méar kiszamoltuk az A méatrix LU - felbontasét,
akkor kénnyebben (kevesebb lépésbél (2n2)) megoldhaté az A - x = b
egyenletrendszer. Itt az a konnyebbség, hogy a haromszég métrix miatt

2

csak visszahelyettesitéssel 6sszesen ~ n~ miivelettel.

A=L-U=A-z=L-U-z2)=b
Legyen az U - x = y tehat akkor L -y = b. Ebbé6l konnyen kiszadmolhatd
y. Behelyettesitjiik azU - x = y egyenletbe és megkapjuk z értékét.

Az A -z = b egyenletrendszer megoldhato, akkor és csak akkor, ha az
L-y=10ésU-x =1y egyenletrendszerek is megoldhatok.

Megmutatom, hogy amikor egy ilyen felsé haromszogméatrixszal megadott

egyenletrendszert oldok meg akkor a lépésszamigény lényegében n2.

Van (n — 1) - (n — k + 1) szorzés, ugyanennyi Osszeadas, vagyis

(n—1i)-(n—k+1) és még egy darab osztas, ez Osszesen 2- (n—i)+1 db
miveletigény. Szamoljuk ki, hogy ez n darab i-re nézve mennyi.

n—1 n—1
1+2-(n—1))+1= 20+1)+1=
(; (n —1i)) ;( )
- (n—1)" >
:2~Za+(n—1)+1:2~T+n:n + o(n)
a=1



Mivel nekiink két haromszégmatrixunk van, amibe vissza kell helyettesi-
teni igy a miveletigénye kétszer annyi, vagyis 2n2.

Ha viszont egy altalanos méatrixnak csindlom meg a Gauss - eliminaciéjat,
akkor ha ott az elsé oszlopot nulldizom, az ~ n? 1épés. Utana a masodik
oszlopot nullazom ~ (n — 1)? lépésigény, a harmadikat, ott ~ (n — 2)?
lépésigény, igy Osszesen a Gauss - eliminacié miiveletigénye % -n3 + o(n?)
Tehat ha mar megvan nekiink egy matrix LU - felbontésa, akkor tényleg
sokkal egyszertibben, kevesebb lépésb6l meg tudunk oldani egyenletrend-
szereket.

1.3. Kiszamolasi modszerek

Az L és az U elemeit viszonylag egyszertien is megkaphatjuk, ha a megfelelg
sorrendben probaljuk meg Gket kiszamolni. A kovetkez§ sorrendeket szokas

alkalmazni:
1
2|3
T E
e sorfolytonos :
1
— 3
2 ¢ —
a4
e oszlopfolytonos :
1
213
a |5
e parkettaszert :

Bemutatom a sorfolytonos szamolas menetét: Nézziik meg mi lesz az els§ so-

raval.
aljzl-ulj:ulj (]:1TL)

tehat U els6 sora megegyezik A elsé soraval, azaz itt nem kell szamolni. A
koévetkezs 1épésben nézziik meg a masodik soranak els elemét.

azi

az1 = lo1 - u1p = lo1 = Uit

ezutan,



agj ZIQj'u2j+ll'u2j :>U2j :agj—lgj'ulj (]=2n)

altalanosan:
Jj—1
lijzﬁ'(aij—zlik-wj) (i>7)
k=1
i1
Ujj = aij — Zlik “ Uk (1 <3)
k=1

1.4. Egy masik moédszer: Gauss-eliminacio

A feltétel, hogy a minorok regulérisak, azt eredményezi, hogy az eliminéci6 sor-
csere nélkiil elvégezhetd. Hiszen az els6 sor elsé eleme nem nulla, igy alatta ki
tudok nullazni. Ilyenkor a 2 x 2 minor, a 3 X 3 minor nem véaltozik, hiszen csak
a matrixon beliili sorokat adtam hozzé, igy a minorok regularitasa nem véalto-
zik. Utana a f64tl6 masodik eleme alatt tudom kinullazni az elemeket, hiszen a
minor reguléris, ezért nem kell sorcserét csinalnom. Ezt addig folytatom, amig
fels6 haromszogmatrixot nem kapok. Ha ezt meg tudom csinalni, akkor mindig
csak lefelé vonok ki, lefelé adok hozz4, lefelé nullazok. Azaz elemi matrix, ami-
vel szorozni kell, hogy az eliminéci6 lépéseit megcsindljuk, az atlo f6lott nem
tartalmaz nem nulla elemeket.

Az eliminaci6 lépéseit tehat ugy is felfoghatjuk, mintha egy alsé haromszog-
matrixszal szoroznank. Legyen ez az als6o haromszog maéatrixunk az E;(i =

1,...,n — 1) méatrix.

Az A matrixot szeretnénk felbontani az L és U matrixok szorzatara, ahol L az
elemi matrixok inverzeinek szorzata, vagyis

L=FE' By .. B
Nézziik meg az atalakitas els6 lépését.
A~ A'=F - A
A masodik lépésben a mar megkapott A’-vel dolgozunk tovabb.
A"=Fy-E - A

Ezt folytatva n — 1 lépésen keresztiil akkor a kovetkezst kapjuk:

A=) — g ... Ey-Eq- A,



ahol A("=1) = U-val, tehat megkapjuk a felssharomszog alakot. Ha baloldalrél
beszorozzuk az egyenlet mindkét oldalat az

(Ep_1- -~-~E2-E1)_1

inverz matrixszal, akkor megkapjuk, hogy

és mivel
(Bpoy- - Ey-E))" ' =FE; Byt B -vel, ezért
LU = A.

A fenti modszerbdl latszik, hogy ha a méatrix k rangt és az elsé k minor nem
nulla, akkor a fenti eljarassal nem akadunk el, és meg tudjuk csinalni az LU -
felbontést. Kimondhatunk tehét egy elégséges feltételt LU-felbontas létezésére
szingularis matrixok esetén is.

1.4.1. Tétel. Legyen A € R™™ ™ olyan, hogy r(A) = k,k < n Tegyiik fel,
hogy az Aq,..., A fominorok determindnsa nem nulla. Ekkor A-nak létezik
LU-felbontdsa.

1.5. Példa

AO:A:

w N =
N Ot DN
DD =~ W

Els6 1épésben az elsé oszlop masodik és harmadik elemét szeretnénk kinullazni,
méghozza 1gy, hogy a masodik sorbél kivonjuk az els6 sor kétszeresét, és a
harmadik sorbél az els6 sor haromszorosat. Ezt agy érjiik el, hogy A-t szorozzuk,

az
1 0
Ei=1]-2 1
-3 0
métrixszal.

Most az Fq - Ag matrixszorzasbol megkapjuk az A; matrixot.

1 2 3
E1 . AO = 0 ]. —2 = Al-
0 —4 -3

10



A maésodik lépésben pedig a masodik oszlop harmadik elemét szeretnénk kinul-
lazni tgy, hogy a harmadik sorbdl kivonjuk a masodik sor —4-szeresét. Ezt ugy
érjiik el, hogy az A; matrixot szorozzuk az

Ey =

O O =
N =

0
0 | matrixszal.
1

Ilyenkor az E5 - Aymatrixszorzasbol megkapjuk az Ay méatrixot.

1 2 3
Ay=Fy- A1 =0 1 =2
0 0 -11

Mivel 3 x 3-as volt a métrix, igy az F; matrixok készen vannak, az U matrix
pedig konnyen leolvashato.

12 3
U=(0 1 =2
0 0 -11
Mér csak az L matrixra van sziikségiink. L = By - Ey*

Konnyen lathato, hogy az E; matrixok inverzét ugy kapjuk, hogy a f&atlon
kiviili elemeinek (—1)-szeresét vessziik.

o
—_
o

1
Ef'=|2
3

S = O
_ o O

1
JEBxt=10 1 ofl,L=12 1
0 —4

—_
w
|
W~
—_

Ellendrzés:

ORI
o oA w
|
b

11



2. fejezet

QR-felbontas

2.1. Matrixok QR-felbontasa

2.1.1. Definicié. Egy A € R™ ™ mdtriz QR-felbontdsin egy olyan A = Q - R
szorzateldallitdst értink, ahol Q € R™ ™ ortogondlis mdtriz, R € R™*™ reguldris

felsd hdaromszdgmdtriz.

Emlékeztetsiil: Egy Q matrixot pedig akkor neveziink ortogonalisnak, ha
Q' =qQ".

Az A € R3*3 matrix esetén Q és R a kdvetkez6képpen néz ki:

Q:(g1 4, gg,)
11 Ti2 T3

R=1|0 ryp mrs|,
0 0 33

ahol ) oszlopai, mint vektorok ortonormalt rendszert alkotnak.

Agq ,q.,...,q €R"vektorok ortonormélt rendszert alkotnak, ha
21722 =n
0, hai#j
(¢,9,) = 0
J 1, hai=

2.1.2. Tétel. Bdrmely reguldris A mdtriznak létezik QR - felbontdsa: Iétezik
eqy R felsd hdromszégmdtriz és egy ortogondlis QQ mdtriz, hogy A = QR. A
felsd hdromszégmdtriz vagyis az R mdtrix invertdlhato és elérhetd, hogy minden
fddtlobeli eleme pozitiv legyen. Az igy kapott felbontds egyértelm.

12



Ez a felbontas is jol hasznalhato linearis egyenletrendszerek megoldasahoz. Ha
méar tudjuk az A matrix QR- felbontasat, akkor példaul a koévetkezsképpen ki
tudjuk szdmolni egy egyenletrendszer megoldésat.

Az =b<= QRz=b<= Rz =Q '

Q! kiszamolasa konnyti, hiszen Q~1 = QT

¢ = Q7 'b pedig csak egy méatrixszorzas, amit kénnyebben tudunk szamolni.
Ekkor ¢t behelyettesitve kapjuk, hogy

Rx=c

ennek a megoldésa kénnyebb, mert R invertalhato fels§ haromszogmatrix,
és ahogy korabban lattuk, az ilyen egyenletrendszerek megoldasa lépésenkén-
ti visszahelyettesitéssel gyorsabban megoldhato.

2.2. QR-felbontas Gram—Schmidt-ortogonalizaciéval

Legyen A egy regularis matrix, oszlopvektorait pedig jeldljik a4, as, ..., a,-nel.
Mivel szeretnénk egy ortogonalis és egy fels6 haromszogmatrix szorzataként els-
allitani, igy QR-felbontést kell kapnunk, ahol @ oszlopait ¢ 1y ,gn—nel je-
16]jiik, mig az R triangularis lesz, azaz:

11 Ti2 Tin

0 722 Ton
(leg%"'vgn):(glag2a-~'agn)' .

0 Tnn

A matrix elemeit Ggy kapjuk, hogy @-val megszorozzuk ezt az R maétrixot.
Irjuk fel ezeket az egyenleteket a szorzas alapjan:

ap =719,

Ay =T12° ¢, T T22°¢,

Qn:Tln'Q1+T2n'g2+"'+rrm’gn

Az egyenletekben az r-ek és a g-k az ismeretlenek, de g vektorokroél tudjuk,
hogy ortogonalisak.

Az els6 egyenlet megoldasa. Szorozzunk be balrél a transzponélttal, ilyenkor
a kévetkez6t kapjuk:

13



T _ 2 T
aia; =ri -glgl

g-rol tudjuk, hogy ortogonalis ezért ¢l g, = 1. Vagyis csak az aia; = rii”
egyenlet marad nekiink, amibsl mar kévetkezik, hogy ri1 = ++/al a;, ahol
aa, mindig pozitiv, hiszen a komponensek négyzetosszegével egyenls. Ekkor
mar ki tudjuk fejezni g et s, méghozza a kévetkezSképpen:

Nagyon jo, az els6 egyenletb6l mar mind a két ismeretlent ki tudom fejezni
a, segitségével. Nézziik meg a masodik egyenlettel mi fog torténni. Itt harom
ismeretleniink is van, az ri9, 795 és a q,-

Szorozzuk be az egész egyenletet balrol gf—taL ilyenkor a gfgz = 0 az or-
tonormaltsag miatt és nggl = 1 szintén az ortonorméltsag miatt. Tehat az
egyenletiink a kovetkez&képpen néz ki:

T, _—
q; &g = T12,

ahonnan ry2-t mar ki tudjuk szamolni. ¢, meghatérozasahoz el6szor definialjuk
a b, vektort,

b2 = a9 —T12,

ilyenkor by = 7224,

Az els6 egyenletnél latottakhoz hasonléan adodik, hogy

by by = T22%, vagyis 1oy = +1/bg by 6s g, = - - b,.

Tehat mind a harom ismeretlent ki tudtuk fejezni.

Az n-edik egyenlet megoldasa is hasonloképpen fog torténni feltéve, ha az el6z6
egyenletek meg lettek oldva, azaz 1 < ¢ < j < n-re a q,-t illetve az r;;-t mar
kiszamoltuk. Ilyenkor i = 1,2,...,n — 1 -re az egyenletet szorozzuk be balrél
glr-tal, ekkor az Gsszes g elttinik, kivéve az r;,-nel valo szorzast. Tehat nekiink
az alabbi egyenletiink maradt meg;:

ala, =rini=12,...,n-1

Ebbdl pedig r;,, meghatarozhato. Ahogy a q.,, vektor meghatarozéséhoz defini-
alnunk kellett egy byvektort, most a q, vektor meghatarozasahoz kell definiél-
nunk egy b, vektort. Legyen

by=a,—(rn- ¢, +7r2n @+ +Tn-1n-q, )

14



Felhasznalva a b,, = run q, Osszefiiggést az n-edik egyenlet alapjan, az elsd és

masodik egyenlethez hasonloan b’ b, = r,,2, igy

Tun = +1/0nb, 65 ¢ = 7= b,

Tnn

Ezzel az eljarassal tehat meghatarozhatd a QR-felbontés.

Q@ és R elgallitasahoz a kovetkezs altalanos képleteket hasznaljuk fel:

ek = llaw — S0 rin - aille
k—1
9, = - - (ak — Y oisy Tik Qi)

Tkk

Az igy nyert q 124y -+ -+ 4, € R" vektorrendszer ortonormalt. Ha kézi szamolast

végziink, akkor nem kell a normalt vektorhoz ragaszkodni, hiszen elegendd lesz

a végén leosztani a vektorok normajaval. Most nézziink példat a mar leirt

kiszamitasi modra.

Legyen A =

=
S NN O
w O =

Keressiik a QR-felbontasat ennek a méatrixnak.

ri = [laylls = VIZ+02+12 =2

1
_ 1 _ 1
L5 =T 45 0
1
0 1
r2 = (@, 4,) 2| 5|0 =0
0 1
0 1 0
a—riz g, =[2|-0 % ol =12
0 1 0
r22 = [lag — 112 ¢, [l2 = V0 +22 4 0% =2
0 0
4 = i (a2_7’12'gl)=% 21 =11
0 0
1 1
r3 = (as,q,) = [ 0 % 0 :%—1—0—&—%:%
3 1
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_ A
a3z —T13°4, — 7239, = 73

e

1 0
7’23—613, 0 1
3 0

1 0 1

0 11=1]0

1 0 3

a3 = llag —riz-q, 7123 gyl = V/(-1)2+ 02 +12 =2

w O =
|

-1
Qszrig'(93—7"13@1—7'23@2):%. 0
1
Tehat:
1 —1 4
7z Y 5 V2 0 L
1 1
VR 0 0 V2

A tovabbiakban nézziik meg, hogy hogyan lehet masként is megkapni egy QR-
felbontéast.

2.3. QR-felbontas Householder transzforméaciéval

2.3.1. Definicié. Egy v vektorhoz tartozé H = H(v) mdtrizot Householder-
mdtriznak nevezziik ha H(v) = I — 2vvT, ahol v € R™ és ||v]|o = 1.

2.3.2. Tétel. A Householder- mdtrix eqy szimmetrikus , ortogondlis mdtriz és
mant egy R™-beli transzformdcio, egy tikrozést valosit meg.

Bizonyitas: Igazoljuk ezeket a tulajdonsagokat kiilon-kiilon.

1. Szimmetria: azaz H(v)T = H(v)
Bizonyitas: (I —2vv)T = 1T —2(uT)T - 0T =T — 2007 O

2. Ortogonalitas: Tudjuk, hogy H(v)? = H(v), hiszen el6bb lattuk be, igy
csak azt kell igazolni, hogy H(v)” = H(v), azaz:

H(v)" H(v) = H(v) - Hv)" = Hv)* =1

Bizonyitas: (I —2vvT) - (I — 2vv?) = I — 2vv? — 200”7 + 40T - T =
I — 4ov” + 40T = I (mivel vTv =1). O

16



3. Tiikrozés: Legyen a vektor merdleges v-re. Ekkor H(v) - a = a.

Bizonyitas: (I —2w”) - a=1-a 2w’ -a =a—2v-0 = a (mivel
vl a=0)0

Tehat a transzformécié v-re merdleges vektorokat helyben hagy.

4. Most nézziik meg, hogy mi a helyzet egy v vektorral parhuzamos vektor
esetén. Legyen y parhuzamos v-vel, azaz y = X - v
Ekkor H(v) -y = —y
Bizonyitas:

(I*QﬂT)‘g: IngQTg: Iogf2wT)\y:g72)\wTy =y—2y=-y
Ez azt jelenti, hogy a transzformacié a wv-vel parhuzamos vektorokat a
-1-szeresiikbe viszi. [J

Mivel barmely ¢ € R™ vektor felbonthaté egy v -vel meréleges és egy v -vel
parhuzamos komponensre, tehat ¢ = @ + y alakd, ezért

H(v)e = H(v) -a + H(v) -y = a — y, vagyis a Householder-métrix tiikrozé

maétrix, mégpedig a v vektor ortogonalis kiegészits alterére vald tiikkrozés.

|

A kovetkezd lemma segitségével belathatjuk, hogy az A méatrixot fels6haromszog-
alakra hozhatjuk gy, hogy H (v)tipusu tiikkr6z8 matrixokkal. (azaz specialis
ortogonalis méatrixokkal) szorzunk balrol.

2.3.3. Lemma. Legyen a € R™. Ekkor létezik egy v € R™ amelyre ||vlla =1 és

melyre H(v)a = oeq, ahol 0 = +||a||2. Konkrétan v vdlaszthaté a v = ="
la—cex]l2

vektornak.

Bizonyitas: A megadott v vektorra nyilvan teljesiil ||v||2 = 1 feltétel. Haa = 0,
akkor o = 0 és az Allitas igaz.

Tegyiik fel, hogy a # 0. Ekkor a o definicidja alapjan (a,a) = o2 is igaz lesz.
Most helyettesitsiik be v-t a H(v) méatrix definici6jaba, ez a kovetkezsképpen

néz ki:
_ a—ce (a—oe)” _
H@a={ -2 50  faoal) ¢=
=a-— m “(a—ocer)-((a,a) —o(er,a)) =a—(a—oe;) =oe;

hiszen a nevezdben szerepls |la — oe;||3 tagot ha felbontjuk, akkor az aldbbi

modon néz ki:
(a —oer,a—oer) = (a,a) — 20(a,e1) + 0 = 2((a, a) — 0(g,e1))

Tehat a nevezével tudunk egyszertsiteni és a matrixunk valéban ce;-gyel lesz

egyenls. O

17



2.4. Householder-matrixok kiszamolasa:

Most definidljuk a QR - felbontast Householder- métrixok segitségével.

El6szor az els6 oszlopban eliminaljuk az els elem alattiakat. Ezutan egy olyan
transzforméciot alkalmazunk, amely sem az els6 sort sem az els6 oszlopot nem
valtoztatja, de a masodik sor méasodik eleme alattiakat eliminalja. Ezt igy foly-
tatjuk addig, ameddig nem kapunk egy fels6 haromszogmatrixot. Nézziik meg,
hogy hogyan is kell felbontanunk a matrixot.

Legyen A = [a;,a9,...,a,] € R"™", ilyenkor az elgbb latott lemma szerint
létezik olyan v, € R™, amire teljesiil, hogy ||u;|l2 = 1, ekkor H(v,)a, = o1e;.
Most szorozzuk be Hy = H(v,)-gyel az A métrixot, ilyenkor az alabbi alakot

kapjuk
g1 *
H A= € Rnxn
(Ql) 0 Al
és a Hy := H(v,) matrix pedig ortogonalis, A; pedig € R(»~1)x(n=1),
Nézziik meg mi fog torténni a masodik 1épésben. A; = [Q(ll),ggl), . ,gi}ll]

esetén létezik v, € R" ™1 amire szintén teljesiil, hogy ||uv,|l2 = 1, ekkor pedig
1
H(v,)al" = ozey.

De ekkor:

1 0
= lo H@J

métrix is ortogonalis és
g1 * *
H2 H1 A= 0 g2 *
0 0 A,

Ezt az eljarast folytatjuk n — 1-edik lépés utan megkapjuk a fels6haromszog-
alakot, amely f6atlojaban a o; értékek vannak.

Nézziik meg, hogy hogyan is allithaté el6 a QR~felbontas:
Hy 1 -Hp o - H -A=R
igy H; szimmetrikussiga és ortogonalitdsa miatt

Q=Hyr Hy oo Hy

18



Ebbdl a kettébdl pedig kovetkezik, hogy

A=H, Hy----- H -

Igy a QR-felbontas létezését is belattuk, az egyértelmitiségét pedig mar korab-

ban bebizonyitottuk.

2.5. Példa

1 01
Legyen A= [0 2 0
1 0 3
o1=|las]2 =VIZ+02 +12 =2
1 -2 1+v2
a; —oz2e1 =10 0 0
1 0 1
1+v2
’U = g]_0261 = 1 . O 1 .
1 e —oenlls T\ /14 27) 102 412 . Vat2v2
1 1+2
Hiay=a,-200"a, = |0 2755 | 0 [-(1+V2
1 1
1 1++2 1 14+v2
0| - 5% 0 2+v2) =10 0 =
1 1 1 1
0 1+2
Hya, =a, —2vvla, = |2 —244_;\/5' 0 '(1-5-\/§ 0
0 1
0 1++2 0
2 —2;& 0 0=12
0 1 0
1 142
Hias =a3 —2vv a3 = |0 24+;\/§ 0 1+v2 0
3 1
1 1++2 1 1++v2
0|55 0 (4+v2)=[0]-(3-v2): 0
3 1 3 1
V2 0 —2v2
HA=| 0 2 0 =R
0 0 V2



Igy mar rogton meg is kaptuk a felsé haromszégmatrixot, vagyis ezzel mar meg
tudjuk hatarozni a @ -t is. Ebben az esetben pedig Q = H;, vagyis

2.6. QR- felbontas Givens forgatassal

2.6.1. Definicié. Givens-forgatdsnak egy olyan forgatdst neveziink R™ -ben,
amely a két koordindtatengely dltal kifeszitett sikban forgat, és a tobbi tengelyt
helyben hagyja. Az i-edik és a j-edik koordindtatengely sikjdat érintd forgatds
matriza:

1 0 0 0

0 cosa ... —sina 0
G =

0 sina ... cos«

0 0 0 1

Ezt ugy kapjuk meg, hogy ahol az egységmaétrix i-edik és j-edik sora és osz-
lopa metszi egymast (ez pontosan négy hely) oda az « szogi forgatas matrixat
tessziik.

Ezzel a forgatéssal elérhetjiik, hogy egy tetszéleges x vektort egy olyan vektorba
forgassunk, amelynek j-edik koordinatdja 0. Ha csak az i-edik és a j-edik sorokat
és oszlopokat kiemeljiik, akkor a kévetkezSképpen néz ki:

cosa —sina el _ |7
sina  cosa bl |0

r=+va?+ b2

CoOSx =

Ebbdl latjuk, hogy az

<]

<

sina =

ﬁ"
f=a)

egyenletekbdl fel tudjuk irni a forgatéomatrixot, ha a-t és b-t ismerjik. Ezt
az eljarast is hasznalhatjuk. hogy matrixokat fels6haromszog-alakra hozzunk,
méghozza gy, hogy balrol szorozzuk egy Givens-forgatds matrixaval. Ebbgl
a matrix QR-felbontasat megkaphatjuk, ilyen forgatasok egymésutanjaval. A
modszer kiilonosen elényos, ha a kiindulomatrixunk tgynevezett ritka matrix.

Nézziink meg egy példat QR- felbontasra Givens forgatéssal.

3 5 6
A= |4 15 8
0 12 9



El6szor eliminaljuk a masodik sor els6 elemét a kovetkezéképpen: a = 3, b = 4,
tehat r = v/32 4+ 42 = 5. Ebbdl kovetkezik, hogy cosa = %, sina = %4, irjuk
fel erre a ()7 matrixot.

3 4

5 5 0
a2

0 0 1

Els6 1épésben egy matrixszorzassal tudjuk eliminélni.

5 15 10
Qi-A=10 5 0
0 12 9

A kovetkezs 1épésben eliminaljuk a harmadik sor masodik elemét. Ehhez kell
nekiink a @2 matrix, vagyis irjuk fel erre a forgatast: a = 5, b = 12, r =

V52 4122 =13.

Q2 =

o O =
|
= —
= |0t ©
glLsl
o
w

Az eliminalast agy kapjuk meg ha Qs - Q1 - A szorzast elvégezziik:

5 15 10
Q- Q1-A=|0 13 8| =R
0o 0 £

Mivel latjuk, hogy ez egy fels6 haromszogmatrix igy ezt elnevezziik R-nek. Q-t
pedig tgy kapjuk meg, hogy ha vessziik, (Q2-Q1) inverzét, amit transzponalassal
kaphatunk: (Q2-Q1)™' = Q7' Qy' = QT - QF. Tehat:

I

3 — 3 —4 48

B T 2 [ GO N A1
_ . — |4 3 5 12 4 3 =
Q=Q1 -Qy = 5 5 0 0 13 3| |5 13 65
12 5 12 5

0 0 1 O 13 13 0 13 13

Ezekkel a matrixokkal megkapjuk A = @QR-felbontéast.
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3. fejezet

Szingularis értékek szerinti
felbontas

3.1. Onadjungalt szemidefinit matrixok

A bevezetében mar emlitettiik, hogy a matrix diagonalis alakjanak a megkeresé-
se az tulajdonképpen egy métrix felbontéssal ekvivalens. Ilyenkor A = SDS™!,
ahol S egy invertalhatd matrix. Ugyanakkor Q R-felbontasnél lattuk azt is, hogy
unitér matrixszal szamolni mennyivel konnyebb, példdul nem kell invertalni. Ez
geometriailag azt jelenti, hogy csak tavolsagtartd transzforméciokat engediink
meg. Tehat felmeriil a kérdés, hogy lehet-e unitér méatrixokkal diagonalis alakra
hozni egy matrixot. Nézziik meg, hogy hogyan lehet unitér matrixszal diagoni-

zalni.

3.1.1. Tétel. Diagonizdlds egyik feltétele, hogy létezik sajdtvektorokbdl dllo ba-

Z1sa.

A diagonizélas a kovetkezSképpen néz ki: S~'AS = D azaz A = SDS™!, ahol
S oszlopai az A sajatvektorai és linearisan fiiggetlenek.

3.1.2. Tétel. Unitér mdtrizndl mdr eggyel erdsebb feltétel valdsul meg, akkor
lehet diagonizdlni, ha létezik sajdtvektorokbol dllo ortonormdlt bdzisa.

Unitér métrix diagonizalasanél a fentebb latott S oszlopai most egy sajatvek-
torokbol all6 ortonormalt bazist alkotnak, igy S~! = S*, tehat unitér.

Az unitér matrix diagonizalhatosaganak feltétele mar ismert, de a kovetkezd
tételben elmondom.

3.1.3. Tétel. Az mdtrix normadlis azaz A*A = AA*
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A tétel bizonyitasa megtaldlhatdé Freud Robert: Linearis algebra cimi konyvé-
ben.

Normalis métrixokra nézziink meg par példat:
(i) az unitér matrixok, azaz A matrix unitér, ha A* = A~!
(ii) az 6nadjungalt, azaz A* = A

Normalis métrixokon beliil az énadjungélt matrixok jellemzését adja az alabbi
allitas.

3.1.4. Allitas. Egy mdtriz akkor és csak akkor énadjungdlt, ha normdlis és
minden sajatértéke valds.

3.1.5. Definicié. Az dnadjungdlt mdtrixz pozitiv definit, ha minden x # 0 vek-
torra x* Ax > 0 €s pozitiv szemidefinit, ha x*Azx > 0 minden x-re.

Kritérium a definitségre, hogy akkor minden sajatértéke pozitiv. A szemidefi-
nitség kritériuma pedig, hogy minden sajatértéke nemnegativ kell hogy legyen.

Pozitiv szemidefinit matrixokra példat adnak az alabbi tipust matrixok.

3.1.6. Allitas. Tetszbleges A € C™*" alaki mdtriz esetén A*A énadjungdlt és
pozitiv szemidefinit.

Bizonyitas: Onadjungalt az vilagos, hiszen (A*A)* = (A*)*A* = AA*. A
szemidefinitségnél pedig ellendrizni kell, hogy 2* A* Az > 0 és egyenls (Az)* (Ax)
azaz ez az érték az Ax vektoroknak onmagéaval vett skalaris szorzata, és ez az
érték a skaléris szorzat pozitiv definitsége miatt biztosan nemnegativ. [

3.1.7. Allitas. A*A rangja megegyezik A rangjdval.

Bizonyitas: KerA = KerA*A , tehat ugyanazokat az elemeket viszik nul-
laba, hiszen ha Ax = 0 akkor A*Ax = 0, tehat ekkor KerA < KerA*A
-nak. Masrészt ha tudjuk, hogy A*Az = 0, ebbdl pedig kovetkezik, hogy
< Az, Az >= 0. Akkor tudjuk, hogy Az = 0 , mert egy vektor Gnmagéaval vett
skalaris szorzata csak akkor nulla, ha a vektor nulla. Ebbdl kiévetkezik hogy
akkor KerA*A < KerA-nak. Ebbdl miért is kovetkezik, hogy ugyanakkora a
rangja?

Legyen A € C"** ekkor A*A € CF**. Az A-nak a rangja gy néz ki, hogy
veszem a lépcsds alakot és onnan a nem nulla elemek szama. A magtérnek a
dimenzidja a szabad vektoroknak a szama, az A rangja pedig a kotott valtozok
szama, ez a kettd egyiitt egyenls az oszlopok szamaval.

Az A* A-ban ugyanannyi oszlop van, mint A-ban. Ez azt jelenti, ha a magtere
az A*A-nak r, akkor a rangja az oszlopok szdma—r. Ha a magtere az A* A-nak
és az A-nak ugyanaz, az oszlopok szdma ugyanaz, akkor a rangja is ugyanaz. O
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3.2. Matrix szingularis értékei, szingularis értékek
szerinti felbontas

3.2.1. Definicié. Az A mdtriz szinguldris értékei alatt az A*A (nem nulla)
sajdatértékeinek a pozitiv négyzetgyokeit értjik és

o1>00>...20,.>0.

Lattuk azt, hogy A*A tetszbleges A matrix esetén onadjungalt, tehat a sa-
jatértékei valosak. S6t pozitiv szemidefinit, tehat a sajatértékei nemnegativak.
Ebbdl kévetkezik, hogy ezekbdl a sajatértékekbdl tudok pozitiv négyzetgyokot
vonni, igy a szingularis értékek sorozata jol van definialva.

3.2.2. Lemma. Legyen A € C™*™ mdtriz. Ekkor létezik egy olyan M'm x n-es
négyzetes unitér mdtriz illetve eqgy Mn xn -es négyzetes unitér mdatrixz, amelyekre
teljestil, hogy M'*AM olyan m x n -es Z/ mdtriz, hogy a fédtlojaban A-nak a
szinguldris értékei helyezkednek el nem névekvd sorrendben és a tébbi helyen
pedig nulla dll. Ha A-nak a szinguldris értékei o1 > o9 > -+- > oy, Szdmok
akkor M'* AM vagy

g1
(251 01

Y ; vagy

On On

On
alakd, attol fiigg, hogy m <n, m =n, m > n.

Bizonyitas: Vegyiik az A*A m X m-es pozitiv szemidefinit métrixnak a sajat-
vektoraibol all6 ortonormalt bazisat gy, hogy a sajatértékek ne névekvs sor-
rendben legyenek. Ahhoz, hogy erre a bazisra attérjiink kell egy olyan M unitér
maétrix, melyre M*A*AM az a D diagonalis matrix lesz amelynek f6atlojaban
a 02 elemek vannak. (a szingularis értékek négyzetei). A D = (AM)*(AM)
diagonalitasabol kovetkezik, hogy az AM métrix oszlopai ortogonélis rendszert
alkotnak. A diagonalis elemek az oszlopvektorok hosszanak a négyzetét adjak,
igy az i-edik elem hossza /o,. Az A matrix rangja legyen r, vagyis r a nem
nulla szingularis értékek szama. M " -t valasszuk egy olyan m X m-es unitér
maétrixnak, amelynek az els§ r oszlopa AM els6 r oszlopa 1 hosszira normaél-
va. Mivel a nem nulla szingularis értékek szama r, AM tovabbi oszlopai nullak
lesznek. AM = M’y és ebbol 3 = M'*AM. O

3.2.3. Tétel.

Redukdlt SVD: Legyen A € C™*™-es mdtriz, melynek rangja r és legyen >
olyan r X r -es mdtriz, melynek fédtlojaban A -nak a szinguldris értékei vannak
nem novekvd sorrendben. Ilyenkor létezik eqy U'm X r-es és egy Un X r -es
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mdtriz, hogy U " _nek és U -nak is az oszlopai ortonormdlt rendszert alkotnak.
Azaz U*U' =1, és U*U = I,. Ekkor A szinguldris felbontdsa

A=U S U~

Bizonyitas: Legyen Zl — M'*AM a fenti lemma szerint. Ekkor A = M’ Z/ M.
Legyen U az M’ matrix els6 r oszlopabol all6 m x r-es méatrix, U pedig M mat-
rix els r oszlopabdl allé6 n x r-es matrix. Tehat ekkor

M= (UM )M =(U|M)

ekkor az SVD-tétel szerint.

A=MY M
) (515 ) (i) = (v

(v

O

U~ ,

0) U YU
=10) (1) -v's
Nézziink meg egy példat a szingularis értékek szerinti felbontasra

- 1 3
-3 -9

A = 1 -3
3 -9
WA — 10 30
30 90

k(axa)y(z) = 2% — 100z = z(z — 100)

AL =100, A = 0,01 = 10,05 = 0,3 = [10], 3" = <10 0)

w

1 1
Az A* A sajatvektora Ai-hez : ( ), normalva, : ﬁ <3>

alva : —L -3
; normalva : —= ]

[l

Az A* A sajatvektora Ap-hoz : <_3



3.3. Eckart Young - tétel

A matematikdban gyakran kell kozelit méatrixokkal dolgoznunk. Pl: a kis ranga
matrixok sokkal helytakarékosabban tarolhatok, mint a regularisak. Igy a ko-
vetkezs tétel arra keres valaszt, hogy mi lesz egy A méatrix optimalis kozelitése,
ha a rogzitett k-rangi méatrixok kozott keressiik ezt az approximaciot.

3.3.1. Tétel (Eckart-Young).

Teljes SV D: Legyen A € C™*™-es mdtriz, melynek rangja r és A szinguldris
értékek szerinti felbontdsa :

A=U U

Ekkor tetszdleges 0 < k <r -re :

A=U'® Z(k) U**%) A -hoz a Frobenius-normdban az egyik legkézelebbi m x n
-es mdtriz, melynek rangja legfeliebb k. Itt U*) az U elsé k oszlopdbol dllé
részmtriza, U'®) az U’ elsé k oszlopdbol dllo részmdtriza és Z(k) a > bal
felsé k X k -as része. Ekkor a kézelités hibdja :

ahol a kézelités hibdja o1 > 09 > -+ > 0, az A -nak a szinguldris értékei.

A tétel bizonyitasara most nem térek ki, de Ivanyos Gabor honlapjan talalhato
jegyzetben megtekinthetd.

3.4. Az Eckart - Young -tétel alkalmazasa képto-

moritésre

JPG képek tomoritésére is hasznalhatd a szingularis értékfelbontas. Az elja-
ras egyik alapvetd kiindulasa, hogy az emberi szem sokkal érzékenyebb a szinek
fényességére, mint a szineknek az arnyalatara, ezért a képbdl sok szinérték el-
hagyhato.

Keéptomorités SVD faktorizacioval. Egy fekete-fehér képet tekintsiink egy A
matrixnak, melyben a pixelek szdma megegyezik a matrix méretével, azaz

100 x 100 pixeles kép egy 100 x 100 -as matrixnak felel meg. A méatrixban 1évg
a;; adatokat a [0, 1] intervallumbol vessziik, ahol a 0-t fehér pixelnek tekintjiik,
az l-et pedig feketének. Igy a kozbeess értékek vagyis a 0 < a;; < 1, a sziirke
kiilénb6zd arnyalatainak fognak megfelelni. Most egy olyan moédszert mutatok
meg, amellyel tudjuk minimalizilni a kép méretét, tgy hogy maga az 4j kép
latszolag nagyon minimalisan térjen el az eredetitél. Erre az Eckart-Young
tételt hivjuk segitségiil. Legyen A € C™*" egy r rangd métrix. Nézzik meg
ennek az SVD faktorizaciojat.
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A=V U* ahol 3 = <% 8)

Itt U € C"xnésV € C™ xm unitér matrixok és > diagonalis matrix, melynek
elemei A\; > Ao > -+ > \. > 0. Ezek az értékek az A* A matrix sajatértékeinek
pozitiv négyzetgyokei, vagyis szingularis értékei. Ha U és V oszlopait u; -vel és
v;-vel jeloljik, akkor a kovetkezSképpen is fel tudjuk irni az A matrixot:

A=V U = ZT:)\iviuf
=1

Mivel a szingularis értékek nemndvekvs sorrendben vannak igy az A matrix
kozelithets az els6 k < r oszloppal, ami a kovetkez&képpen néz ki:

k
Ak: E )\Zvluf
i=1

Az Eckart-Young tétel miatt Ay lesz a legjobb kozelitése az A matrixnak a k
rangi matrixok kézott. Ha k sokkal kisebb, mint r akkor sok tarhelyet tudunk
megsporolni, ha A-t Ag-val kozelitjiik. Az A € R™*™ matrix tarolasa m X n
skalar tarolasat jelenti. De az Ay tarolasa joval kevesebbet igényel, pontosan k
darab A;v; € C™ vektor és u; € C™ vektor, azaz k(m+n) szamu skalart. Vagyis
nekiink j6 az, ha k kicsi és megelégsziink A egy kozelitésével is.

Nézziink egy konkrét példat.

Az eredeti képet atalakitottam egy négyzetes képpé, ami 250 x 250 pixelbsl all.
Ezt megfeleltetjiik egy A matrixnak, mely 250 x 250 -es.

A Matlab programmal pedig a kiovetkezd atalakitéasokat végeztem. A képet
szinesbdl fekete-fehérré alakitottam, a matrixban 1évé szamokat a tizedes tor-
tekké alakitottam és a matrixot szétbontottam a szingularis értékek szerinti
komponensekre. Uténa a for-ciklusban 1év$ parancsokat végrehajtattam 5-6s
rangtol egészen 30-as rangig O0tosével, eltaroltam a szingularis értékeket, a nem
sziikségeseket lenullaztam. A kapott méatrixbol pedig megalkottam a képet. A
Matlabos programkod pedig a kévetkezSképpen néz ki :
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inImage=imread( 'eredeti.jpg"};
inImage=rgb2gray(inlmage’;
inImageD=double {inlmage);

[U,5,¥]=svd(inImagel);

dispEr = [];
numsyals = [];

for N=5:5:38

Co=tihy
CiN+1:end,:)=8;
Cli,M+lrend)=6;
D=U*C*y";

figure;

buffer = sprintf({'Image output using #d singular
imshow(uints{D);

title(buffer);

error=sumi{sum({ {inImageD-0}."2));

dispEr = [dispEr; error];
numsWals = [numSW¥als; N];
end

values®, N

Az eredeti kép mellett tovabbi 3 kép lathato melyeket 3 kiilonb6z6 k-val koze-

litettem az eredeti A-hoz, vagyis 3 kiilonb6z6 Aj matrix.
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Latjuk, hogy a k = 5-re még nagyon elmosodott a kép, mig k& = 10-re mar

egész jol kivehets, de a k = 30-as kozelités az ami szinte ugyanugy néz ki
mint az eredeti kép, csak joval kevesebb helyet foglal, koriilbeliil a negyedére
csokkentettiik.

k(m+n) _ 30(250+250)
mxn 251x250 24%

Ennek a képtomoritési modszernek a f6 szamitasi koltsége az A méatrix szingu-
laris felbontasanak kiszamoléasa. A képtomoritéshez természetesen léteznek méas
sokkal hatékonyabb és olcsobb algoritmusok is, mint az SVD faktorizacio.
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