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1. fejezet

Bevezetés

A szakdolgozatom témaéajanak kivalasztasanal fontos szerepet jatszott, hogy
egy olyan matematikai fogalmat jarjak koriil, amellyel élete sordn minden em-
ber talalkozik, akir csak olyan formaban, hogy két gyermek azon vetélkedik, ki
tud nagyobb szdmot mondani. A téma iskolai alkalmazéasa soran jol alakithato
az egyes tanuldk elsajatitott ismereteihez, legyen sz6 akar nagy szamossagokrol,
vagy a kiilonb6z6 szamhalmazok nagysagarol, minden érdekl6dés talal benne ér-
dekességet.

A dolgozat felépitésében néhany kivétellel a tudomanyos megismerés kronolo-
gidjat kovettem, kezdve a gorogok tapasztalati alapokon nyugvo fogalméatol ege-
szen eljutva a modern halmazelmélet axiomatikus megkdzelitéséhez. Az érvelések
fontos részét képezik szemléletes példék az egyes tételek, axiomak, vagy definiciok
mélységének bemutatasara.

A masodik fejezet a matematikai érvelés erejét mutatja meg a végtelen mennyi-
ségek fogalomkorében. Bemutatja azon lépéseket, amelyek a matematika szilard
megalapozasahoz vezettek.

A harmadik fejezet targyalja a végtelen axiomatizalasat, és annak eredményét.
Megmutatom, hogy a kell6en gazdag allitdsokkal alkotott rendszer tilmegy a
kordbbi megismerésen, s6t azt is, hogy tetsz6leges magassdgokba vezethet. Itt
térek ki arra is, hogy milyen kapcsolat feltételezhet6 a megismert nagysagok, és
a logiaval elgallitott jol koriilhatarolt végtelenek kozt.

A dolgozatot a végtelen kutatédsanak huszadik szazadi eredményeivel zarom.
Bemutatok olyan modszereket, melyekkel ellentmondéasmentesen tjabb allitdsokat
csatolhatunk a logikai rendszerhez.

Végiil, de nem utolso sorban szeretném megragadni az alkalmat, hogy koszone-
tet mondjak témavezetémnek, Fialowski Alice-nak, aki szakirodalmi ajanlasaival

és szakmai hozzaértésével hozzajarult a témam feldolgozasahoz.



2. fejezet

Torténet1 attekintés

2.1. Okori gondolkodok

A végtelen kétség nélkiil a legfurcsabb, leggazdagabb és legérdekesebb fogal-
mak egyike, amelyet az emberi elme felfedezett. Az 6kor gondolkodéit is rengeteg
logikai ellentmondéasra vezette, példaul Akhillész és a tekndsbéka paradoxonja,
melynek megoldasara az emberiségnek koriilbeliil hisz évszazadot kellett varnia.

Mivel a gorogdk elstti id6kbdsl nem maradt fenn irdsos emlék a végtelen téma-
korében folytatott vitakrol, ezért értekezésemet az dkori gondolkodokkal kezdem.
A gbrog civilizacio szaméra minden, ami végtelen, az Gskaoszbol szarmazik. Az
6 vildgukban minden mennyiség egy véges szam volt. Arisztotelész és Pitagorasz
szdmara a végtelenség kiiloncségnek szamitott, nem pedig tokéletességnek. Pi-
tagorasz felfedezett ugyan megérthetetlen szamokat, mint példaul a /2, ennek
értelmezéséhez azonban egy letisztult végtelen elméletre lett volna sziikségiik.

Mégis, — annak ellenére, hogy nem tudtak értelmezni a végtelent — a fizikai
vilag t6bb szemponthol is szembesitette Gket annak létezésével [2]:

e Az id6 vég nélkiilisége.
o A tér és az id6 vég nélkiil kisebb részekre oszthato.

e Az minket koriilvevs térnek nincsenek hatarai.

Megfigyeléseik az id6 végtelenségérdl nem 0Osztonozte Gket tovabbi vizsgalo-
désra, hiszen véges életet éltek, ezért tigy gondolhattak, ez az univerzum rendje.
Erdekesebb kérdéseket vetettek fel a tér és id6 vég nélkiili felosztasaval kapcsolat-
ban, ebbdl szarmaztattak kiilonbo6z6 ,elenyészd” mértékeket, végtelen kozelitése-
ket. Ez a néz6pont vezetett ahhoz a megkozelitéshez, hogy akéar a kor is tekinthets
egyre névekvs oldalszamu sokszogek hataranak. E gondolatok nagy hatéast gya-

koroltak a késébbi matematikusok gondolkodésara, példaul Zénoén paradoxonjai



2.2. EUROPAI MATEMATIKUSOK 3

(Akhillész és a teknds, A fanak hajitott k6 és a nyilvessz6 mozgasanak parado-
xonja) megoldatlanok maradtak egészen Newton és Leibniz kordig. A gorogok
szdmara a mozgasok leirasat ez problematikussa tette, ezért a nehézségek felol-
dasara més megoldasok utan néztek.

Euklidész primek elGallitasara hasznalhato algoritmusa ugyanakkor egyértel-
miivé tette, hogy a primszamok mennyiségének nincs egyértelmii hatara. Ez sziik-
ségessé tette egy kezdetleges, a kor gondolkoddéi szaméra elfogadhatd végtelen
nagysag bevezetését. Arisztotelész a végtelen fogalom problémait elkeriilve defi-
nialt egy minimalis végtelent, amely megengedte az egészek szamara, hogy tet-
sz6leges nagysaguak legyenek, hiszen barmelyikhez hozziadva egyet, egy nagyobb
egészet kapunk, de az egészek végteleniil nagy halmaza nem létezett.

Az okori gorog gondolkodok a geometria teriiletén is szembesiiltek a végtelen
fogalméanak probléméajaval. Euklidesz a kiovetkezs definiciokat adta Elemek [13]

cimi mtvének elsé kdnyvében:

1. Definici6. Pont az, aminek nincs része.

2. Definicié. Egyenes vonal az, amelyik a rajta levé pontokhoz viszonyitva egyen-
16en fekszik.

Ezen gondolkodés szerint Euklidész tobbszor is elkeriili a végtelen fogalma-
oszthatosagat. Posztulatumai soran pedig kimondja, hogy egy véges egyenes ak-
koréra hosszabbithatd meg, amekkorara sziikséges, ezzel is elkeriilve a tisztazatlan
fogalom hasznalatat. Két egyenes parhuzamossaganak definiciéja soran azonban

sziikségessé valt a végtelen hasznalata:

3. Definicié. Parhuzamosak azok az egyenesek, amelyek ugyanabban a sikban

vannak, és mindkét oldalt végteleniil meghosszabbitva egyiken sem taldlkoznak.

A gorog gondolkodok orokségét az arab vilag konzervalta a késébbi eurdpai
civilizacié szamara. Munkassaguk f6leg az algebra terén nyilvanult meg. Az ir-
raciondlis szamokkal, mint értékekkel dolgoztak, nem vizsgaltak viselkedésiiket

tiizetesebben. Arra még tjabb ezer évet kellett varni.

2.2. Eurd6pai matematikusok

Az arabok példajat kovetve az europai gondolkodok is értékekként tekintet-
tek az irracionalisokra, ebb&l azonban tjabb paradoxonok sziilettek. Példaul agy

gondolték, hogy egy nagyobb sugara kérvonalnak tobb pontja kell, hogy legyen,
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mint egy kisebb sugarinak. Egyszeriien belathato, hogy ez téves, hiszen 1-az—1
hozzarendelés allithato fel kozottiik.

Az 1600-as évek elején Galileo Galilei (1564-1642) felismerte a problémaét,
hogy végtelen mennyiségekkel torténs szamitasok soran véges logikat alkalmaztak.
Helytelennek vélte a végtelen mennyiségek nagysaganak egyszert 6sszehasonlita-
sat olyan modon, hogy valamely mennyiség nagyobb, kisebb, vagy egyenls, mint
egy masik végtelen mennyiség. Ugy vélte, a végtelen nem egy logikat nélkiilozs
fogalom, csupan méas szabalyok vonatkoznak ra.

Egy sokkal gyakorlatiasabb problémét vetett fel Leonardo di Pisa (Fibonacci)
(1170-1240) olyan méasodfoku egyenletek segitségével, melyek megoldasai nem ir-
hatok fel euklideszi médon, azaz nem hatarozhatok meg a kovetkezé 6sszefiiggéssel
12]: \/ /@ £ Vb, ahol a,b € Q.

A 17. szdzad végére bizonyossa valt, hogy az irracionalisok megértéséhez egy
készség szinten hasznélhat6é végtelen definiciéra van sziikség. Az irracionalisok
megértése nélkiil azonban nem léteznének a mai formajukban a matematika kii-
16nb6z6 agai.

John Wallis (1616-1703), a Newton-korabeli Anglia egyik legjelentGsebb mate-
matikusa, Arithmetica Infinitorium cimi mivében kiterjesztette Toricelli (1608~
1647) és Cavalieri (1698-1647) munkassagat az oszthatatlan mennyiségek terén.
Munkaja egyik példaja a 7 kozelitésére adott alabbi kifejezés [1]:

4 3:3:-5-0-7-7-...

T 2.4-4-6-6-8-8-...

A kozelités nem az elsG, amely megprobalja kozeliteni a 7-t, de egyértelmtien
mutatja egy végtelen folyamat alkalmazéasanak sziikségességét. 1657-ben Wallis a
oo szimbolumot vezette be, ami egy véget nem éré gorbét szimbolizal; ez szinte
azonnal elterjedt.

A matematika ezen aganak uttorGivel szemben azonban, a kor szellemének
megfelelGen, megjelent a bizonyossag sziikségessége. Példaul, ha egy szamitas
soran a oo megjelent, azt paradoxonnak tekintették. A derivaltak matematikai
jogosultsaganak Isaac Newton (1642-1727) szerinti értelmezését George Berkeley
(1685-1753) a kovetkezSképp cafolta meg: Vegyiik az x*> Newtoni differencialjat

[2]:

(x+1)? — 2 =2® + 22t +1* — 2°
= 2zt + t*

Ezt a kifejezést t-vel osztva a kovetkezét kapjuk:

2 +t
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Ezt kévetGen hagyjuk el a ¢ mennyiséget, igy megkapjuk a derivaltat, ami 2x. Ez
volt az, ami ellen Berkeley piispok tiltakozott. Hogyan lehet ez a szamitas helyes,
ha a t kifejezéssel, mint mennyiséggel szamolunk, majd ha sziikséges, egyszertien
semmisnek tekintjiik? Berkeley nem tagadta az j tudomanyag vivmanyait, de
érvei hatalmas csapast jelentettek az analizis szamara. Newton ugyan adott egy —
a maihoz hasonlo — definiciot a derivalt értelmezésére, de az kevésnek bizonyult,
hogy megcafolja a kétségeket.
Leonard Euler (1707-1783) a kovetkez§ sorozatok vizsgalataval tette probara
az 1j vivméanyokat:
1
(@ +1p
1
1—x

=1-22r+32% —d2® + ... (2.1)

=14z +2° +2°+... (2.2)

Helyettesitsiink az (2.1) egyenletbe z = —1-et, ekkor azt kapjuk, hogy:
co=1+2+3+4...

Helyettesitsiink a (2.2) egyenletbe x = 2-t, ekkor azt kapjuk, hogy:
—1=14+24+4+...

Eszrevehetjiik, hogy a masodik sorozat tagonként tekintve mindig nagyobb
az elsénél, tehat —1 > oo. Az ehhez hasonlo szamitasok uralkodok voltak Euler
idejében.

Végiil a matematikusokat a trigonometrikus fiiggvények vizsgalatainak ered-
ményei késztették a probléma megoldasara. Jean d’Alembert (1717-1783) trigo-
nometrikus fiiggvények segitségével szarmaztatta a modern hullaimfiiggvényt a
rezgl zsinor mozgéasanak leirasédra. A maga koraban ez nagy lépés volt a hatvany-
sorokrol, amit a kor matematikusai a bizonyossag hataranak véltek. D’Alambert
ugyanakkor az analizis egyszeriibbé tételének érdekében a kezdeti feltételeket pe-
riodikus fiiggvényekre sziikitette. Munkéassagat Euler folytatta, aki a feltételeket
a toréspontmentességhben korlatozta, a periodicitast pedig a vizsgalt tartomany
kibgvitésével biztositotta. Daniel Bernoulli (1700-1782), tovabbgondolva kortar-
sai vivmanyait ugy vélte, hogy akar tetszéleges, szakaszonként definialt 0j gor-
bék is megadhatok megfelel6 trigonometrikus sorokkal. Ezt a feltevést Euler és
d’Alambert elutasitotta.

A helyzet majd egy évszazadig megoldatlan maradt, mikor is Baptiste Jo-
seph de Fourier (1768-1830) trigonometrikus sorozatokat alkalmazott a hévezetés
probléméjara. Munkaja ugyan nem valt azonnal elfogadotta, eredményei azonban

elvitathatatlanok.
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A fiiggvények viselkedésének jellemzéséhez atfogd valaszt vartak a trigonomet-

rikus fiiggvények vizsgalatatol, azonban az a matematikai gondolkodést alapjai-

ban véltoztatta meg. Elgszor is a folytonossagrol alkotott nézeteket kellett Gjra-

gondolni. Az 1j kétségek sziikségessé tették az integral fogalmanak adtgondolésat

és a definiciok pontositasat. Végiil a halmazelmélet 14j, szilard alapokra valé he-

lyezése is sziikségessé valt. Ennek a folyamatnak néhany példaja [2][10]:

1817 — Bernard Bolzano (1781-1848) megprobélta igazolni a ma Kozépérték-
tétel néven ismert allitast. Azonban a bizonyitas soran megrekedt, nem allt

rendelkezésére egy jol megalapozott elmélet a valos szamokrol.

1821 — Augustine Cauchy (1789-1857) ad egy modernnek mondhato defi-
niciot a hatarértékre és a folytonossagra. Pontos definiciot adott sorozatok
konvergencidjara és divergenciajara, tovibba megalkotta azt a feltételt, amit

ma Cauchy konvergencia kritériumnak neveziink.
1823 — Cauchy téglalapok Osszegének hataraként definialja az integralt.

1829 — Gustav Dirichlet (1805-1859) elégséges feltételt fogalmaz meg olyan

fiiggvényekre, amelyeknek van konvergens Fourier-sora.

1831 — Carl Frederich Gauss (1777-1855) elutasitotta a végtelen mennyi-
ség, mint 6nallo fogalom hasznalatat a matematikaban. Ugy vélte, ez egy
szofordulat, ami alatt egyesek hatarértékeket értenek, amihez tortek érté-
kei tetsz6legesen kozeledhetnek, masok pedig értékeket, amelyek minden

hataron tal n6hetnek.

1850 — Karl Weierstrass (1815-1897) megadja a ma is hasznalatos e, J-t
hasznalo folytonossidg definiciot, és egy 1j elméletet fogalmaz meg az ir-
racionalis szamokroél. El6dei az irraciondlis szamokat racionalis sorozatok
hatarértékeként tekintették.

1854 — Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866), aki Dirichlet tanit-

vanya volt, megfogalmazta a sokaig legaltalanosabb definiciot az integralra.

1858 — Richard Dedekind (1831-1916) 1j elméletet fogalmaz meg az irraci-
onalisokra. Az elméletet a raciondlis szamokon ejtett vagasokra alapozza,
ami ma Dedekind szeletekként valt ismertté. A vagasokat egy ,végteleniil
éles” keéssel ejtjiik, ezaltal a racionalis szamokat két részhalmazra osztjuk.
Legyen L a vagas alatti racionalis szamok halmaza, U pedig a vagas fe-
letti racionalisok halmaza. Ekkor definialhatjuk az (L, U) vagast, ahol L és
U egyiitt tartalmazzak az 0sszes racionéalis szamot. Lathato, hogy minden
L-beli elem kisebb, mint tetsz&leges U-beli elem. Belathat6, hogy minden
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ilyen (L, U) vagas reprezentalhat racionalis és irracionalis szamot is, ugyanis
ha L-nek van legnagyobb eleme, vagy U-nak van legkisebb eleme, jelentse
ezt r. Azonban, ha L-nek nincs legnagyobb eleme, és U-nak sincs legkisebb

eleme, akkor az (L, U) vagas egy irracionalis szdmot reprezental.

1874 — Georg Cantor (1845-1918) megjelentetett egy értekezést, melyben
felismerte a végtelen halmazok jellemzd tulajdonsagat, és megmutatta, hogy
léteznek egymastol kiilonbozs végtelen mennyiségek is. Ezzel, és kés6bbi
munkissagaval megteremtette a mai halmazelmélet alapjait. Ezen feliil arra
a megfigyelésre jutott, hogy az irracionalisoknak valamilyen rend szerint kell

létezniiik, mert alkalmas sorozatok hatarértékeiként els allnak.



3. fejezet

Végtelen mennyiségek

3.1. Megszamlalhat6éan végtelen halmazok

A végtelen fogalmanak torténete soran megismerkedtiink mar néhany végtelen
halmazzal és mennyiséggel. Probaljuk meg ezeket csoportositani. Ehhez sziiksé-
giink lesz annak tisztazasara, hogy mit is értiink halmaz és halmazhoz tartozas
alatt. A kovetkez6 példakhoz egyenlére nincs sziikség a halmazelmélet teljes axi-
omatikus felépitésére, csupan néhany halmazelméleti fogalom egyértelmisitésére
[1]. A halmazt, hasonloan az elemi geometria felépitéséhez, nem definialjuk, ahogy
a pontot és egyenest sem a geometriaban. Helyette inkadbb leirjuk, hogy mit le-
het veliik csinalni. A halmaznak, ahogy altaldban elképzeljiik, elemei vannak. A
halmaznak eleme lehet egy farkas, egy sz6l6szem vagy egy galamb. Fontos kihang-
silyozni, hogy akar egy halmaz is lehet egy mésik halmaz eleme, ez a tulajdonsag
a késGbbiekben még fontos szerephez fog jutni. A geometria példdjanal maradva,
egy egyenes pontok halmaza, ugyanakkor az 0sszes sikbeli egyenes jo példa pon-
tok halmazainak halmazéira. Halmazok el6fordulhatnak mint elemek — ez nem
olyan meglep6 —, de annal meglep6bb, hogy matematikai célokra semmilyen mas
elemre nem lesz sziikségiink.

A halmazelmélet alapvets fogalma a hozzatartozas, ha = hozzatartozik az A
halmazhoz, azaz © € A. Ezutan definidlhatjuk két halmaz egyenléségét is. Az
axiomatikus felépitésben ezt meghatdrozottsdgi axiomanak nevezik.

4. Definici6. Két halmaz akkor és csak akkor egyenls, ha elemeik ugyanazok.

Vizsgalhatjuk azt is, hogy egy halmaz mikor tartalmaz egy masikat:

5. Definici6é. Ha A és B halmaz, tovabba, ha A minden eleme B-nek is eleme,

akkor azt mondjuk, hogy A részhalmaza B-nek, azaz A C B.

Fontos kiilonbséget tenni a részhalmaz és a valodi részhalmaz koézott, ha egy-

mést tartalmazo halmazokrol beszéliink:

10
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6. Definicié. Ha A és B halmaz, tovabba A C B és A # B , akkor A valodi

részhalmaza B-nek.

Ahogy korabban emlitésre keriilt, halmazokat az élet minden teriiletén kre-
alhatunk. Ezek tobbnyire véges halmazok, azaz meghatarozhaté az altaluk tar-
talmazott elemek szama. Viszont egyértelmiien latszik, hogy a matematikaban,
amint rendelkeziink az Osszeadas miiveletével, szembekeriiliink a végtelen prob-
léméjaval. Ennek legkézenfekvébb forméja a természetes szamok felsorolasa. Ha-
sonloan vég nélkiili sokasaghoz jutunk, ha csupan a pozitiv racionalis szamokat
probaljuk hidnytalanul felsorolni. Tovabbi nehézségekbe iitkéziink a pontok fel-
sorolasanél egy egyenesen, de akar csak egy egységnyi szakaszon is.

Cantort is ez a kérdéskor foglalkoztatta: vajon Osszehasonlithatok-e ezek a
végtelen mennyiségek? ElGszor a természetes szamokat vette goresé ala. Ugyan a
szamlalas 1,2, 3, ... végtelen eljaras, de  kifarasztja” az {1,2,3,...} halmazt, mi-
vel minden pozitiv egészhez eljutunk a szamlélas soran. Az ilyen, és ehhez hasonlo
halmazokat ezért megszamlalhatéan végtelen halmazoknak nevezte. Cantor az N
halmaz nagysagat (szamossagat) Ng-nak nevezte el. Megfigyelte a természetes
szamok azon tulajdonsigat, hogy 1-az—1 megfeleltetés létesithetd N és alkalmas
A C N kozott.

Ilyen A halmazt méar Galileo is mutatott azzal, hogy felvetette, hany négyzet-
szam van Osszességében a természetes szamok kozt? Ervelése azon alapult, hogy
ha valaki felsorolja a természetes szamokat, azok egyenként hozzérendelheték a
négyzeteikhez. Fzzel az eljarassal pedig az Gsszes lehetséges négyzetszamot felso-
roljuk. Erre a probléméara Cantor tdjfajta aritmetikija adott valaszt. Hasonl6an
vizsgalodva kénnyedén meghatarozhato a paros szamok és a paratlan szamok hal-
mazéanak nagysaga is, hiszen n € N esetén n <> 2n és n <> 2n—1 hozzarendeléssel
megmutathatjuk, hogy szintén Ny méretiiek. Innen konnyen felfedezhetjiik az aj-
fajta aritmetika mintdit, amely az ilyen halmazokra érvényes, ha a méreteiket
tekintjiik:

Ny + Ny = N

Ezutan felmeriil a kérdés, hogy vajon egy végtelen nagysag elegendd-e arra,
hogy minden 1étez6 halmazt lefedjiink?

Els6ként célszerid az Ny szamossagot vizsgalni. Ennek szemléltetésére tekint-
silk George Gamow 1947-ben megjelent gondolatmenetét, melyet David Hilbert
(1862-1943) utan Hilbert Hotelnek nevezett el.

3.1.1. Hilbert Hotel

7. Definicié. Hilbert Hotel egy olyan szélloda, melynek megszamlalhatoan vég-

telen sok szobaja van. Azaz a szobak szama N, tovabba minden szobaban pon-
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tosan egy lakos lehet.

A kovetkez6 allitasokhoz tegyiik fel, hogy egy napon a Hilber Hotel megtelt, tehat

minden szobahoz egyértelmtien hozzé lehet rendelni a lakojat [1].

1. Allitas. Amennyiben eqy 4j lakd érkezik, mindig lehet szdmdra keresni egy

ures szobdt.

2. Allitas. Amennyiben egy megszdmldlhatéan végtelen sok utast szdllité busz

érkezik a Hilbert Hotelhez, mindenk: szamdra tudunk keresni tires szobdt.

3. Allitas. Amennyiben megszamldlhatdan sok, megszamldlhatéan végtelen utast
szdllito busz érkezik a Hilbert Hotelhez, mindenki szdmdra tudunk keresni tires

szobdt.

Az allitdsokat tekintve elegendd az utolsot belatnunk, hiszen ha ott tudunk
elegend§ szobat talalni, akkor ugyan pazarlassal, de a masik kett6t is igazoljuk.
Bizonyitas. Mivel minden szoba foglalt, igy nem talalunk nekik szobét, ennek el-
lenére egy gyors koltoztetéssel mégis tudunk nekik helyet csinalni. Pusztan annyit

kell tenniink, hogy:

e Az 1. szoba lakéja maradjon az 1. szobaban, majd a kovetkezd 1 szoba

maradjon iiresen;

e A 2. szoba lakoja koltozzon a 3. szobaba, majd a kévetkezs 2 szoba maradjon

iresen;

e A 3.szoba lakdja koltozzon a 6. szobdba, majd a kdvetkezs 3 szoba maradjon

iiresen;

e A 4. szoba lakoja koltozzon a 10. szobaba, majd a kovetkez6 4 szoba ma-

radjon tiiresen ...

3.1. abra. A szobak a lakok korabbi szobaszamaval

Ezzel az eljarassal elegendd iires szobat tudtunk alkotni az Osszes vendég sza-
méara. Vegyiik az els6 busz utasait (ezt megtehetjiik hiszen a buszok megszamlal-
hatoan sokan vannak) és helyezziik el az utasait az {iresen maradt szobak koziil
az els6kbe”. Ekkor lathatjuk, hogy djra 1,2, 3, ... szoba maradt iiresen. A rekur-
ziot folytatva megszamlalhatoan végtelen szami, megszamlalhatoéan végtelen sok

utast szallitdé busz utasait is el tudtuk szallasolni a Hilbert Hotelben. [
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A fenti harom &llitast a cantori aritmetika nyelvére a kovetkezGképpen fordit-
hatjuk le:

No+1=1NRq
N0+N0:N0
N()XNO:NO

Gamow példaja viszont 4j kérdést vet fel: Ha Ny méreti halmaz tartalmazni

tud Ny x Ny mennyiségi elemet, vajon létezik-e ennél nagyobb méreti halmaz?

3.2. Megszamlalhatatlanul végtelen halmazok

Ahhoz, hogy megvélaszoljuk ezt a kérdést, tekintsiik Cantor 1874-ben pub-
likalt érvelését [1]. A gondolatmenet hasonld ahhoz, ahogyan Euklidesz bizonyi-
totta, hogy nincs véges lista, amely az 0sszes primszamot tartalmazza. Megmu-
tatta, hogy a primek minden véges listdjahoz tud taldlni egy 1j primet, azaz
egyetlen ilyen lista sem teljes.

Cantor bizonyitésa is hasonld, csak egy szinttel bonyolultabb. Azt mutatja
meg, hogy a szamok tetszéleges megszamlalhato listaja nem teljes. Ehhez fel-

hasznalja a szamok tizedestort alakjat. Tekintsiik az alabbi sorozatot:

T, =1,413...
1o =1,4141 . ..
ry = 1,414232. ..

x4 = 1,414235621 . ..
x5 = 1,4142356235 . ..
re = 1,4142356237 . ..

Lathaté hogy 1 < x9 < x3 < ---, mivel a sorozat tetszéleges két tagja
megegyezik egy bizonyos tizedesjegyig, majd az els6ként megjelend kiilonb6z6
jegyek — a vastagon szedettek — miatt a listin szerepld tetszéleges két szam
egyértelmien kiilonbo6z6. Ezek utén, ha ,készitiink” egy szamot a vastagon szedett
helyiértékek segitségével, legyen ez z, lathato, hogy tetszélegesen hosszu lista
esetén is mindig taldlhatunk alkalmas x-et, ami a korabban felsorolt z;-k legkisebb

fels6 hatara, tovabba biztosan kiilonb6zik minden korabban felsorolttol:

r =1,414235637 ...
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Ezzel Euklidesz bizonyitasahoz hasonl6an belattuk, hogy tetszéleges ilyen lista
sosem teljes. Tehat arra a kdvetkeztetésre jutottunk, hogy a valés szamok egy
megszamlalhatoan végtelen listaja sosem teljes.

Hasonl6 megallapitasra jutott 1885-ben Axel Harnack (1851-1888) is, amikor
megprobalta a teljes szimegyenest lefedni véges szakaszokkal [1]. Ervelése soran
a kovetkez&képpen gondolkodott. Legyen aq, as, as, ay, ... a valés szamok egy tet-
sz6leges felsorolasa. Mindegyik a; lefedhet6 szakaszokkal tigy, hogy a szakaszok
egyiittes hossza tetszGlegesen kicsi lehet. Legyen a szakaszok egyiittes hossza e.
Ekkor, amennyiben vesziink egy /2 hosszisagi szakaszt, és azzal lefedhetjiik
aj-et, a fennmarado szakasznak ismét vehetjiik a felét £/4-et, és lefedhetjiik vele
as-t és igy tovabb. A fennmaradé szakaszok felezésével a valos szamok tetszéleges

listaja lefedhetd gy, hogy a szakaszdarabok egyiittes hossza ¢.

e/8 /2 e/4 /16
If'_“, {!’-1 13-2 H'_}

Az el6z6 érveléshez hasonlban itt is lathato, hogy az a1, as, as, ay, . . . pontokbol
allo megszamlalhatoan végtelen lista tavolrol sem tartalmazza az Osszes valos
szamot. Tovabba az is lathato, hogy az aq, as, as, ay, ... pontokat fedd szakaszok
egyiittes hossza tetszélegesen kicsi lehet. Ez a bizonyitas ugyan egyértelmiibben
megmutatja, hogy a valés szadmok megszdmlalhatatlanul sokan vannak, de egy
kis pontositassal szemléletesebbé tehets [1]. Adottak az aq,as, as, a4, ... szamok

a tizedestort alakjukkal a kovetkezSképpen:

a1 =0,22...
as = 0,551 ...

az = 0,5732. ..
ag = 0,57571...

Fedjiik le aj-et egy 1/10 hossztsagu szakasszal, ekkor lathatd, hogy minden
olyan szam, amely az elsé tizedesjegyében a;-t6l legalabb kettGvel eltér, az in-
tervallumon kiviil esik. Ezt kovetGen, ha lefedjiik as-t egy 1/100 hossziisagu sza-
kasszal, akkor lathatd, hogy van olyan szam, amely a maéasodik tizedesjegyében
eltér as-t6l és kiviil esik az eddig lefedett intervallumokon. Ezt kévetGen az eddi-
giekhez hasonloan mindig le tudjuk fedni az Gjabb a;-ket 1/10" hossz szakaszok-
kal. A lefedést folytatva, ha megprobaljuk lefedni az Gsszes valos szamot, mindig

talalunk egy alkalmas z-et, ami kiviil esik az eddig lefedett intervallumokon.
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Az eddig prezentalt mindkét érvelésben felfedezhets egy hasonlosag, amelyet
Cantor 1891-ben publikalt. A gondolatmenet megértéséhez tekintsiik a pozitiv
egész szamok részhalmazait. A pozitiv egészek egy H részhalmaza leirhatd ugy,
mint megszamlilhatoan végtelen 0-4k és 1-ek sorozata a kovetkezd modon. Az
n-edik szdm 1, ha H tartalmazza az n € N szamot, és 0, ha H nem tartalmazza
az n € N szamot.

Ezt kovetGen vegyiink N ilyen H halmazt. Ez azt jelenti, hogy ezen halma-
zokat fel tudjuk sorolni Hy, Hy, Hs, ..., modon, mivel minden halmazhoz hozza-
rendelhetiink egy n € N szamot. A korabbiakhoz hasonl6an meg kell mutatnunk,
hogy egyetlen ilyen felsorolds sem tartalmazza a pozitiv egészek Osszes részhal-
mazat. Ezt agy tehetjiik meg, hogy készitiink egy H halmazt, amely legalabb egy
elemében kiilonbozik a felsorolasban szereplé H; halmazoktol. Az eddigiek alap-
jén egy ilyen halmaz megalkotasa nem nehéz. Minden n € N szamot tegyiink bele
a H halmazba, ha H, nem tartalmazza n € N-t, és amennyiben tartalmazza H,,
akkor H ne tartalmazza n € N-t. Ekkor lathato, hogy a H halmazt nem tartal-
mazza a felsorolasunk, hiszen az n € N elemben minden H,-t6] kiilonbozik. Ezt a
gondolatmenetet Cantor diagonalis érvelésnek nevezte, ami felfedezhetd az Osszes
kordbbi példdban is, ahol megszamlalhatatlanul végtelen mennyiségek létezését
mutattunk meg.

Képzeljiink el egy megszamlalhatoan végtelen oszlopokbdl és sorokbol allo
tablazatot, amelynek sorai a H; halmazok tgy abrazolva, mint 0-ak és 1-ek soro-
zata, attol fliggben, hogy H; tartalmazza-e az adott oszlopot jel6ls pozitiv egészet.
Ekkor a tablazat f6atlojaban megjelend sorozat segitségével elkészithetjiik azt a

H halmazt, amely biztosan nem szerepel a listankon.

11 2 3 4 5
H|lo 1 10 1
Hy |0 0 1 0 1
Hy|1 0 1 1 0
Hlt 111 1
Hs|0O 1 0 1 0
H|i1 100 1

Latszik, hogy a H halmaz elkészitése soran a f6atldo minden elemét az ellen-
tettjére cseréltiik ki, ebbdl kovetkeztethetiink annak a halmaznak a nagysagara,
amely a pozitiv egészek minden részhalmazat tartalmazza.

Ezen halmaz méretét meghatarozhatjuk, ha tekintjiik a H halmaz elGallitasa-

nak folyamatat. A H halmaz 0-ak és 1-ek sorozata, ahol barmely helyre kétféle
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értéket irhatunk ugy, hogy a fent emlitett szabalyt kdvetjiik. Amikor megprobal-
juk az Osszes ilyen 0,1 sorozatot létrehozni, akkor Ny helyre irunk be a két érték

kozil egyet. Ez Ny szorzotényezdt jelent a kovetkezGk szerint:
2:2:2-2-...

Tehat a diagonalis érveléssel el tudunk allitani a pozitiv egészeknek 2% kii-
16nb6z6 halmazat. Cantor érvelése ugyanakkor arra is ramutat, hogy X, < 2%,
hiszen 1-az—1 hozzarendelés létesithetd a természetes szamok, és természetes sza-
mok bizonyos részhalmazai kozt, de nem az Osszessel. Az eddigi példakon keresz-
tiil lattuk, hogy létezik olyan halmaz, amely Ny-nal nagyobb méretii. Vajon ezen
halmazok nagysagat kielégiti-e a diagonélis érvelés altal 1étrehozott 2%0?
Els6ként tekintsiik a pontok szdméat egy egyenesen. Lattuk, hogy az biztosan
nagyobb, mint Ny. Az érvelés leegyszertisitésének érdekében a kovetkezd abra-
val geometriailag igazoljuk, hogy 1-az—1 megfeleltetés létesithets a (0, 1) szakasz
pontjai és a teljes szdmegyenes kozt. Ehhez nem kell mast tenni, mint ,meg-
hajlitani” a (0, 1) szakaszt egy félkorré. Ekkor a félkor kozéppontjabol a félkoriv
pontjaihoz induld sugarak alkalmas megfeleltetést adnak a (0,1) és R kozott [1].

0 1

I e
.
- p
-

A valos szamok megadasahoz hasznaljuk a kovetkezé kodolasi eljarast. A (0,1)

intervallumon szerepl6é x valos szam binaris kiterjesztését a kovetkez6képpen ha-
tarozhatjuk meg: elsé lépésként vagjuk félbe az intervallumot. Amennyiben x
a bal oldali félintervallumba esik, frjunk a binéaris pont utan 0-at, amennyiben
a jobb oldali félintervallumba, frjunk 1-et. Ezt kdvetGen a masodik binéris jegy
meghatarozasahoz ismételjiik meg az el6bb leirt folyamatot az x-et tartalmazo fél-

intervallumra. Példaul % binéris kiterjesztését a kovetkezGképpen kaphatjuk meg:

I
0 ] 1

.0101010101010101010101010101 . ..

Probléma akkor meriilhet fel, ha a vizsgalt € (0, 1) pont a felezdvonalra esik.
Azaz példaul x = % vagy r = %1. [lyenkor az x-et valamely oldalhoz hozzarendel-
jiik. Példaul, ha x = %, akkor x-et a bal oldalra rendelve a kovetkezs kiterjesztést

kapjuk:
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O111111111111111111111111111 .+

Ha pedig z-et a jobb oldalhoz rendeljiik:

.1000000000000000000000000000. . .

Ahhoz, hogy ezt a problémat kikiiszoboljiik, nézziik meg, milyen alakban irha-
tok fel az %—hez hasonléan problematikus szimok. Minden ilyen tort felirhato -5
alakban, ahol ¢,p € N. Mivel ¢, p € N ezért mindegyik helyre pontosan N értéket
helyettesithetiink, igy Osszesen Ny X Ny ilyen tort 1étezik, ami a Hilbert Hoteles
érvelés alapjan egyenlS Ng-al. Egy ilyen £ szam mindkét bindris kiterjesztése azo-
nos kezdgsorozattal rendelkezik. Az egyik 1000..., a masik 0111... sorozatban
végzidik, igy minden ilyen binaris kiterjesztés hozzarendelheté egy H C N hal-
mazhoz. Mivel megszamlalhatéan végtelen sok ilyen tort van, igy létesithetiink
koztiik kettd az egyhez megfeleltetést. Az igy kapott halmaz és a tovabbi 0 és
1 elemekbdl all6 sorozatok pedig 1-az—1 hozzarendelhetSk a természetes szamok
részhalmazaihoz. Igy elgallitottunk egy 1-az—1 hozzarendelést az R halmaz és a

természetes szamok részhalmazainak halmaza kozott.

3.3. Transzcendens szamok

A szamfogalom fejlédése az algebrahoz kototten folyt. Jo példa erre a kovet-
kez [10]: Nevezziik racionalisnak azon x szamokat, amelyek kielégitik az ax+b =
0 alaku els6foka egyenleteket, ahol a,b € Z. Ennek a felfogasnak az altalanosi-
tasabol ered az algebrai szamok fogalma. Pierre Fermat (1601-1665) foglalkozott
olyan szamok kutatasival, amelyek valamely egész egyiitthatos algebrai egyenlet
gyokei lehetnek. Meghatarozasa szerint az algebrai szamokat a kovetkezGképpen
definialhatjuk:

8. Definici6. (Algebrai szam) Algebrai szamoknak nevezziik azokat a (valos

vagy komplex) szamokat, amelyek gyokei valamely
A" + 18" Ay 0" 4 ar+ap =0
alakt n-ed foku, egész egyiitthatos algebrai egyenletnek.

Az algebrai szamok magukban foglaljadk az Osszes racionalis szamot és sok
irracionalist is, mint példaul a v/2,v/3, /2, . ... Valojaban nem is olyan egyszeri
nem algebrai szamra példat mutatni. Az els6 példat Joshep Liouville mutatta

meg 1844-ben. Liouvielle az alabbi szamot vizsgalta [1]:
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x = 0,101001000000100000000000000000000000010. . .

ahol az egyre novekvé csupa nullabol allé blokkok hossziisdga a kovetkezGképp
alakul:1,2,3 x 2,4 x 3 x 2,.... Az ilyen és ehhez hasonlé szamokat ma transz-
cendens szamok-nak nevezziik, mivel tilhaladnak az algebrai leirds lehet&ségein.
A mai napig a leirasuk csak végtelen folyamatokkal vagy végtelen sorozatokkal

lehetséges. Az els6 jol ismert transzcendens szam az

11 1
4= .
T I T T o T Txax3 TIx2x3xd

amely szamtalan helyen felbukkan a matematikdban, csakigy mint a m, mely-

r6l szintén méar a 19. szdzadban belattak, hogy transzcendens. Cantor 1874-es
felfedezése, amelyet az algebrai szdmok tulajdonsigaként nevezett, meglepte a
kor matematikusait. Annak ellenére, hogy addig csak maroknyi transzcendens
szamot ismertek, Cantor belatta, hogy a transzcendes szamok alkotjak a valos
szamok tilnyomoé tobbségét. Azt méar korabban belattuk, hogy a valés szamok
halmaza megszamlalhatatlanul végtelen, Cantor pedig a kdvetkez eljaras segitsé-

gével megmutatta, hogy az algebrai szamok halmaza megszamlalhatoéan végtelen
[1].

9. Definici6. (Egyenlet magassaga) Az a,2" + ap, 12" ' + ap, 22" % + ... +
a1x + ag = 0 n-ed fokt egész egyiitthatos egyenlet magassdgén azt a h értéket

értjiik, amelyre:
h = |an| + |apn—1| + |an—2| + ... + |ag| +n
4. Allitas. Megszamldlhatéan végtelen szami algebrai szdm van.

Bizonyitas. Rendeljiik hozza minden n-ed foki egész egyiitthatos egyenlethez a
h magassagat. Ekkor minden h szdmhoz csak véges sok egyenlet tartozik, hiszen
n < h és minden egyiitthatora a; < h. Ezért fel tudunk sorolni minden egyenletet,
és az egyenlettel egyiitt az altala meghatarozott algebrai szamokat. Els6ként h =
1, majd h = 2 és igy tovabb. Ezzel az algebrai szamok egy megszamlalhatoan
végtelen listajat alkottuk meg. [

Az ilyen, és ehhez hasonlé bizonyitasok megmutattak a halmazelmélet ere-
jét, mig intuitiv meggondolasok segitségével alig maroknyi transzcendens szam
létezésére sikeriilt fényt deriteni, Cantor halmazelméleti megkozelitése 1j iranyt
mutatott a matematikdban. Ez azonban 1j problémakat is felvetett, a diagonalis
érvelés ugyanis alkalmazhaté minden halmazra, tehat megmutathato, hogy min-

den halmaznak t6bb részhalmaza létezik, mint eleme. Ebbd6l kdvetkezik, hogy nem
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tudunk egy legnagyobb halmazt talalni. Tehat nem létezik minden halmaz hal-
maza, mert ha létezne, akkor az lenne a legnagyobb halmaz. Ezen gondolatmenet

7

nyoman azonban felmeriil a kérdés, hogy mit is értiink ,halmaz”’ alatt, ha nem
létezik minden halmaz halmaza. Cantor erre nem adott pontos valaszt, vizsgala-
tait pusztan az egyértelmid miveletek utjan kapott halmazokra korlatozta, ilyen
példaul egy halmaz részhalmazainak felsorolasa.

A kérdés sokkal problematikusabb volt a kor filozofus matematikusainak, mint
példaul Gottlob Frege (1848-1925) és Bertrand Russell (1872-1970). Ugy vélték,
hogy minden P tulajdonsag egyértelmiien meghataroz egy halmazt, pontosan azt,
amelynek minden elemére igaz a P tulajdonsag. Probléma akkor meriil fel, ha a
P tulajsonsagot gy definidljuk, hogy ,halmaz”, ekkor jutunk a minden halmazt
tartalmaz6 halmaz probléméajahoz. Ezen ellentmondés egy népszerd példija a
Russel altal adott kévetkezd ellentmondas [1]:

A borbély paradoxon: Egy varos borbélya egyszer azt allitotta, hogy minden
olyan embernek le fogja vagni a hajat, aki nem vagja magénak. De ha ez igaz,
vajon ki vagja le a borbély hajat?

Russel a probléma feloldasira a kovetkezs kikotést tette. Tekintsiik az Gsszes
olyan halmazok halmazat, amelyek nem tartalmazzak 6nmagukat elemként. Te-
hat a borbélyt elkoltoztetve a varosbol a paradoxont feloldjuk. Russel érvelése
meggydzte a matematikus tarsadalmat arrél, hogy a halmazelmélet és az egész
matematika biztos alapokat igényel. A huszadik szézad elején Ernst Zermelo
(1871-1953) ugy vélte, hogy a halmazelmélet biztos alapokra helyezhets axiomak
bevezetésével, ezzel formalizalva Cantor intuicidjat, hogy minden halmaz megal-
kothato alkalmas, jol definidlt miiveletek segitségével egy halmazbol, példaul a

természetes szamok halmazabol.



4. fejezet

A végtelen axiomatikus

megkozelitése

4.1. Halmazelméleti axidmak

A mai halmazelméletben hasznalatos axiomak tobbsége a német Zermelo-
tol szarmazik, egy fontos kiegészitéssel honfitarsatol Abraham Fraenkeltsl (1891-

1965), emiatt Zermelo—Fraenkel axidmarendszernek nevezziik [3].

1. Axiéma. (Az egyenlfség axiomaja) Ha két halmaznak ugyanazok az ele-

mei, akkor egyenlGek.
2. Axiéma. (A létezés axidoméja) Létezik halmaz.

Ezzel az axiomaval egyenértékii az az allitads, amely azt mondja ki, hogy létezik
iires halmaz. Hiszen az 1. axiomabol mar tudjuk, hogy csak egy iires halmaz
létezhet.

3. Axioéma. (A részhalmaz axiéma) Ha A halmaz, T(x) tulajdonsag, akkor
{z € A:T(x)} is halmaz.

Itt T'(x) barmilyen szabatosan megfogalmazott matematikai tulajdonsagot jelent-
het. Ilyen tulajdonsag lehet példaul az, amikor egy egyenlet megoldasait keressiik:
Mely x € R értékekre igaz az 22 —3z+2 = 0 egyenlet, azaz {x € R: 2?2 -3z +2 =
0}. Ebbdl az axiomabol mar konnyen bizonyithaté halmazok metszete és kiilonb-

sége.

4. Axioma. (A paraxioma) Adott z-hez és y-hoz van olyan halmaz, amely

csak x-et és y-t tartalmazza. Jele: {z,y}.

20
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Ezzel azt is kimondjuk, hogy létezik az z-et tartalmazo egyelemi {x} halmaz, és
leteznek kételemtd halmazok; amennyiben x # y, akkor létezik az {x,y} halmaz

is.

10. Definici6. (Rendezett par) Az x és y altal alkotott rendezett par jelentse

a kovetkez6t:

(z,y) = {{z}, {z,y}}

11. Definici6. (Descartes-szorzat) Az A és B halmazok Descartes szorzatan

a kovetkezot értjiik:
Ax B={(x,y):x€ Ay € B}

5. Axioma. (Az uni6 axiomaja) Az {4, :i € I} halmazok uni6ja alatt azt a
B halmazt értjiik, amelyre ha A = {4, : i € I}, akkor

B={z:x€A;ecAiel}

Ezen axioma szerint tehat B elemei azok, amelyek elemei A valamelyik elemének,

tehat A ,unokai”.

6. Axiéma. (A hatvianyhalmaz axiéma) Minden halmaznak létezik hatvany-

halmaza (tehat az Osszes részhalmazainak halmaza).

Erre az axiomara azért van sziikség, mert még a végtelenségi axiomaval (kovetkezs

axioma) sem tudjuk megszamlalhatonal nagyobb halmaz létezését belatni.

7. Axioma. (Végtelen halmaz létezése) Létezik végtelen halmaz.

Ennek kimondésara azért van sziikség, mert az eddigi axiomakkal nem tudjuk
végtelen halmaz létezését bizonyitani. Kz az axidma persze sziikségtelenné teszi

az 1. axidmaét.

8. Axiéma. (A kivalasztasi axiéma) Ha {A; : ¢ € I} nemiires halmazok
rendszere, akkor van olyan [-n értelmezett f fiiggvény, hogy f(i) € A; minden
1 € I-re.

Megmutathato, hogy mar a korabbi példak sorén is kihasznaltuk ezt az axiomat.
Tekintsiik a kovetkez6 allitast:

5. Allitas. Megszdmldlhatéan sok megszamldlhatd halmaz egyesitése is megszdm-
lalhato.



4.1. HALMAZELMELETI AXIOMAK 22

Bizonyitas. Legyenek halmazaink Ay, Ay, ... és soroljuk fel mindegyiket:

Ay = {a007a017--~
A = {a107a117"'

Ay = {a20>a21, e

(S N A A

A = {a307a31, .

Ezutan vegyiik ezen halmazok uniojat:
X =AUAUAUA;3. .. = {ago, o1, @10, @20, @11, Qo2, o3, Q12 - - - }

és készen is vagyunk. Ugyan nem teljesen egyértelmt, de ezen érvelés soran ki-
hasznaltuk a kivalasztasi axiomat. E6szor vegyiik az A = {Ag, Ay,...} halma-
zok felsorolasat. Megmutathat6é, hogy minden A; i € N halmazhoz létezik egy
elemeinek felsorolasat tartalmaz6 B; halmaz. Valaszzuk ki A; elemeinek egy fel-
sorolasat! Azaz vegyiink egy olyan g fiiggvényt, amely az ¢ = 0,1, ... értékekre
kielégiti, hogy ¢g(i) € B;. Itt hasznaltuk ki a kivalasztasi axiomat, oly modon,
hogy egyszerre valasztottuk ki végtelen sok nemiires halmaznak egy-egy elemét.
E g fliggvény segitségével elkészithetjiik a kdvetkezd tablazatot, és atlosan haladva

sorba rendezhetjiik a halmazrendszer 6sszes elemét. [

Ag | app — ao o2 — o3
e / e
Aq | aqg ain ai2
U4 Ve
Ay | ax az1
e
Az | asg
SN

A kivalasztasi axiomaval kiegészitett rendszer ugyan még bégvithetd tovabbi,
ezektol fliggetlen allitasokkal, de mar elégséges ahhoz, hogy megmutassuk a hal-
mazok axiomatizalasaban rejls lehetdségeket. Tekintsiik Neumann Janos (1903-
1957) 1920-as definiciojat a termeészetes szamok megalkotésara [1]. Legyen 0 az

iires halmaz, majd
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1= {0},
2 ={0,1},
3=1{0,1,2},

Eszrevehetd, hogy n + 1 = n U {n} és m < n akkor és csak akkor igaz, ha
m részhalmaza n-nek. Ezzel a modszerrel elGallitottuk az éroklgdés | fliggvényét”,
amely rengeteg matematikai bizonyitas elengedhetetlen eszkoze, és rdadasként
megkaptuk a ,kisebb mint” relaci6é definicidjat is, igy elkezdhetjiik felépiteni a
ma ismert szamtant. A 7. axiéma és a neumanni eljards segitségével elGallit-
juk a {1,2,3,4,...} halmazt. Igy mar rendelkezésiinkre all a természetes szamok
halmaza, és — kihasznalva a 6. axiémat és a korabbi intuitiv érveléseket — eld-
allithatunk egy 2% meéret halmazt, és ezzel egyiitt minden mést a ma ismert
matematikiban. A gondolatmenet fontos eredménye a < relacio, mellyel Gssze-
hasonlithatjuk a természetes szamok elemeit, és ezen Osszehasonlitasok alapjan
sorba is rendezhetjiik ket. Innen adoédik a kérdés, hogy vajon mely halmazok ren-

dezhetdk, és milyen feltételeknek kell megfelelnie egy ilyen Gsszehasonlitasnak.

4.2. Rend és rendezés

Az el6z6 fejezetben mutattunk példat egy rendezésre, a < relacioé rendezi a

N halmazt. Minden ilyen rendezésnek teljesitenie kell a kovetkezd harom feltételt

3]:

e irreflexiv, azaz r < x nem teljesiil egyetlen x € A elem esetén sem;
e tranzitiv, azaz ha x,y,z € A és x < y tovabba y < z, akkor z < z;
e trichotom, azaz ha z,y € A, akkor x <y, x =y vagy = > y.

A halmazelmélet nyelvén az (A, R) rendezett part, ahol R C A x A, rendezett

halmaznak nevezziik, ha teljesiti az el6bbi tulajdonsagokat:
e (r,z)§ Rhaxze A
e ha (v,y) € Rés (y,z) € R, akkor (x,z) € R

e ha x,y € A, akkor (x,y) € R, x =y vagy (y,z) € R.
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Néhéany jo példa rendezett halmazra a (N, <) rendezésén kiviil: az egész szé-
mok (Z, <) , a raciondlisok (Q, <) és a valos szamok halmaza (R, <), de rendezett
halmaz az iires halmaz is, az {ires rendezéssel ((), 0). Kénnyen megmutathato, hogy
minden véges halmaz rendezhetd, hiszen, ha vesziink egy A véges halmazt, ahol
|A| = n, akkor van A elemeinek egy A = {aq,as, ... a,} felsorolasa, amelyet ren-
dezhetiink az indexekben hasznalt szamok szerint csakigy, mint a természetes
szamokkal tennénk. A tovabbi vizsgalodashoz definidljuk két rendezett halmaz

kozott a rendezéstarto fiiggvényt [3].

12. Definici6. (Rendezéstarté fiiggvény) Ha az A halmaz rendezett a <,
rendezéssel és a B halmaz rendezett a <p rendezéssel, akkor az f : A — B

fiiggvény neve rendezéstarto figgvény, ha x <4 y esetén f(x) <p f(y) is teljesiil.

Amennyiben az (A, <) és (B, <g) halmazok kozotti rendezéstarto f fligg-
vény bijekcid, akkor hasonlésdignak vagy izomorfizmusnak nevezzik. Mivel az
izomorfizmus ekvivalencia-relacid, ezért az egymassal izomorf halmazok kdzos tu-

lajdonsagat rendtipusnak nevezziik:

tp((A, <a)) = tp((B, <p))

Eddigi vizsgalataink csak arra terjedtek ki, hogy mikor nevezhetiink két rende-
zett halmazt hasonlonak. Vizsgaljuk most ezen halmazokat abbdl a szempontbol,
hogy melyeknél taldlhatunk legkisebb elemet. Hamar arra a kovetkeztetésre ju-
tunk, hogy az emlitettek koziil csak a véges halmazok, a természetes szamok hal-
maza ¢és ezek részhalmazai tartalmaznak egyértelmten legkisebb elemet. Nevez-
ziik ezért az olyan halmazokat, ahol (A, <) minden részhalmazanak van legkisebb
eleme, jolrendezett halmaznak.

Mar definidlhatjuk jolrendezett halmazok rendszamat, ehhez tekintsiik a ko-
vetkez§ tételt [3]:

1. Tétel. Tegyiik fel, hogy (A, <a) izomorf (B, <gp)-vel és (A, <4) jolrendezett.
Ekkor (B, <p) is jolrendezett.

Bizonyitas. A feltétel szerint létezik f : (A, <a) — (B, <p) izomorfizmus. Le-
gyen C' C B nemiires részhalmaz. Valasszuk ki a nemiires f~(C) halmaz leg-
kisebb elemét, legyen ez a. Ekkor f(a) a C' halmaz legkisebb eleme, hiszen f
rendezéstartd. [

Most mar definialhatjuk a rendszémot:

13. Definici6. (Rendszam) A jolrendezett halmazok rendtipusait rendszdamok-

nak nevezzik.
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Most térjliink vissza a rendezett halmazok tulajdonsdgainak vizsgalatara és

definiadljuk a rendezett halmazok egy specidlis részhalmazat:

14. Definici6. (Kezddgszelet) Az (A, <) rendezett halmaz B részhalmazat kez-
ddszeletnek nevezzik, ha xz,y € A, v € B és y < z, akkor y € B.

Az N halmaznak ilyen kezdészelete példaul az {1,2,3,...,96} és persze a két
trivialis, az () és N. Fontos kiemelni az elem dltal meghatdrozott kezddszeleteket.
Egy (A4, <) rendezett halmaz valamely B részhalmazat az a € A elem altal meg-
hatarozott kezddszeletének nevezziik, ha B = {x € A: x < a}, ezt B = Ala-val
jeloljiik. Most mar minden eszkoz a rendelkezésiinkre all, hogy két rendszamot
Osszehasonlithassunk. Legyenek «, 3 rendszamok. Akkor mondjuk, hogy a < f3,
ha igaz, hogy (A, <4) halmaz rendszama «, és a (B, <g) halmaz rendszama £,
tovabba (A, <4) izomorf egy b € B elem altal alkotott (B|b, <p) szelettel. Ezen

Osszehasonlitasra is igazak a kovetkezé tulajdonsagok:

e A rendszam-oOsszehasonlitas irreflexiv, azaz a < « sosem teljesiil.

Bizonyitas. Amennyiben o < « teljesiilne, akkor o izomorf egy a € A elem
altal alkotott (A|a, <) szeletével. Ez viszont nem lehetséges, hiszen akkor
f (A, <) = (A]a, <) olyan rendezéstarto leképezés lenne, amire f(a) < a,
ekkor viszont létezne A-ban végtelen csdkkend sorozat, ami jolrendezett

halmazban nem lehetséges. [

e A rendszam-osszehasonlitas tranzitiv, azaz ha a < § és 8 < v, akkor a < 7.
Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy « az (A, <), f a (B, <), v pedig a (C, <)
jolrendezett halmazok rendszamai oly moédon, hogy @ < g < ~. Ekkor
letezik b € B és c € C, hogy az f : (A, <) — (B|b,<) ésa g: (B, <) —
(C|e, <) izomorfizmusok. Ekkor ezek g o f kompozicidja is izomorfizmus
(A, <) &s (Clg(b), <) kozdtt, tehat o < . O

e A rendszam-Osszehasonlitas trichotém, azaz o < 8, a = [ vagy 8 < «.
Ezen allitas igazolasdhoz tekintsiik a kdvetkezs tételt és annak bizonyitasat

[4]. (A tételt mar Cantor is megfogalmazta, de bizonyitani nem tudta.)

2. Tétel. (Cantor-Schriéder-Bernstein) Ha A és B halmazok, tovdbbd létez-
nek f : A — B és g : B — A injektiv leképezések, akkor létezik az A és B

halmazok kozti bijektiv leképezés is.

Bizonyitas. Definidljuk részhalmazok sorozatait a kévetkez&képpen:
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Miutan az injektiv leképezések felhasznalasaval elkészitettiik ezeket a sorozatokat,

a kovetkez6 megfigyeléseket tehetjiik:

AJZAAOAJEﬁ/VAAQAJE%/V444AJ.”
B = E% “//41“d132FV143“d134fV...

tovabba,

Ag DA DA D ...
By2 B 2B 2 ...

Az els6 észrevételbdl tgy tinik, hogy A ~ By és B ~ A, a masodikbol pedig
az latszik, hogy A D Ay és B DO By, ebbdl arra jutnank, hogy A ~ B. Ez
azonban nem minden esetben teljesiil. Ha minden ¢ € I-re A; ~ B;, tovibba az

A; halmazok paronként diszjunktak, és a B; halmazok is paronként diszjunktak,

Jai~JBi.

icl el

akkor igaz:

Tehat arra van sziikségiink, hogy paronként diszjunk halmazok sorozatat allitsuk
el6, amire teljesill az els6 észrevétel. Legyen AY = A, \ A,41, ezzel az észrevételt

atfogalmazhatjuk oly modon, hogy:

Af i Bl o Al Bl o Ao
* * k * *
BO ~ Al ~ B2 ~ A3 ~ B4 ~ ...

Igy mar teljesiil, hogy

U4 ~UB;.

0<n 0<n

Legyen most |J A = Aés U B = B. Tovabba vegyiik a kovetkezd halmazokat:

0<n 0<n

A= (A, é B= () By, ekkor A = J A,. A sorozat tagjainak metszeteként

0<n 0<n 0<n

definialt halmazokra igaz a kovetkezd: f(A) = B és g(B) = A, hiszen ezek az
elemek azok, amelyek elGallnak a g és f leképezések képeként. Eddig lattuk, hogy
A~ Bés A ~ B. A két halmaz definicié szerint diszjunkt, igy A = AUA és
B=BUDB, tehat A~ B. O



4.3. RENDSZAM ARITMETIKA 27

A rendszam Osszehasonlitas trichotomiajat e tétel szerint visszavezettiik az
injektiv leképezések létezésére. Belattuk, hogy, ha ez mindkét iranyba létezik,
akkor izomorf halmazokrol beszéliink, és fenndll a rendszam ekvivalencia, ha pedig
csak az egyik irany létezik, akkor annak megfelelGen az egyik rendszam nagyobb.

Ezek utan tekintsiik egy halmaz rendszamanak és a halmaz részhalmaza rend-

szamanak viszonyat ugyanazon rendezés szerint [3].

3. Tétel. Ha (A, <) o rendszami jolrendezett halmaz és B C A, akkor a (B, <)

jolrendezett halmaz B rendszimdra 5 < .

Bizonyitas. Ha ez nem lenne igaz, akkor a rendszdmok 6sszehasonlitasdnak har-
madik tulajdonsaga miatt csak o < [ lehetne. Ilyenkor azonban létezik egy
[ (A, <) — (BJb,<) izomorfizmus egy alkalmas b € B elem 4&ltal alkotott
kezdGszeletre. Ekkor azonban f leképezi a teljes B C A halmazt a B|b kezdd-
szeletre, ami lehetetlen, hiszen ekkor f(b) < b lenne, ami egy végtelen csékkend
sorozatra vezetne egy jolrendezett halmazban. [

Ezek utan elindulhatunk a ,mésik” irdnyba, és elkezdhetjiik a mar meglévé
halmazainkat béviteni, igy kozelitve a végtelent [3]. Példanak vegyiink egy (A, <)
jolrendezett halmazt o rendszammal, és tegyiink hozza egy 1j, a < rendezés sze-
rint az Osszes A-belinél nagyobb z elemet. Az igy létrehozott B = AU{z} halmaz
jolrendezett az (A, <)-beli rendezéssel, hiszen z minden korabbinél ,nagyobb”. A
(B, <) rendszama csak a-tol fiigg, ugyanis ha f: (A, <) — (A’, <) izomorfizmus
és 2z’ nagyobb A’ minden eleménél, akkor f értelmezhets z-ben is, és f(z) = 2.
Legyen az igy elGallitott rendszam o + 1. Az ilyen o + 1 alaka rendszamokat
nevezziik rdkévetkezd rendszamoknak. Végtelen rendszamok esetén ot jelolést is
hasznalunk, ennek indoklésa ott szerepel majd b&vebben. Azokat a nem nulla
rendszamokat pedig, amelyek nem rakovetkezsk, limesz rendszamoknak nevez-
ziikk. Ez azzal egyenértékd, hogy ha vesziink egy (A, <) jolrendezett halmazt,
akkor abban az esetben beszélhetiink rakovetkezs rendszamrol, ha van (A, <)-
nak legnagyobb eleme. Amennyiben nincs, azaz minden x € A elemhez létezik
olyan y € A amelyre x < y, akkor limesz rendszamrol beszéliink. Mindezek utan

nézziik meg, milyen miveleteket értelmezhetiink a rendszamokkal.

4.3. Rendszam aritmetika

4.3.1. Rendszamok o0sszeadasa

Elgszor értelmezziik az 6sszeadas miiveletét [8]. Ehhez vizsgaljuk meg, hogy

mit értiink két jolrendezett halmaz Gsszege alatt. Legyen A és B két diszjunkt
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halmaz. Ezeket a kiovetkezGképpen rendezhetjiik: A és B elemei tartsik meg a
sajat rendezésiiket, és kossiik ki, hogy az A minden eleme el6zze meg B elemeit.
Ezt tegyiik meg a kovetkezd két végtelen halmazra |1]: legyen A a paratlan szamok
halmaza, B pedig a péaros szamok halmaza. Mar tudjuk, hogy mindkét halmaz
végtelen, és az uniojukként el6alld N halmaz jolrendezhetd. Tekintsiik most a
koévetkezd rendezést: mondjuk azt, hogy m ,kisebb” mint n, ha m paratlan és n
paros, vagy pedig mindkét szam azonos paritasi és m < n a neumanni értelemben.

Ezzel a kovetkezs rendezést allitottuk els:

1,3,5,...2,4,6,...

Ez természetesen kibGvithetd tetszGleges, paronként diszjunkt halmazokbol
allo halmazrendszerre is. Ha A; i € I egy ilyen rendszer, akkor jelentse az ] A;
halmaz rendezése a kovetkez6t: Az a € A; és b € A; unidbeli elemekre aZEI< b
azzal ekvivalens, hogy ¢ < j, vagy pedig i = j esetén az A;-ben az a ,megel6zi”
b-t annak rendezése szerint.

Ahhoz, hogy a miveleteinket szamszerisiteni tudjuk, a rendszamok értékeit
a kovetkezsképpen adjuk meg [8]. Amennyiben A egy véges jolrendezett halmaz,
akkor A rendszama jelentse A elemszamanak értékét. Ha pedig o és 3 tetszéleges
rendszamok, akkor legyen A és B két olyan diszjunkt és jolrendezett halmaz,
amelyre A rendszama «, B rendszama pedig 5. Amennyiben az A és B halmazok
jolrendezett Osszege C', akkor C' rendszama o + 3 lesz.

A rendszamok Gsszegzésének tulajdonsigait a kovetkezd azonossidgok mutat-

jak meg:

a+0=«
O+a=a
a+1=a"

a+(B+7)=(a+p8)+y

A rendszamok Osszeadasanak — mint a harmadik egyenletbdl latszik — van-
nak ,rossz” tulajdonsagai is. Ez azzal magyarédzhatd, hogy nem minden esetben
igaz r4 a kommutativ szabaly. Ahhoz, hogy ezt belassuk, alkossuk meg a ter-
mészetes szamok halmazanak rendszadmét. Barmely n € N szamra, ha van két n
elemt rendezett (ami egyben jolrendezett is) halmaz, akkor azok izomorfak, tehat
csak egy n nagysagiu rendszam van. Ezt célszeriien azonosnak tekintjiik az n € N

szammal, mivel egy n elemi halmaz kezdGszeletei pontosan a {0, 1,2, 3, ...} elemd
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halmazok, és azokat szintén azonositani tudjuk a megfelels természetes szamokkal
anélkiil, hogy a rendszam-6sszehasonlitas tulajdonsagait sértenénk. Ezt kdvetGen
jogosan meriil fel a kérdés, hogy mi lesz az els6 limesz rendszam. Az egyetlen eddig
emlitett végtelen, jolrendezhet6 halmaz az N és a vele izomorf halmazok rend-
szama, jeloljiik ezt w-val. Az Osszeadas kommutativitasanak probléméja igy arra
egyszertisodott, hogy a korabbi eljarasok alkalmazasaval a természetes szamok
mely ,végére” adjuk azt a bizonyos elemet. A dilemmaéval akkor szembesiiliink, ha
a végtelen sorozat utan illesztjiik az j tagot, hiszen az eredeti sorozatunk nem

rendelkezett utols6 elemmel, de az Gj igen.

4.3.2. Rendszamok szorzasa

A rendezett Osszeadas elvezet a rendezett szorzas miiveletéhez. Barmely A és
B jolrendezett halmaz esetén a szorzéast, mint az A halmaz B-szeri 6nmagahoz
adasat probaljuk definialni [8]. Ehhez késziteniink kell egy jolrendezett halmazok-
bol 4ll6 halmazrendszert, amelynek minden tagja izomorf A-val. Minden b € B
esetén A, legyen az (a,b) (a € A) alaki rendezett parok halmaza, ami az Gsszes
b € B-re az A x B Descartes szorzat. Amennnyiben erre a halmazrendszerre értel-
mezziik a rendezett dsszeget, egy rendezett halmazt kapunk. Ennek rendezése gy
irhato le, hogy amennyiben (a,b), (c,d) € A x B és (a,b) < (c,d), akkor b < d,
vagy b = d és a < c. Itt is megfogalmazhat6 az az észrevétel, hogy alkalmas halma-
zokra, a halmazok rendezett szorzatanak rendszama a rendszamok szorzata lesz.

Csakiigy, mint az 0sszeadésnal, itt is szemléletesek a kovetkezs tulajdonsagok:

ax0=0
Oxa=0
axl=a«a
I1xa=«

ax (Bxy)=(axp)xy
ax (B+7)=af+ay

Hasonléan az Osszeadasnal tapasztalt problémakhoz, itt is kiilonbséget kell
tenniink aszerint, hogy jobbrél vagy balrél végezziik el a szorzast. Amennyiben
balrol szorzunk, tehat vegyiik a 2w szorzatot, a rendezés segitségével elérhetjiik,
hogy egy w-hoz hasonl6 halmazt kapjunk. Ugyanakkor, ha tekintjik az 1w +
lw oOsszeget, ezzel elGallitunk egy 10 rendezést igényl6 halmazt, amely eltér a
kordbban megtalalt w halmaztol.
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4.3.3. Rendszamok hatvanyozasa

Ahogy a rendezett Osszeadas a rendezett szorzas miiveletéhez vezetett, ugyanigy
hasznaljuk fel a szorzéast a rendezett hatvanyozas definialasahoz [8|. Hasznéljuk
fel a kovetkezs rekurziot: Legyen o’ = 1, tovabba o®*!, ahol a és (3 rendsza-
mok, legyen egyenls o a-val. Ekkor definialjuk o’-t az sszes o alakt rendszam

szuprémumaként, ahol v < . Ekkor igazolhatok a kovetkezd tulajdonsagok:

0“=0
1"=1
Il X a=«

Pt = aPa?

oPr = (aﬁ)v

Itt is meg kell emliteni, hogy — ellentétben a hatvanyozas elemi matematikai ér-
telmezésével — csaktigy mint a szorzés esetén, itt sem teljesiil az Osszes azonossag.
Példaul ha « és 8 rendszamok, akkor («3)” nem egyezik meg a o 3" kifejezéssel.
Igy (2-2)¥ = 4“, ami szintén egy w tipusi rendszam, mig 2¢ - 2¥ = w - w = W

Kezdjiik el az igy bevezetett miveletek segitségével névelni a mar definialt
rendszamokat. Az elsd, amit a felsorolasban megemlitiink, legyen az (N, <) halmaz
rendszama, azaz w. Bz az els6 olyan rendszam, amely tulhalad az 6sszes kordbban
emlitetten. Mi kovetkezik azonban uténa?

Ervelésiinkh6z hasznaljuk az egész szamokon értelmezett fiiggvények halma-
zét, és azon értelmezziik a novekedés nagysagat, mint rendezést |1|. Kénnyedén
talalhatunk a véges rendszamokhoz {1,2,3, ...} alkalamas fiiggvények egy olyan
f1, f2, f3, ... sorozatéat, ahol mindegyik novekedése meghaladja az eléz6ét. A can-
tori eljarast felhasznalva megkereshetjiik ezen fiiggvények ,diagonélis” fiiggvényét,
f(n) = fu(n), amely mindig gyorsabban né az 6t megel6zdknél. Definialjuk ezt a
fiiggvényt az w limeszrendszamhoz tgy, hogy f,(n) = f.(n) = n", igy megtalaltuk
az elsé transzfinit rendszdmhoz tartozo fliggvényiinket. Ezt azonban egybdl koveti
egy ,utodja”, hiszen az w + 1 rendszamhoz is meg tudunk adni egy elegendGen

gyorsan nové fiiggvenyt, legyen f,., = n"!. Erre igazolhato, hogy gyorsabban
fw+1(n)
fw(n)
n — oo. Ekkor viszont az egyre novekvG rendszamok egy egész sorozatara lesz

novekszik, mint barmely korabban leirt fiiggvény, hiszen =n — oo, ha

sziikségiink:
w+lw+2,w+3,...
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hogy kifejezziik az egyre gyorsabban novekvé fliggvényeinket:

warl(n) = nn+1> fw+2<n) = nn+27 fw+3(n) = nn+3> SR

Ezeknek a fiiggvényeknek ismét meg tudjuk konstrualni egy ,diagondlis” fliggveé-

nyét, amely minden eddigit feliilmul:
fn — n2n

Ennek megfelelGen meg kell adni a hozza tartozd rendszamot, amely nagyobb az
eddigi
1,23, ., w,w+1Lw+2,w+3,...

rendszamoknal: Legyen a legkisebb ilyen w-2. Itt azonban nem allunk meg, hiszen
minden eddig felhasznalt g(n) fiiggvénynél tudunk talalni egy gyorsabban novét,
nevezetesen n - g(n)-t. Emiatt tehat az egyre novekvs rendszémoknak egy tjabb
sorozata keletkezik:

w-24+1w-2+2,w-2+3,...

melyeknek szuprémumat kézenfekvs w - 3-nak nevezni. Ez azonban egyre novekvs
rendszamok egy djabb sorozatat inditja el, amelynek fels§ korlatja w - 4 és igy

tovabb. Tekintsiik most az elkésziilt rendszamok kovetkezd sorozatat:

w,w-2,w-3,...

2

melynek fels§ hatara w - w = w? és annak megfelelGje az f 2(n) = n". Bz az

eddigi megfontolasokkal ismét tilszarnyalhato:
W41, +2,0+3, .. Wt w,
ami tjfent novelhets:

WCtw- 2,0 w3t tw4, .ot =w? 2

Ezt természetes modon koveti a hatvanyok egyre magasabb w3, w? w®, ... soro-

zata, és azok szuprémuma w®.

A folytatas innen mar jol lathato, csupan az elnevezési készségiinket teszi pro-
bara. Latvanyosabb eredményt kapunk, ha megprobéljuk ezen hatalmas mennyi-
ségeket valamilyen rendezett médon abrazolni. Talan a legjobb moddja ennek,
ha megprobaljuk a rendszamokat, mint a (0,1) intervallumba tartozo raciona-

lis szamok halmazéit abrazolni a < rendezéssel. Ennek megfelelGen legyen w a

%7 %, %, ...} halmaznak a rendszama, és ezen halmaz minden elemét reprezen-
talja egy fiiggGleges vonal, melyek hossza tartson nulldhoz, ahogy kozelediink
w-hoz [1].

Amennyiben egy « rendszam igy reprezentalhato, akkor egy a4 1 nagyséagu is.

Els6ként rendezziik az a-t reprezentalo torteket a (0, %) intervallumba, oly modon,
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hogy minden tagot osszunk el kettGével. Ezt kdvetSen, adjuk hozza az igy kapott
rendszerhez az %—pontot, mint o + 1 reprezentansat. Amennyiben a; < ay <
a3 < --- mind reprezentalhato, akkor a szuprémumuk is. Ehhez rendezziik a;-et
a (0, %)—be, ar-ta (s, %)—be, az-at a (%, %)—ba és igy tovabb, végiil tegyiik a helyére
az gy elkészitett aq, o, ais, . . . rendszer szuprémumét, az l-et. Igy dbrazolhatjuk

akar az w* rendszamot is, a racionalis szamok megfelelg halmazaval [1]:

SRRERRRCAL

4.4. A kontinuumbhipotézis

A rendszamok megfoghatatlansaganak eddig jopar példajat lattuk, de fontos
kihangstlyozni, hogy ezek mind megszamlilhato, vagy megszamlalhatoan vég-
telen rendszdmok voltak. Magatol értet6d6 a kérdés, hogy — mint a halmazok
nagysaganal — ezzel a megkozelitéssel lehet-e vajon ennél messzebb jutni a végte-
len fogalomkorében.

Mindenekel6tt fontos megjegyezni, hogy értelmezhets a rendszam szdmossaga,
hiszen adott rendszamu halmazok koézt nemcsak bijekcio, hanem specidlisan ren-
dezéstartd bijekcio is létesithets. Az egyértelmiiség érdekében adjuk meg az «
rendszam szamossagat, mint a legszimpatikusabb @ reprezentans szamossagat.
Ebbdl kovetkezik, hogy nagyobb rendszam szamossaga is nagyobb, vagy egyenls
kell legyen, hiszen, ha o < /3, akkor az ket reprezentalé halmazokra @ C 3, igy
|a| < |B|. Tekintsiik ezt kovetden az alabbi tételt [3]:

4. Tétel. Van nem megszamldlhato rendszam.
Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az 0sszes rendszam megszamlalhato. Legyen to-

vabba az (A, <) jolrendezett halmaz rendszdma «. A feltevés szerint |af < N,

tehat létezik A-bol a természetes szamok halmazéba hato injekcio. Ekkor ez a
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megfeleltetés bijekcio a B C N és az A halmazok kozt. Mivel a természetes szamok
minden részhalmaza jolrendezhetd, igy izomorfizmus is létesithets. Tehat minden
a rendszamhoz taldlunk egy (B, <) jolrendezett részhalmazt N-ben, amelynek a

rendszama szintén a. Legyen ekkor:
U={(B,<): BCN},

ahol (B C N) jolrendezett. Ekkor U minden eleme egy rendezett par, amelynek
elsG eleme egy B C N halmaz, a masodik pedig B x B részhalmaza. Tehat a
részhalmaz axiomat kihasznalva, U részhalmaza a két halmaz hatvanyhalmazai
Descartes szorzatanak. Ezt kdvet&en gytjtsiik a H halmazba U Gsszes elemének
rendszamat. Az indirekt feltevés szerint igy megkapjuk az Osszes rendszamot.
Ugyanakkor ezen rendszdmok egy jolrendezett halmazt is alkotnak, ha rendezés-
nek a rendszam osszehasonlitast vessziik. Tehat H izomorf egy « elem altali valodi
kezddszeletével, ami ellentmondéas. [

Ezzel igazoltuk, hogy talhaladhatunk a megszamlilhato rendszamokon. Ve-
gyiik koziiliik a legkisebbet, és nevezziik el wi-nek, szamossagat pedig Ni-nek.
Ezzel létrehoztuk a legkisebb Ng-nal nagyobb szamossagu rendszamot, de mint a
kordbbi érvelésiink soran, itt is tovabbhaladhatunk — az el6z6 bizonyitashoz ha-
sonloan —, indirekt belathato, hogy létezik olyan rendszam, melynek szdmossaga
talmutat Ni-en. Azonban, ha vannak ilyen szamossagi rendszamok, azok koziil is
ki tudjuk valasztani a legkisebbet, wo-t, melynek szdmossigat nevezziik No-nek.
Ezzel az eljarassal a transzfinit rendszamok egy rekurziojahoz juthatunk. Kérdés
akkor meriil fel, ha megprobaljuk a korabban megismert kontinuum szamossa-
got elhelyezni ebben a felsorolasban. J6 lenne, ha a két eljaras altal elGallitott
megszamlilhatatlan halmaz (N halmaz 2% részhalmaza és a most elGallitott N;)

ugyanazt a szamossagot reprezentalndk, azaz:
2% =N,

Ezt a problémat mar Cantor is felismerte 1883-ban. Az allitast kontinuum hipo-
tézisnek nevezte, mely igazsagtartalmanak eldontése azonban az emberi teljesito-
képesség hataran nyugszik. A huszadik szdzadban ugyanakkor két nagy attorés is
tortént annak megértésében, hogy mi igazolhato egy-egy jol valasztott rendszer-

ben, amelyek segitettek megmutatni a kontinuum hipotézis nehézségét.



5. fejezet

Meddig tart a végtelen?

Ennek a kérdésnek a kutatésa a huszadik szdzad soran tobbszor is Gj erdre
kapott. Amikor a végtelenrdl beszéliink a matematikaban, valéjaban modszere-
ket értiink alatta [6]. Ahogy korabban lattuk, a halmazelmélet axiomatizalasat
megel§z6 ,naiv”’ halmazelméletben viszonylag konnyd volt olyan paradoxonokra
jutni, melyek az akkori tudas szerint nem voltak feloldhatok.

Ezekbdl az id6kbol szarmazik egy kérdés: Milyen szerepet is tolt be a végtelen a
matematikiban? Amennyiben az eddig vazolt gondolatmenetek mentén tekintjiik
a fogalom alakulaséit, konnyen megallapithatjuk a matematikai végtelen harom
szintjét: a megszamlalhato végtelent, a kontinuumot és a halmazelmélet tanul-
manyozasa soran felmeriil6 magasabb végteleneket. Az elsG végtelen mennyiséget
minden korabbi emlitése soran valamilyen modon egy indukcios 1épés segitsége-
vel allitottuk el6, és e modszer segitségével a vizsgalt végtelen mennyiségekrol
bizonyos kombinatorikai és egyéb matematikai allitasokat is tudunk igazolni. A
cantori eredmények azonban az w rendszam segitségével az indukcios felépitést
egy egészen Uj szintre emelték. A matematikai végtelen kdvetkezs szintje a kon-
tinuum, az analizis végtelenje, amely kifejezi a tér tetszéleges feloszthatosagat és
vég nélkiiliségét. A halmazelmélet segitségével lehetGség nyilt arra, hogy végtelen
mennyiségeket elegendGen nagy szamossagokkal lathassuk el, sGt akar a rendsza-
mokat is alkalmas rendezhets végtelen halmazokra megfogalmazhassuk. Cantor
kontinuum hipotézise azonban a valés szdmok halmazanak egy kiilonleges, ren-
dezett felépitését jelentené Cantor transzfinit szdmainak tiikrében, amely sarka-
latossa valik a matematikai vizsgalatok soran. A kontinuum hipotézis vizsgalata
1j modszereket hozott a huszadik szazadi halmazelméleti kutatdsokban. Hilbert
ugy gondolta, hogy a halmazelmélet axidmainak megfelel§ valasztasaval, azokbol
a halmazelmélet minden allitdsa igazolhato, tovabba belathato, hogy a formalis
logika szabalyai szerint ezen az titon sohasem kaphatunk ellentmond¢ allitasokat.

Kurt Gédel (1906-1978) ennek megfelelGen hatalmas eredményt ért el azzal, hogy
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1940-ben sikeriilt igazolnia, hogy a kontinuum hipotézis nem cafolhato a lefekte-
tett axiomarendszer alapjan. Godel ehhez az tigynevezett modell-modszert hasz-
nalta. Elkészitette a halmazelmélet axidomdéinak egy olyan modelljét, amelyben
a kivalasztasi axiomén kiviil a kontinuum hipotézis is igaz. Amennyiben viszont
létezik ilyen modell, akkor a halmazelméleti axiomakbol nem vezethetsk le az alli-
tasok tagadasai. Godel érvelése két lehetséges utat hagyott a kontinuum hipotézis
igazsagtartalmanak ellenérzésére: a kontinuum hipotézis vagy direkt kdvetkezmeé-
nye a ZFC axiémarendszernek, vagy pedig attol fiiggetlen. A masodik esetben azt
is igazolni kellene, hogy a kontinuum hipotézis tagadasa sem vezethets le az axi-
6marendszerb6l. Az tjabb attorésig tobb mint hisz évet kellett varni. 1963-ban
Paul Cohen (1934-2007) szintén a modell modszer segitségével megmutatta a kon-
tinuum hipotézis fiiggetlenségét. Godellel ellentétben azonban 6 nem egy modellt
hozott létre, amelyben az allitas fiiggetlenségét vizsgélta, hanem egy modszert,
amellyel a halmazelmélet szamtalan modelljét meg lehet konstrualni. A modszer
a Forszolds nevet kapta. Cohen felfedezése 1j 16kést adott a halmazelméleti ku-
tatasoknak |12].

A kutatasok egyik irdnya, példaul a Godel eredményeibdl felépithetd, ellent-
mondasmentes Univerzum létezése. Ez kovetkezik Godel fogalmi realizmusabol
és filozofiai nézépontjabol [6]. Ennek megkozelitésére megprobalhatjuk felallitani
halmazok egy hierarchikus modelljét [5]. Az igy ,rétegzett” formalis V' univerzum
a halmazok |J, V, rendszerével irhato le, ahol Vj = 0, V4, pedig V,, hatvany-
halmaza. Tovabba a d-hoz hasonlé limeszrendszamokra legyen Vy az Gsszes olyan
V! halmaz uni6ja, amelyekre tejesiil, hogy V. rendszama kisebb §-nal. Egy adott
X halmaz esetén nevezziik X rangjanak azt a legkisebb a-t, amelyre X V, rész-
halmaza. Tekintsiik az Osszes w-nal kisebb, azaz véges rendszamu halmazok V,
halmazat. = halmaz egyik specidlis tulajdonsidga, hogy zart barmely részhalma-
zanak hatvanyhalmazara nézve, azaz mindegyiket tartalmazza. Amennyiben egy
V,, halmazra teljesiil a fenti tulajdonsag valemely a rendszamra, akkor a rendsza-
mot elérhetetlennek, vagy masnéven nagy kardindlis-nak nevezziik, mivel ,nem
érhets el”. Igy a korabban definidlt w az elsé nagy kardinalis. Erdemes megje-
gyezni, hogy amennyiben a ZF rendszerbdl elhagyjuk a végtelen axiémét, akkor
méar nem tudjuk belatni, hogy létezik olyan x nagy kardinélis, melyre igaz, hogy
k > «. Amennyiben megtartjuk az axiémat, egyre névekvs kardinalisokat kapunk,
amely mind elkeriilhetetlen, amennyiben a végtelent probaljuk kozeliteni.

Az Univerzum kiilonb6z6 modellekkel valdo megkdzelitése , egyre gazdagabb
és mégis jol megalapozott eredményekhez vezetnek. A végtelen fogalomkorében
orokérvényi Hilbert allitasa, miszerint a matematikusok sohasem fogjak elhagyni

azt a paradicsomot, amelyet Cantor teremtett nekik.
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