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El6sz6

A hiperbolikus sikgeometria legismertebb modellje a Cayley-Klein-féle kérmodell. Tanul-
méanyaim soran vilagossa valt szdmomra, hogy ez a modell nagy mértékben megkdnnyi-
ti a hiperbolikus geometria megértését amellett, hogy annak ellentmondasmentességét is
igazolja. Ezért dontéttem amellett, hogy szakdolgozatomat ebbdl a témabol irom. Dolgo-
zatom célja a legalapvetébb modellbeli szerkesztések targyalasa.

Dolgozatom a kiovetkezGképpen épiil fel: elGszor felvazolom a modellbeli szerkesztésekhez
sziikséges legalapvet&bb projektiv geometriai alapismereteket. Ezt az attekintést kovetGen
roviden bemutatom a Cayley-Klein-féle kormodellt. Végiil ismertetem a modellben elvégezhetd
fontosabb szerkesztéseket.

Dolgozatom els6 részében a projektiv geometriai alapokat tekintem at. Mindossze az
a célom, hogy a modell és a modellbeli szerkesztések szempontjabol relevans definiciokat
és tételeket ismertessem.

A mésodik fejezetben bemutatom a Cayley-Klein-féle kormodellt és annak egybevigosagi
transzformacioit. Kiilon is kitérek a modellbeli tengelyes és kdzéppontos tiikrozésekre.

A harmadik fejezetben targyalom a modellbeli szerkesztéseket. ElGszor a szakaszfelez6
merdleges szerkesztését, majd a szogfelezd szerkesztését irom le. Ezt kivetGen pedig olyan
szerkesztéseket végzek el, melyek a korrespondealas fogalmara épiilnek. Annak megfelelGen,
hogy a modellsikban a tekintett egyenesek hogyan helyezkednek el egyméshoz képest,
harom lehet&ség adodik, melyeket kiilon-kiilon targyalok.

El6szor azt az esetet tekintem, melyben a két egyenes metszi egymast, és bemutatom a
korrespondeald pontok szerkesztésének modjat. Ehhez kapcsoloddan a metszé egyenessereg
korrespondeal6 pontjainak szerkesztését is leirom, mely a modellbeli koér fogalmahoz vezet.

A masodik lehetséges eset az, ha a tekintett egyenesek parhuzamosak. Ennek tar-
gyalasa soran elGszor a modellbeli parhuzamossagot definidlom, majd megszerkesztem a
két parhuzamos egyenes két korrespondedld pontjat. Végiil a modellbeli pArhuzamos egye-
nessereg korrespondeald pontjainak szerkesztését végzem el, mely a paraciklust adja a

modellben.



Az utols6 esetben, amelyben a tekintett egyenesek a modellben nem metszik egymast
és nem is parhuzamosak, elGszor szintén megszerkesztek a két egyenesen korrespondeald
pontokat. Ezt kdvetGen pedig bemutatom, hogy ez a szerkesztés egy adott egyenesre
merGleges egyenesseregen hogyan vezet el a modellbeli hiperciklushoz.

A dolgozatban szerepld abrak szerkesztéséhez a GeoGebra programot hasznaltam.

Exziton szeretnék készonetet mondani témavezetdmnek, Verhoczki Laszlo tandr drnak, aki
tuddsdval, tandcsaival és preciz korrekturdival nélkilézhetetlen segitséget nyujtott ahhoz,

hogy szakdolgozatom ebben a formdban létre tudjon jonni.



1 Projektiv geometriai alapok

Ebben a fejezetben a Cayley-Klein-féle kérmodell targyalasdhoz sziikséges projektiv ge-
ometriai fogalmak és tételek Osszefoglalasara keriil sor. A kimondott tételek bizonyitésai
megtalalhatok Hajos Gyorgy Bevezetés a geometridba cimd konyvében (lasd [1]), illetve
Verhoczki Laszlo Projektiv geometria cimi jegyzetében (lasd [5]). A kifejtés soran — mely-
ben e két mire tAmaszkodom — igyekszem a dolgozat tovabbi részéhez sziikséges ismeretekre
koncentralni, és ennek megfelel§en strukturalni ezt a fejezetet.

Miel6tt a projektiv geometriai alapismeretek targyalasaba belekezdenék sziikséges
bevezetnem néhany alapfogalmat és jelolést.

Legyen adva egy o halmaz, melyet siknak neveziink. A ¢ halmaz elemeit pontoknak
nevezziik és latin nagybetiikkel jeloljik. A o részhalmazait alakzatoknak hivjuk, ezen
részhalmazok egy kitiintetett fajtdja az egyenes. Az egyenesek jeldlése latin kisbettikkel
fog torténni, az egyenesek Osszességének halmaza pedig legyen £. Egy A pontrol akkor
mondjuk, hogy illeszkedik az e egyeneshez (rajta van az e egyenesen), ha A € e.

Ha C' és D két nem azonos pont, akkor (C, D) jeldlje azt az egyenest, amelyen a C' és
a D pont is rajta van. Ha f és g egyeneseknek létezik kozds pontja, akkor metszé egyene-
seknek nevezziik Gket, a kozos pontot pedig metszéspontnak mondjuk. Harom kiilonh6z6
pontot kollinearisnak neveziink akkor, ha azok egy egyenesre illeszkednek.

Ezen fogalmak tisztazasa utan most ratérek a projektiv geometria bemutatasara illetve
alapjainak leirasara.

A projekcio szo jelentése vetités. Ha térbeli alakzatokat szeretnénk a sikon dbrézolni,
akkor altalaban vagy a paralel vagy a centralis vetités modszerét alkalmazzuk. Az emberi
szem a centréalis vetitésnek megfelel6 modon alkot képet a kiilvilag targyairol. Igy tehét
mar hosszt ideje fontos az embereknek a centralis vetités torvényszertiségeinek feltarasa.
A centralis vetités Osszefiiggések vizsgalata soran sziiletett egy matematikai elmélet, a

projektiv geometria.



A projektiv geometria targyalasdhoz mindenekelstt be kell vezetniink néhany aj fogal-
mat. Ezek utan ratérek majd a centralis vetités problémajara, mely a projektiv geometria

sziiletéséhez vezetett.

Definici6. Jelolje T' az euklideszi tér egy tetszéleges pontjat. Sugarnyaldbon a 7T-n atha-
lado egyenesek E(T') Osszességeét értjik. A T pontot ezen sugarnyaldb tartopontjanak

nevezziik.

Definicié. Legyen adott egy T pont és egy azt tartalmazo6 o sik. A o sikra és a T pontra

egyarant illeszkeds egyenesek £(o,T) halmazat sugarsornak mondjuk.

Definici6. Egy adott h egyenessel parhuzamos egyenesek seregét parhuzamos egyene-

sosztalynak nevezziik és £(h)-val jeloljik.

1.1 A centralis vetités problémaja

Konnyen belathato, hogy a centralis vetités — a paralel vetitéssel ellentétben — nem ad
bijektiv megfeleltetést két sik kozott. Tekintsiik az euklideszi térben az egymaéast metsz6
o1 és oy sikokat, valamint egy C' pontot, melyet nem tartalmaz egyik sik sem. A oy sikot
képezziik ra a o, sikra gy, hogy a o7 egy tetsz6leges P pontjahoz a (C, P) egyenes és a o9
sik metszéspontjat rendeljitk hozza. A P’ = (C, P) N o, pontot a P centralis vetiiletének
nevezziik. Az itt megadott hozzarendelést a oy és o9 sikok kozotti C' kozéppontt centralis
vetitésnek nevezziik, (a C' pont vetitési centrum).

Vegyiik a C'-n a&tmend, oo-vel parhuzamos o3 sikot és annak o;-el valo metszésvonalat.
Tekintsiink az igy kapott ¢ egyenesen egy tetszéleges () pontot. Azt kapjuk, hogy a t =
(C, Q) egyenes parhuzamos a o, sikkal, igy tehat @-nak nincs centralis vetiilete a oy sikon.
Lathato tehat, hogy a centralis vetités nem ad bijektiv megfeleltetést az euklideszi tér oy
és 0 sikjai kozott.

Tekintsiink a o, sikban egy olyan ¢-tol kiilénb6z6 a egyenest, melyre illeszkedik Q).
Ezen egyenes és a C' pont altal meghatarozott (a,C) sik és oo metszésvonalat jelolje a'.

Evidens, hogy az a pontjai a oy sikra tortén6é C' kozéppontu centralis vetités soran az a



egyenesre keriilnek. Az a’ adja tehéat az a egyenes centralis vetiiletét. Ha az a egyenes P
pontjaval kozelitiink Q-hoz, akkor az a’ egyenes P’ pontja egyre tavolabb keriil a o1 N oy

metszésvonaltol.

1. Abra: A oy sik centralis vetitése a o9 sikra

Fontos kiemelniink, hogy mivel az (a,C) sikon rajta van a oy sikkal parhuzamos ¢t =
(C, Q) egyenes, az a’ képegyenes parhuzamos t-vel. Ehhez hasonloan az 6sszes (Q-n dtmend
o1 sikbeli egyenes centrélis vetiiletére is — g kivételével — igaz a t-vel valdé parhuzamossag.
gy tehat megallapithatjuk, hogy a centralis vetités az E(01, Q) sugarsor egyeneseit a o
sik egyméssal parhuzamos egyeneseibe viszi.

A centralis vetités probléméja, hogy ti. a () ponthoz — a ¢ egyenes tébbi pontjahoz

hasonléan — nem tudunk @’ képet rendelni, vezetett a projektiv geometria kialakuldsahoz.

1.2 A projektiv sik szarmaztatasa

A centralis vetités problémaja a kovetkezd otlethez vezetett: Az euklideszi sikot (jelenleg
sikban targyalom a probléméat, a megallapitasok természetesen a térre is kiterjeszthetGek)
ki lehet béviteni tovabbi pontokkal gy, hogy minden egyeneshez hozzarendeliink egy tn.

idealis pontot. Ez az idedlis pont egy végtelen tavoli pontnak tekinthets. Az egymassal



parhuzamos egyenesekhez ugyanazt az idedlis pontot rendeljiik. Tehat a fenti példanal
ez azt jelenti, hogy a Q-n atmend o1-beli egyenesek oy-beli (parhuzamos) képegyeneseinek
idealis pontja a  pont centralis vetiilete a o, sikon. Igy tehat a centralis vetités a kibGvitett
sikok kozott mar egy bijektiv és egyenestarto leképezés lesz.

Egy e egyenes idealis pontjara az I, jelolést alkalmazzuk. Az ideélis pontok parhuzamos
egyenesosztalyokat hataroznak meg. Ezekbdl — és igy az ideélis pontokbol is — értelemsz-
eriien tobb van. Az idealis pontok egy idedlis egyenest (jele: i) alkotnak. A @ projektiv
sik tehat az euklideszi sikbol és az ahhoz hozzavett idealis egyenesbdl all: & = o Ui, A sik
nem-idedlis pontjait kozénséges pontoknak nevezziik.

A projektiv sikon igazak a kovetkezd kijelentések:

(1) Két ponthoz egy és csak egy egyenes illeszkedik.

(2) Barmely két egyenesnek egy és csak egy kozos pontja van.

1.3 A sugarnyalab modell és a homogén koordinatak

A tovabbiakban a projektiv sik sugarnyalab modelljének értelmezését mutatom be. Ehhez
a kovetkezkben tegyiik fel, hogy adott a térben egy & projektiv sik, melyet a o euk-
lideszi sik kibgvitésével kapunk meg: @ = o U¢. Ahhoz, hogy a projektiv sik koordinatait
bevezessiik felhasznalunk egy megfeleltetést a & projektiv sik pontjai és az euklideszi tér
egy sugarnyalabja kozott.

Vegyiink egy T kozonséges pontot, melyre 7' ¢ &. Az euklideszi tér £(T") sugarnyalab-
janak minden egyeneséhez hozzarendelhetiink egy o-beli pontot a kévetkez&képp:

Ha g € £(T) egyenes nem parhuzamos a o sikkal, akkor g-hez rendeljiik hozza a
P = gNo pontot.

Ha h € £(T) egyenes parhuzamos a o sikkal, akkor h-hoz az £(h) parhuzamos egye-
nesosztalynak megfelels I, idealis pontot rendeljiik hozza. (I, € ) Az emlitett I, pont
éppen a o projektiv sik és a h projektiv egyenes metszéspontja lesz.

A fent leirt hozzarendelés egy bijektiv leképezés a sugarnyaldb egyenesei és a @ pro-

jektiv sik pontjai kozott.



A 7 projektiv sik egyenesei és a T-t tartalmazo6 euklideszi stkok kozott is létesithetd
bijektiv megfeleltetés: Ha egy T-hez illeszked6 oy sik nem parhuzamos o-val, akkor o;-hez
hozzarendelhetjiik az e = o1;No-nak megfelels € projektiv egyenest. Ha a o5 sik pArhuzamos

o-val, akkor vele az i idedlis egyenest feleltetjiik meg.

A projektiv sik koordinatazasa a kiovetkezSképp adhatéo meg. A o euklideszi sikon legyen
adott egy (O, 1, j) derékszogt koordinata-rendszer, melynek kezd6pontja az O pont, ortonor-
malt alapvektorai pedig az i és j vektorok. Tekintsiik egy P € o pont O? = xpi+ ypj
helyvektorat. Az ebben szerepls xp,yp egylitthaték a P pont koordinatai.

hivjuk segitségiil. Legyen k = i x j azaz legyen k a o-beli i, j ortonorméalt vektorok
vektorialis szorzata. Tekintsiik az euklideszi tér azon T' pontjat, melyre fennall a T? =k

Osszefiiggés.

Definicié. Ha P € 7 a projektiv sik egy pontja, akkor a (T, P) egyenes iranyvektorait
a P meghatarozo vektorainak nevezziik. Ezen meghatarozo vektorok i, j, k bazison vett
koordinatait a P pont homogén koordinatainak mondjuk.

Megjegyzés: A homogén koordindtak szamszorzotol eltekintve egyértelmiek.

Megjegyzés: Egy idealis pont homogén koordinatai koziil a harmadik mindig 0.

1.4 Kollinearis pontnégyes kettdsviszonya

Definici6. Legyen A, B és C' az euklideszi sik harom kiilénb6z6 kollineéris pontja. Iranyit-

suk az altaluk meghatarozott egyenest, és tekintsiik az 1@ és a @ irdnyitott szakaszok

elGjeles hosszat (ezeket jelolje AC és CB). Az A, B, C pontharmas osztoviszonyanak az
AC

(ABC) = Yol7] szamot mondjuk.

Definicié. Legyen A, B, C, és D négy kiilonbo6z6, kozonséges, kollinedris pont a sikon. A

ABC
pontnégyes kettGsviszonyanak az (ABCD) = E 1B D)) valos szamot nevezziik.
A kettGsviszony a korabban hasznalt iranyitott szakaszok segitségével is felirhato a
AC AD
kovetkez6 alakban: (ABCD) = — : —.
ovetkez6 alakban: (ABCD) OB DB



Mivel a definiciéban kikotottiik, hogy az A, B, C, D pontok kiilénbo6z6ek, ezért a
kettGsviszonyra teljesiil, hogy (ABCD) # 1 és (ABCD) # 0.
Tetsz6leges A, B, C, D pontokra teljesiilnek a kovetkezs Osszefiiggések

(1) (ABCD) = ppey -

(2) (ABCD) = (CDAB).

Definici6é. Az A, B, C, D kollinearis pontnégyest harmonikus pontnégyesnek nevezziik,
amennyiben kettésviszonyuk értékére igaz, hogy (ABCD) = —1.

A tovabbiakban két a kettGsviszonnyal kapcsolatos fontos tételt mondok ki: a Pappos-
tételt és a Teljes négyoldal tételét. A Pappos-tétel kimondasahoz azonban be kell vezetnem
az egyenesek kettdsviszonyanak fogalmaét.

Vegyiink a o euklideszi sikon egy O pontot és rajta athalado, négy kiilonboz6 a, b,
¢, d egyenest. Irdnyitsuk a o sikot és az egyeneseket. A sik irdnyitasaval nyeriink egy
forgasiranyt az O pont koriil, az egyenesek irdnyitdsaval pedig minden egyenesen nyeriink
egy O kezddpontu iranyitott félegyenest. A (a,c)<t jeldlje azt az elGjeles szoget, melynek
megfelel§ elforgatas az a-n kapott félegyenest a c-n kapott félegyenesbe képezi (—m <

(a,c)<t < 7). Hasonloan értelmezziik a (c, b)<, (a,d)<, (d, b)<t elGjeles szogeket is.

Definicié. Az a, b, ¢, d egyenesek kettdsviszonyan az

sin(a, c)<  sin(a, d)<

bed) = :
(abed) sin(e, b)<t  sin(d, b)<

szamot értjiik.

Tétel. (Pappos tétele) Legyenek a, b, ¢, d eqymdstdl kilonbozd egyenesek a o sikon,
melyek egyazon O ponton mennek dt. Legyen e a o sik olyan egyenese, melyre nem
illeszkedik O, és messe az a, b, ¢, d egyeneseket az A, B, C', D pontokban. Ekkor igaz
lesz az (abed) = (ABCD) egyenldséy.

A Pappos-tételbdl kovetkezik az alabbi kijelentés.

Tétel. Adott a o sikon négy nem azonos a, b, ¢, d egyenes. Ezek mindegyike egyazon

O ponton halad at. Legyenek g, €s go a o sik olyan egyenesei, melyek nem illeszkednek

9



O-ra. FEzek messék az a, b, ¢, d egyeneseket rendre az A1, By, C1, Dy illetve Ay, B,
Cy, Dy pontokban. A kimetszett pontnégyesek kettdsviszonydra igaz lesz az (A1 B1C1D1) =
(A2 B2CyDs) egyenldséy.

2. Abra: Kollinearis pontnégyes centralis vetitése

Kovetkezmény: A centralis vetités kettdsviszonytartd a kollinedris pontnégyesek és a

sugarnégyesek esetén.

Definici6. Egy projektiv sik négy egyenese teljes négyoldalt alkot, ha koziiliik barmely
harom nem megy 4t ugyanazon a ponton.

Legyen a, b, ¢, d négy olyan egyenes a & projektiv sikon, amelyek egy teljes négyoldalt
képeznek. Ekkor azt mondjuk, hogy az a, b, ¢, d egyenesek a teljes négyoldal oldalegye-
nesei. Fzen oldalegyeneseknek Osszesen hat metszéspontjuk van. Fzeket a teljes négyoldal
szogpontjainak nevezziik.

Ha két szogpont nem illeszkedik ugyanahhoz az oldalegyeneshez, akkor atellenesnek
mondjuk 6ket. Ilyen szdgpontokat Osszekétve harom tovabbi egyenest kapunk: ezek a
teljes négyoldal atlos egyenesei. Ezen egyenesek metszéspontjait (3 db) nevezziik a teljes
négyoldal atlos pontjainak. Egy atlos egyeneshez tehat két atlos pont és két szdgpont
illeszkedik.

10



3. Abra: Teljes négyoldal

Az alabbi kijelentés a szakirodalomban a teljes négyoldal tételeként ismert.

Tétel. A teljes négyoldal eqy dtlos eqyenesére illeszkedd két szégpont és két dtlds pont
harmonikus pontnégyest alkot.

Megjegyzés: A teljes négyoldal tétele szerint tehat a fenti abran, (ahol A, B, C, D,
E, F aszogpontok, H, I, J pedig az atlospontok,) teljesiil a kovetkezs Osszefiiggés:

(FCIH) = (BDIJ) = (AEHJ) = —1

1.5 Kollineaciék a projektiv sikon

Definicié. A & projektiv sik egy k : @ — @ bijektiv és egyenestartd leképezését a &

projektiv sik kollinedci6janak nevezziik.
Tétel. A projektiv sik kollinedcidira igazak az aldbbi kijelentések:
(1) A T projektiv sik barmely kollinedcidja kettésviszonytarts. (Tetszdleges A, B, C, D

pontnégyes esetén (ABCD) = (A'B'C'D") )

11



(2) Legyen adva két dltaldnos helyzetd pontnégyes (azaz kozilik bdarmely 3 pont nem
illeszkedik egyazon egyenesre) a @ projektiv stkon. FEkkor létezik egy és csak egy olyan

kollinedcio, mely az eqyik pontnégyest a mdsikba viszi.

Megjegyzés: Ha ky és ko a @ projektiv sik kollineacidi, akkor a két kollinedcié egyma-
sutanja — k9 o k1 — is kolline4cio a o projektiv sikon, valamint ha x a o projektiv sik egy

1

kollineacidja, akkor inverze, k=" is az.

Definici6. Adott egy k : @ — T kollineaci6. Azt mondjuk, hogy a & projektiv sik egy ¢
egyenese tengelye a k kollineacionak, ha « a t egyenes minden pontjat fixen hagyja. A &
projektiv sik egy C pontjat pedig a kollineaci6 centrumanak mondjuk, ha x a C pontra
illeszked6 Osszes egyenest fixen hagyja.

Megjegyzés: Az olyan kollineaciokat, melyeknek tengelye és centruma is van, centralis-
tengelyes (vagy centralis-axialis) kollineacioknak hivjuk. Ha egy kollineacio ilyen tipusu,
de nem identikus, akkor a kollinedci6 6sszes fixpontja a centrum valamint a tengely Gsszes

pontja.

Tétel. Egy k centrdlis-tengelyes kollinedciot egyértelmiien meghatdroz annak C' centruma,
t tengelye és eqy letszdleges P, P' pontpdr, ahol P' a P ponl k-ndl nyert képe és C & t.
(C e (P,P), Pé&t)

A fenti tétel a kovetkezGképp bizonyithato:

Legyen adott az allitdsnak megfelelen a kollineaciéo C' centruma, t tengelye, valamint
egy P, P' pontpar. Azt kell belatnunk, hogy ezen adatok ismeretében mér megszerkeszthets
egy tetszéleges A pont A’ képe. Ehhez el6szor tekintsiik a (A, C) egyenest, és ennek a ¢
tengellyel vett metszéspontjat nevezziik T,-nak. Mivel ez az egyenes dtmegy a centrumon,
az A képe is rajta lesz ezen az egyenesen. Ezutan vegyiik a P-t az A-val 6sszekots (P, A)
egyenest, ez az egyenes messe a t tengelyt az M pontban. M € t, ezért a kollineacio M-et
fixen hagyja. Kossiik 6ssze az M = M’ pontot a megadott P’ ponttal. Az igy kapott

(M, P') egyenes és az (A, C') egyenes metszéspontja meghatarozza a keresett A’ pontot.
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4. Abra: Centralis-tengelyes kollineacio

Ha a fenti dbran képzeletben &sszekotjiik a C' és az M pontot, akkor lathato, hogy a
Pappos-tétel kévetkeztében a (CT,PP') = (CT,AA") 6sszefiiggés adodik. O

Definicié. Legyen x egy olyan centralis-tengelyes kollineaci6, melynek C' centruma nincs
a t tengelyen. Vegyiink egy P pontot és annak P’ képét. A A\ = (CT,PP’) kettGsviszonyt
a centralis-tengelyes kollineacio karakterisztikus kettGsviszonyanak nevezziik. (Ez a szam

nem fiigg a valasztott P ponttol.)

Tétel. Ha a k centrdlis-tengelyes kollinedcio karakterisztikus kettdsviszonydra igaz, hogy
A= (CT,PP') = —1, akkor k o k = id5.

Ennek belatasahoz tekintsiink egy a fenti jelolésekkel megadott x kollineaciot, azaz
legyen C' a kollineacié centruma, t a tengelye, P pedig egy tetszéleges P ¢ t, P # C' pont,
melynek képét jelolje P'. A (C, P) egyenes t-vel vett metszéspontjat nevezziik T,-nek.
Tegyiik fel a tételnek megfelelden, hogy A = (CT,PP') = —1. A kettGsviszony kordbban
ismertetett tulajdonsaga alapjan (CT,P'P) = }1 = —1 Tekintsiik a x o s kollineaciot, P’

pont képét jelolje P”. A kettdsviszony allandosaga miatt (C'T,P'P") = —1, a kapott P”

pont ezért megegyezik P-vel, tehat igaz, hogy ko k = id5z. [J

Definici6. Ha egy x centralis-tengelyes kollinedcional a centrum illeszkedik a tengelyre

(C € t) akkor k elnevezése elacio, vagy nyiras.
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5. Abra: Elacié a projektiv sikon

Megjegyzés: Az elacié esetében nem értelmezhets a karakterisztikus kettdsviszony
fogalma.

Ebben az esetben C, t, és egy tetsz6leges P, P’ pontpar esetén a kovetkezGképpen
szerkeszthetjiik egy tetszéleges Q pont Q' képét (lasd: 5. Abra):

Kossiik ossze P-t P'-vel illetve Q-val. A (P, Q) = e egyenes t-vel vett metszéspontjat
jelolje T. Most kossiik 0ssze a T pontot a P pont P’ képével. Az igy kapott egyenest
jeloljiik e’-vel. Mivel T fixpont, P képe pedig P’, az e egyenes képe az ¢’ egyenes lesz. Most
tekintsiik a (@, C') egyenest. Ez az egyenes nmagaba képezddik a  elacionél, mivel &tmegy
C-n. A fentiek alapjan a keresett Q' pontot a (Q,C) és az €’ egyenes metszéspontjaként
kapjuk.
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1.6 Konjugalt pontok egy kiipszeletre nézve

A tovabbiakban feltessziik, hogy a projektiv sikon bevezettiik a homogén koordinatakat.
P pont homogén koordinatai P (x4, 2, x3). Vegylink olyan a;; szamokat (1 < i < j < 3)
melyek nem mindegyike 0, és melyekre igaz, hogy a;; = a;; (Vi,j € [1,3]).

Definici6. A 7 projektiv sik azon pontjainak halmazit melyek homogén koordinatai a

aijxixj = 0

3
= 1

M
2

3
7 =

1

egyenletet kielégitik, masodrendi gorbéknek nevezziik.

A fenti egyenlet egyiitthat6ibol képezhetiink egy

ajq1 Qai2 ais
A= Qg1 Q22 a3
a3y Qg2 ass

szimmetrikus matrixot.

Definicié. Azt mondjuk, hogy egy M maésodrendii gérbe projektiv kupszelet, ha a fent
képezett A matrixra teljesiil, hogy detA # 0 és M # ().

Tétel. Legyen adott a @ sikon 6t dltaldnos helyzetd pont (vagyis 6t olyan pont, hogy kézilik
barmely hdrom nincs egqy egyenesen). Ekkor pontosan egy olyan projektiv kipszelet van,
amely dthalad mind az 6t ponton.

Megjegyzés: A GeoGebra programmal megrajzolhatd az 6t ponton atmend kapszelet.

Definicié. Vegyiink egy M projektiv kipszeletet a @ projektiv sikon, melynek egyenlete
2?21 Z?Zl a;;xix; = 0, valamint egy P(y1,y2,ys) és egy Q(z1, 22, z3) pontot. Azt mond-
juk, hogy P pont konjugalt a @ ponthoz az M-re vonatkozoan, ha a pontok homogén
koordinatai kielégitik a kivetkezs Gsszefiiggést: Z§:1 Z?Zl a;;y;iz; = 0. Jeldlése P ~ Q.

Definicié. Adott a @ projektiv sikon egy M kozonséges projektiv kiipszelet valamint egy
P pont. A P-hez konjugalt pontok altal alkotott egyenest a P pont M-re vonatkozo

polarisanak mondjuk.
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Definicié. Adott a & projektiv sikon egy M kozonséges projektiv kupszelet és egy f
egyenes. Azt mondjuk, hogy a pont, melyhez f Osszes pontja konjugdlt, az f egyenes

M-re vonatkozé polusa.

Definici6é. Adott egy e egyenes és egy M kozonséges projektiv kipszelet a & projektiv
sikon. Az e egyenest a kipszelet érintéjének mondjuk, ha M-nek és e-nek egyetlen met-

széspontja van. Ekkor a kézos pontot az e érintési pontjanak nevezziik.

A konjugaltsagra vonatkozo fontosabb tételek:

Tétel. Vegyiink a & projektiv sikon eqy M kézinséges projektiv kipszeletet, illetve olyan
P,Q nem azonos pontokat, melyek nem illeszkednek M-re. Ezen pontok Gsszekitd egye-
nese messe M-et az A és B pontokban. A P,Q pontok akkor és csak akkor konjugdltak

eqymdshoz az M-re nézve, ha a fent megadott pontnégyes kettdsviszonydra teljesiil, hogy

(ABPQ) = —1.

6. Abra: Egyméshoz konjugalt pontok M-re nézve

Tétel. Adott a T projektiv sikon eqy M kézinséges projektiv kipszelet és eqy rd illeszkedd
P pont. Az M-nek csak eqy olyan érintdje létezik, mely a P pontban érinti M-et. Ez az

érintd megegyezik a P pont poldrisdval.

16



2 A hiperbolikus sikgeometria Cayley-Klein modellje

A modell targyalasdhoz Reiman Istvan A geometria és hatarteriiletei cimii konyvét (lasd
[3]) és Verhoczki Laszlo Geometriai axiomarendszerek és modellek cimi jegyzetét (lasd [4])

vettem alapul.

2.1 A modell leirasa

Vegyiink az euklideszi térben egy o sikot és benne egy O kozépponti, r sugara k kdrvonalat.
A modellbeli sik pontjainak ¢ halmaza a k korvonal altal hatarolt nyilt korlemez legyen,
azaz: 6 ={P €0 |d(O,P) <r}.

A o sik 6sszes egyeneseinek halmazat jellje £. Tekintsiik azokat az £-beli egyeneseket,
melyek két pontban metszik a k kérvonalat. Ezen egyeneseknek a ¢ nyilt kérlemezzel vett
metszetei lesznek a modell egyenesei. A o-beli f egyenesnek tehat megfelel a f=fneé

egyenes a modellben.

7. Abra: A Cayley-Klein féle kormodell

Ezutan definialjuk a modellbeli d : 5 x & — R tavolsagfiiggvényt.
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Legyen A és B a ¢ sik két kiilonb6z6 pontja. Tekintsiik azt a ¢ = (A, B) egyenest
az euklideszi sikban, amelyre mindkét pont illeszkedik. Ezen egyenes k korvonallal vett
metszéspontjai legvenek az M és N pontok. A d fiiggvény A, B pontparhoz tartozo értéke
legyen d(A, B) = |In(MNAB)|, ahol (MNAB) a o-beli kollinearis pontnégyes kettdsvis-
zonyat jeldli, In pedig a természetes alapu logaritmusfiiggvény.

Legyen A tetsz6leges modellbeli pont. Ekkor teljesiil, hogy d(A, A) = 0.

Megjegyzés: A modellbeli d tavolsagfiiggvénnyel kapcsolatban a kovetkezG észrevételek
tehetGk: Legyen A és B az ¢ modellsik két kiilénb6z6 pontja. Mivel A és B egyarant eleme
az M és N pontok altal meghatarozott szakasznak, ezért (MNA) = 44 ¢s (MNB) = 4B
osztoviszonyok értéke pozitiv. Igy tehat az (MNAB) kettésviszony egy szintén pozitiv
valos szam, melynek 1étezik logaritmusa.

Az ismert (MNAB) = Osszefliggés is fennall, valamint tetsz6leges a pozitiv

(NMAB)
szamra igaz, hogy

1
]ln( )| =| — Ina| = |Ina|.

Igy a d(A, B) fiiggvényérték fiiggetlen attol, hogy az (A, B)Nk halmaz elemei koziil melyiket
jeloljiik M-nek és melyiket N-nek.

Megjegyzés: A d(A,B) = d(B,A) osszefiiggeés teljesiilése is ehhez hasonloan kénnyen
beldthato.

2.2 Egybevagosagi transzformaciok a modellben

Ha xk : @ — @ egy olyan kollineaci6 a projektiv sikon, amely a modellkér k koérvonalat
onmagaba képezi, akkor a ¢ nyilt korlemezt is 6nmagéba viszi.

Vegyiink egy egyenest, mely a k hatarkort az N és M pontokban metszi. Tekintsiik
ennek az egyenesnek a r kollinedcional vett képét, ahol k(N) = N’ és k(M) = M. Most
tekintsiink az (M, N) egyenes modellbeli lesziikitésén egy A és egy B pontot. Ezen pon-
tok k kollineacional nyert képei legyenek az (M’ N') egyenes A’ illetve B’ pontjai. Ekkor
a kollinedcié kettGsviszony-tartasa miatt igaz lesz az (MNAB) = (M'N'A'B’) 6sszefiig-
gés. Ekkor viszont CZ(A, B) = J(A’, B’), tehat azt kaptuk, hogy a k kollineacio megérzi a
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modellbeli tavolsagot. A k kollineaci6 6 modellsikra valo lesztikitése tehat egybevagosagi

transzformaciot ad a modellben.

8. Abra: Az (M, N) egyenes és x-nal nyert képe

A modellbeli egybevagosagi transzforméciok a o projektiv sik k£ hatarkort onmagaba

képezd kollineaciéinak a ¢ modellsikra val6 lesziikitései.

2.3 Tengelyes tiikkrozés a modellben

Ebben a szakaszban a modellbeli tengelyes tiikrozést fogom meghatarozni, majd ez alapjan
egy pont tiikorképének szerkesztését bemutatni.

Legyen t egy olyan egyenes, melyre nem illeszkedik a modellkor kozéppontja. Ezen
egyenes P polusit a k korre nézve a kor és a t egyenes metszéspontjaiba htuzott érinték
metszéspontja adja. Ekkor — mivel P konjugalt a t egyenes két pontjahoz (az érintési
pontokhoz) — P konjugalt a t egyeneshez, tehéat ¢t a P pont polarisa.

Vegyiik azt a P kozépponti, ¢ tengelyd s centralis-tengelyes kollinedciot, melynek
karakterisztikus kettdsviszonya: A = —1. A k kollineacié a modellkort 6nmagéara képezi.
Ez a kovetkezGképp lathato be:

Vegyiink egy P-n athalado e egyenest, melynek a k korrel vett metszéspontjai legyenek
M és N (lasd: 9.abra). Tekintsiik a T, = e Nt pontot. T, € t, ezért T, konjugalt P-vel,
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amibsl a (CT.MN) = —1 bsszefiiggés adodik. Igy viszont k(M) = N és k(N) = M
teljesiil, vagyis a x kollineaci6 egymasba képezi az M és N pontokat. A fent belatott
Osszefiiggés tetszdleges P-t tartalmazo egyenesre érvényes, ezért k a modellkort 6nmagaba
viszi.

A k kollineacio kettsviszonytartasa miatt a modellbeli tavolsagot nem modositja.
A k kollineacié tehat egybevagosagi transzforméciot ad a modellben. A t egyenes a k fix
egyenese, és Kok az identitast adja. A fentiekbdl kdvetkezik, hogy a x kollineacié modellbeli

lesziikitése lesz a t egyenesre valo tiikrozés a modellben.

9. Abra: Tengelyes tiikrézés a modellben

A kovetkezSkben egy tetszéleges A modellbeli pont ¢-re vonatkozé tiikkorképét sz-
erkesztem meg (lasd: 10. Abra). A t egyenes polusit a tovabbiakban C-vel jelolom,
mivel ez a pont a modellbeli tengelyes tiikrézésnek megfelel6 centrélis-tengelyes kollineacio
centruma.

Kossiik 0ssze az A pontot a k kollineacio C' centruméval. Az A képe ezen az a egyene-
sen lesz, mert a centrumon &thaladé egyenesek fixek. Vegyiink ezutan egy tetszéleges C-n
atmend az el6bbivel nem azonos egyenest, mely két pontban metszi k-t. Ezek a pontok
legyenek M és N. A korabbiak alapjan vilagos, hogy ezeket a x kolline4cid egymasba
képezi. Most vegyiik azt az e egyenest, mely Gsszekoti M-et, az A ponttal. Ez messe a t

tengelyt a T' pontban. Ekkor viszont ha a T' pontot az N ponttal 0sszekotjiik, megkapjuk
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az e egyenes € képét, mivel T fixpont, N és M pedig egymés képei a k kollineacional.
Ennek az €' egyenesnek az a-val vett metszéspontja lesz az A pont k-nal vett képe, azaz

az A tiikorképe a t egyenesre nézve.

10. Abra: Tetsz6leges A pont t egyenesre valo tiikrozése a modellben

2.4 Kozéppontos tiikrozés a modellben

A modellbeli kézéppontos tiikrozés bemutatasidhoz mindenekel6tt sziikség van annak az
eljarasnak a leirasara, melynek sordn a kor egy tetszéleges bels6 pontjahoz akarjuk megsz-
erkeszteni annak polaris egyenesét.

Kor bels6é pontjanak polarisa

A kovetkezdkben tehat bemutatom, hogy egy k kor adott C bels§ pontjanak is-
meretében hogyan szerkesztheté meg annak polarisa a k korre nézve.

Vegyiink két C-n athaladd egyenest, ezeket jelolje a és b, és messék a k kort az Ay, Ay
illetve By, B, pontokban. Ezen pontok 6sszekots egyeneseit jelolje e, f, g és h. Paronkénti
metszéspontjaikat jeloljiik a kovetkezSképp: enN f = P, gNh=Q. A (P,Q) =t egyenes
messe az a és b egyeneseket a G és H pontokban.

Az e, f, g, és h egyenesek teljes négyoldalt alkotnak, mivel koziiliik barmely haromnak

nincs kozos pontja. Az imént meghatirozott teljes négyoldal atlos egyenesei az a, b, és t
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egyenesek lesznek. A kordbban kimondott teljes négyoldal tétele alapjan tudjuk, hogy két
atlospont és két szogpont kettdsviszonya —1. Ezt a fent meghatarozott teljes négyoldalra
alkalmazva azt kapjuk, hogy (B1B:CG) = (A1 A;CH) = (PQGH) = —1

Az a és b egyenesek két-két pontban metszik a kort, és atlospontjaik harmonikusan
valasztjak el ezeket a pontokat, ezért C' ~ G és C' ~ H adodik (azaz a C' pont konjugalt
a G és a H pontokhoz). Ebbdl viszont kivetkezik, hogy C konjugalt a t egyenes tobbi
pontjahoz is, C' polarisa tehat a t egyenes lesz.

A kor bels6 pontjanak polarisara vonatkozo szerkesztési eljaras ismeretében mostmér

targyalhato a modellbeli kozéppontos tiikrdzés.

11. Abra: Egy belss pont polarisanak szerkesztése

Kozéppontos tiikr6zés a modellben
Tetsz6leges P pont C-re valo modellbeli kézéppontos tiikrozésnél vett P’ képe az

alabbi modon szerkeszthetd.
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A C-re val6 modellbeli tiikrozés az a k centralis-tengelyes kollineaci6 lesz, melynek
centruma C', tengelye a C' polérisa, ¢, valamint karakterisztikus kett&sviszonya A\ = —1. Ez
a kollineacié a k hatarkort onmagaba képezi, emiatt a sigma-ra valo leszikitése egy egy-
bevagbdsdgot ad a modellben. Vilagos, hogy ko k az identitast adja. Emiatt a modellkorre
valo lesziikitése éppen a C pontra torténd tiikkrozés.

Adott kozéppont esetén tehat elGszor meg kell szerkeszteni annak polarisat a fent leirt
eljaras szerint.

Ezutan a P’ pont szerkesztéséhez elGszor kossiik Ossze a P pontot C-vel, tovabba
vegyiink fel még egy, az el6bbitdl kiilonb6z6 C'-n athalado6 egyenest. Ennek az egyenesnek a
modellkorrel vett metszéspontjait jelolje M és N. Ezekre igaz lesz, hogy k(M) = M' = N
és k(N) = N’ = M. Most tekintsiik a (P, N) = e egyenest. Ennek a t tengellyel vett
metszéspontjat jelolje T'. Mivel T' € t, ezért T fixpont.

Most kosstik 6ssze a T pontot az M = N’ ponttal. Ez az egyenes lesz az e egyenes k
kolline4cional vett ¢’ képe. Mivel a (P, C) fix egyenes, ezért ¢ éppen a P pont P’ képét
metszi ki a (P, C) egyenesbdl.

12. Abra: Tetszéleges P pont C kézéppontra valo tiikrézése a modellben
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3 Szerkesztések a Cayley-Klein-féle kormodellben

3.1 Szakaszfelezd merdleges szerkesztése

A modell egy tetsz6leges AB szakaszanak felez6merdélegese korabbi ismereteink felhasznalasé-
val a kovetkezSképpen szerkeszthetd.

Szerkessziik meg az A és B pontokon athaladé t egyenes P polusat a korérinték segit-
ségével. Tekintsiik az A, B pontokon és a pdluson athalad6 egyeneseket, ezeket jeldlje a,
b, és messék a modellkort az A; és By pontokban. Az (A;, B) egyenes és t metszéspontja
legyen C. A C pontbdl a modellkrhéz hizott érinték érintési pontjainak Gsszekotésével

nyeriink egy f egyenest, mely atmegy P-n. (Ez az egyenes a C' polarisa.)

13. Abra: Szakaszfelez6 meréleges szerkesztése

Jelolje k azt a centrédlis tengelyes kolline4ciot, melynek a o nyilt korlemezre vald
lesztikitése az f egyenesre vald6 modellbeli tiikrozés, ahol C' a k centruma, f a tengelye,
karakterisztikus kettGsviszonya pedig A\ = —1. Ekkor igazak lesznek a kdvetkezd egyen-
16ségek: k(Ay) = By, k(B)) = A; (ebbél kivetkezik, hogy) k(a) = b és x(b) = a. Igy
viszont kK(A) = B és k(B) = A. Azt kaptuk tehat, hogy a  kollineacio, vagyis az f
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egyenesre torténd tiikrozés a modellben a ¢ egyenest onmagéra képezi, az A és B pontokat

pedig felcseréli. Ebbdl adodik, hogy az f egyenes éppen az AB szakasz felezGmerdlegese.

3.2 Szogfelezd szerkesztése

Adott szogtartoméanyok felezs egyeneseit keressiik a modellben. Jeldlje az adott szogeket
meghatarozo egyeneseket a és b, és legyen a szogek csticsa a C pont (lasd: 14. Abra).
A szogfelezének azon tulajdonsagat fogjuk kihasznélni a szerkesztés soran, hogy a ra valo
tiikrézés az adott szogek szarait egymésba viszi.

Az a és b egyenesek a modellkort 2-2 pontban metszik, legyenek ezek N,, M,, Ny, M,.
Kossiik 6ssze ezeket a pontokat, és legyen (M, My)N (N4, Ny) = Py és (No, Myp)yN(M,, Ny) =
Py. Ekkor — a 2.4-es szakaszban belatottak alapjan — (P, P») pontjai konjugaltak C-hez,

mivel ez az egyenes a C' polarisa.

14. Abra: Szogfelezd szerkesztése
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Tekintsiik a (P, C) = f1 és (P, C) = f, egyeneseket. A teljes négyoldal tételének al-
kalmazaséaval belathato6, hogy P; polarisa fy és P, poléarisa fi. A mellékelt abra alapjan vila-
gos, hogy az f1, fo egyenesekre torténs modellbeli tengelyes tiikrozések (centrélis-tengelyes
kolline4ciok) az a egyenest b-be, a b egyenest pedig a-ba viszik. Ebbdl adodoan az fi, fo

egyenesek lesznek az a, b metsz6 egyenesekkel meghatarozott szogek szogfelez6i.

3.3 Korrespondeal6 pontok két sikbeli egyenesen

Definicié. Vegyiink két tetszdleges a, b (a # b) egyenest illetve azokon két kiilonb6zs A
és B pontot. Tekintsiink az egyeneseken olyan C' € a és D € b pontokat, melyek az (A, B)
egyenes egyazon oldalan helyezkednek el. Ha fennall a CAB< = D BA< egyenl6ség, akkor

azt mondjuk, hogy az a, b egyenesek A, B pontjai korrespondealnak egymashoz.

15. Abra: Korrespondeald pontok

Megjegyzés: Ha az a és b egyenesek egy M pontban metszik egymast, akkor az A és
B pontok korrespondeédlnak egyméashoz, ha M A = M B. A metsz6 egyenesek egymashoz

korrespondeald pontjai tehat egyenls szara haromszogeket hataroznak meg.

u /

A

B

16. Abra: Korrespondealo pontok két metsz6 egyenesen.
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3.3.1 Korrespondeal6 pontok szerkesztése metsz6 egyeneseken

Legyen a és b a modell két egyenese, ezek messék egymast a C' pontban. Az a és b
hatarpontjait jeldlje: M,, N,, My, és N,. Tetszbleges A € a ponthoz keresiink olyan B € b
modellbeli pontot, ami a korrespondealas feltételét teljesiti. Itt is — mint az euklideszi
geometriaban — teljesiil, hogy a ABC' haromszégben CAB< és ABC< szbgek akkor és
csak akkor egyenlGek, ha a szemkozti oldalak hossza megegyezd.

gy tehat olyan B € b pontra iranyul a keresés, melyre igaz, hogy cZ(A, C) = CZ(B, ).
Ez az Osszefiiggés akkor teljesiil, ha a (M,N,CA) és (M,N,CB) kettSsviszonyok értéke
megegyezo.

Az M, és M, illetve N, és N, pontok Osszekotésével kapott egyenesek metszéspontja
legyen P;. Ezen és az A ponton athalad6 egyenes messe b-t a B; pontban. Ekkor a

Pappos-tétel alapjan igaz lesz a (M,N,CA) = (M,N,CBy) egyenlGség.

17. Abra: Korrespondeald pontok szerkesztése metszé egyeneseken

Ugyanigy kaphatunk egy méasik B, pontot, melyhez a M, és N, valamint az M, és N,
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pontok Osszekotésével nyert egyenesek Pp metszéspontjat hasznaljuk fel. P, és A 6sszekdtd

egyenese kimetszi a b egyenesr6l az A-val szintén korrespondealé B, pontot.

3.3.2 Kor szerkesztése a modellben

Vegyiik a modellben a C, A pontokat. Azt a kort akarjuk megszerkeszteni, amelynek
centruma C' és atmegy az A ponton. Legyen a C' polarisa t. Ha vessziik azt a  kollineaciot,
amelynek centruma C' és tengelye a t egyenes, tovabba fennall x(M,) = A, akkor k(M,) =
By és k(Ny) = By is igaz lesz. Ez az a kollineacio, mely megadja az A-hoz korrespondeélo
pontok halmazat a C' ponton athalad6 egyenessereg egyenesein. Ezek a pontok egyenld

tavolsagra vannak a C ponttdl, ezért egy C kozéppontu kort hataroznak meg a modellben.

/My

18. Abra: Kor a modellben

A C centrumi p = d(C, A) sugart kor megegyezik a k hatarkor  szerinti x(k) képével.
Ismeretes, hogy a kollinedcié masodrendid gérbét masodrendi gérbébe képez.
A modellbeli k(k) kor egy olyan masodrendii gorbe, amely a kor belsejében van. Emi-

att a x(k) gorbe euklideszi értelemben egy ellipszist ad.
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A szerkesztés soran kihasznaltam azt a tételt, mely kimondja, hogy egy mésodrendd
gorbét (jelen esetben ellipszist), meghataroz annak 6t pontja. A szerkesztést a GeoGebra
programmal végeztem, melynek segitségével az 6t darab megszerkesztett pontra ellipszist
tudtam illeszteni. (A paraciklus és a hiperciklus (lasd: 3.3.4. ill. 3.3.6. szakaszok) sz-
erkesztése soran is hasonlo modon jartam el.)

Megjegyzés: Ha a k kollineacio kézéppontja megegyezik a modellkor O kdzéppontjaval,
akkor a fenti modon kapott kor euklideszi értelemben is kor, méghozza a modellkorrel

koncentrikus kor lesz.

3.3.3 Korrespondeal6 pontok szerkesztése parhuzamos egyeneseken

Miel6tt a parhuzamos egyenesek korrespondealé pontjainak szerkesztésébe belekezdek, le
kell irnom, mit értiink parhuzamossdgon a modellben, ehhez pedig sziikség van a megegyez6

iranyt modellbeli félegyenesek fogalmara.

19. Abra: Megegyez6 irdnyt [A, B) és [C, D) félegyenesek
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Jelolje [A, B) az A kezddpontt, B-n atmend modellbeli félegyenest. Vilagos, hogy e
félegyenest meghatarozza az A kezddpont és a modellkoron vett megfelels M pont (lasd:

19. Abra).

Definici6. Két egyazon egyenesre esé félegyenest megegyez6 irdnytinak mondunk, ha az

egyik félegyenes tartalmazza a méasikat.

Definicié. Legyenek [A, B) és [C, D) olyan modellbeli félegyenesek, melyek nincsenek egy

egyvenesen. Ezeket egyméssal megegyez6 iranytinak mondjuk, ha fennallnak a kévetkezdk:

(1) A ket félegyenesnek nincs kozos pontja.

(2) Barmely olyan C' kezdpontu (a [C, D) szartol kiilonbozd) félegyenes, amely az AC D<

konvex szogtartomanyban van, mar elmetszi az [A, B) félegyenest.

20. Abra: Modellbeli egyméssal parhuzamos egyenesek

Megjegyzés: Az [A, B) és [C, D) modellbeli félegyenesek megegyezs iranyuak, ha az
euklideszi értelemben vett félegyenesek altal a modellkéron kimetszett pontok megegyeznek

(lasd: 20. Abra).
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Definici6é. A modellben két egyenest parhuzamosnak mondunk egymaéssal, ha tartalmaz-
nak megegyezé iranyu félegyeneseket.

Megjegyzés: A hatarkor egy pontja meghataroz egy parhuzamos egyenessereget a
modellben.

A tovabbiakban két, a modellben egymaéssal parhuzamos egyenest tekintek, és az egyik
egyenes egy adott pontjahoz szerkesztek korrespondeéld pontot a méasik egyenesen. Legyen
a és b két olyan egyenes az euklideszi stkon, melyek a modellkor kérvonalanak F pontjaban
metszik egymést. Tekintsiik most az a és b egyenesek modellbeli lesziikitésével nyert a és b
egyeneseket (lasd: 21. abra). A definici6 alapjan ezek parhuzamos egyenesek a modellben.

Jelsljiink ki egy A € @ pontot. Ehhez a ponthoz szerkessziink konjugalt pontot b-
n. ElGszér hizzuk meg a korhoz az érint6t az E pontban. Az a és a b egyenesek korrel
vett E-t6] kiilonb6z6 metszéspontjai legyenek Ay és B;. Tekintsiik az (A;, By) egyenest,
ennek e egyenessel vett metszéspontja legyen F. Ebbdl a pontbél hizzuk meg a masik
érint6t a kérhoz. Az igy kapott érintési pontot E-vel 6sszekotve megkapjuk az F' polarisat.

Nevezziik ezt f-nek.

21. Abra: Korrespondealo pontok szerkesztése parhuzamos egyeneseken
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Tekintsiik most azt az F' kézéppontt, f tengelyti centralis-tengelyes kollineaciot, melynek
karakterisztikus kett&sviszonya -1. Ennél a kollineacional A; és By egymaés képei. A pont
képe ennél a kollinedcional a B pont lesz, mely megfelel a korrespondeélas feltételeinek a
kovetkezd megfontolasok alapjan:

Vegyiink fel még egy egyenest, mely F-b6l indul és két pontban metszi a modellkort.
Ez az egyenes az a és b egyeneseket egy-egy pontban metszi, az a-val vett metszéspontjat
jelolje C', a b-vel vett metszéspontjat pedig D. Ekkor igaz lesz, hogy CAB< = DBA<,
mert az f-re valdo modellbeli tiikrozés egymasra képezi az a és a b egyenest valamint az A

és B pontot, az (A, B) egyenes képe viszont énmaga, mivel meréleges a tengelyre.

3.3.4 Paraciklus szerkesztése a modellben

Rogzitsiik a hatarkér egy E pontjat. Tekintsiik a modellben azt a parhuzamos egye-

nessereget, amelyet ezen ' pont hataroz meg.

Definicié. A parhuzamos egyenessereg egy a egyenesén vegyiink egy A pontot. Jeldljiik ki
a tobbi egyenesen az A-hoz korrespondedlé pontokat. Az ezen pontok altal alkotott gorbét
egy paraciklusnak mondjuk.

Az alabbiak soran azt vizsgédljuk, hogy miként lehet elGéllitani az A ponthoz korre-
spondedld pontok gorbéjét, azaz a paraciklust.

Vegyiik azt az ¢ elaciot, melynek tengelye az e egyenes, és centruma az F pont,
valamint az A; pontot A-ba viszi. Ekkor a B; pont képe B lesz. Az elébbiekbdl méar
kovetkezik, hogy a paraciklus nem més mint €(k), vagyis a k& modellkor € elacional nyert
képe.

Az kor szerkesztéséhez hasonloan itt is egy euklideszi értelemben vett ellipszist kapunk,

itt azonban az alakzat (beliilr6l) érinti a hatarkort (14sd:22. Abra).
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22. Abra: Paraciklus a modellben

3.3.5 Korrespondealé pontok szerkesztése nem metszd és nem parhuzamos

egyeneseken

Tekintsiink ismét egy a és egy b egyenest, melyek ezittal két-két kiilonb6z6 pontban metszik
a k modellkdrt. A metszéspontokat jelolje M,, N, valamint M, és N,. Az egyenesek a
koron kiviil taldlkozzanak, metszéspontjukat jelolje C. Ezek az egyenesek a modellben
nem metszik egymast, és nem is parhuzamosak.

Vegylink az a egyenesen egy A pontot. Szerkessziik meg a b egyenes azon B pontjat,
amely korrespondeal A-hoz.

Az (M,, My) és az (N,, Ny) egyenesek metszéspontjat jelolje F'. Most szerkessziik meg
a C pont t polarisat a modellkorre nézve. Ezen az egyenesen rajta lesz az F' pont (mivel a
2.4. szakaszban leirt szerkesztés alapjan latszik, hogy F konjugalt a C-hez). C' polarisanak
az a valamint a b egyenesekkel vett metszéspontjait jelolje T, illetve T;,. Vilagos, hogy ez

a t egyenes a modellben mer&leges az a, b egyenesekre.

33



Kossiik 6ssze az F' pontot az A-val. Az igy kapott egyenes kimetsz egy pontot b-
bél, ezt jeloljiik B-vel. Ekkor a Pappos-tétel miatt fennall a (M,N,T,A) = (M,N,T,B)
egyenldseg, vagyis d(T,, A) = d(T,, B).

Az el6z6ek alapjan mar meg tudjuk szerkeszteni a T,, T}, szakasz f felez6merGlegesét.
Lathato, hogy ez megegyezik az F' pont polarisaval. Hajtsunk végre tengelyes tiikrozést az
f egyenesre a modellben. Ez felcseréli a T, T, pontokat és a t-re meréleges a, b egyeneseket.

Mivel igaz J(Ta, A) = cZ(Tb, B), a tengelyes tiikrozés felcseréli az A, B pontokat. Ez a
transzforméacio a T, AB< és ABT,<t szogeket is egymasba képezi. Az el6bb elmondottakbol

mar latszik, hogy az emlitett szogek egyenlGek, tehat a B pont korrespondeél az A ponthoz.

23. Abra: Korrespondeald pontok szerkesztése nem metsz6 és nem parhuzamos

egyeneseken

Megjegyzés: A modell nem metsz6 és nem parhuzamos egyeneseit ultraparalel egye-

neseknek is szokéas nevezni.
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3.3.6 Hiperciklus szerkesztése a modellben

Definicié. Egy adott t egyenestsl egyenld tavolsagra 1évé pontok halmazéit a ¢t egyenes
egy tavolsagvonalanak hivjuk.

Megjegyzés: A tavolsdgvonalat az euklideszi geometridban az adott egyenessel parhuzamos
egyenespar alkotja. A hiperbolikus sikon és a modellben a tavolsagvonalat hiperciklusnak

nevezzuk.

Definici6. Legyen adott a modellben egy ¢ egyenes. A t-re merGleges egyenesek 0sszességét
egy meréleges egyenesseregnek mondjuk.
Legyen adott egy t egyenes és egy A pont. Szerkessziik meg a ¢t egyenes A ponton

atmend tavolsagvonalat a modellben.

24. Abra: Hiperciklus a modellben

Vegyiik azt a k : ¢ — T kollineaciot, melynek C' a kozéppontja, a C' pont polérisa a

tengelye, tovabba az M, pontot az A pontba viszi. Tekintsiik a 24. Abrat. Vilagos, hogy
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fennall k(M,) = B is. A fentebb belatottak alapjan az A és B pontok ¢ egyenestdl vett

tavolsaga is allando, és a J(Ta, A) tavolsaggal egyenls. A k modellkér k kollinedcional vett

képe megadja a t-t6l d(T,, A) tavolsagra lévé pontok halmazat, vagyis a hiperciklust.
Fontos azonban megkiilonboztetni a k(k) ellipszis t egyenes folotti illetve ¢ alatti részét.

Val6jaban az A ponthoz korrespondeald pontokat csak a felsd iven talalunk.
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