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Bevezetés

Ha adott elemszamu halmazt, mint alaphalmazt tekintiink, s vessziik bizonyos részhalmazait,
melyeket elemeiként tartalmaz, akkor halmazrendszerhez jutunk. A dolgozat f6 problémaja
mindig  szamossagukkal kapcsolatos  (leginkabb  felsd) becslés lesz;  extremalis
halmazrendszereket keresiink tehat. Az 1. fejezet utan, mely fontosabb alapfogalmat tartalmaz,
a 2. fejezetben metsz6 halmazrendszerckre vonatkozo nevesebb becslések szerepelnek; a
metszdségen til a metszet méretére vagy egyéb tulajdonsagara, példaul paritdsdra vonatkozd
tételeket is latni lehet. A becslésekre megfogalmazott tételek mentén legfontosabbként az
Erdés—Ko-Rado tételhez jutunk el; itt tovabbi kikotés, hogy barmely két elem metsz6 és
minden halmaz ugyanannyi elem, legalabbis azon valtozata, mely e néven kozismert, s mellyel
egészen a 4. fejezetig talalkozunk. E tételt jarja kortl a 3. fejezet. A tétel altalanosithato, s
kiillonféle eszkoztar vonul fel bizonyitasara. A 4. fejezetben a Sperner-rendszerek ismertetésére
keriil sor, melyekben az a tovabbi tulajdonsag teheté fel, hogy elemei, az alaphalmaz
részhalmazai nem tartalmazhatjdk egymast paronként sem. Természetesen itt is eldkeriil az
Erdés—Ko—Rado-tételt, pontosabban szdlva eredendéen ezzel a tulajdonsaggal fogalmazodott a
tétel. Az 5. fejezetben a keresztben metszéssel talalkozhatunk.

Ezuton szeretném kdszonetemet kifejezni SzOnyi Tamas tanar Grnak a témavezetésért és a
konzultaciokért, valamint Héger Tamas tandr urnak a tanacsokért.



1. Alapfogalmak

Jelolés F (¢és altaldban a vastag betil): halmazrendszer (kivéve: R: valos szdmok, Z: egész
szamok),
A, B (és altalaban a nagybetii): alaphalmaz, részhalmazok; a halmazrendszer elemei,
n (és altalaban a kisbetil): a halmazok elemszama, illetve elemeik.

1.1. Definicié6 Egy V := {1, ..., n} alaphalmaz részhalmazainak olyan 0sszességét, melynek
elemei V részhalmazai, csalddnak nevezziik.

A halmaz fogalmaval ellentétben itt egy elem tobbszor is eléfordulhat. Ha a csalad
alaphalmazbol legfeljebb kételemii, nemiires részhalmazokat tartalmaz, akkor (iranyitatlan)
grafnak is nevezhetjiik. Mivel A; = A, megengedett nemcsak i = j —re, ezért tobbszords €lt is

tartalmazhat, ill. egyelemi részhalmazok is lehetnek, igy hurokél is.

1.2. Definicio V feletti F halmazrendszeren egy V alaphalmaz részhalmazainak olyan
halmazat értjiik, melynek A; elemei V részhalmazai, s melyre i # j esetén A; # A .

Masképp: F < 2', V hatvanyhalmazanak egy részhalmaza, mivel F nem sziikségszeriien
tartalmazza V alaphalmaz 0sszes részhalmazat, csak koziilik bizonyosakat. (A hatvanyhalmaz

P(V) -vel, ill. 2" -vel is jeldlhet8.) [V| = n esetén V —nek 2" részhalmaza van.
Halmazrendszerek és kételemii részhalmazok esetén a hurok- és tobbszoros éleket kizarjuk,
azaz az egyszerii grafokat kapjuk vissza, igy nevezhetjik a halmazrendszereket egyszerii
hipergrafoknak, ahol F elemei az élek, V elemei a cstcsok.

1.3. Definici6 Ha F < 2',F ={A_, ..., A} é Vi:|A,| = k akkor F—et k-uniform
Vv
halmazrendszernek mondjuk. A k-uniformitas mas jelolése: F C [kj Hasonloéan F —et r-

regularisnak nevezziik, ha minden x € V —t pontosan r darab A, € F tartalmaz.

1.4, Definicio Az F halmazrendszert t —metszének nevezziik, ahol t > 1 egész, ha
VA,A eFIIANA| 2t

Késébb hasznaljuka t = 0 esetet is, ekkor semmilyen feltétel sincs a metszetekre.



2. Metsz6 halmazrendszerek

Ebben a részben a paronként nem diszjunkt halmazokat tartalmaz6 halmazrendszereket nézziik
meg fels becslést adva. Az alabbiak foként [8] és [10] —ben foglaltak szerint késziiltek.

2.1. Tétel (de Bruijn—Erdés) Legyen V alaphalmaz, V| = n > 1{A,,...,A }=Fc 2,
m>1 Vi:|A,| 2 2, F# {V} olyan halmazrendszer, ahol ¥V x, # x, € V-re 31 A;:
X, X, e A, = m 2 n,

Megjegyzés Ha m = 1 el6fordulhatna, akkor F = {V} egyelemii halmazrendszer lenne,
szemléletesen, egyetlen egyenes lenne, mely tartalmazna az Gsszes pontot a halmazbo6l (1d. tétel

utani részt). Az |A;| = 1 esetek csak novelik m —et, s hogy a bizonyitasban ne zavarjanak, a
tovabbiakban feltettiik, hogy |[A.| > 1. Az m = n esetét részletesebben 1d. a 2.4. Tételnél.

Bizonyitas (Conway) Indirekt tegyiik fel, hogy n > m. Azért nem n > m —et tesziink fel,
mert igy |A; N A;| = 1 is teljesiilhet, ha az ,,indirekt bizonyitas” végén egyenl8ségre jutnank,
s n = m esetére is valaszt ad.

Jelolje d(i) az i elemet tartalmaz6 A ; halmazok szamat.

Ha Ji:d(i) = m,azaz VA, -re i € A;,az A; halmazok i-ben metszik egymast. Eme i
¢és az A halmazok tovabbi egy — egy eleme meghatirozza az A; halmazt a tétel feltétele
alapjan, s mas halmazban nem lehet 1 ¢és az adott A, -t meghatirozé elempar. Vegyiink
tetsz6leges A, A, halmazt, i # x; € A, i # X, € A, elempart! A tétel feltétele miatt
ezen X,, X, -hezis 31 A,: x,, X, € A,,deezaz A, istartalmazza i -t, igy két halmaz is
van, melynek eleme i, X, :Aj és A, ami pedig ellentmondas, tehat Vi: d(i) < m.
Tetsz8leges i ¢ A esetén d(i) > |A;|, hiszen ha rogzitiink egy i ¢ A, -t, akkor pontosan |
Al darab i-tésaz A, halmaz pontosan egy elemét tartalmazé halmaz van; ekkor d(i) = |A |,
ha pedig vannak olyan i -t tartalmazo A, -k, melyekre A, N A;= O, akkor szigort
egyenldtlenség teljesiil. (Innen lathaté az is, hogy |A;| = n -1 esetén biztosan teljesiil a
tétel) A d(i) = |A;| egyenl6tlenséget az

n > m egyenldtlenséggel szorozva, mindkét oldalt nm —bol kivonva kapjuk:

nm-nd(i) < nm-m A, ],

1 1 o m n
, masként: >

n(m—d(i)) - m(n—| A, ) m-d@i)  n-|A

il

(m —d(i)) —vel a feljebb leirt d(i) = m eset kizdrdsa miatt, (n—|A[) -vel a tétel kimondésa
utan kizart m = 1 eset miatt oszthatunk. Ha 6sszeadjuk ezeket Vi ¢ A ; esetén, akkor

Z z —m—n:j(i) > Z z nA teljesiil,

i1 igA, NPT n—| j|
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ahol az egyenl6tlenség bal oldalan 1 —t rogzitve kerestik A ; -ket, jobb oldalan pedig A ; -t

rogzitve szamoltuk 6ssze i—ket.

m m
Bal oldalon: — = ahol ———— nem flgg j-—
igZA‘; m—d(i) Z,: J; m— d(l) m—d(i)
t61, és
m m
—— — = (ilyen j—kszama = m—d(i) ) ————. Innen
,-;_ m—d(l) m—d(i)
> > = > m=nm
i JigA; m-— d(') i
Jobb oldalon hasonloan
> => > , ahol
izA; n— j ifigA; n- | j
(az i—kszama = n—| A |) - n = z n s igy
: n—| Aj | iligA; n—| Aj ’
> > = > n=nm,
i digA _|A | j

Itt az 6sszegek azonos mennyiségek dsszeadasabol adodnak, s azt is lathatjuk, hogy az
m

_ 2
m—d(i) n—| A

il

egyenldtlenségben Vi ¢ A, -re egyenlbtlenség teljesiil. Innen

latszik, hogy

n > m és d@i) > |A;| miatt, hogy n = m, ill. Vig A;-re d(i) = |A;] [
Han=q?+q+1, VA, -re |A;| = g+1 mindenelemet g+ 1 halmaz tartalmaz, azaz
d(i) =

=qg+lé VA, A ra|ANA, | # O, akkor is biztosan teljesiil az egyenldség. A leirtak

éppen a (-rendil véges projektiv sikot adjak. E véges projektiv sikokrol diohéjban tekintjiik at a
legfontosabb ismereteket [2] nyoman.

V halmaz elemeit pontoknak, F elemeit egyeneseknek fogjuk nevezni. Ekkor

P1 Barmely két ponthoz pontosan egy olyan £ € F egyenes taldlhatd, melyben mindkét pont
benne van.

P2 Barmely két egyenesnek pontosan egy ko6zos pontja van.

P3 Barmely egyenesnek legalabb 3 pontja van.

P4 Barmely pontot legalabb 3 egyenes tartalmaz.

A Pl — P4 axiomanak eleget tevé (V, F) parokat projektiv sikoknak nevezziik. Mivel V
véges, igy véges projektiv sikokrol lesz sz6. Masképp: egy projektiv sik véges, pontosabban q
—rendi, ha igaz ra a végességi axioma; 3¢ € F, || = q+ 1. Megfogalmazhat6 mintegy az
5. axidma:

P5 Van 4 olyan pont, amelyek koziil semelyik 3 nincs egy egyenesen.

A P3, P4, P5 axiomak azt a célt szolgaljak, hogy a ,,degeneralt struktirakat” kizarjak, agymint
a) egyetlen egyenes van, mely minden pontot tartalmaz, vo. 2.1. Tétel utan leirt m = 1 eset,



b) Jv € V pont, melyre V \ {v} € F (azaz egyenes), a tobbi egyenes kétponti és
tartalmazza v —t, vagyis {v, x} alakuak, ahol v # Xx e V, vo. de Bruijn — Erdds tétel
bizonyitasanal leirtakkal.

Véges geometriabol ismert, hogy ha egy (V, F) parra teljesiil P1, P2, de nem teljesiil P5,
akkor (V, F) csak az a) vagy b) eset valamelyike lehet. Ismert az is, hogy P1, P2, P5 —bdl
kovetkezik P3, P4, mig P1— P4 —gyel ekvivalens az ¢16z6 harom axiéma, Id. [2].

2.2. Tétel Minden véges projektiv sikhoz van olyan q € Z, g > 2, melyet a véges projektiv
sik rendjének neveznek, s melyre a kdvetkezd tulajdonsagok teljesiilnek:

1. Minden egyenesnek q + 1 pontja van;
2. Minden ponton g+ 1 egyenes megy at;

3. A siknak q° +q+ 1 pontja és ugyanennyi egyenese van.

2.3. Példa (Fano — sik) Pontjai legyenek a szabalyos haromszog
csucsai, oldalfelez6 pontjai és kozéppontja, egyenesei pedig az
oldalak, a magassagvonalak ¢és a beirt kor altal megadott
ponthdrmasok, g = 2. Mindezek az tin. Fano — sikot adjak meg (ld.
1. abra). A Fano — sik esetében konnyen lathato a de Bruijn — Erdés
tétel teljesiilése ugy, hogy n = m.

2.4. Tétel A de Bruijn — Erd6s tételben m = n, m > 1 akkor és 1. abra
csak akkor teljesiil, ha van olyan egyenes, ami egy pont hijan minden
pontot tartalmaz, vagy a halmazok projektiv sik egyenesei.

Bizonyitas A 2.1. Tétel bizonyitasa végén lattuk, hogy n = m és VA, -re d(i) = |A;|. Ez
azt jelenti, hogy az i ponton 4tmend minden egyenes metszi A ; -t. Mivel ez tetszdleges
I ¢ Aj-reigaz, barmely két egyenes metszi egymast, azaz teljesil P2 is, igy n > 1 miatt a

fenti a) eset nem fordulhat el6, tehat vagy a b) —nél leirt példa lehet, vagy F elemei projektiv
sik egyenesei. [

A projektiv sikokra érvényes a dualitas elve, mely soran egyenes €s pont szerepe felcserélodik,
s melyhez sziikséges az el6bbi egyenldség. Ez halmazrendszerek nyelvére forditva a de Bruijn
— Erdds tételnél azt jelenti, hogy két pont altal egyértelmiien meghatarozott egyenes (két elem
altal egyértelmiien meghatarozott, azt egyediiliként tartalmazo részhalmaz) keresése helyett az
lesz a feltétel, hogy két halmaz pontosan egy elemben (két egyenes egy pontban) messe
egymast. A dualis tétel:

2.5. Tétel (de Bruijn—Erdés) Legyen |V| = n, {A,,...,A, }= F < 2" olyan, hogyi # j-
re [A;,NA,;| = 1.Ekkor m < n.

A tétel a Bose — Fisher tétel specialis esete, ezért érdemesebb az utobbit belatni. Mig A = 1-re
(a dualisnal) kombinatorikus bizonyitas volt lathatd, a kovetkezd, A > 1 altalanos esetre csak
linearis algebrai eszkoztarat hasznald bizonyitas ismeretes.

2.6. Tétel (Bose — Fisher) Legyen {A,, ..,A }=Fc2',é Vi=jre
|JA;NA;[ =41>0.Ekkor m < n.



Bizonyitas Ha valamely A; e F-re |A;| = ), akkor barmely A, halmazzal vett metszete
éppen ez az A, s mas elem nincs is a metszetben, kiilonben nem A elemet kapnank. Minden
A tartalmazza
A; -t igy A, benne lesz tetszoleges A, A, € F metszeteben. Mivel a metszet mérete 1, igy
mas elem mar nem lehet benne. A részhalmazok A, -n kiviil es része tehat diszjunkt, mely
igy nyilvéan legfeljebb n—% darab diszjunkt A, -t jelenthet. (Az alaphalmaz elemszdma n,
A, -k A; -nkiviil es6 része legalabb egy elemii.) Ekkor tehat m < n-A+1 < n.
Ha Vi:|A,| > X akkor legyen a;, = |A;|—2A, mely 1 -nél nem kisebb (0 —nal nagyobb).
Legyen v; az A, karakterisztikus vektora, azaz v, j. koordinatdja 1, ha az alaphalmaz j.
eleme benne van A, -ben, 0 pedig kiilonben. Eszerint
A hai#j
Viv, = (1)
A+ aj hai =

(Az elébbi azért, mert kdvetkezik abbdl, hogy megadtuk a metszet méretét, igy A darab kdzos
1 -es lesz a karakterisztikus vektorokban; az utobbinal A, méretét kaptuk vissza.) E vektorok
szama ugyanugy m, mintaz A, részhalmazok szama, s n dimenzidsak, mivel igy definialtuk

azokat. Ha ezen feliil linearisan fiiggetlenek is, akkor szamuk maximum n lehet. (Ezzel
belatnank az egyenlétlenséget, igy ennek megmutatasara toreksziink.)

m
Tegyiik fel, hogy ZCi vV, =0, c¢; € R (A valos szdmok teste felett nézziik a fliggetlenséget.)
i=1

Mindkét oldalt szorozzuk skalarisan v, -vel. Ekkor Vj = 0,1, ..., m-re Zci V.V = 0,
i=1
azaz Xz ¢, +c;a; =0 (V0. v;v; -t megadé (1) képlettel). Atrendezve kovetkezik, hogy
i=1
}\/ m
c.=—— C,.
Ha Zci = 0 = ¢, = 0, tehat ebben az esetben Zciyi =0 < V¢, =0.
i=1 i=1
)\‘ m
Ha nem O, akkor irjuk fel j= 1,2,..., m—rea c,= — Zci -1, utana adjuk 0ssze ezt az
a; 2
j
m darab egyenléséget! Kapjuk, hogy > ¢, = — 4 [Zij D c; (bal oldalon c; -k
i=1 =y ) ia

0sszege).

m

Mivel a; > 1, tehat a; > 0O V]j-re, tovabba L > 0, ezért csak Zci elgjele, ill. a jobb
i1

oldalon levd negativ szorzé szamit, tehat azt kaptuk, hogy az egyenl6tlenség két oldalanak

m
eléjele kiillonbozo, jollehet Zci ez esetben 0 —tdl kiilonbozo, ellentmondésra jutva, tehat
i1

m
Zci = 0 teljesiil.
i=1

Belattuk, hogy V; -k linedrisan fliggetlenek. Ez alapjan v; -kre a becslés az, hogy szamuk
legfeljebb a dimenzi6, azaz n, vagyis teljesiil, hogy m < n. [
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A 2.1. Tételhez hasonldan ennek a tételnek is megadhatjuk a dualisat: Legyen V alaphalmaz,
V| = n, F < 2", F# {V} V feletti halmazrendszer, és Vx, # X, € V-hez 3
darab A, < V:Xx;,, X, € A, = m > n. A tétel kimondasa el6tt kovetkezzen néhany
definicio és allitas [3] és [12] nyoman.

2.7. Definicio D = (V, B, I) halmazharmast illeszkedési struktiranak neveziink, ha
VNB =0 és 1 cVxB. HaxeV, BeB-re (X, B) € |, atovabbiakban igy jeloljiik:
x1B.

V elemeit pontoknak, B elemeit blokkoknak nevezziikk. Ha V is, B is véges halmaz, akkor
véges illeszkedési strukturarol beszélhetiink. A véges projektiv sikokat, mint specialis esetet
tekinthetjiik.

2.8. Definicio Legyen deg(x) = |[{B € B : x | B}|, melyet az {x} ponthalmaz fokanak,
pontosabban X < V, akkor deg(X) := |{B € B | VXx e X-re x|B}; mig B, € B-re

deg(B,) = {x € V | xIB}| -eta B, blokk fokanak nevezzik.

Ha B, # B,, deg(B,) = deg(B,) eldéfordulhat, akkor (V, B) —t mint halmazcsaladot, ha

nem, mint halmazrendszert tekinthetjiik. Ez utobbi esetben egyszerii illeszkedési struktararol
beszélhetiink. A tovabbiakban egyszerii strukturakrol lesz sz6, B elemei pedig V
részhalmazai lesznek. Ilyenkor tehat V részhalmazat tekintjik B helyett, | —t pedig €
relacioval helyettesitjiik.

2.9. Definici6 Legyen D = (V,B,I) és D' = (V’, B, I') két illeszkedési struktiura. A

¢ VU B — V' B’ bijektiv leképezést izomorfizmusnak nevezziik, ha ¢ (V) = V/,
p(B) = B, xIB < X I'pB). Ekkor D = D'.Ha D = D’ akkor ¢ -t
automorfizmusnak mondjuk.

2.10. Definicié Legyen D = (V, B, I) illeszkedési struktara, V. = {X, ..., X, } és
B ={B,,....B,} Az (m;;)= M e NY*® matrixot D (0, 1) - illeszkedési matrixanak

nevezzik, ha
1, ha p, IB,
(mij) = { P !

0 kiilénben.
2.11. Definici6 D = (V, B, I) véges illeszkedési struktarat (v, k, A) paraméterii
blokkrendszernek nevezziik, ahol v, kK, A € N és v > k > 1, ha a kovetkezd feltételek
teljesiilnek:
@) [Vl=v,

\Y
@iy Vv{xy}e (2] -re deg(X, y) = A, azaz barmely 2 kiilonb6z6 pontra pontosan A blokk

illeszkedik,
(i) v B € B -re deg(B) = k, azaz minden blokkra k pont illeszkedik ( = k uniform).

E definicio szerinti D —t Steiner — rendszernek is nevezik, és S, (2, k; v) —val, L = 1 esetén

S (2, k; v) —val jelolik. Mas jelolése: 2 — (v, k, L) -rendszer. Ha a blokkok foka nem rogzitett, de
minden blokk legalabb 2 pontot tartalmaz, barmely 2 pontra pontosan egy blokk illeszkedik,
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s legalabb 2 Dblokk van, akkor a linearis terekhez juthatunk el. Masutt a A = 1
blokkrendszereket, masképp az uniform linearis tereket nevezik Steiner — rendszernek.

2.12. Allitas Legyen D 2—(v, k, 1) — rendszer. Ekkor V x € V -re deg(x) = % =1,
B| = Av(v-1) — b
k(k-1)

Bizonyitasa megtalalhatd példaul [3] —ban. Mindezek utan megfogalmazhatdé a Bose-Fisher
tétel dualisa, ahol B akorabbi F halmazrendszer, v = n.

2.13. Tétel (Bose — Fisher) Legyen D 2 — (v, k, 1) -rendszer, ahol v > k, |F| = b. Ekkor
b > v

Bizonyitas Legyen D illeszkedési matrixa M, mely v darab sorbdl és b oszlopbol all.

r 2 A - A
A r A - A b .

MMT = ... | afodtoban: le m?,, =, atobbi: ,Z-l m,;m; ;=
A A - A r

MM T -ben az 1. oszlopot a tobbibdl kivonva, majd az 1. sor helyett az 6sszes sor 6sszegét irva
kapjuk:

r+(v-)A 0 o - 0
A r-» 0 - 0
A O r-x» - 0
A 0 0 - r—»A

Innen det (MM T) = (r—=2) " [(v—DA+1] = (r—21) "7 rk, a2.12. Allitas miatt.

Mivel v > k = r# A, igy det(MMT) =0 = rg(MMT)= v (hiszen MMT vxv-s
matrix). M matrix oszloprangjarol tudjuk, rg(M) < b, ezért v = rg(MMT) < rg(M) < b,
igyv<b =

Egyenléség két példacsaladra ismert jelenleg. A = 1 —re tudjuk, hogy a projektiv sik
nemdegeneralt esete. A tovabbi példakra sejtés fogalmazodott, mely megtalalhato példaul [9] -
ben és [12] —ben.

A kovetkez0 tételben nemuniform blokkokat tekintiink, ahol tobb metszetméret is megengedett
lesz, am eldbb sziikség lesz az alabbi definiciokra, Id. [6] —ot és [10] -et.

V
2.14. Definicio Legyen L = {I,,I,,...,1,},ahol 0 < |, < ... < I, < k Az F c (k]
halmazrendszert L — rendszernek nevezziik, ha VA # B, ABe F-re ]ANB| e L.

2.15. Definicio F -et t— metszOnek nevezziik, ha L —rendszerés L = {t, t+1,...,k—1}
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2.16. Tétel (Frankl-Wilson) Legyen F < 2", slegyen{l,, I,, ..., 1.} = L nemnegativ, n
—nél kisebb egészek halmaza. Ha barmely két kiilonboz6 A, B € F—re |A N B| € L, akkor

Fl < kz(;(ln

Bizonyitas (Babai) Legyen F = {A,, ..., A }ugy hogy |A,| < |A,] < ... < |A | é
A, karakterisztikus vektora, v; = (v, ..., V;,). (Definicidjat 1d. 2.6. Tételnél.) Definialjuk az

n dimenzios, valos X vektorok halmazénaz f, : Q >R, Q ={0,1}" < R" fliggvényt
(tulajdonképpen tobbvaltozos polinomot) az alabbi mdodon:

fi(x) = H (yix_lj) = H (Vi1X1+---+Vian_|j)-

Ii<IAl 1<IAl
Egyrészt f,(v;) = 0, ha i > j akkor |A;] > |A,;| asorba rendezésbdl adoddan, hiszen

ekkor v,v; =1, melyre I, < |A;] sekkor f,(v,;)-ben szerepel 0 egyik tényez8ként, mint

(Mi!j _Ik)'

Masrészt . (v;) # O, hiszen ez H (1Al =1;). Az f,-ben minden j-re X; kiilonb6z6
Ij<IAl

kovetkezoképpen.
Legyenek g, (x) —ek azok a fliggvények, melyeket a megfeleld f; (x) —ekbdl ugy kapunk, hogy
f; -ben minden helyen x; hatvanyai helyére csak X ; -t helyettesitiink. (Ekkor g; -ben minden

X; csak elsé hatvanyon szerepel, minden valtozoban linedris, azaz multilinearis polinomot

kapunk.) Mivel csak 0 — 1 vektorokat helyettesitiink f—be, ill. g —be, igy f(v;) = g(v;).
Ahogy eddig is, teljestil, hogy g;(v;)= 0,ha i > j, és g;(v;) # 0, a helyettesités ezen nem
valtoztat.

Mindezek kiilonbozé fliggvények lesznek. g; fliggvénybdl m darab van, hiszen A; -bélis m

darab volt. Itt is szeretnénk belatni, hogy g, ..., g, fliggvények linedrisan fliggetlenek.

Tegyiik fel, hogy minden x —re Zﬂi g;(x) = 0. Indirekt tegyiik fel, hogy g9,, ..., 9,
i=1
Osszefliggd; A | * 0 aszamok kozott, s ekkor

0= > 40i\) =48\, 6\)=*0 @)=0 = 2=0

Ugyanigy X helyére v, -tirvaés A, = 0 —t felhasznalva az 6sszegzést i = 2 —tdl inditjuk:
m

0= z Aigi(vy) = A,9,(v,) = A, =0,

i—2
s ily modon indukcioval folytathatjuk, felhasznalva, hogy i = k-ra A; = 0, s az Osszes addigi
A

is, majd belatjuk i = k + 1 —re. Mivel a fentieck nyoman minden A; egyiitthato 0, ez
ellentmond az indirekt feltevésnek, g,, ..., g,, tehat linedrisan fliggetlen.

Minden g; -ben minden x; csak els6 hatvanyon szerepel, mig deg g; < s, hiszen

fi) = [T wix-1),

I <IAl
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azaz s darab elséfoku tényezd szorzata; a fokszamot igy s hatdrozza meg. A ¢,, ..., 0,
fiiggvények szama pedig nem nagyobb, mint ha vennénk az Gsszes lehetséges 1, 2, ..., S —
edfoki multilinearis polinomot, beleértve a konstans polinomokat is (v; n dimenzids) és

tekintenénk e térnek a dimenziojat. Ehhez észrevehetd, hogy az X, , ..., X, (t < s) bazist
1 t

alkotnak, azaz x; -bél t darabvan, t < s,ést =0,1,2,...,s-re igy

(1) (] s
s (0)+(0)+[() () - £0)

|[F| = m, igy teljesiil a tétel allitasa. [

A 2.16. tételt nemuniform Ray — Chaudhuri — Wilson tételnek is nevezik. A Frankl — Wilson
tétel k-uniform valtozata az alabbi, [1] szerint.

2.17. Tétel (Ray — Chaudhuri—Wilson) Legyen |[V| = n Fc 2", F = {A,...A,}

n
k-uniform, L —metsz6 halmazrendszer, [L| = s. EkKkor m < ( J
S

Bizonyitas (Alon — Babai — Suzuki) Definialjuk az n dimenziods, valés X vektorok halmazan
az f.:Q—>R, Q={0,1}" < R" fiiggvényt a kovetkez8képpen:

f,00 = [] (vix—1,), degf (x) < s.
r=1
A 2.16. tétel bizonyitasanak f;(x) fliggveényehez hasonloan erre az f, (x) —re, ahol v, az A,
karakterisztikus vektora:

_(# 0,haj=1]
fi(yi)‘{= 0, haj # i

A tovabbiakban is a 2.16. Tétel bizonyitasahoz hasonldéan haladunk, am itt nemcsak azt kell

belatni, hogy eme f. fliggvények linearisan fliggetlenek, hanem azt is, hogy X, (Z X;—k) -
i1
kat hozzavéve tovabbra is linearisan fliggetlenek maradnak, ahol 1 c V, |I| < s-1,
X, = H X;, Xo = 1. Feltessziik tehat,
iel
m n
A, meR DA T+ D> x| Y x—k| =0 2)
i1 N<s—1 -1
Az egyenletbe X helyére v; -t irva a méasodik 6sszeg minden tagja eltiinik, mert F k-
uniform, k -t kivonva 0 -t kapunk. Az f; (v ;) —nél leirtak szerint az 1. tag olyan dsszeget jeldl,
ahol j # i kivételével A, -tol fiiggetleniil 0 —kat adunk Ossze, mig egyenldség esetén a tag
csak akkor lehet 0, ha A, is, tehat VA, = 0, igy (2) —ben a linearis fliggetlenség csak a 2.
tagon, pontosabban, «, -ken mulik; ha nem v; -t irunk be, akkor elég a 2. tag esetében
megnézni, melyet lemma segitségével lathatunk be.

2.18. Lemma Tegyiik fel, hogy 31:|l] < r valamely r e R"-ra,s f(v,) # 0, ekkor
12



{ x_f:|l]| £ r} linearisan fiiggetlen, mint az Q — R fliggvények altal alkotott, R feletti
vektortér elemei.

Bizonyitas (lemmaé¢) Rendezziik V részhalmazait szamossaguk szerint. Lathat6, hogy

,LJcV-re
(1, halc]
x(vy) = {0, kiilonben ’
ahol (v,) J karakterisztikus vektora, ezért Vv J, 1-re, ha |J|, [I| < r, akkor
f(v, );t 0, ha |]]|=]1],
0, ha |J]| < |1].

(3)

Xi(vy) f(vy) = {

Innen X, f linedris fliggetlenségét is megkaphatjuk, indirekt feltéve, hogy 34, = 0, melyre
D hx(v;)f(v,) = 0.Legyenezen I, index, ill. az ahhoz tartozd |, halmaz szamossaga

a lehetd legkisebb, s hogy elkeriiljik a 0 egyiitthatot x, (v;) f (v,) -nél, legyen J = 1|, .
Ekkor azonban (3) nyoman ellentmondasra jutunk. n

n
X; —kj -ben nem 0 allhatna, kivéve, ha minden 4, = 0,
j=L
igy ez a rész is linedrisan fliggetlen.

A 2.18. lemma szerint (2) -nél [

s—1 n
A fentiek nyoman m + z (J darab linearisan fliggetlen fliggvényt talalhatd. E polinomok
io \ I

S n n
terének dimenzidja Z ( ) ahogy az a 2.26. Tételben lathato, igy m < ( ) [
S

i=0

2.19. Tétel (Paratlanvaros) Legyen [V| = n, {A,, ..., A} V olyan kiilonboz6
részhalmazai, melyekre igaz, hogy tetszéleges |A;| paratlan és Vi, J, i # j-re |A;N A
paros. Ekkor m < n.

Bizonyitas Vegyik A,, ..., A, karakterisztikus vektorait, {v,, ..., v} € T" vektorokat

(Id. 2.6. Tételnél), ahol T =Z,. E T —nek az lesz a szerepe, hogy konnyebb legyen vele
megadni barmely részhalmaz, ill. barmely két részhalmaz metszetének paritasat, hiszen
tetszlleges v,V akkor 0, ha

| A;N A,| paros, és 1, ha a metszet paratlan; tovabba i = j esetén O csak paros, 1 csak

paratlan elemszdmii A esetén lehet. Mivel T" n dimenzids, igy legfeljebb n linedrisan

fiiggetlen v; (ennek megfelelden legfeljebb n darab A,) lehet. Ha e vektorok is fiiggetlenek,
a tétel igaz. Tekintsiink linearis kombinaciot, melyre
m m
D¢V, =0, c; R Rogzitett, tetsz8leges v, -vel szorozva » ¢, v;v; = 0.
= i1

A fentiek s a tétel feltétele nyoman V. = 0, kivéve, ha i = j, ekkor a skalarszorzat 1.
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A v, vektor tetszéleges, ezért a vektorok fliggetlenek. Egyenlség példaul fennall, ha

egyelemi halmazok vannak, elemszamuk, 1 paratlan, metszetiik 0, paros, igy megfeleldk, ilyen
halmazbol éppen n darab van, igy biztosan Iétezik keresett halmazrendszer m = n esetén. m

2.20. Tétel (Parosvaros) Legyen [V| = n {A,, ..., A,} V olyan kiilonb6z6 részhalmazai,
melyekre teljesiil, hogy tetszdleges |A;| paros és Vi, j: i # j-re |A;N A,| is paros. Ekkor

m < 2H

Bizonyitas Ha V —t diszjunkt elemparokra bontjuk, s tekintjiik az 6sszes ezekbdl képezhetd

. . . n
halmazt, akkor ennyi lehet, hiszen V -nél diszjunkt elemparbol {E} darabot tudunk

n
. [n ) o ]
valasztani, és {E} elemii halmaz 6sszes részhalmazainak szama 2% .

A tétel feltétele alapjan Vi, j —re v,v ; = 0, masként v,, ..., v, dltal generalt U

m
vektortérben barmely két vektor meréleges egymasra, U ¢ UT = dimU < dim U™, ahol
U™* az U minden elemére merSleges vektorok halmazat jelenti, azaz U* = {v e V | ueUu
= u-v = 0)}. Mivel U altér V —ben, igy U" is.

dimV n

Tudjuk, hogy dimU +dimU* = dimV, ezért dim U < LTJ = {EJ , tehat

m < |U| = 29mY < 2H. n

n
Megjegyzés Ha A, ..., A, -re |A|is, Vi j i#j-re|[A;NA,] isparos, m < 2M =

= dJA.. - A ] , melyre szintén |A;| is, Vi, j i # j-re |[A;NA,] is paros.
22

Az el6bbi két tétel és szamos valtozata megtalalhato [7] —ben.

2.21. Allitas Legyen F < 2", F = {A,, ..., A} halmazrendszer, és VA,A; eF-re
ANA, # @ Ekkor [F| < 2"

Bizonyitas Legyen A részhalmaza V —nek. Ekkor AN (V\A) = 0. {A, V\ A} parbol
2" van, mint ahdny A, s e parokbol paronként legfeljebb egy eleme F —nek, ezért
IF| < 2" S

2.22. Definicié |V| = n, F ¢ 2" eseténaz F:= {A, ..., A} halmazrendszert |F|= 2"
esetén optimalisnak nevezzik.

2.23. Példa (optimalis halmazrendszer, [11] nyoman) Legyen X € V fix és
F={AcV:xeA}, vo.|V|]= n-nek 2" darab részhalmaza lehet, ha x minden A -ban
benne lesz, akkor csak azt kell megnézni, hany ilyen A halmaz hozhaté létre V \ {x} —bd],

IV \ {x}| = n— 1, melyhez mindig hozzavessziik x —et: 2" darab.

2.24. Példa (masik, optimalis halmazrendszerre) Legyen |A,| = 3,

14



F={AcV||ANA, > 2}
Ez azért lesz jo, mert minden A € Ve |ANA,| > 2,vagy |AN A, < 2 (a metszet

elemszama 1 vagy 0), deakkor |(V\A)NA,| > 3-1 = 2, igy a példa az sszes
(A, V\ A) part szamba tudja venni.

A 2.21. Allitas alapjan metsz6 halmazrendszerekre a kovetkezé allitas igaz, hasonléan a 2.20.
Tétel utani megjegyzéshez, tekintve [4] —et.

2.25. Allitas Legyen |V|=n, F ={A,, ..., A} metsz8 halmazrendszer, ahol A, c V,
Vi#jesetén A; # A, stegyik fel, hogy m < 2" Ekkor talalhat6 olyan
A

metszé halmazrendszert kapunk, méghozza 2" elemiit.

malr e s Azn,1 részhalmaza V —nek, melyek mindegyikét F —hez hozzavéve tovabbra is

Bizonyitas A 2.21. Allitasnal lathato volt, hogy (A, V\ A) parbél 2" van,1 < i < m-—
re A, -k m darab parban vannak benne. Legyen (F, V \ F) olyan par, hogy F # A,

VIF=# A, i =1 .., mF akkor veheté hozzd F —hez, ha metsz minden A, -t, ekkor
legyen F = A . Hanem metszi mindet, akkor 3i: A,NF = O, tehat A, < V \ F. Ekkor
VA\F = A, metszminden A, -t hiszen igy j = i-re biztositottuk, j # i -re pedig mar
eddig is A;N A; # O volt. Mindezt folytatva megkaphatjuk A Anigr oo A
halmazt. o

m+1/

Hérom halmaz metszdségére a kdvetkezok gondolhatok meg.

2.26. Allitas Legyen [V|=n > 2,F ={A,, ..., A} halmazrendszer, Vi # j esetén
A # Aj, ¢és minden kiilonbozé 1, j, k < m-re AN Aj NA, # O (ha minden harom
halmaz metsz6, akkor minden ket is). Ekkor m < 2"*, sha m = 2", akkor

AN...NA, # O,azazm = 2" re F az 8sszes olyan halmaz, mely egy rogzitett x € V
—t tartalmaz.

Bizonyitas Lassuk beaz m < 2" allitast. Legyen p, 1 < p < m a legnagyobb olyan
index, melyre A/NA,N...NA  eF.Hap=makkor AAN..NA, = A, # O azaz

Ix:xe A, Vi-re.Ekkor m = 2" esetén F-eta 3.5. Példa adja meg.
Ha p < m,akkor A\NA,N...NA NA_ , ¢F mert p alegnagyobb volt, s ugyanezért

F-ben. A,NA,N..NA NA

kiilonb6z6 halmazt jelent, ahol barmely ketté metszete nem iires, hiszen
ANA,N...NA, = A e F, AAVNA ,NA; # O az dllitas feltétele miatt. A 2.21.

Allitds miatt m+1 < 2" ezért m nem lehet 2", csak kisebb. n

van ilyen A A, ..., A, m+1 darab, paronként

p+1 p+1”

p+1

A 2.21. tételbeli Gtlet alapjan bizonyithato az Erdés — Ko - Rado tétel k = g esete.

2.27. Allitas (Erd6s — Ko — Rado — tétel k-uniform, k = g esete)
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Legyen F c 2" ,F = {A,, ..., A, } k-uniform halmazrendszer, VA, A, € F:

n n-1
ANA; # 0Q,é k= —. Ekkor |F| < .
2 k-1

n-1
Bizonyitas Ha n = 2, akkor k = 1, szamolassal 1 = m < (k J teljestil.
Csak n > 3 -6l érdekes. Legyen F = {A,, ..., A, }.Ha k = g szamoljuk itt is az

{A.,V \ A,} parokat, ahol V \ A, ¢ F, kiilonben sériilne, hogy paronként nem lehetnek
diszjunktak.

n
Itt m = |F| < %(kj hiszen |V| = n, k elemi részhalmazokat szamolunk, s ebben az

esetben is a parok koziil legfeljebb az egyik (az 6sszes lehetségesnek maximum a fele) lesz jo.

1(nm_1 n! _1ln (n=D! _1ln (n=D)! _
2 k) 2\ k=K1 2k {(k-D'(n-K)!) 2k (k-D(n-1-k+1)!)

n-1 n-1 . n . n .
= , tekintve, hogy k = E miatt E = 2. Igy fennall, hogy

k-1

< 3= () :

Az eredeti, 2.23. P¢éldabeli tulajdonsag (|A; N ... N A | = 1) természetesen felborul, hiszen
az (A, ,V\A,) parokbol tetsz6legesen valaszthatunk.

2.28. Példa F elemeit az Osszes lehetséges (A,,V \ A,) parbdl, ahol |A;| = L K,

2
pontosan az egyiket tetszélegesen valasztva kaphatjuk. Ez azt is mutatja, hogy itt nem varhato

n
az % (kj elemil halmazrendszer leirasa.
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3. Erdos — Ko — Rado tétel

3.1. Erdos — Ko — Rado tétel

Az elébbiek alapjan érdemes kimondani a tételt is ([6] alapjan).

3.1. Tétel (Erdés —Ko—Rado) Ha F < 2 k-uniform halmazrendszer, k < g , €s

n_
VA, Be F-re ANB # 0O, akkor |F| < (k lj'

Bizonyitas (Katona, ciklikus permutaciokkal) V elemeinek (n—1)! ciklikus permutacidinak
egyikét jelolje =~ = (a,, ... ,a,). F(x) az F azon elemeinek halmaza, melyek 7z -ben
(ciklikusan) egymas mellett vannak. A tovabbiakhoz az alabbi allitas belatasa sziikséges.

3.2. Allitas Tegyiik fel, hogy G — F(7) metsz6 halmazrendszer. Ekkor |G| < k.

Bizonyitas (3.2. Allitds) Feltehets, hogy A= {a,, ..., a,} € G. Mivel G metsz6 = V
G e G —nek vagy az els6 vagy utolso eleme benne van A —ban. Mivel |A| = k, ez legfeljebb
2k darab G —t jelentene, de ebbdl le kell vonni két rossz esetet: ha valamely G elsé eleme a,

illetve, ha G utols6 eleme a,, igy 2(k—1) lehet. E (maximum) 2(k — 1) darab G —t rakjuk
parokba Uigy, hogy ha az egyik par utolso eleme a,, akkor a parja az a,,, -gyel kezd6dd legyen

(i1—t mod n tekintve). E parok éppen ezért diszjunktak, igy G —be csak egyikiik keriilhet, igy

G elemszama e parokkal, s A —val egyiitt:
G| < 1+k-1 =k [

A tovabbiakban becsiiljik az (A, 7), A € F(x) parok szamat, M —et. Adott A mellett k! (n
— Kk)!' permutacio lehet (A elemei k! -féleképpen, a ,,maradék” (n — k)! -féleképpen rakhatd
sorba), igy

= |F| k! (n — K)! Maésrészt, 3.1. Allitas miatt M < k (n —1)! (az 6sszes elem (n — 1)!
sorrendet jelent, s legfeljebb k darab A lehetséges). E kett6bol

, k(n-1)! _ (n-1
IFIk'(n—K)! < k(n—1)!, tehat |F| < K-k (k_lj' -

A tételre, melyre a késébbiekben EKR jelolés hasznalatos, tovabbi bizonyitasok kovetkeznek,
majd enyhitjik a tétel feltételeit Sperner-rendszerekre, am elébb megfogalmazhatd az alabbi
allitas, ha F elemei nem feltétleniil k elemiiek.

3.3. Allitas Legyen |[V| = n, Fc 2Y, VA € Fre |A] < k ahol k < % és
n-1 n-1

VA BeF-e ANB # @. Ekkor |F| < +
k-1 k-2
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Bizonyitas [rjuk fel F —et a részhalmazok elemszama szerint, ekkor F = F, UF,, U ...,
. n-1
ahol F, az F —beli i elemil részhalmazokbol all. A 2.27. Allitas alapjan |F;| < ( :J, S
I —
ha ezeket 0sszeadjuk:
n-1 n-1 n-1
IF| < + +..+ . .
k-1 k-2 0
Ez a korlat éles, hiszen, ha rogzitjik V egy x elemét, és vessziik az Osszes olyan, legfeljebb
k-elemii részhalmazt, mely tartalmazza x —et, akkor pontosan ennyi részhalmazt valasztottunk.

, n .
Erdekes kérdés, hogy ha |F| = (k J ¢s F k-uniform, akkor F csak az egy ponton atmend

halmazokbol allhat-e. Ennél joval tobbet latott be Hilton és Milner.
v
3.4. Definicié Legyen H ={H ¢ nE leH {2,..,k+1}nH = o} U {2, ..., k+1},
Y,
G={Ge ‘| IGN {1,2,3} > 2}.

Lathato, hogy H is, G is metsz6, N"H = @, NG = @, valamint kK = 2-re G = H, H
hasonlo a projektiv sikoknal latott degeneralt esethez, v6. a 2.2 Tétel el6tti megjegyzés b)
esetét. Tovabba

k-1
rossz elve alapjan szamoljuk. |G| -t kétféleképp megkaphatjuk: 6sszeszamoljuk az {1, 2, 3} —
at 3, majd pontosan 2 elemben metsz6 G —ket (az utdbbinal is 0sszes — rosszat szamolunk) :

n-3 n-2 n-3 n-3 n-3 i )
G| = +3 — = +3 , de kidobhatjuk V k elemi
k-3 k-2 k-3 k-3 k-2

részhalmazaibol a rosszakat; az {1, 2, 3} halmazt pontosan 0, ill. 1 elemben metszoket:

n n-3 n-3 )
G| = — -3 . A két szamolas ugyanazt adja.

n-1 n-1-k i
H| = k1)~ + 1, hiszen {2, ..., k+ 1} egy darab elem, H -kat az 4sszes —

k K k-1

3.5.Példa k = 3—ra:

H| = (n—l}_(n—ﬂ +1 = (h-Dn-2) (n-4)(n-5) +1=3n-8
2 2 2 2

|G| = 1+3(n-3) = 3n-38,
azaz ekkor |H| = |G|, de H nem izomorf G —vel. (Elég meggondolni, hogy H —ban egy
kivételével minden részhalmaz tartalmaz egy kitiintetett elemet, mig G —ben nincs ilyen elem.)

V
3.6. Tétel (Hilton—Milner) Legyen F c (k] F={F,, .., Fy}metsz6, n > 2k, k > 2,
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n-1 n—-k-1
NF=F N..NF, =0, ekkor |F| < |H| = — +1, és
k-1 k-1

IF|=|H < F = H,vagy k=3 és F = G.

E tétel egy bizonyitasa [5] —ben talalhato. Itt jegyezheté meg az is, hogy a NF = @ feltétel
zarja ki azt, hogy a halmazok mindegyike tartalmazzon egy rogzitett X pontot.

3.2. Balra tolt halmazrendszerek

EKR bizonyitasara mas lehetdség nyilik a balra tolas eszkozével, (1d a tovabbiakban [5] és [6] —
ot), s6t, az eredeti tétel bizonyitasaban is szerepet jatszik, Id 4.2. fejezetet.

3.7. Definici6 Legyen F — 2,1 < i <j < n, slegyen S;;(F) ={S;;(A):AeF},
ahol
A" = (A\{j})u{it,hajeA ig Aés A’ ¢F,
Sij(A) =
A, kiilonben.
Ekkor S;; -t balra tolasnak nevezziik.

A, -nadl nincs S;; balra tolés, ha i € A, vagy j ¢ A, .Ha 3r,s:S (A,) = A €F
akkor a definici6 alapjan szintén nem toljuk balra, hiszen a ,,balra tolt” halmaz is eleme F -nek.

3.8. Allitas (i) [S;;(A) = |A,
(ii) IS;; (R = |F,
(iif) ha F k-uniform, akkor S, (F) is,
(iv) ha F metsz6, akkor S;; (F) is,
(v) altalanosabban: ha F t—metsz6, akkor S;; (F) is.

Bizonyitas (i), (i) és (iii) kozvetleniil a definiciobol kovetkezik, (iv) —t kétféleképpen is
belathatjuk: kozvetlentil, illetve (V) -bdl is kovetkezik.

(iv)

Tegyiik fel indirekt, hogy 3A, B € F, ahol F metsz8, melyre S;;(A) N S;;(B) = O.

Mivel ANB # @ feltevés szerint, és az egyetlen elem, amit toroltiink, csak j lehet, ezért
ANB ={j} Hamind A-t, mind B —t balra toljuk az el6bbiek szerint, akkor

i€ S;;(A)N S;;(B), ami ellentmond annak, hogy e metszet iires, igy feltehetjiik, hogy csak az
egyiket toljuk el, mondjuk B-t: S;;(A) = A, S;;(B) = B\{]}) v {i}.

Mivel feltettiik, hogy S;;(A) N S;;(B) = O, és i € S;;(B), ezért i nem lehet eleme A -nak,
ezért S;;(A) = A ugy lehet, ha A balra tolt ,,valtozata” is benne van F -ben (ld. balra tolés
definiciojat), A’ = (A\{j}U {i}) re A’ e F.

A'NB = O, hiszen i és j pontosan az egyikben lehet benne, mas kozos elem A N B = {j}
¢s a balra tolas révén nem lehet, am két F -beli metszete lett ires, ez pedig ellentmondas.
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(v)

Legyen A,, A, € S;;(F), migamegfelelé B,, B, € F ugy, hogy S;;(B,) = A,

v =1 2-re.Mivel |A\NA,| > |[B;NB,|-bdl kovetkezne, hogy |A;N A,| > t, hiszen
|IB,NB,| > t, ezért csak azt az esetet nézziik meg, amikor |A, N A,| < |B,N B, |. Ekkor

j € B,N B,, mert csak ezt az elemet dobhatjuk ki, de mind B, -t, mind pedig B, -t nem
tolhatjuk el, i sem lehet mindkett6 eleme, {i, j} N A, N A, = O.

Tegyiik fel, hogy j ¢ A, ekkor A, = S;;(B,) = (B;\{j}) v {i},sigy A, = B,.Ha
i¢g B, és je B,,akkor B, -telkellett volna tolni, ha mégsem, akkor azért nem, mert
B,=B,\{j}) v{i} e Flnnen |A,NA,| = |B,NB,| >t [

3.9. Definicié Ha V1 < i < j < n-re S;;(F) = F, akkor F -et balra tolt, mas sz6val
stabil halmazrendszernek mondjuk.

Erdekességként meggondolhato, hogy a balra tolasokat elvégezve V1 < i < j < n—re stabil

n
halmazrendszerhez jutunk, méghozza (ZJ lépésben.

. n
3.10. Allitas Legyen F — 2" . Mind az (ZJ darab balra tolast abban a sorrendben, pontosan

egyszer végrehajtva, ahol S;; megelézi S;; -t ha j' < j, stabil halmazrendszerhez jutunk.

A 3.10. Allitds bizonyitisinak vazlata megtalalhatdo [5] —ben. A 1épésszamtol eltekintve
masképp is megkaphat6 a stabil halmazrendszerhez valé eljutés, meggondolva a kovetkezoket.

Fc2Y,V = {1,..,n}-re legyen deg(F) = > > i Lathato, hogy deg(F) > 0, és

FeF ieF

V1 < i < j < n-re deg(S;;(F)) < deg(F), kivéve, ha S;;(F) = F. Az el6bbi
egyenl6tlenség miatt, hiszen 0 —nal kevesebbhez nem juthatunk el, véges sok balra tolas utan
elérhets, hogy V1 < i< j < n-re deg(S;;(F)) = deg(F), azaz F stabil.

Sziikség lesz még a kovetkezo allitasra, mely kulcsfontossagu lesz az EKR bizonyitasanal.

3.11. Allitas Tegyiik fel, hogy F k—uniform, t — metszd és balra tolt halmazrendszer. Ekkor
VF,F, e F:|[F,NF, N{1,...,2k—-t} >t

Bizonyitas Indirekt Gton. Vegyiink olyan ellenpéldat, F,, F, € F -et, melyre

|F, N {1, ..., 2k—t}| maximalis, mégis |F,NF, N{1,...,2k—t}| < t. F t—metszg,

dj e (F, NF,) hogy j > 2k—t, kiilonben az eredeti allitas teljesiilne, igy

F,UF, « {1, ..., 2k—t}. Ekkor megadhato i ¢ F, U F,,i < 2k—t (ha nem lenne,

{1, ...,2k-t}ycF,UF,,s6t {1, ..., 2k-t}= F,U F, lenne, mert F k-uniform és t-
metsz0), az S;; balra tolas végrehajthato, mellyel F, helyett (F, \ {j}) U {i} € F abalra
toltsag miatt, ellentmondva annak, hogy |F, N {1, ..., 2k—t}| a lehetd legnagyobb. [

Ily médon két uj bizonyitas adhatdo EKR -re.
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EKR bizonyitasa balra tolassal
A) (egyik bizonyitas)

t = 1, n > 2k esetére. Vegyiikk a k szerinti indukciot. k = 1 —re trividlis. A tovabbiakat
bontsuk két esetre:

a)
n = 2k Id. 2.27. Allitast.

b)
n > 2k.
A 3.8. Allitas miatt feltehetd, hogy F balratolt. Legyen F, = {FN {1, ...,2k}:Fe F,

IFN{1,..., 2k} = i}. A3.11. Allitas nyomin F, metsz8. Az indukcio6 szerint az allitas k — 1

2
—igigaz; i =0,1,..., k—=1-re |F,| < ( N
|_

J, i = k-rapedig 2.27. miatt igaz. Adott

n—2k
F, € F, -hez F -ben legfeljebb [ i ] darab olyan F € F elem lehet, melyre

FN{1, ...,2k}= F,, hiszenaz {1, ..., 2k} n kiviili n— 2k elem koziil kell az F, i darab
eleméhez tovabbi (k — i) —t valasztani, igy

IFl < Z IFi n—2.k < Z 2_k_1 n—2.k , s ez éppen
1<i<k k—i 1<i<k -1 k—i

2k -1\ (n-2k) _ 2k -1 n—2k
;lk (i—lj(k—i} B ék (i—lj((k-l)—(i—l)j'

A jobb oldalon levo kifejezés ismerds: masképp felirva tanulmanyokbol ismert allitast vehetiink
¢észre. Mindehhez érdemes megvaltoztatni a jelolést. Legyen tehat N = 2k—1, M = n— 2k,
r = k—1,j = i— 1. igy mar ismerds lehet, hogy

A ()0 = () o

mely — szemléletesen — jelentheti azt, hogy hanyféleképpen valaszthaté ki N+ M emberbdl (N
fiabol és M lanybodl) r tagh kiildottség. Jobb oldalon azt latjuk, hogy N + M —bdl hogyan
valaszthato ki r 6, bal oldalon pedig nemenként: N fiabol j( < r), M lanybol a maradék

i _ . . N+M n-1
r—j. A két oldal nyilvan egyenld. Eredeti jelolésre visszatérve = k1) tehat

r J—
Z 2k-1)(n-2k)} _(n-1 ©)
ek Vi1 )\ k=i )  |k-1/
mellyel belattuk a tételt. ™

B) (masik bizonyitas)

E bizonyitasban n szerinti indukciét hasznalunk.
Legyen Fy=F, F, = S,,(F,;), i =1,...,n-1 A 3.8. allitas miatt |F| = |F | és
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\Y
F., c (k] metsz6. Legyen G={A e F, ,:n¢g A}, H= {A\{n}:ne AeF ,}.

|F| = |F. ;| = |G| +|H] igy az indukcié nyoman |G| < (k J, hiszen G metsz6 és egy

n— 1 elemi halmaz k elemi részhalmazaibol all, igy |[H| < (k 5

j belatasa elegend6

n-2 n-2 n-1
lenne, hogy megmutassuk az |F| < + = egyenldtlenséget. Ha

k-1 k-2 k-1
{L2,...,n-1} ) , -
Hc 1 metsz6 (1d. alabb), akkor a kivant fels6 becslés, s vele EKR teljesiil. =

3.12. Allitas H metszd.

Bizonyitas Indirekt tegyiik fel, hogy létezik H, H' diszjunkt halmaz, H, H' € H.
Mivel |H U H| = 2(k—1) < n-1, (k-uniform halmazrendszerr6l 1évén sz9, s feltettiik, hogy

n > 2k),ezért Ji:1 < i < n melyre i ¢ HU H'. Definicié szerint A= H U {n} € F
,smivel ne A igy 1 < i< n-1-re AeF,;, S;,(A)= A, tehat A—tnem toltuk el az

S;, balra tolasnal. Mindez csak akkor lehetett, ha (A\{n}) U {i} = (H v {i}) € F,, innen
H v {i}) € F,, kovetkezik. (H U {i}) N (H" U {n}) = O, ami ellentmondas, hiszen ezek

F ., elemei, am az metszd. ]

3.3. Az Erdés — Ko — Rado tétel egy altalanositasa

crer

\Y
3.13. Tétel (Deza — Erdés — Frankl) Tegyiik fel, hogy F (k] és L —rendszer. Ekkor

— 3k
<TI0 han > k(kj.

leL

Megjegyzés Mivel ( J fels6 korlat L ={t, ..., k— 1} —re, ha n nagy, Id. 4.9. Tételt,

3k
ezért ez a tétel az EKR altalanositasa, ha n nagyon nagy, (Id. n > k (kj ). Szemben a

Frankl — Wilson tétellel itt a felsé becslés hasznalja az L halmaz elemeit, nem csupan |L| = s
—et.

Bizonyitas Alkalmazzunk |L|= s szerinti indukciot! s = 0 esetben L = @, tehat F —ben
nem lehet két kiilonb6z6 halmaz, a felsé hatar |F| < 1, igaz az allitas. Tegyiik fel, hogy igaz

(s —1) —re, igy nézzilk meg az |L | = s esetét! Az indukcios feltevést {I,, ..., I} —re fogjuk

alkalmazni, indukcios 1épéskeént |, -et hozzavéve, két esetre bontva |, értéke szerint.
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a)l, =0.
VX € V -re legyen IE(x) ={F € F:x € F}. E halmazrendszer L’ - rendszer, ahol

~ n—1I.
L' :={l,, ..., 1,}. Az indukcios feltevésbol: |F (x)| < H —t .
<ics K —1,

Az Osszes {(x, F) | X € F} part 6sszeszamolva)

> Y 1= YIFXI,

xeV  XeFeF xeV
de megszamolhatjuk eme (X, F) —cket Ggy is, hogy a két Y -t felcseréljiikk, azaz rogzitett F
(ezek szama |F| darab) esetén megnézziik, hanyszor szamoltuk meg V azon elemeit, melyet
tartalmaznak: mivel F k-uniform, igy k-szor. Az (X, F) parok szama tehat k |F|. Kaptuk:

= . n—I n—I
ZlF(x)| = k|F|. Ezért, tekintettel arra, hogy |[V| = n, |F| < n H — = —
xeV k 2<i<s k—li leL k—l

: - n—I n-1 .
(hiszen I, = 0, beszorzunk n-0 -lal < L), igy |F| < H— is teljesiil.
k-0 k-1, e k=1
b) I, > 0.
n—I
1.Ha VF,F'e F—re [FNF'| # |, akkor F {l,, ..., | ,}—rendszer, |F| < H PR
2<i<s — 1

n—I :
, kovetkezik az indukciobol, tehat |F| < Hﬁ még inkabb igaz.

leL -

A tovabbiakban tegyiik fel, hogy 3IF,,F, € F,hogy |[F,NF,|=1,.Legyen G = F . NF,.

2.Ha VF € F:G c F, akkor vegyiik F helyett {F\G:F e F}—t, k helyett k—1, -et, L
helyett {O,1, —1,, ..., 1, =1, } —et, s igy visszajutunk az a) esethez.
3. Végiil tegytik fel, hogy 3F, € F,hogy F,NF, = G & F,. Ekkor

3.14. Allitass VFe F:[FN(F,UF,UF,)| > 1,.

Bizonyitas (3.14. Allitas) Legyen F € F tetszéleges, F L —rendszer, i= 1,2,3-ra [FNF
120,

Ha [FN(F,UF,)| = 1,,akkor FNF, = FNF, = G. |FNF,| > |, -bdl

FN(F;\G) # O, am ez tovabbi elem(ek)et jelent G elemein feliil, melybdl kovetkezik az
allitas. [
Visszatérve a 3.13. Tételhez, F, U F, U F; -beli tetszéleges 1, + 1 (> I,) elemii H
halmazra legyen IE(H) ={Fe F:Hc F} IE(H) {l,, ..., I }—rendszer, s mivel VF € F

—et legalabb egyszer szamoltunk a 3.14. Allitas miatt:

= H n—I, . . .
|F| < Z |F (H)| < Z L az indukcids feltevés szerint.
Hc (RURUR), Ho(RURUR), 2<iss K=

[H=l+1 [H=l+1
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|RUF,UR|
I, +1

\%

Tudjuk, hogy 3k > | F,UF, UF;| é H -t ( j -féleképp valaszthatjuk,

tovabba
|F,UF, UF; | 3k kY
< < , 18y
I, +1 I, +1 K

-1 3k —1 k
n_l,<( ]H n I', mivelnzk(s],

Hc(RORUR,), 2<ics K—I K ) o<ics k-1, k
[H|=1+1

\Y

3k n-I 3k n—I
E (k] s igy - > (kj tehat |F| < Hﬁ belatva ezzel a 4.13. Tételt. m

leL

3k
E tétel elég nagy n—ekre (n > k( ‘ ] ) jobb becslést adhat, mint a 2.17. Tétel. Ha pl.

2

1000 ~ k nagy, s =2, L ={2, 3}, akkor a 2.27. Tétel szerint % ~ n?, mig a fenti

n—I n-1, . — — 2
(n=l) n=ly g 0=2(0=8) 1" st joval kisebb felsé korlat.
k—l, k-l 998-997 995006

tétel nyoman
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4. Sperner — rendszerek

4.1. Sperner - rendszerek

Ebben az alfejezetben olyan halmazrendszerekr6l lesz sz6 [10] és [11] nyoman, melynek elemei
nem tartalmazhatjak egymast.

4.1. Definici6 Ha F halmazrendszerre igaz, hogy VA, Be F, A # B-re Az B és
B & A, akkor Sperner — rendszernek nevezziik.

n
4.2. Tétel (Sperner) Legyen F < 2" Sperner — rendszer. Ekkor |F| < FJ .
2

Bizonyitas (visszavezetés parositasokra)
V  Osszes részhalmazat paronként diszjunkt lancokra bontjuk. (Lanc alatt itt V teljesen
rendezett részhalmazait értjik < -ra; az A, < A, < .. € A,, A, < V lancokat.)

Legyenek e lancok olyanok, hogy A,; \ A, egyetlen elemet tartalmazzon. F azon

i+1
tulajdonsaga alapjan torténik a bizonyitas, hogy Sperner — rendszer, ezért minden lancbol csak
egy elemet tartalmazhat, s mivel igy az elemmel megadhato6 a lanc, e lancok szamabol adhatd

becslés |F| -re.

V Osszes részhalmazat, mint 2" csucst

3.szint | grafot tekintjiik, ahol a cstcsok mintegy
) szinteken helyezkednek el. Az egyes i
2. szint szintek V i elemii részhalmazainak
.  felelnek meg, tehat n + 1 szint van,
1. szint sorszamuk 0 —tol n—ig megy. V =
; = {1, 2; 3} —ra a bizonyitasban szerepld
0. szint

graf a 2. éabran lathat6, a vonalak
tartalmazast jelentenek, a vastag, ill.

2 abra szaggatott vonal, példaul, egy — egy

(tartalmazasra nézve) maximalis lancot

jelol, am csak a vastag mellett a szaggatott {2}, {2, 3} és a vékony vonallal jelolt {3}, {1, 3}
lancot tekintjiik, 3 diszjunkt lanc lathato.

n
Az i—edik szinten eszerint (

] cstics van. Az élek a tartalmazast fejezik ki; csak az i—edik
|

és az
(i + 1) —edik szint csucsai kozott mehetnek, s A és B kozott, A, B < V akkor megy ¢él, ha
|Al =i, |B] = i+1 és A < B; ekképp paros grafot hozunk létre minden i—re az i—edik és

az (i + 1) —edik szint kozott, ahol az i —edik szinten levé cstcsok foka (n — i), hiszen egy 1 —
elemii részhalmazhoz

(n — 1) -féleképp vehetiink hozza egy elemet a fels6 szinten levd, i + 1 elemil részhalmazokbol
(ez Iényegében tovabbi V —beli elem hozzavételét jelenti), mig az (i + 1) —edik szinten levd
csucsok foka
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i + 1, amit a részhalmazonkénti egy — egy elem elhagyasaval kapunk. E grafban olyan diszjunkt
utakat szamolunk meg, melyek lancok, s mivel a lehet6 legnagyobb értéket keressiik, ezért az i
—edik és (i + 1) —edik szint kozti grafban olyan parositast keresiink, mely az i —edik szint

minden csucsat fedi, s igy haladunk tovabb 1 < 2 —lg, a graf ,,kozepéig”.
A megfeleld, kevesebb csucst osztalyt fedd parositas Ilétezését Un. ,fiktiv pontok”

n n
bevezetésével lathatjuk be; az i —edik szinthez |B| — |A| = ( J - (J fiktiv pontot véve
1+ |

(i < % miatt i+1 < n-—i), s dsszekotve az (i + 1) —edik szint csucsaival tigy, hogy (n—1i) —

regularis paros grafot kapjunk, ebben ui. van teljes parositas a Konig — tétel szerint, mely
ismert, itt nem bizonyitjuk.

A graf eredeti, fiktiv pontok nélkiili részét véve van az i —edik szintet fed6 parositas. Ez a Hall
— feltétel teljesiilésével is ellendrizhets. Hall — tétel szerint legyen X az also szint csucsainak
egy tetszbleges részhalmaza, Y azon fels6 csticsok halmaza, melyek X pontjaival Gssze
vannak kotve, H pedigaz X U Y altal kifeszitett részgraf. Az X és Y kozott mend (H —beli)
¢lek szama az i -edik szintrél szamolva |X| (n — i), mig Y minden pontjanak foka H —ban
legfeljebb i+ 1, igy az élek szama H —ban legfeljebb |Y| (i+ 1).

Innen X[ (n—1) < |Y]|(i+1),smivel i < g -ig mentiink, tehat i < n—i,igy i+1 < n-

i, ezért teljesiil, hogy |X| < |Y|, a Hall — tétel szerint tehat van parositas.

E parositasok lehetové teszik diszjunkt utak (lancok) kiépitését szintrél — szintre a kozépso

szint(ek)ig, ahol ,tiikkrozve” (vo. 2. abra) megkapjuk (az utakra bontott) V —t, ahol minden ut

tartalmaz a kozépso szint(ek)bdl pontot vagy ¢élt. (Ha n paros, akkor egy kdzépso szint van, S

akkor pontot, élt a két kozéps6 szint kdzott, ha paratlan.) Az utak szama ezért megegyezik a
n

k6zépsO szint(ek) csucsszamaval, vagyis N1l -vel. Mivel F minden utbol (lancbol)
2

legfeljebb egy pontot tartalmazhat, igy valoban

n

FI < EJ . .

A tovabbi tételekben, ahol erre kiilon utalas nincs, [8] nyomdokain haladunk.

4.3. Tétel (Yamamoto) Ha F = {A,, ..., A} Sperner — rendszer, akkor

51
o < 1, (LYM —egyenl6tlenség), (6)
i1
(l A J
n
masképp f, —< < 1, ahol f, az F—ben szereplé k elemil halmazok szamat jelenti.
k=0

1
< <
k
Bizonyitas Legyen 2" -ben maximalis linc @ < L, c L, — ... c L, =V, ahol

srcr

,lancszemnél” hozzavesziink az alaphalmazbol 1 — 1 ujabb elemet), tehat n! darab ilyen lanc
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lehet. Egy tetsz6leges maximalis lancnak legfeljebb egy eleme lehet F —ben, kiilonben az egyik
része lesz a masiknak, s akkor F nem Sperner — rendszer.

Megnézziik, hogy hany lancban szerepel a tetszéleges A € F halmaz. Ha |A| = Kk, akkor k!
(n—k)! darab maximalis lanc tartalmazza A —t. (A lehetséges permutaciokat szamoltuk Gssze
mind A —nal mind pedig a lancok maradék elemeinél. Ha minden A —hoz hozzarendeljiik az 6t
tartalmaz6 maximalis lancokat, akkor mindent egyszer szamoltunk, mivel egy lancban nem
lehet két elem a Sperner — rendszerbdl, ekkor a tartalmazas miatt vagy a lanc vagy a Sperner —
tulajdonsag sériilne.) Kapjuk:

Z f, k! (n—Kk)!' < n! (tudjuk, hogy Z f, = |F|), eme egyenldtlenségbdl

k=0

n | |
3, ok K=k 1 megkaptuk az allitast. n
k=0 n!

(LYM vagy YBLM Yamamoto, Bollobas, Lubell és Meshalkin nevébdl ered.) A fenti tétel
segitségével, (6) —ot felhasznalva belathato masképp is a 4.2. Tétel.

Uj Bizonyitas 4.2. Tételre (Sperner — tétel bizonyitisa LYM — egyenl6tlenséggel)

n n
n n
Tudjuk, hogy Vk -ra (kj < ||N}|]. Ha (kj helyett || N || -t irunk (6) —ban, akkor a
| 2 2

n
bal oldalt csokkentjiik, |F| < {ﬂ -t szeretnénk tehat belatni. Lattuk, hogy

2

n

n n n
fkL < fki < 1, abal oldal csokken. Felszorozva || N || -vel
k=0 n k=0 ] 2
n
B
. n
|F| = ka < {EJ adodik, vagyis igaz az egyenl6tlenség. [
2

4.4. Tétel A LYM — egyenlétlenségben akkor és csak akkor teljesiil egyenlétlenség, ha F az
0sszes Kk elemii halmazbdl all.

Bizonyitas (EKR Katona-féle bizonyitasanak otletét (Id. 3.1.) hasznaljuk fel.)

V —nek ama ciklikus permutécioit tekintjiik, melyekben F —nek van olyan eleme, mely a

permutacioban iv, azaz a permutacido egymast kovetd, néhany elemébdl allo részhalmaz. A

tovabbiakhoz e permutdcié-iv parokat szamoljuk 6ssze, méghozza kétféleképp.

G € F —re, ahol G 1iv, a permutaci6 — iv parok szama Z| G|! (n—|G])! (Az ivben levd

GeF

elemek lehetséges sorrendje, s a tobbi elem lehetséges sorrendje szerint.)

Legyen m, egy m permutacioban a k hosszisagi F —beli ivek szama. Mivel F Sperner-

rendszer, barmely két részhalmaza nem egyezhet meg elsé elemében, mert akkor egyik
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n
tartalmazna a masikat; minden elem csak egy iv kezddpontja lehet, s igy Zﬂ'k < n, mivel n
k=1
—nél tobb kezdSpont nincs, S itt a 7w —hez tartozo Osszes lehetséges hosszusagu ivet szamoltuk
Ossze. Ha egyenldség 4ll fenn, akkor minden elemnél kezdédik iv. Az ivek rdadasul ugyanannyi
hosszuak, minden iv k hossz1, kiilénben volna olyan iv, hogy a rakévetkezo iv révidebb nala,
ekkor tartalmaznd egymast a két halmaz.

n!
A ciklikus permutaciok szama (n—1)! (= —j , a permutéacio — halmaz parok szama legfeljebb
n

(n — D! n, az elébbi egyenldtlenséget, mint felsé becslést hasznalva. Pontosan ennyi, ha
barmely permutacioban az ivek hossza egyenld, a permuticidé — halmaz parok szama pedig
akkor és csak akkor ennyi, ha barmely két halmaz elemszama egyenld, azaz minden halmaz
mérete ugyanazon K.

n
Ehhez f, L. 1 miatt f, = (kj azaz F az alaphalmaz 6sszes k elemi részhalmazat
n
tartalmazza. -
n
Mindezek nyoman lathato6, hogy Sperner — rendszereknél az egyenldség, |F| = {ﬂJ akkor
2

n
teljesiil, ha n parosés VA € F: |A| = {EJ = g; ha paratlan, akkor az {E} elemii; azaz

vagy az 0sszes T vagy az 0sSzes

elemi V —beli részhalmazok altal meghatarozott

n+1

F —re teljesiil, de nem vehetjiik vegyesen az el6z6 tétel alapjan. ( elemi A —k megfeleld

volta a parositasoknal latott ,,tiikr6zésbol” is latszik.)
4.2. Az eredeti Erdos — Ko — Rado tétel

Az eddigi eszkoztar bemutatasa utan, minden eddigi megkoronazasaként elmondhato, hogy
Sperner-rendszerekre is megfogalmazhatd az EKR, sét, eredetileg e rendszerekre
fogalmazodott, majd lathatjuk ennek valtozatat t-metszokre is [4] és [S] nyoman.

4.5. Tétel (EKR) Legyen {A,, ..., A} Sperner-rendszer V felett, hogy |[V| = n, Vi:

n-1
Al < kahol 1 < k < —,¢é Vij:|A;NA] 2 1.Ekkor m < (k J.Ha Ji:

NS

n-1

|A;| < k akkor m < (k

[EEN
N———

Bizonyitas
1.eset Legyen Vi-re |A;| = k.
Ha k = %, Id. 2.27. Tételnél. Ha k < %, akkor két részre bontjuk az 1. esetet, tehat azt,

amikor k —uniform a halmazrendszer.
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a)
Tegyiik fel, hogy Vi: VA e VA, -re ne A, € F esetén A,\{n} U {A} € F, mely tehat

azt jelenti, hogy S, (A;) = A,;, és n szerinti indukciot alkalmazunk. Rendezziik gy az A
halmazokat, hogy valamely m; < m, i < m; esetétn n € A;, m; < i < m esetén pedig
neA,.

Legyen B; = Aj\{n}(ha i < m). j<i<m;-ralA, UA;| <2k <n (akéthalmaz
unidjanak szamossaga nem lehet 2k a metszGség miatt), am ezért a ,,maradékbol”

Ire (VVA)N(VVA)). Afeltétel szerint B, U {1} € F, igy tetszdleges i, j -re

B.NB;= (B, UpNB;, = (B; U{A}) NA,;, hiszense A, se n nem lesz benne a
metszetben, igy B,NB; = (B; U {AH N A, # O, mivel két F —beli metszete, de akkor {B
1/ -+, By, } is metszd halmazrendszer V \{n} felett), am itt [B;| = [A;[-1, k-1 > 1.

k < g B.|=k-1c< 2_1, 2(k—1) < n-2 < n—1, melybél az indukcios feltevés

nyoman: m, < n-2 = (-1
e k-1-1)

Hasonléan, m; < i < m-re {A Mg e A, } metsz6 halmazrendszer V \ {n} felett,
(n-1)-1 n-2
IV\{n} = n-1 VA, -re |A;| = kezért m—m, < = .
k-1 k-1
k<2 ok <noni +( )< (T3] (2 ML) etiesiil
—, < n-1). m=m m-m,) < = , teljesti
2 il 0 0 k—2)  \k-1) (k-1
a tételbeli allitas.
b)
Azt szeretnénk belatni, hogy minden mas, tehat b) eset ellentmondasra vezet. Célunk
érdekében legyen rogzitett k, n, m esetén f(A,, ..., A,) minimumaaz s, +...+s, -nek,

ahol s; az A, elemeinek Osszege, a minimumot az Osszes, a tétel feltételeinek megfeleld

halmazrendszerre véve. Ellentmondasra ugy probalunk jutni, hogy ezzel az f fliggvénnyel V
felett a minimumnal kisebb értéket kapjunk.

Tegyiik fel, 3A;, € F, melyre 32 € V\A,, A <n,hogy ne A, é (A \{n}) U {A}) ¢
F, s hogy gyakorlatilag S, , -nel balra tolhassunk, vegyik az1 < my < m;, < m, < m
felosztast, melyre:

1. m, <i < m, ekkor n¢g A;, ekkor A, =: B;,

2.m;, <i<m,, ekkor ne A;, A e A,, ekkor A, =: B,.
A masik két esetben S, | (A;) # A, abalratolasnal.

3 my, <i<m,,ekkor ne A;, L g A;,ezért A; =: B; ¢és C; == (A,\{n}) U {i})
eF,

4.1 < m,,ekkor ne A, Leg A,, igy B, == (A \{n}) U {A}) ¢ F.
Cél, hogy belassuk, {B,, ..., B, } még igy is a feltételeknek megfelelé halmazrendszer,
melyhez elég csak azt belatni, hogy i # j-re B,NB; # 0. A 38. Allitas bizonyitasanak
sémaja szerint haladunk.
Ha j < i< mg, akkor B;NB; = {A}.
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Ha m, < j < i, akkor is biztosan teljesiil B; N B; # O, hiszen A; = B,
e F.
Ha j < m, < i, akkor

eF, A =B,

lehet my < i <m;,am A, C, eF, igy AANC, #0 = Fu:uehA;é ueC
¢s

@ #mnés u # A hiszenegyikaz A;, masika C; halmazbannincs = u € B, ill.

u €A; =B, (Evénszéa 3.esetrdl) = u4 € B,NB; # O,
lehet m; < i<m,, AeB;, AeA; igyreB, = 1eB,NB; # O,
lehet m, < i<m, Id. az m; <i < m, esetet.
B.NB;, # 0, minden esetben, tehat {B, ..., B, } megfelel6 halmazrendszer. Az elébbiek
Nyoman:
f(B,,...B,)-fT(A,...,A,) = my(—n+2A) < 0, (hiszen a két halmazrendszer éppen a
legnagyobb elemben, ill. a helyébe keriilt A —ban tér el, s A < n), mely ellentmond annak,
hogy f(A,, ..., A, ) alegkisebb. Az 1.Db) eset tehat nem allhat fenn.

2. eset (nem k-uniform eset)
Legyen k, = min|A;|,i =1,...,n melyre |A;| = k, < k (Ha k, = K, akkor Id. az 1.
esetet.) Elég tehat k, < k-—ra nézni. Tekintsiik a k— Kk, szerinti indukciot! Feltehetd, hogy
Al = kg, hai < mgys|A|>k,ham, <i<mahll<m; <m
Legyenek H,, ..., H, olyan kiilonb6z6 halmazok, melyekre

Jizi <mg, A cH; cV, [H] =k, +1 (7)

A tovabbiakhoz lemma segitségére van sziikség.

4.6. Lemma (Sperner) Az {A,, ..., A, }-tvéve ahol i < m,,igy az el6bbiek alapjan |A
| = k,, akkor legfeljebb m,(n—k;)(k, +1)  darab (7) —nek megfelel H ; halmaz létezik.

Bizonyitas (4.6. Lemma) Legyen m; darab feltételeknek megfeleld H; halmaz, mely igy
szintén Sperner - rendszer. Az (i, H ) parokat kétf€leképpen dsszeszamolva m,(n—k,) <
m. (k, + 1) —et kapunk, mivel bal oldalon i —hez, masképp A, -hez (melyb6l m, -nal
kevesebb van) keressiik azt az A; -n kiviili + 1 elemet, hogy H; -t kapjuk; jobb oldalon H,
szerint (melyb8l mg van) szamoljuk a parokat, igy [H;| = [ A;|+ 1 elemébdl kell kiszedni a
k, + 1 —et. Innen:

my(n—ky)(k, +1) " < m, , tehat teljesiil az allitas. [

2. eset folytatasa

Ekkor (k, +1)—-(n—-k,) < 2(k-1)-(n-1) < O, tudvan, hogy k < g Innen, s a lemma

nyoman mg, > mg, tehat {H,, ..., H, Amo, ..., A} a tétel feltételének megfeleld
halmazrendszer, s6t, Sperner-rendszer, ahol {Amo, ..., A} -ben a legkisebb halmaz k, +1
. . L n-1) , _
elemi, s k—k, szerinti indukci6 miatt m, + (m—-m,) < , s my; < m, miatt
k-1
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m < m, +(m-m,) ]
A kovetkez6 tételekben attériink a metszOségrél a t-metszoségre.

47. Tétel (EKR, altalanos, t-metszé eset) Legyen F < 2Y  k —uniform, t-metszé

n—t
halmazrendszer és n > n, (k, t). Ekkor |F| < (k J.

Azt mondjuk, hogy EKR igaz (n, k, t)—re, n > 2k—t, ha |V| = n esetén minden t-metsz6
Vv n-t

Fc -re |F| < .
k k—t

4.8. Allitas Tegyiik fel, hogy EKR igaz Vj: V (n,, ], t) —re, ahol n,,t rogzitett, n > 2k —
t, és t < j <k Ekkor (n, k, t)—reis igaz a tétel minden n > n; esetén.

\Y
Bizonyitas Legyen F c (k] a lehetd legnagyobb t-metszd, stabil halmazrendszer, s legyen

F,o={FN{l,....,n3}:FeF |FN{, ... ,n} = j}F, tmetszs, vo.3.11. Allités,

teljesiil, hogy
n, —t n—n n, —t n—-n
Fos (™7 | ien |\ s 2 | s 2 (™ ° | =
j-t t<j<k K—] O<i<k—t \ | K—t—i
_(n-t
k—t)
Itt az EKR balra tolassal torténd bizonyitasa A) valtozatanak (5) részéhez hasonldan (Id. 3.

n—n

fejezet) egy rogzitett F, € F; -hez a tovabbi k — j elemet (k Oj -féleképpen
-

valaszthatjuk. [

4.9. Tétel (EKR) Legyen{A,, ..., A} Sperner —rendszer V felett, melyre Vi,j:

|A;] <kahol 1 < k < —, é |[A;NA;| > tLegyent < k m > 2. Tegyiik fel, hogy

n
2
vagy

1) 2k < t+n,|A,| = k vagy

<
2) 2k < 1+n,|A.] < k Ekkor

n—t
a) vagy (i) |A;N...NA_| = t akkor m < (k tj'

. n-t-1) (k)\’
vagy (i) |A;N...NA, | <t<k<nm< ) ;

k—-t-1
k)’ n-t
b) ha n > t+(k—t) ) ,akkor m < (_t]
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k 3
Megjegyzés A 4.8. tételbeli n > n,(k, t) —re jo az itt lathato n > t+ (k- t)(tJ becslés.

Meggondolhat6 tovabba t = 1 —re, hogy a) —bodl kovetkezik b). Ekkor

a) () m < (n_lj - =DV o< (n_ZJ = (=2 e
k=1)  (K=Dl(n—K)! k-2 (k=2)1(n—k)!

_(n-1) k-1 " : S .
= —— k> amegfeleld feltételek teljesiilése esetén,

k-1) n-1
1 ) n-1
k_3 > 1, lgy m < .

[

b) ha n > 1+(Kk—1)k akkor =

=~
[EEN

Bizonyitas
k—k
kY’ n—t n-t-1 - n-t-1
Hat <k ésn > t+ k-1 |, akkor - n-=t o,
t k-t k—-t-1) k-t k-t-1

K 3
2 m,
g

tehat a) (i) —bol kovetkezik b), elég tehat a) —t belatni.

n—k
Ha t = k = egyetlen A, van,|A,| =k m =1 < ( J = n—Kk, b) trivialis.

I..eset: t = 0. Ekkor azt az esetet érdemes nézni, hogy 2k < 1+n, |A,| < k mertaz
uniformitas gyengébb feltétel. llyenkor a) (ii) nem lehetséges, a) (i) pedig egybeesik b) —vel,

k
Bontsuk két részre, mint a 4.5. Tétel 2. eseténél, legyen |A;| = k,, ha i < my, |[A;| > k,,

n
tehat elég azt belatni, hogy m < ( )

ham, <i<m aholl < m;<m, ahol k< k 1 < m;< m.

n
ik
Legyen k, < K, és alkalmazzunk Kk — Kk, szerinti indukciot. Legyenek H,, ...,H  kiilonb6zo

halmazok az 4.6. lemma feltételei szerint. Ekkor ismét fennall, hogy
(ko +1)—-(n—-k,) < 2(k-1)—(n—1) < 0, sujra fennall az 4.5. Tétel 2. esetét lezard

Ha k, = k akkor, |A;| = k, m

IA

n
egyenlétlenség, melybe most t = 0 —t helyettesitve m < m, +(m-m,) < (k) teljestil.

Il..eset: t > 0.
1) 2k < t+n, |A,| = k (Id. a tétel kimondasat). (A 2.) feltétel kovetkezik az 1.) —bol.)

Legyen |A;,NA,N ... N A, | = r. Elészor azt latjuk be, ha r > t, akkor (i) rész teljesiil.

Ekkor n — r elemii halmazokbol k — r elemueket kivalasztva, valamint a binomialis
egytitthatok tulajdonsagait ismerve igaz, hogy

< (=) (e n-t) (n-t tehat (i) i
M= Akor) T lnok) T lnok) T lk-t) o™ (1) igaz.
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Most legyen |[A, N ... N A | = r <t ekkor (ii)—takarjuk belatni.
AAN..NA, | =r<t < |ANA| <|A] =k 2k < t+n < k+n, a feltételek

szerint.
A halmazrendszerhez olyan tovabbi, V —beli részhalmazokat egyesével hozzavéve, mellyel k-
uniform, t-metsz6 és Sperner —rendszer marad a halmazrendszer, egészen addig, mig eme U]

halmazrendszer tovabb nem bévithetd, {A,, ... , Ap} —hez jutunk, vo. 2.25. Allitas
bizonyitasaval, ahol p > m a legnagyobb p egész, melyre mindez teljesiil. Legyen
A'={A, :i £ p}. A tovabbiakhoz elébb egy allitast kell igazolni.

4.10. Allitas Az {A,, ..., A} =: A’ halmazrendszer nem (t + 1) —metszd.

Bizonyitas (4.10. Allitis) Indirekt tegyiik fel, hogy Vi, j—re |A N Al 2 t+1L A e A
-hdz (mivel kiegészitettiik az eredeti halmazrendszert, ezért biztosan) JA’ < V:|A" | = k

|IA,NA", | = k-1 (egy elemben valtoztattuk), VB € A’-re |[A’ NB| 2 |[A NB[-12>t
(az utobbi |A;N Al > t+ 1 feltétel miatt). Mivel p maximalis, A’ € A’ Lehetséges
Osszes A’ -et keresve, tobbszori alkalmazassal a balra tolashoz hasonloan végiil kapjuk:

{1, ..., k},{n—k+1,...,n} € A, ezért (A’q -ek, ill. B -k szama) :

t< L ....kkN{n-k+1,... n}f = k—(n-K) <t amez ellentmondas, igy VA :

3B e A’ hogy |[A, NB| =t [

Legyen A, és B € A’ olyan, mint a fenti bizonyitasban, |A N B[ = t. Mivel
AN NAL < JAN N AL <t ezért, s az el6bb belatott allitas miatt 3C e A,

hogy
|AqﬂBﬂC| <t

Rogzitett Aq, B, C—rejeldlje T az (X, Y, Z) halmazharmasok halmazat, ha X < A i

Y < B,
ZcC [XI=lY|=1Z=t IXUYUZ < k. Legyen ¢ (X,Y,2Z2) ={D: XUYUZ c

D e A'}. Ekkoraz {A,, ..., A } halmazrendszerre megallapitottak szerint A’= U ¢ (X,

XY, 2)eT
Y, Z). (Eme D -k éppen A, -nek megfeleldk, s t < k miatt mindig talalunk megfelelé X, Y,
Z-t,sigy A;,B,C-t vDe A-ralDNA | 2 t|[DNB| 2 t[DNC| = t ahola

metszetek X, Y, Z —t adjak, mas, nem D elem tehat A’-ben nem lehet.)

Ha (X,Y,2) e T,és s = |XUYUZ, akkor s > t, kiilonben azt az ellentmondast kapjuk,

hogy
t > |Aqﬂ BNCl > XUYUZ =Xl =t (s £ till |X] = t-bdl).

n-s
Innen (JA] < Z g (X, Y, Z2)|), rogzitett X, Y, Z-re |¢ (X, Y, Z)] < [ j =
(X,Y,2)eT

k—s
n-s
n—k
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it P Rl (kY
K = K—t_1) igy D —k szamat is becsiilhetjiik, t -féleképpen valasztva
n-— _t_

A, B C-bdl X,Y,Z-t ése D-kbol kapjuk A’-t:

n—t-1)(k\’ .
m<p=|Al < , mellyel belattuk (ii) —t.

k—-t-1)\t
b)
Tekintsik a 2k < 1+n, |A;| £ k esetét, ahol A, -k Sperner-rendszert alkotnak.
Legyen |A,| = ky,hai < my, |A,| > k,,ha my < i < m,ahol 1 < m, < m,ahol

ke < k1 < m, < m Ha k, = k Id. 2a) esetet. Legyen tehat k, < K, ekkor k- Kk,
szerinti indukciot alkalmazunk.

Legyenek H,, ..., H  Kkiilonb6z6 halmazok a 4.6. Lemmaban szereplé feltétel szerint, ahol

fennall, hogy m,(n — k,)(k, + 1) < m,, valamint a 4.5. Tétel 2. eseténél lattuk, hogy e
halmazokra

(kg +1)—-(n—k,) < 2(k-1)-(n—-1) < 0 teljesiil; ezért, s a lemma miatt m, > m,.
Mivel

Ko< k < nezért n—k, > 2, H; definici6jaalapjan H, N ...NH = A
Ha

H, N ...0H, N Amo+l NAL N...NA| 2 t akkorld. a tétel a) (i) esetét, melyeta 2.
eset elején lattunk be.

Feltehet6 tehat, hogy |H, N ... H_ NA
Mivel {H, ..., H
C, elemére teljesiil, hogy |C;| < k és |[C;NC,| = t, igy az indukcids feltevésbdl (hiszen

(k—k ;) csokkent)

m < m.4mom) < n—t-1) (k)
- T A k=t-1)\t ]’

ahol my -tel (m, —na 1tdbb) Hj -ket becsiiljiik, m—m , pedig a maradék. [

N...NA

1 m, "

N.NA |=]A,N..NA_| <t

my+1

A ..., A }olyan V feletti halmazrendszer, melynek barmely C;,

ms’ my+1’

Megjegyzés (S. H. Min) Legyenek A,, ..., A olyan kiilonb6z6 halmazok, melyeknél Vi—
re A, {0, ...,7} |A;| = 4 |A,N{0, ..., 3} = 3.Ekkor F ={A,, ..., A, } elemszama,

4
m= 4(3] == 16, F pedig |[V| = 8 elemi halmaz feletti, 2-metsz6 halmazrendszer

n-t
(O, ..., 3} -bdl 3 elemii részhalmazokat kivalasztva 2-metszoket kapunk). Ekkor (k J =

o
= =15 < m.
2

Kissé altalanosabban nézve: legyen r € Z, s legyenek A, ..., A,
halmazok, melyeknél Vi-re A, < {0, ..., 4r—1} |A,| = 2r, |A,N {0, ..., 2r—1} > r.
Ekkor |V| = 4r, s e halmazokbodl képzett F automatikusan 2-metsz6 a skatulya-elv szerint,
hiszen mar a {0, ... , 2r} —be esé része is legalabb két elemben metszi egymast. Igy

olyan kiilonboz6
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2r 2r 2r
m = Z ] [ j hiszen az elemek egy részéta {0, ... , 2r — 1} -bél ] J a
r<j<2r J 2r—j J

) 2r o , .
maradékot o -féleképpen valaszthatjuk.
r-1J

2r 2r 2r 2r 2r\’
m = Z ) ] _— Z ( j[ ] - i( J , Ui. r —nél nagyobb és
r<j<2r \ ) )\2r—} 2 j<or 2r — | 2\r

kisebb j —ket is szamolunk 2r -ig, ezért feleziink, hogy csak r < j esetét kapjuk meg, majd
kivonjuk r = j esetét.

2 ()70 - 3

1ndoklassal

2
4r 1(2r . )
-5 , az els6 tagnal vo. (4) -nél leirt
r

N M
] | -re, mely itt 2r lanybol és 2r fiabol kivalasztando N + M tagu
0<j<r \UJ r-—]

) n-t 4r -2 n-t )
bizottsaggal szemléltethetd. Most = ;> 2-re < m, tehat azt
k-t 2r-2 k-t

szeretnénk kapni, hogy

4r-2) _ (4= _ 1(4r) 1o © 1 @r-ouar-nar 1
2r-2 (2r—-2)12r! 2\ 2r 2 \r 2 (2r-2)(2r -1)2r(2r)! 2
,» 18y
r
- -2)! -2)! 2r\’
ar-1 > 2 miatt elég latni, hogy M < 2 M —l ,
2r-1 (2r—-2)12r! @2r-2)2rt 2

2r 4r -2 )
<2 or 2] mely egyszeri szamolassal adodik.
r r—
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5. Keresztben metsz6 halmazrendszerek

Az alabbi tételek, definicio és a megjegyzés is [10] és [11] alapjan késziilt.

5.1. Definici6 Legyen A = {A,,A,, ..., A } ¢ B={B,,B,, ..., B} kétrendezett
halmazrendszer. A és B keresztben metsz6, ha A, NB;, = 0 < i =]

5.2. Tétel (Bollobas) Legyen A = {A,,A,,... , A} é B={B,,B,, ..., B}

i 1
keresztben metszé halmazrendszer. Ekkor Z

= [IA |+1B, I]

|A
Bizonyitas Tekintsika |V| = n, V=A, UA, U...UA_ ,UB, UB, U...UB,,
alaphalmaz azon permutacioit, melyben i : A, minden eleme megelézi B, minden elemét.

Egy adott sorrendhez legfeljebb egy jo indexet lehet talalni, ha ui. i és j is jo lenne, akkor A,
NB; # O miatt A, elemei kozott lenne egy b; € B, elem, ugyanigy B ; elemei kozott

lenne a; € A, elem. Mivel A, minden eleme megelézi B; minden elemét, igy b,

megeldzi a; -t, &m ez azzal jar, hogy a j index nem lehet j6 az adott sorrendhez. Rogzitett i—
re a jo sorrendek szdma:
n
Ji = (A DB D (n=TA=1B;D,
(I A |+]B, I]

ahol a binomialis egyiitthatoval kivalasztjuk azt az | A;| + | B;| helyet, ahova A,

i és B
elemei keriilnek. Ezek koziil az elsé | A;| helyre kell valamilyen sorrendben elhelyezni A,
utana B, elemeit, végiill az A, UB; -be nem tartozd elemeket kell elhelyezni a fennmaradd
helyekre tetszdleges sorrendben. Ha J; -ket i =1, ... , m —re Osszeadjuk, akkor minden

sorrendet legfeljebb egyszer szamolunk:

m

m n
Z:Ji = Z(lAHIBi J(lAil)!(lBil)!(n_IAiI_IBiI)! <n

i=1

!m : JA-!B-!—A._B_!S!
ng((IMHBi|)!(n—|A|—|Bi|)! (A DB DI (M-IA[-|B,D! < n

i B, |! 4 1
Z( LA MBI j = Z— < 1, ami éppen az allitas. [ |
T\ (A |+]B; ]! i_1(|Ai|+|Bi|J
|A
5.3. Kovetkezmény (Bollobas) Legyen |A;| = |A,| =... = |A, | =k |B,| = |B,| =...

k+1
=[B,l=1¢é |[A;NB;| =0 < ha i = j. Ekkor m < ( ‘ j

36



i 1
Bizonyitas 5.2. -bél tudjuk, hogy —

;[u\ 1a

| A
Helyettesitsiink k-t |A | -kbe, 1—et |B | -kbe, ekkor Zﬁ < 1. Innen
i | K+
K+1
m < . [
k

A témaval kapcsolatos irodalomban sok helyen az 5.3. Kovetkezményt hivjak Bollobas-
tételnek.

Mivel A = {A,, ..., A} akkor és csak akkor Sperner — rendszer V felett, ha A és B,
B:={V\A, =B,,..., V\A_  =:B_} keresztben metszé halmazrendszerek (halmaznak a
komplementerével vett metszete iires halmaz, A;,NB; = O, i # j-b6l A; = A NA, s

igy
A, < A kovetkezne, sértve ezaltal a Sperner — tulajdonsagot), ezért lathato, hogy Bollobas
tételébdl kovetkezik a LYM — egyenldtlenség. V1 < i < m-re |[A,| +|B;| = [V|] = n,
innen
i 1 &1
Z— = Z , igy 5.2. Tételbdl azonnal megkaphato a LYM -
il[lAi|+|Bi|] il[nj

|A |A
egyenlOtlenség.
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