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A szakdolgozat témaja

Szakdolgozatom célja, hogy nagyrészt a csoportelmélet eszkozeivel megmutassam a
Rubik torony miikodését. Ez egy, a Rubik-kockdhoz hasonl6 logikai jaték, mely kira-
kott allapotaban egy 2 x 2 X 4-es téglatest.

Elemei a téglatest oldalaival parhuzamos szimmetria stkok mentén mindig forgat-
hatoak, bizonyos esetekben pedig elforgathatd onalloan négy kiilsé elem is.

Kirakott allapotdban gy néz ki, mint két 2 x 2 x 2-es kocka egymaéson, a forga-
tédsa soran viszont igen sokféle alakzatot vehet fel. Rajottem, hogy a koézépsG négy
elem szemléletesen megfeleltethetd egy 2 x 2 x 2-es Rubik-kockanak. Ezek a belsé
elemek meg vannak toldva egy-egy sarokkockaval, melyek 6nallo forgathatosaga fiigg
az aktualis ,toronyallastol”.

Ezen megfigyelések utan a torony miikodése konnyen leirhato, ha értjiik a 2 x 2 x 2-

es kocka miikodését.

Szakdolgozatom nagyrészt a 2 x 2 x 2 Rubik-kocka csoportelméleti targyalasaval
foglalkozik. Elgszor megfeleltetem a kockat egy algebrai strukturanak, mely segitsé-
gével megfogalmazom és bizonyitom az altalam megfigyelt szabalyossdgokat. Végiil

ezeket az Osszefiiggéseket felhasznalom a Rubik-torony elemzésénél.



1. fejezet

A 2 x 2 x 2-es Rubik-kocka

Jelolések

A Rubik-kockan elvégezhets elemi forgatdsokat a kdvetkez&képpen jeloljiik:
T a kocka tetejének elforgatasa;
A: a kocka aljdnak elforgatasa;
B: a kocka bal oldali lapjinak elforgatésa;
J: a kocka jobb oldali lapjdnak elforgatasa;
E: a kocka eliilsd lapjanak elforgatésa;

H: a kocka hdtso lapjanak elforgatéasa.

A kocka poziciondldsdn a tovabbiakban olyan miiveletet értiink, amikor nem for-
gatjuk el egymashoz képest az elemeket, hanem az egész Rubik-kocka helyzetén val-
toztatunk ugy, hogy meghatarozzuk példaul két szomszédos oldalanak a helyét. (Meg-
adhatunk olyan pozicionaldst is, mely nem egyértelmiisiti a kocka helyzetét — ez nem
probléma, ilyen esetben a feltételt kielégité barmely pozicionalas alkalmazhato, vi-
szont itt (is) fontos a kiindulasi allapot megjegyzése.) Belathato, hogy minden pozici-
ondlés leirhato elemi forgatasok egymasutanisagaval, igy valid miiveletnek tekinthetd.
Hasznalata bizonyos esetekben szemléletesebb és célravezetGbb, mint a neki megfelelg

forgatassorozat megadéasa.

Az elemi forgatasokat az irany egyértelmiisége miatt a kovetkezd modon értelmez-
ziik: a Rubik-kockat az adott oldallal (teteje, alja stb.) magunk felé pozicionéljuk,
majd az igy felénk es6 oldalt 90°-kal elforgatjuk az dramutato jardsaval megegqyezd
irdnyba. Ezutan a kockat visszapozicionaljuk a kezdeti transzformacios allapotéaba.

A 90°-0s forgatds miatt evidens, hogy tetszéleges elemi forgatasra Elemi* = id,

vagyis oramutato jarasaval ellentétes iranyt forgatasra Elemi~! = Elemi?.



1. fejezet 1. szakasz

1.1. A sarokkockak permutacidja

A 2 x 2 x 2-es Rubik-kocka 8 elemét, melyeknek egyenként 3 lathato oldala (igyne-
vezett lapkdja) van, sarokkockdknak nevezziik. Tekintsiik el6szor ezeknek az elhelyez-

kedését, ezeket hivjuk a sarokkockdk permutdcioinak.

Reprezentalja a 8 db sarokkockat a H = {1,2,3,4,5,6,7,8} halmaz.

Legyen alaphelyzet az (1.1) dbran lathato elhelyezkedés, és rendeljiik hozzéa ehhez
az Sy szimmetriacsoport identitésat.

A késGbbiekben az alapallapott kocka szamozasa szerint fogunk az (aktuélisan)
elsd (szami) helyen, mdsodik (szdmaii) helyen stb. lévd sarokkockara hivatkozni.

Vegyiik a sarokkockak egy tetszGleges lépéssoro-
zat utan kapott elhelyezkedéseit, és rendeljiik hozza
mindegyikhez azt az Sg-beli permutaciot, melyet az
alaphelyzetben 1évG sarokkockakon kellene elvégez-
niink ahhoz, hogy a sarokkockak forgatés utani per-
mutaciojat kapjuk.

Lathato, hogy a sarokkockak helyzete egyértel-

miien meghatarozza ezt a permutaciot (hiszen min-

den sarokkockanak csak egy helye és kiindulési pontja

lehet), és ugyanezen okok miatt barmely Ss-beli per- 1.1. 4bra.
mutacidhoz a sarokkockdknak legfeljebb egy permu-

tacioja tartozhat (az még kérdéses, hogy mindegyikhez létezik-e).

Ezen permutaciokat tartalmazé halmaz legyen /C.

1.1.1. Allitas. A 2 x 2 x 2-es Rubik-kocka sarokkockdinak permutdcidi csoportot

alkotnak, és ez a csoport izomorf Ss eqy részcsoportjdaval.

Bizonyitas. Tekintsiink egy az alaphelyzetii kockan végzett ® : Ky — K tetszbleges

forgatassorozatot. A sarokkockak helyzete ennek kiévetkeztében

e (1), 071(2),¢7'3), 07 (4), 071 (5), ¢ 1 (6),07 (7). 97 1(8),

ahol 4,5 € H,(i # j) : o (i) # ¢ 1(j), és minden ¢~1(i) azt a H-beli elemet jeldli,

amelyet ® forgatassorozat az i sarokkocka identitasbeli helyére visz.

cI)<Z.d):<sol(1) e H2) ¢'(3) ¢ '4) ¢ H(5) ¢ '(6) ¢ (T 901(8)>

Legyen E elemi forgatdsok tetszéleges egymasutanja. Vizsgaljuk meg, hogyan hat

ez a tetszéleges allapotu kisrubik sarokkockain.
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1. fejezet 1. szakasz

Jelolje €(i) azt a H-beli elemet, melyre E az aktualisan i-edik helyen 1év6 sarok-

kockat viszi.

Vegyiik észre, hogy ez pontosan az a permuticio, amit akkor kapunk, ha ®(id)-t
megszorozzunk azzal a Kg-beli elemmel, mely az alapdllapoti kockdn végrehajtott E

forgatas utani sarokkockék helyzetének van megfeleltetve:

D(id) - E(id) = e 1) oH2) ... eTH(8) 1 2 ... 8 _
1 2 . 8 e(l) e(2) ... (8

_ ( o) 97D ) ) _E(@(id)).
e(1) e(2) ... (8

C s

ben reprezentalt allapott kockara teljesiil.

A forgatasoknak megfeleltetett permutaciokkal valé szorzasra, mint miiveletre, a
2 x 2 x 2-es Rubik-kocka sarokkockainak permutacioi csoportot alkotnak. Jeloljiik ezt
a (K, -) csoportot P-vel.

Mivel K¢ minden eleme Sg-beli, a - miivelet pedig azonos a szimmetriacsoportbeli
kompozicioval, P < Sg. Az allitas tehat teljesiil. O

A kovetkezSkben pontosan meghatarozzuk a P csoport elemeit.

1.1.2. Segédtétel. Ha két eqymds melletti sarokkocka a t6bbi helybenhagydsa mellett

megcserélheld, akkor bdrmely két sarokkocka megcserélhetd.

Bizonyitas. A bizonyitast két lépéshen végezziik:
1. Bizonyitjuk, hogy barmely két egymds melletti sarokkocka felcserélhetd.
2. Bizonyitjuk, hogy barmely két sarokkocka felcserélhetd.

1. lépés
A feltételt kielégits forgatassorozatot jeloljiik C-vel.

Eszrevehetd, hogy minden sarokkocka-part egyértelmien meghataroz a Rubik-
kocka egy éle. Legyen a C forgatassorozat altal megcserélt sarokkockdkhoz tartozo él
€Kit -

Tekintsiik a kocka egy tetszGleges e; élét, tovabba jeloljiik az e; mentén 1évG sa-
rokkockakat megceseréls forgatassorozatot C(e;)-vel (Clegs) = C). A kocka mozgas-
csoportja segitségével tetszGleges él atvihet§ egy masik tetszéleges ¢lbe. Legyen M

egy olyan mozgatas, mely e;-t ey-be viszi. Ekkor C'(e;) = MCM ™! forgatassorozat
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1. fejezet 1. szakasz

megcseréli az e; mentén 1évs sarokkockékat. Tehat ha adott két szomszédos sarokkocka

megcserélhetd, akkor barmely két szomszédos sarokkocka megcserélhetd.

2. 1épés
Kovetkez6 1épésként belatjuk, hogy barmely két sarokkocka megcseréletd.

Tekintsiik az (1.1) abra alapjan a rubik kocka sarokkockait ugy, mint egy graf
pontjait; két pont kozott pontosan akkor fut él, ha a neki megfeleltetett sarokkockak
szomszédosak. Ez a graf osszefiiggs, vagyis definicio szerint barmely két pont kozott
letezik ut. (Tovabba barmely két pont kozotti legrovidebb 1t legfeljebb 3 élen halad
at, a bizonyitashoz azonban ez nem sziikséges). Mikor két szomszédos sarokkockat
megcseréliink, egy adott élhez tartozd végpontokat cseréliink fel.

Vegyiink tetszéleges i, grafpontokat, és a kozottiik 1évé egyik utat alkossak
Uy, Usg, . . ., Uy elek. Ekkor C(uy)C(ug) ... C(tn—1)C(tn)C(tp-1) ... C(u2)C(uy) meg-
cseréli az i, 7 pontokat. (A legrovidebb utat valasztva ez a szorzat legfeljebb 5 tagt.)

Ezzel a segédtételt bizonyitottuk. O

1.1.3. Tétel. A 2x2x2-es Rubik-kocka sarokkockdinak permutdcidcsoportja izomorf

az Sy szimmetriacsoporttal.

Bizonyitas. Az (1.1.1) tétel kimondja, hogy P < Ss. Az izomorfia bizonyitasahoz
azt kell belatnunk, hogy az elemi forgatasok generaljdk az Ss-at.

Ismeretes, hogy minden permutdcid elddall transzpoziciok szorzataként. Azaz ha
belatjuk, hogy a segédtétel feltétele teljesiil, akkor minden Sg-beli transzpozicio eleme

P-nek, ezek pedig generaljak Sg-at.

A sarokkockak helyét tekintve, az elemi forgatasok megfelelnek az alabbi permu-
tacioknak:
= (1265),

T = (1432), B = (1584),
A= J = (3487).

E
(5678), (2376), H

A kovetkez6 egy ismert forgatassorozat, mely felcseréli az egyes és kettes szamu

helyen 1é6v6 sarokkockakat:

Ciy = B-\T"\BETE-'B-'TBT? =
— (1485)(1234)(1584)(1265)(1432)(1562)(1485)(1432) (1584)(13) (42) =
= (12)(3)(4)(5)(6)(7)(8).

Mivel C}y egy megfelels C forgatassorozat, a tételt bizonyitottuk. O



1. fejezet 2. szakasz

1.2. A sarokkockak orientacioi

A sarokkockéak elhelyezkedéseirdl, azaz P permutaciécsoportrol méar belattuk, hogy
Sg szimmetriacsoporttal izomorf, de azzal még nem foglalkoztunk, hogy a sarokkoc-
kak lapkai merrefelé allnak. Nevezziik ezt a tulajdonsagot egy adott elem esetében a
sarokkocka orientdcios dllapotdnak (réviden orientdcidjdnak). Az Osszes sarokkocka
orientécids allapotat tartalmazo halmaz lesz magénak a Rubik-kockdnak az orientd-

cios dllapota. Jeloljiik ezt a halmazt O-val.

A forgatassorozatok hatassal vannak a sarokkockak elhelyezkedésére és a lapkak
iranyara is. Az el6bbira ugy fogunk hivatkozni, hogy az adott forgatassorozat a sa-
rokkockakon hogyan végez permutéciot (réviden permutalja 6ket), az utobbira pedig,
hogy egy adott sarokkockén, illetve azok Gsszességén miképpen végez orientalast (ro-

viden orientalja 6ket).!

Mindegyik sarokkocka lapkait szamozzuk be
1-t6l 3-ig oly modon, hogy az alaphelyzetben
l6vs? kockat tekintve a 3-as szam minden esetben
feliil, illetve alul helyezkedjen el ((1.2) abra), to-
vabba egy adott sarokkocka csiicsat magunk felé

forditva, az 6ramutato jaradsaval ellentétes irany-

ban kovessék egymast az 1, 2, 3 szamok ((1.3)

2 1 2 / abra).

Vegyiik a Rubik-kocka minden, az alapélla-

\
\/ potbol forgatassorozatokkal elérhets helyzetét, és
rendeljiik hozza —, a megfelel§ P-beli elemen feliil
1.2. abra.

—, egytdl nyolcig az adott helyen 1év6 sarokkocka
nak véve, amikor a 3-as szam feliil vagy alul van (az alaphelyzetnek megfelelGen).
Ezen Ss-beli elemek a H' = {1, 2,3} halmaz elemeit permutéljak.

Legyen R az a halmaz, mely a permutaciokat és orientaciokat
egylittesen leir6 allapotokat tartalmazza. R elemei (p, o) alakuak,
ahol p € P, 0 € O. Az elempér mésodik tagja S$-beli elem, mely
a sarokkockak orientacidit hatarozza meg rendre az elsd, mdsodik,

.., nyolcadik helyen. Hogy egy adott helyen 1év6 sarokkocka a

nyolc koziil melyik, azt p hatarozza meg. 1.3. abra.

Az 1-t6l 3-ig valo lapkaszamozas hasznunkra van, ha azt akarjuk szemléltetni, hogy

! Az orientélas is egyfajta permutélas, a lapkdk egymassal valo felcserélése — a konnyebb megkii-

16nboztetés miatt fogunk rajuk orientalasként hivatkozni.
2Minden sarokkocka a helyén van, a kezdeti orientacioban, azaz ,szinre forgatva.



1. fejezet 2. szakasz

egy sarokkocka orientaciojahoz elég a hozza tartozé harom lapka helyét meghataroz-
nunk. A kovetkez§ észrevételt viszont konnyebb belatni, ha méasfajta reprezentéciot

hasznalunk.

1.2.1. Allitas. Ha egy adott sarokkockdt énmagdban is kockaként tekintiink, és meg-
vizsgdljuk, hogyan hat rd® egy forgatdssorozat, abbdl eqyértelmiien meghatdrozhatjuk a

sarokkockdnak mind a permutdcios, mind az orientdcids dllapotdt.

Bizonyitas. Szdmozzuk be minden sarokkocka oldalait az (1.5) abra szerint. Eszre-
vehetd, hogy ekkor egy adott szdm megfeleltethetd a Rubik-kocka egy szinének.
Vizsgaljuk meg a sarokkocka orientacioit, mint az is-
mert viselkedést kocka automorfizmusainak mozgdscso-
portjat, melyet jelen esetben az oldalakkal reprezenta-
lunk. Errél tudjuk, hogy megfeleltethets egy 24 elemii

permutaciécsoportnak.

Az elemi forgatasok a kovetkezé modon permutaljak

a sarokkockak oldalait:®

1.4. abra.

T, = (1245), B, = (2653), E, = (1643),
A, = (1542), Jo = (2356), H, = (1346).

Jeloljiik a sarokkocka allapotait azon Sg-beli elemekkel, melyek az oldalak permu-
tacioi az alapéallapothoz képest. Az (1.1.1) allitas bizonyitasaban szerepld modszerrel

ezekrdl az elemekrél belathato, hogy:

1. Tetszbleges helyzetii sarokkockan egy adott forgatassorozat olyan allapotot ered-
ményez, mint ha az adott allapotot jel6lg Sg-beli permutéciot megszoroznank

a forgatassorozatot alkoto forgatésok (7, B, . ..) szorzataval.

2. Ezek a szorzok szintén megfeleltethetéek egy allapotot jelzé permutécionak,
melyet akkor kapunk, ha az identikus helyzetben lévé kockan végezziik el az

adott forgatassorozatot.

3. A kocka allapotai Sg egy részcsoportjat alkotjak.

3Melyik lapja néz felénk, illetve felfelé, lefelé stb.

4Ennek felépitését, tulajdonsagait kiilon nem bizonyitjuk.

5Az elemi forgatasok valdjaban 90°-os tengely koriili forgatast végeznek a sarokkockikon. Ez
felirhat6 a sarokkocka megfelel§ négyfogasu forgastengelye koriili forgatas és egy eltolas kompozici-

Ojaként, az utobbi komponenssel viszont nem sziikséges foglalkoznunk.
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1. fejezet 2. szakasz

Legyen az emlitett csoport /C.
Mivel ezen permutaciok tengely koriili forgatasok, ezért ira-
nyitastartoak, tehat csak mozgéscsoportbeli elemeket eredmé-

nyezhetnek. Tovabbé ezekkel a forgatasokkal tetsz6legesen meg-

hatarozhato két szomszédos lap, vagyis elGallithaté mind a 6-4 =
24 db mozgascsoportbeli elem. 1.5. 4bra.
Az 1-t6l 6-ig valo szamozast tekintve, a sarokkockak lathato oldalainak halmazai

a kovetkezsk:

51 = {37 274}7 Sg = {37 172}7 S3 = {3757 1}7 S4 = {3747 5}7
s5 = {6,4, 2}, s = {6,2, 1}, s7 = {6,1,5}, ss = {6,5,4}.

Tekintsiink egy tetsz6leges i. sarokkockat, mely az egyik & € K-beli allapotban
van. A hozza tartozo s; oldalak £ altali képei egyértelmien meghatarozzak, hogy
az 1. sarokkocka hanyas szamu helyen van a Rubik-kockdban: ugyanis minden ilyen
pontharmashoz tartozik egy csics, és annak a cstcsnak a képe meghatarozza, hogy
a vele szomszédos oldalharmast mely oldalhdrmasba (s;-be) viszi a transzformacio.
Mivel s;-k kiilénboz6ek, ezért a sarokkocka helye egyértelmi.

Az orientaciot az alapjan hatarozzuk meg, hogy az (1.2) dbra szamozasa szerinti
1, 2,3 lapkaknak megfelel§ s;-beli elemeket k& mely s;-nek megfelels H'-beli lapkakba

viszi. Mivel £ minden oldal képét meghatéarozza, igy meghatarozza az orientaciot is. [

SZEMLELETESEN: Tetsz6leges sarokkockdhoz mind a 8 helyen 3 orientéci6 tartoz-
hat, mely orientacié megfeleltethets egy, a lathato oldalak halmazan végzett permu-
tacioval. Ez a 8 - 3 = 24 kiilonb6z6 allapot kiteszi a teljes K mozgascsoportot, mely
egyértelmiien meghatarozza az adott sarokkockanak mind a helyzetét, mind pedig az

orientaciojat.

1.2.2. Segédtétel. A sarokkockdk tetszdleges permutdcidja elvégezhetd gy, hogy min-

den sarokkocka megdrizze a permutdlds eldtti orientdcids dllapotdt.

Bizonyitas. A bizonyitast az (1.1.2) és (1.1.3) tételekben latott logika alapjan a

kovetkez6 1épésekben végezziik:

1. Bizonyitjuk, hogy két szomszédos sarokkocka megcserélhets az adott feltételek-
kel.

2. Megmutatjuk, hogy ily médon barmely két sarokkocka megcserélhetd.

3. Transzpoziciok segitségével belatjuk a tétel allitasat.
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1. fejezet 2. szakasz

1. 1épés
Tekintsiik az (1.1.3) tétel bizonyitasaban szerepls Cio = B~'T"'BETE'B~'TBT?
forgatassorozatot, mely megcseréli az elsé és masodik helyen 1év6 sarokkockakat. A

bizonyitas tovabbi részében jeloljiik egyszeriien C-vel. Vizsgaljuk meg, hogyan hat ez

csrs

Megjegyzés. A kovetkez6kben az identikus helyzetii kockabdl indulunk ki. Ezt meg-
tehetjiik, mivel az Sg-beli elemek a kocka mozgascsoportjanak elemei, ezért az i. szamu
sarokkocka oldalaira valo hatasokat tekinthetjiik tigy, hogy az éppen . helyen 1év6 sa-
rokkocka oldalainak képei hova fognak keriilni. Emiatt az orientaci6é valtozatlansaga

igaz lesz barmilyen allapotu kockabol kiindulva.

S; szerinti szAmozas

S1 |S2 | S3|S4|S5|Se|Sr|Ss
11514421
4 121152 ]1]5
313136616

H' szerinti

SZamozas

1.1. tablazat. A sarokkockak S3-beli szamozasanak Sg-beli megfeleltetése

El6z6 fejezetben a sarokkockdkat a ‘H = 1,...,8 halmaz elemeivel, egyszerien
szamokkal jeloltiik. Itt viszont, hogy ne keveredjen a sarokkockak és az oldalak sza-

mozasa, az 1. helyen 1év6 sarokkockat k;-vel jeldljiik.

Az els6 sarokkockat B! elviszi a 4-be, igy T !-nél azt kell figyelni, hogy hat-e a
négyesen; igen, visszaviszi 1-be; ezutan B elviszi az 5-be, amit E vissza 1-be, majd
T ismét a 4-be; E~! viszont nem hat a négyes szamt sarokkockan, ezért a kovetkezo,

1 mely elviszi a 8-ba; T nem hat

mely k; meghatérozasanél szamitasba jon, az B~
8-on, B viszont elviszi 8-at a 4-be, majd végiil T? a 2-be. Vagyis az egyes szami
sarokkockan sorban hatnak a B!, T-!, B, E, T, B™', B, T? forgatasok, amibél

kévetkezik:

Cw, = BT, ' BoE,T,BoB; ' T? =
= (2356)(1542)(2653)(1643)(1245)(2653)(2356)(14)(25) = (1542)(3)(6).

(Az also indexszel (k;) azt jeloljiik, hogy az adott forgatassorozatnak a i-edik helyen
lévs sarokkocka mozgascsoportjara valo hatasat vizsgaljuk.)

Az els6 szamu sarokkocka s; = {3,2,4} valos oldalait a {3,1,2} = s, halmazba
viszi — vagyis, amit mar eddig is tudtunk, a sarokkocka a masodik szamu helyen lesz.
Tovabba az 1-t6l 3-ig valé szamozést tekintve, a 3-as sj-ben és so-ben is a 3; az 1-es

si-ben 2, so-ben 1; ill. a 2-es sy-ben 4, so-ben pedig a 2.
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1. fejezet 2. szakasz

Az Sz szerinti orientdciokat tekintve A,(oy) = 05 -14,) pontosan akkor teljesiil,
ha minden oldal képe — a sarokkocka 1j helyének megfelelGen — azonos szamu helyre
keriil. Mivel C'(25,) = 15,, C(4s,) = 25, s C(3s,) = 3s,, igy ki megtartja az orienta-

52
ciojat.
Vizsgaljuk meg a masodik sarokkockat. Ezen C szerint sorban hatnak 7!, T,
E~', B7' T, T? azaz

Cy, =T, 'T,E;'BI'T,T? = E; ' B 'T? = (1346)(2356)(1542) = (14)(23)(56).

o

Ez so-nek az 1,2, 3 elemeit rendre az s; 4, 3,2 elemeibe képezi, vagyis a ‘H'-vel rep-
rezentélt orientaciokat tekintve —, figyelembe véve az (1.1) tablazatban szemléltetett
megfeleltetést, o, = (123). (Az indexben helyesen k; szerepel, hiszen a sarokkocka

aktualis helyét jelenti.)

A harmadik sarokkockan hatnak T-!, B, E, T, E-', B~', T, B, T?, vagyis

Cyv, =T, 'B,E,T,E;'B; T, B,T? =
= (1542)(2653)(1643)(1245)(1346) (2356)(1245)(2653)(14) (25) = (153)(264).

Az s3 = {5,1,3} halmazt C az (153) permutéacioval 6onmagéra képezi, vagyis a sa-
rokkocka helyben maradasa mellett a H'-beli reprezentacioval vett permutacio oy, =

(213).

A negyedik sarokkockara Cy, = B 'B.T.T.,T 02 = 1d, amibdl kovetkezik a helyben-

« e,

A ky-hez hasonléan ks, kg, k7 és kg esetében is az identitast kapjuk.

Veégezziik el a C elvégzése utan kapott kockdn a D = TG*T*GT forgatassorozatot,

ahol a sarokkockak elhelyezkedésének szempontjabol

G = (JLATLTA)? = ((2673)(5876)(2376)(5678))% = ((26)(3)(5)(78))% = id,
— D=T-id®-T?id-T=T* = id.

Az orientaciokat vizsgalva Gy, = Gy, = id, hiszen ezekre G semmilyen moédon nem
hat. Tovabba

G, = JJ AT AL YA T, = J2ASY T, = (25)(36)(1245)(2356) = (132)(465),
G, = (Jy ' o)* = id;

G, = (A5 A,)? = id;

G = JJ A VT JACT AL = J7PAST = (2653)(1245) = (126)(345);

G, = JT I AAT I Ay = Jo Ay = (2356)(1542) = (156)(234);

Gie = A I AT TG Ay = AL A2 = (1245)(2356)(14)(25) = (132)(465).
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1. fejezet 2. szakasz

Eszerint GG forgatasorozat a felsé négy sarokkockabdl egyediil a masodik helyen
lévén végez orientalast, tovabba az alsdé négy sarokkockdhoz 1 db els6-, ill. 3 db
harmadfoki forgatast rendel, mikézben helyiiket nem valtoztatja. (Ha a sarokkockak
helyei valtozatlanok egy forgatassorozat hatasara, akkor annak egyszert kiszamitani
a hatvanyait, mert tobbedszerre is ugyanazt a hatast végzik egy adott sarokkockan.)

Ez alapjan D forgatassorozat a kovetkezGket teszi: T-vel a masodik szamu helyre
viszi a harmas szami sarokkockat, majd elvégzi rajta a G}, = (123)(456) testat-
lora valo forgatast; T2-tel a masodik szami helyre viszi az egyes szamu sarokkockét,
amin elvégzi a Gy, = (132)(465) testatlora valo forgatast; visszaforgatja T-vel a felss
sarokkkockakat a kiindulési helyiire. Ekdzben a négy also sarokkockén 3-szor elvégzi
G-t, s mivel az ezekhez rendelt permutaciok helybenhagyoak és rendjiik osztoja 3-nak,
a (K-beli) identitast kapjuk mind a négy esetben.

Mivel a C és D forgatassorozatok kizardlag az elsé és harmadik helyen 1évG sa-
rokkockak permutacioit valtoztatjak, vizsgaljuk meg ezeket, figyelembe véve, hogy a

C felcseréli az els§ és masodik szdmu helyeken 1évG sarokkockakat:

Ciy Dy, = Ci, T3Gh, Ty = (14)(23)(56) - (1542) - (132)(465) - (1245) = (1245):
Ciy Diy = Ci, ToG2, T3 = (153)(264) - (1245) - (123)(456) - (1542) = id.

o

Mivel Vi € H' : D(C(is,)) = is,, ezért a kettes szamu sarokkocka is megdrizte orien-
taciojat. Ebbdl, tovabba a segédtétel tetszdleges kiindulési allapotra vonatkozo meg-
jegyzésébol kovetkezik, hogy C'D forgatassorozat gy cseréli meg az elsé és masodik

helyen 1év6 sarokkockakat, hogy teljesiti a segédtétel feltételét.

Kérdés: Alkalmazhato-e a fenti C'D forgatassorozat (megfelel§ pozicionalas utan)
tetszoleges két sarokkocka felcseréléséhez?

A CD forgatassorozat az (1.5) abran szemléltetett je-

161és szerinti, 3,6 szamokkal reprezentalt oldalak kozép-
pontjan athaladé négyfogasu forgastengelyen valo forga- 1 2

tast végez kq-en és ko-n; ez a mddszer azonban csak akkor 2 1 3 /
miikodhet, ha a felcserélendd sarokkockdk C'D altal stabi- — /

lizalt lathato oldalai a H'-beli szamozast tekintve egyen-

értékiek.
—L
Ez a feltétel a Rubik-kocka fels6 vagy also lapjan ,,0sz-
1.6. abra.

toz0” sarokkockdk esetében teljesiil (azaz tetszéleges sa-
rokkockanal a 3 szomszédjabol ketténél); ekkor a kocka megfelelg pozicionalasa utan
a CD forgatéssorozat alkalmazhato.

A maradék 4 esetben (k;—ks, ko—kg, kg—k7, ky—kg), a k;—ky helyére pozicionalva a
sarokkockapart, a (1.6) abran lathaté modon helyezkednek el a H' szerint szamozott

lapkak. Jeloljiik az ebben az allapotban . helyen 16v6 sarokkockat k';-vel.
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1. fejezet 2. szakasz

Moédositott szadmozas
s S
o 1 3 2
H' szerinti
2 2 3
SZAMOzZAS
3 4 1

1.2. tablazat.

A megcserélendd sarokkockakat leszémitva tovabbra is a K-beli identitast kove-
teljiik meg k';-ktdl, igy elég ennek megfelelGen a k'y, k' sarokkockdk H'-beli megfe-
leltetését modositani (I1d. (1.2) tablazat).

C-t elvégezve vizsgaljuk meg a kritikus k'y, k’s, k'3 kockakat (hiszen a tobbi valto-
zatlanul a helyén marad).

Cl, = (1542)(3)(6) esetében az orientacio nem szamit identikusnak, (1.2) tablazat
alapjan ow, = (123). Cp, = (14)(23)(56)-b6l azonban oy, = id-et kapjuk, Cy, =
(153)(264) pedig tovabbra is ,korrigalasra szorul”.

Legyen D' = GTG*T~". Ekkor Cw, Dy, = Cio, T,Gy,, T, = id, tovabba

Cio, Dy, = Cio, Gio, T,T; " = (1542)(3)(6) - (132)(465) = (14)(23)(56).

Ez identikus orientacio, mivel D'(C(3s,)) = 2s,, D'(C(2s,)) = 35, s D'(C(4y,)) = 1,
az (1.2) tablazatbol pedig kiolvashato, hogy pontosan ezek a H'-n vett identitasnak
megfelel6 képek. Ezzel belattuk, hogy barmely két szomszédos sarokkocka megcserél-
hets a segédtétel feltétele mellett.

2. 1épés

Most, az (1.1.2) allitdsban mutatott levezetéshez hasonloan, tekintsiik a sarokkocka-
kat, mint egy graf pontjait ((1.1) dbra). Két pont kozott pontosan akkor fut él, ha a
megfeleltetett sarokkockidk szomszédosak. Mivel ez a graf 6sszefiiggs, tetszéleges i, j
pontok kozott létezik at. Alljon ez az Gt uq, us, . . ., u, élekbsl. Ekkor az els6 lépésben
bizonyitottak miatt Vu; € U = élek halmaza3C(u;) megfelels forgatassorozat, mely
megycseréli az u; menti pontokat (vagyis sarokkockakat), mikozben az orientaciokat
valtozatlanul hagyja. Az ilyen cserék C'(up)C(ug) ... C(ty—1)C(uy)C(tp_1) ... C(u2)C(uy)
kompozicioja tehdt megceseréli 7, 7 pontokat, s mivel az orientaciok minden lépésben
valtozatlanok, a végeredményben is azok lesznek.

3. 1épés

Megmutattuk, hogy tetszdleges transzpozicio elGallithaté az orientaciok megtartasa
mellett. Mivel a transzpoziciok generdljak az egész Sg-at, ezért tetszGleges p sarok-
kocka permutacio elgallithato megfelels A = (A, A,) forgatassorozattal oly modon,
hogy A, = p és Vi € H : Ag(0,) = 0a,-10,), ahol oy, az i. helyen 1év§ sarokkocka

orientécids allapota az A elvégzése elGtt. Fzzel a segédtételt bizonyitottuk. U
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1. fejezet 2. szakasz

1.2.3. Kovetkezmény. A sarokkockdk orientdcidinak halmazdra teljesil: O < S5.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy oy, (i € H), vagyis az i. helyen 16v6 aktuélis sarokkocka
felveheti az s;1, Si0, ..., Sin € O3 értékeket. Legyenek Aq, As, ..., A, azok a forgatas-
-k,

sarokkockakon, melyek tekintve a permutaciot, k;-nek az adott A;-hez tartozo Gsei.

sorozatok, melyek ezeket az orientaciokat el6éllitjak az alapallapota kj , kj,, ..
Ekkor az (1.2.2) segédtétel miatt léteznek megfelels By, Bs, ..., B, forgatassoroza-
tok, ahol B; az orientaciok meghagyasa mellett k; sarokkockat visszaviszi az A;-nek
megfelels k;, Gsbe. Ezéltal ok, a lehetséges orientacioknak barmilyen kompoziciojat
felveheti.

Mivel S3 halmaz véges, ezért a fenti allitds miatt az egység és az inverzek el6all-
nak, igy Vi € H : Orb(oy,) =< 81, Si9, - - -, Sin >= Orb(0y,) < S3 = 0 < S5. O

1.2.4. Kovetkezmény. Ha valamely k; i. helyen lévd sarokkocka orientdcioja fel-
veheti az si,...,s, € Sz értékeket, akkor tetszdleges k; j. helyen lévd sarokkocka

felveheti azokat.

Bizonyitas. Az (1.2.2) segédtételbdl az allitas egyértelmten kévetkezik, hiszen ha
egy k; sarokkocka s; orientacioban van, akkor megfelels forgatésokkal tetszGleges j.
helyre dtvihetS eme orientacié megtartasa mellett, igy oy, = s; teljestilni fog. Tehét

az O-t alkoto 8 db sarokkocka-orientacié ugyanazon lehetséges értékeket veheti fel. [

1.2.5. Definici6é. Ha adottak a H és K csoportok és egy ¢ : H — Aut(K) homo-
morfizmus, akkor azt mondjuk, hogy H hat a K csoporton. Jeldlés: tetszileges
h e H, k € K elemekre

k" = Ek(hy). [2]

1.2.6. Definicié. Legyen H, K csoport és H hasson K-n. A H x K halmazon defi-

nialjuk a szorzést a kdvetkezSképpen:
(h1, k) - (ha, ko) = (haha, ky?ks).

Allitas: az igy kapott grupoid csoport, melynek neve a K-nak H-val vett (kiilsd)
szemidirekt szorzata (a ¢ : H — Aut(K) hats mellett), és jele H x,, K. [2]

1.2.7. Tétel. Legyen ¢ : P — Aut(O) homomorfizmus, mely eqy p € P permutdci-

ohoz a kovetkezd automorfizmust rendeli:
Vo = (0k;5 Okgs - -5 0kg) € O 2 0P = (0p-1(11)5 Op=1(ka)» - - - » Op—1(ks))-

A Rubik-kocka R permutdcidcsoportja izomorf az O-nak P-vel vett szemidirekt szor-
zatdval (P x, O).
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1. fejezet 2. szakasz

Bizonyitas. Azt mar belattuk az el6z6 szakaszban, hogy P izomorf Sy csoporttal,
igy a (p1,01) - (p2,02) = (p1p2, 07 02) szorzat els6 tagja valoban ilyen alaku.

Tetszbleges 01, 09 € O elemekre a szorzatot tekintsiik:

0102 = <0k110k127 Oky10k92) - - - 0k810k82)-
A kovetkezsket kell belatnunk:
1. ¢ :P — Aut(O) valéban hatas;

2. A megadott reprezenticiokkal és miiveletekkel a forgatasok

ky ko = (p1,01) : (p2,02) = (p102,0€202)
alakban irhatoak.

1. 1épés

¢ : P — Aut(O) hatas az O-beli elemek Ss-beli elemeit permutalja, vagyis tetszdle-
ges p € P-re, o € O-ra: oﬁi = Op(k,), ahol p(k;) az Ss-beli p permutacioban az i € H
elemhez tartozo k; (az i. helyen 1évG) sarokkocka képét jeloli.

Elgszor lassuk be, hogy ¢ valoban Aut(O)-ba képez.

Létezik olyan forgatassorozat, mely segitségével az adott sarokkockikhoz tar-
tozo orientaciok megdrzése mellett tetszélegesen permutalhatjuk a sarokkockakat (1d.
(1.2.2) segédtétel). Igy a megfelels forgatassorozatot egy o allapoti kockan végre-
hajtva az orientacio o alaku lesz, vagyis Vo € O, p € P : o? € O. Tehat a mivelet
O-bol O-ba képez.

P = Sy miatt tetszGleges o; orientacios allapotra és p permutaciora of = o; kép
és 0?71 = 0; 6s egyértelm( lesz, tehat a leképezés bijektiv is.

A miivelettartas szintén szintén teljesiil, mivel

D __ _
0€02 - (Ok117 Okaly - - - 70k81)p(0k127 Oky2y - - - 70k82)p -
<0p_1(k1)17 Op—l(k2)1, e 7Op—1(k8)1>(0p—1(k1)2> Op—l(k2)27 e ,Op—l(k8)2> =
(0p=1(1c1)10p=1 (k)25 Op=1 (ko) 10p=1 (k)25 - - - » Op1 (ks)10p~1 (ks)2) =

(0K 101,25 01y 10ky25 - - - 5 Ok 10k52)P = (0102)P.
Ezzel belattuk, hogy ezen permutéciok valoban automorfizmusok.

Allitas: Ez a leképezés pontosan akkor hatas, ha barmely py, pa,p € P és 01,04, 0 € O
elemekre:

(1) ot =o;

(2) (0102)? = 0l b és

(3) (oF1)P2 = omP2. 2]

Az els§ feltétel trivialis, hiszen ha egy o € O orientacio (Ss — beli) elemeit helyben

hagyjuk, onmagat kapjuk.
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1. fejezet 2. szakasz

A masodik feltételt mar az automorfizmus bizonyitasanal belattuk. A kifejezések
kozti kiilonbség annyi, hogy baloldalon a permutalés el6tt szorozzuk Ossze az S3-beli

elemeket, jobboldalon pedig utana.

A harmadik feltételhez elegendd a permutaciok asszociativ tulajdonsiga, mivel p;

€s po Az Oy, , O,, . . ., Okg €lemek sorrendjét valtoztatja.

Ezzel belattuk, hogy ¢ : P — Aut(QO) hatés.

2. 1épés
Tekintsiink egy tetszéleges & : R — R forgatas utani allapotot, ahol & = (p1, ¢2).
A sarokkockéak helye (1) megfeleltethets egy Ss-beli elemnek.

Legyen az aktualisan i-edik helyen 16v6 sarokkocka orientacidja (¢s2);, tovabba je-

16lje (302);1(.) (7) azt a ‘H'-beli elemet, mely a forgatas kévetkeztében az i-edik sarok-
1 (2

kocka identikus orientaciobeli j szamu oldalanak helyére keriil. Vagyis az orientaciok

minden i € H-val reprezentalt sarokkockara:5

—1 -1 -1
(902)2 _ (902)¢;1(1)(1> (@2)¢;1(2) (2) (@2)(}0;1(1)(3) ‘
Végezziink el a kockan egy tetszéleges E = (1, e5) forgatast. Ez egyrészt permu-

talja a sarokkockakat, masrészt hatéssal van az orientacidjukra.

Mivel O elemeinek sorrendjét aszerint hataroztuk meg, hogy mely helyen lévd sa-
rokkocka orientacidjat vessziik, ezért a P permuticié megvaltoztatja ezek sorrendjét,
tovabba az orientacion is végrehajt valtoztatasokat: jeloljiik (e3);(j)-vel azt a H'-beli
elemet, melyre az i-edik helyre keriil§ sarokkocka — az identikus orientaciot tekintve

— j-edik (j € H') helyen 1év§ lapkajat viszi.

$1

“02);111(5;1@))(1) (‘pz‘);;l(s;l(i))(z) (9"2”1(6;1(@'»(3))
(2)i(1) (2)i(2) (2)i(3) ’

52((902)5;1(1'))1‘ = (

ahol 7' (1 (7)) azt a H-beli elemet jeldli, amelyik helyrél E az i-edik helyre permu-
talja az ottani sarokkockat.

Formalisan tehat elGszor elvégezziik E-nak e; komponensét, és attol fliggden, hogy
ez hova vitte a sarokkockékat, elvégezziik rajtuk sorra a megfelel§ orientalést.

A (wg);%l(i)(j) (i € H, j €H') kifejezést jeldljiik roviden ' (j)-vel, tovabba a
(902);1}1(8,1(1.))(]')% @i (j)-vel (i ési"” i-nek a megfelel§ Gsei). Tovabba vegyiik azt
az R-beli reprezentanst, melyet akkor kapunk, ha az identitason végrehajtjuk az E

SLehetne a fiiggvények altal felvett értékeket is indexelni (pl. (@2);11(_)(1W;1(i))), de mivel a
1 (2
fliggvénynek az indexe méar elég az egyértelmiiséghez, ezért ezt elhagyom. Az also sor elemeinek

indexelése a késébbiekben lesz lényeges.
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1. fejezet 2. szakasz

forgatassorozatot, s legyen ez E, = (E,, E,). Vegyiik észre a kévetkez6t:

e (1) @ (2) el (3) el () 922 ')\ [ et e @ e'e) )]
1 21 31 1o 29 39 1g 23 3s
:<90171(1) o1 (2) @1(3))(@;1(1) s (2) w;1<3>>,_.(¢;1<1> s (2) so;1<3>):

Ly 2a0) 3 ly@) 2402 3a0) leys) 268 3Ba(s)

_ (o) 0@ et ) ) [l () 93 (2) el (3)
11 21 31 12 22 32
_1 -1 -1
, 1 " 2 " 3 A A
e (D) wer(2) pen(3) = po(id)°, tovabba
1g 28 3s

Vagyis egy tetsz6leges ® helyzetdi kockan végzett E forgatds utdn azt a helyzetet
kapjuk, mint ha ¢;(= E;) Ss-beli permutécio elvégzése utan az orientéciokat rendre
beszoroznank E, megfelel§ tagjaval.

Mivel tetsz6leges forgatéast és kiindulési helyzetet vizsgaltunk, igy minden for-
gatasi miiveletet azonosithatunk az identitason val6 végrehajtas utan kapott R-beli

elemmel valo szorzassal (a fenti szabély szerint), azaz

Vri,1m9 € (R) 71 -9 = (p1,01) - (P2, 02) = (p102, 077 02) teljesiil.

4

A permutéicidkhoz hasonléan, most az orientacidkat leiré csoportot is addig szii-

kitjiik, mig pontosan meg tudjuk hatarozni.

1.2.8. Tétel. A Rubik-kocka orientdcidinak csoportjdira: O < Z8.

Bizonyitas. Az elemi forgatasok (p, {ok,, ..., 0k }) alakban felirva:

1432), {id, id, id, id, id, id, id, id}),
5678), {id, id, id, id, id, id, id, id}),
1584), {(123), id, id, (132), (132), id, id, (123)}),
2376), {id, (132), (123),id, id, (123), (132), id}),
1265), {(132), (123),id, id, (132), (132), id, id})
3487), {id, id, (132), (123), id, id, (123), (132)}).

)

= ((1432),
= ((5678),
= ((1584),
= ((2376),
= ((1265),
= ((3487),

Vegyiik észre, hogy egy sarokkocka orientécidja a kovetkezd 3 értéket veheti fel:
id, (123), (132). Az identitason kiviili két elem harmadrendi, tovabba egymaés inver-
zei, 1gy ezek pontosan megfeleltethetéek egy-egy Zs-beli elemnek.
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1. fejezet 2. szakasz

Mivel az elemi forgatasokkal hozunk létre minden lehetséges helyzetet, és ezekre

Vi € H : ok, € Zs teljesiil, a szemidirekt szorzatban
Voi,00 € O,p € P : o]0, tagjaira : 0p-1(,)10k,2 € Z3 = 0}°0y € 7y

Az (1.2.2) segédtétel miatt Vi € H : o, tetszbleges Zs-beli értéket felvehet —
0 < Z8. O

A kovetkez6 megallapitas trivialis lehet azok szaméara, akik az 6sszekevert Rubik-
kockat forgatasok segitségével szoktak kirakni, és nem ,atmatricazassal”. Igy ha a

lenti megallapitasnak ellentmond6 allapotot tapasztalunk, fogjunk gyantt.

1.2.9. Kovetkezmény. FEgy sarokkockinak két lapkdja, a harmadik helybenhagydsa

mellett nem cserélhetd fel.

Bizonyitas. Vegyiink egy tetszéleges . helyen 1év6 sarokkockat. Az allitasban sze-
replé allapothoz tartozo oy, permutaci6 —, mely lehetne (12), (23), és (31) —, minden
esetben masodrendi és paratlan, melyb6l mar a felsorolas mellgzésével is megallapit-
hato, hogy nem lehet Z3-nak eleme. (Hiszen Z3 elemei mind parosak, rendjiik pedig
3 vagy 1.) O

1.2.10. Tétel. Az O csoport pontosan azokat a Z§-beli elemeket tartalmazza, ame-

lyekre ok, - ok, - ... oy = 1d teljestil.

Bizonyitas.

1. 1épés - Sziikségesség

Az elemi forgatasokra oy, mindegyike a ciklikus Z3 eleme. Ismeretes, hogy cikli-
kus csoport kommutativ; tovibba az elemi forgatdsok mindegyikére teljesiil, hogy
Oky " Oky * - - * Oy = id.

Végezziink el az alapallapott kockan egy tetszéleges » € R forgatast, ahol r =
E1E; ... E, elemi forgatasok sorozata. Jelolje a(oy,) azt az orientaciot, melyet az i.
helyen 1év6 sarokkocka vesz fel, ha egy tetszéleges a forgatassorozatot elvégziink az
alapallapot kockan. Ekkor a kommutativitas miatt a [[,., 7(oy,) felirhat6 az elemi

forgatasok altal létrehozott orientacidk szorzataként, vagyis
[17(ox) =[] éd(ox) - [] Erlow,) - [] Ealow,) - - ] Enlor,)-
icH i€H ieH ic€H ic€H
Mivel J[,cpid(o,) = id és V5 € {1,...,n} : [[.cy Ej(on,) = id teljesiil, ezért ezek

szorzata is identitas lesz. Tehat tetszbleges allapotra fenndll, hogy teljesiti a feltételt.
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1. fejezet 2. szakasz

2. lépés - Elégségesség
Az elégségességhez megmutatjuk, hogyan lehet tetszéleges, az allitasban szerepld tu-
lajdonsaggal rendelkezé allapotot létrehozni.

Tekintsiik az identikus permutacios allapotot, tovabba az (1.2.2) segédtételben
leirt G = (J 1A 1JA)? forgatassorozatot. G helyben hagy minden sarokkockat, a
masodik helyen 16v6 sarokkockan (= k) elvégzi az (132) elemnek megfelels forgatast,
ky, ks, k4 sarokkockakat pedig orientacié szempontjabol is valtozatlanul hagyja.

Hatarozzuk meg, milyen orientaciot szanunk a masodik helyen 1év6 sarokkocka-
nak, majd ettdl fiiggen végezziik el a G-t egyszer, kétszer vagy egyszer sem; ezutén
végezziik el a T forgatast, majd az el6z6 modon orientéljuk G segitségével a harmas
szamu sarokkockat; hasonl6 modon jarjunk el a négyes szamu sarokkockaval, végiil az
els6 szamu sarokkocka kettes helyre forgatasa utdn végezziik el annyiszor G-t, hogy
ezzel egyiitt az Osszesen elvégzett G forgatasok szama oszthatod legyen harommal —
ezaltal ks, kg, ky és kg orientacidja az eredeti allapotaba keriil.

Pozicionaljuk gy feliilre a kocka als6 oldalat, hogy az egyes szamu helyre az 6tos,
a kettesre pedig a nyolcas szami sarokkocka keriiljon. Ezutén a fentivel azonos mod-
szerrel forgassuk megfelel§ orientacios allapotba a nyolcas, hetes majd hatos szamu
sarokkockat, végiil az egyes sarokkockdhoz hasonléan addig pozicionaljuk az 6t6s szé-
mut, mig a jelenleg alul 1év§ sarokkockak a poziciondlas elGtti orientacios allapotba
keriilnek.

Az egyes és 6t0s kivételével most mar minden sarokkocka a nekiink tetsz6 orien-
tacios allapotban van.

a masodik helyre, az egyes sarokkocka pedig keriiljon a helyére, majd a kivant pozi-
cionalasnak megfelels i € {1,2}-vel végezziik el a G*T'GG~IT forgatassorozatot.

A kocka identikus permutaciéju allapotédba valo viszapozicionalds utan ekkor egy

olyan allapotot kaptunk, ahol p = id, oy,-ket pedig Vi € H,i # 1-re meghataroztuk.

Kérdés: Problémat okoz-e, hogy a nyolchol egy sarokkocka nem pozicionalhato tet-
sz6legesen?

A feltétel sziikségessége miatt oy, 0k, . . . 0K, = id = 0k, = (0Oky+- - .- 0ks) 13 Vagyis
lathat6an az els6 sarokkocka orientécioja elGall a tobbi orientaci6 szorzatanak inverze-
ként, tehat egyértelmien meghatarozott. (Hasonlo elvet kovetve, barmely hét sarok-
kocka orientacitja meghatarozza a nyolcadikét.) Legyen ez az allapot r1 = (id, Otetsy)-

Belattuk, hogy az identikus allapoti kockanél —, a feltétel megszoritasai mellett
—, valoban tetsz6leges orientécio elGallithato. Az (1.2.2) segédtétel miatt az identikus
allapott kockabdl tetszéleges p permutacio elGallithato egy megfelel6 A forgatassoro-
zattal, hogy A = (p, {id®}). Az ilyen allapotii kockan a fent leirt orientacios lépések

elvégzésével az ro = (p, Ogets,) &llapottt kockat kapjuk. Mivel p tetszSleges, valoban
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minden olyan allapot el6allithato, ahol az orientaciok szorzata az identités. Ezzel a
tételt bizonyitottuk. O

Az el6z6 tételbdl trividlisan kovetkezik egy sokat emlegetett allitds a Rubik-

kockaval kapcsolatban:

1.2.11. Kovetkezmény. Egy sarokkocka énmagdban ,nem forgathato maga koril”,
vagyis nem lehel a Rubik-kockdnak olyan dlldsa, hogy egyediil eqy sarokkocka nincs

tdentikus orientdcios dllapotban.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a Rubik-kockanak csak egy k; sarokkockajara teljesiil:

o, = a,a # id. Ez esetben [],_ ox, = a, ami ellentmond az el6z6 tételnek. U

Megjegyzés. Természetesen semmilyen mas, az (1.2.10) tételnek ellentmondé orien-

tacios helyzet nem allhat eld.

A kovetkezs allitas az (1.2.10) tételbdl egyszertien levezethetd. Célja, hogy olyan
Osszefiiggést adjon a lehetséges kockaallasokra, mely nem igényli a permutéciok is-
meretét — igy mélyebb matematikai ismeretekkel nem rendelkezd személy is alkal-
mazhatja. Hasznalatdhoz minddssze arra van sziikségilink, hogy a lapkikat 1-t6l 3-ig

beszamozzuk az (1.3) abra alapjan.

1.2.12. K6vetkezmény. A Rubik-kocka pontosan azokat az dllapotokat veheti fel,
amikor barmely két szemben lévd oldaldra fenndll, hogy a rajtuk lévéd H'-beli szamok

osszege 3-mal oszthato.

Bizonyitas. Vegyiik észre, hogy az (1.2.10) allitas feltétele pontosan akkor teljesiil,
ha oy;-k kozdtt az (123) és (132) permutaciok elfordulasanak kiilonbsége oszthato

hirommal, mivel ezek harmadrendd permutaciok, tovibba egymas inverzei.

Vizsgaljuk meg az also-fels oldalpart.

1. Vegyiik m = min{|(123)|, |(132)|} el6fordulasok minimumat; ekkor m db sarok-
kocka esetében keriil az 1-es és a 2-es is a felsG vagy az also oldalra (vagyis a

3-as helyére), igy ezek Osszege oszthatd harommal.

2. Ha az egyik permutacionak nagyobb az el6fordulésa, akkor az haromszor vagy
hatszor viszi ugyanazt az elemet (vagy az l-et, vagy a 2-t) a haromba, igy ezek

Osszege is harommal oszthato6 lesz.

3. Az eddig nem beszamolt (ha van ilyen) oy, -k sziikségképpen identitasok, vagyis

a tekintett oldalparjarra a sarokkockdk 3-mal szdmozott lapkai keriilnek.
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Mivel az also-fels oldalparon 16v6 lapkak Osszege a fenti hdrom esetben szdmolt rész-
osszegekbdl all, melyek mindegyike oszthatd harommal, az ide vonatkozo6 oszthatosagi

szabaly miatt 3 osztdja lesz az Osszegnek is.

A kovetkez§ észrevétel tessziik: a kocka barmely r € R allapotaban megtehetjiik,
hogy a kocka tetszGleges parhuzamos oldalparjat az also-felsé oldalpar helyére pozi-
cionaljuk (jobb-balt pl. EH!-zel, els6-hatsot BJ 1-zel); ekkor pont azok a lapkak
alkotjak az aktualis also-fels6 oldalpart, melyek el6tte a jobb-balt vagy az elsG-hatsot,

ezért sziikségképpen ezekre is teljesiilnie kell, hogy az 6sszegiik harommal oszthaté. [

Ahhoz, hogy egy kockaallapot szabalyossagat (,kirakhatosagat”) megéllapitsuk,
nem kell mindenképpen 24 lapkit megvizsgalni. Ha feltessziik, hogy maguk a sa-
rokkockak helyesen vannak szinezve, és csak a kontar Osszerakas fenyeget minket, a
kovetkez§ észrevételt tehetjiik:

Mivel a sarokkockdkat egységesen cimkéztiik fel H' halmaz elemeivel, elég sarok-
kockanként egy lapkat megnézni. Ebbdl ((1.3) abra) egyértelmiien megallapithat6 az
(1.2.10) tételhez (orientaciok szorzata = identitas) sziikséges 8 db orientécio, vagyis
a szabalyossig 8 lapka vizsgalataval is kielégithetd.

Ugyanez elmondhaté az (1.2.12) allitasrol: ugyanis ha két szemkozti oldalat te-
kintjik a Rubik-kockanak, és az a modulo harmas feltételt kielégiti, akkor a levezetés
alapjan, helyes szamozés esetén a masik két oldalparra is teljesiilni fog, hogy lapkaik
Osszege oszthatdo harommal.

Az utobbi modszerrel azt a 1épést is megsporoljuk, hogy végig kelljen gondolni az
orientacidkat és azok szorzatat, igy javasolt azt a meghatarozo 8 lapkat egy parhuza-

mos oldalparrél kivalasztani.
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1.3. A lehetséges kockaallasok szamossaga

Az el6z6ekbdl tudjuk, hogy a 8 db sarokkockabol pontosan 7 szabadon orientalhato, és
ezek mindegyikéhez tetszéleges permutéaciot rendelhetiink. Ezzel Gsszesen (7-3)-8! =

846 720 esetet szamolhatunk &ssze. Ez tehat az ‘R csoport szdmossaga.

Kérdés: Ebbd6l hany olyan eset van, melyek nem vihetéek egymasba pozicionalassal

(azaz az egészében vett Rubik-kocka helyzetvaltoztatasaval)?

A valasz egyszerti: ha a pozicionalassal egymasba vihet6 kockaallasokat azonosnak
tekintjiik, akkor R-ben minden allapotot annyiszor szamoltunk, ahany kiilonb6zd
r € R elemnek megfeleltethets. Mivel barmely két kiilonb6z6 pozicionédlassal a 8
sarokkockabol lesznek olyanok, melyek nincsenek azonos helyen, ezek mind kiilénb6z6
R-beli elemek lesznek, tehat egy adott allas el6fordulasa a kocka mozgascsoport-

elemszaménak felel meg. Vagyis az esetek szama 846 720 : 24 = 35 280.

Hogy kicsit tudomanyosabbak legyiink, vegyiik a G < R pozicionalasok alkotta
részesoportot. (Ez lathatoan részesoport, hiszen ha a kirakott kockankat kiilonbozs
modokon rakosgatjuk az asztalra, tovabbra is egyszintiek maradnak az oldalai. Példaul
< T~ 1A, B71J > generélja a részcsoportot, ennek elemei és szamossiaga matematika-
ilag igazoljak az allitéast.)

Lagrange tétele miatt a részcsoport indexére |R : G| = |R| : |G| = 35280, ahol a
mellékosztalyok pontosan azon elemeket teszik egy osztalyba, melyek pozicionalassal

egymasba vihetek.
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A Rubik torony

A Rubik torony bemutatasa, problémak a kirakassal

A Rubik torony latszolag olyan, mintha két 2 x 2 x 2-es kocka lenne egymason;
elforgatas utan viszont kevesen gondolnék, hogy visszavezethetG a ,kistestvérére”,
mi tobb: a kocka kozismert algoritmusainak birtokdban — egy kis okoskodéssal —,
kirakhat6 a torony is.

Mikor a toronnyal elkezdiink jatszani, ha-
mar megsziinik ,torony”-nak lenni: kiilonb6z4
érdekes alakzatokat vesz fel (1d. példaul (2.1)
abra), melytdl a lelkes rubikozo gy érezheti:
joval nehezebb dolga lesz, mint a kocka eseté-

ben. Ez viszont csak a latszat; valojaban en-

nek a rejtvénynek a megoldasdhoz kevesebb
algoritmus ismerete sziikséges, mint példaul

2.1. abra. a 3 x 3 x 3 Rubik-kocka kirakasahoz.

Annak ellenére, hogy nekem a 2 x 2 x 2-es kocka tanulmayozasa utdn a torony
mar egyszeriinek tiinik, azt tapasztaltam, hogy masok szadmara kifejezetten nehéz.
A kovetkezSkben ismertetem az erre vonatkozo meglatasaimat, és hogy ezekkel

kapcsolatban milyen konkliziora jutottam.

Amikor a tornyot 6sszekevert allapotban masok kezébe adtam, szinte minden eset-
ben igaz volt, hogy elsGdleges céljuknak azt tiizték ki, hogy tjra téglatestet csinaljanak
belSle. Ez val6jaban ugyanaz a miivelet, mint ha a 2 X 2 x 2-es kockdnak megprobal-
nank minden sarokkockajat identikus orientaciés allapotba hozni, fiiggetleniil azok
aktualis helyétol.

Ennek ellenére, olyanoknak is nehezére esett megvalositani mar csak az orientéalast
is, akik egyébként a 2 X 2 x 2-es és a 3 x 3 x 3-as Rubik-kockat is ki tudjak rakni.
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Ennek egyik oka véleményem szerint a hozzaallas: a problémat nehéznek talal-
jak, ezért konkrét taktika helyett csak véletlenszerien probalkoznak, és semmiféle
Osszefiiggést nem keresnek az altaluk ismert kockékkal.

Masik oka lehet a sikertelenségnek maga a cél, melyet kittiztek, mert nem egyezik
a megszokott rutinnal. Ugyanis a legtobb esetben, mikor kirakunk egy Rubik-kockat,
elsG 1épésben egy valasztott oldalat rakjuk ki, helyes orientéciokkal. Ezutan foglalko-
zunk a tObbi oldalaval, ahol szokas szerint két kiilon lépésként oldjuk meg az elemek
permutaciojat, majd azok orientacioit (esetleg forditva).!

Talan ez a berogziilt hozzaallds okozza, hogy az orientécidokat a probalkozo a
permutaciok logikajaval probélja megoldani. Ugyanest ersitheti az a zavard tényezo,
hogy a mindenfelé kidllo és eltérd szind sarokkockak azt az érzetet keltik, hogy az
adott elem nincs a helyén. Pedig valojaban a kitiizott cél eléréséhez minden esetben
minden sarokkocka megfelel§ helyen van, a ,zavar6 tényez6k” pedig segitségiinkre is

lehetnek, ha tudjuk, hogyan tekintstink rajuk.

! Léteznek eltérs modszerek, tn. ,,gyors algoritmusok”, de ezekkel most nem foglalkozunk.
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2.1. Visszavezetés a 2 X 2 X 2-esre, permutaciok

Tekintsiik gy a tornyot, mintha lenne egy kocka ko-
zépen, egy masik pedig ,kozrefogna” ((2.2) abra). A
kozéps6 8 db elemet — melyek miikodésiik szempont-
jabol sarokkockadnak tekintheték —, feleltessiik meg
gy egy 2x 2 x 2-esnek, hogy az (1.2) dbra szamozasat

tekintve a harmas szamu oldalt nem egy szin, hanem

egy plusz sarokkocka jellemzi.

2.2. abra.

A kiils6 elemektsl valdo megkiilonboztetés miatt
ezeket az elemeket a késGbbiekben élkockdknak! nevezziik.

Kiindulési helyzetben az egymas alatt lévs élkockaknak az egy sikba es6 lapkéi
ugyanolyan szintiek, de a két elem ettG] még nem tekinthets egyforménak. Nincs olyan
forgatas, amely soran egy élkockahoz oda, ahol el6tte sarokkocka volt, mésik élkocka
kapcsolodhatna, és viszont. Igy a koriiljarasi irany miatt, a rajta 1évé sarokkocka

szineitdl fiiggetleniil, az élkocka egyértelmdi.

A bels6 részkocka alaphelyzetben felsG és alsd képzelet-

beli lapkainak tekintsiik kizarolag azt a tulajdonsagat, hogy

;

egy-egy sarokkocka csatlakozik hozzajuk. Feleltessiik meg az

\,
N\
L DN
]
/]

alapallapott torony (2.4) abra szerinti 1,2, ..., 8 élkockaiknak

\
Ay
a 2 X 2 x 2-es azonos szamu sarokkockait, és ennek megfele- ! e
)
16en azok lapkait az el6z6 fejezetben leirt moédon az (1.2) abra 4\ 4

szerint. Ekkor a (2.3) abran kiemelt sikok mentén tekergetve

[L

N
\
1
\',

ANITA. AN

a tornyot, az élkockdk permutdcioi és orientdcior megfeleltet-

hetdek az R csoport elemeinek, ahol R = P x O a 2 X 2 X 2-es

\
e
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|

Rubik-kocka allapotainak csoportja.

Fontos megjegyezniink, hogy ezen harom sik mentén a to- 93, &bra.
rony elemeinek elhelyezkedése barmikor valtoztathato. Min-
den ilyen 90°-os forgatas megfeleltethetd a 2 x 2 x 2-es kocka azon elemi forgatasa-
nak, mely az (2.4) abrat tekintve a kocka azonos szamu elemein ugyanazt permutaciot

végzi, mint amit a torony forgatasa a kozépsd elemeken.
A bels6 részkockahoz hasonloan a kiils6 részkocka elemeit is feleltessiik meg rendre

a kisrubik sarokkockainak ((1.1) abra): 1’-t az l-nek, 2'-t a 2-nek, ..., 8-t a 8-nak.

Nézziik meg, milyen forgatas tipusokat hajthatunk végre, s ezek milyen hatassal

vannak az elemekre:

! Az elnevezés hagyomanyosan a 3 x 3 x 3-as Rubik-kocka kétszini elemeire hasznalatos.
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1. szakasz

1. Forgathatunk a (2.3) abra sikjai mentén: ez a sarokkockak és az élkockak hely-

zetét is valtoztatja.

2. Ha egy adott oldalra es§ minden sarok- és élkocka harommal szamozott (1étezd

vagy képzeletbeli) lapkaja parhuzamos az adott oldal sikjaval, akkor lehetség

van kizardlag az ottani sarokkockikat permutélni.?

Els6 esetben az élkockdk egymaéas helyére keriilnek, a
sarokkockak viszont nem minden esetben. Ezért a sarok-
konstrukciét, mellyel az orientacioktol fiiggetleniil azono-

sithatjuk a helyiiket. Erre tobb lehetdségiink is van:

1. Vizsgalhatjuk, hogy a sarokkocka az alaphelyzetii
toronyban az 1-8 szamokkal jelolt élkocka-helyek
melyikéhez csatlakozik, fiiggetleniil az éppen ott

1évs elemtdl.

2. Tekinthetjiik egy sarokkocka helyét aszerint, hogy

melyik konkrét élkockahoz csatlakozik.

A torony helyzeteit jeldlje a (pg, ps) par, ahol az els§

t st

Ps). Tekintsiik példaként a torony (2.5) abran lathaté helyzetét. Ekkor az allapotot

leird kifejezés az elsG konstrukcié szerint ((1265), (12'6'5)), a masodik konstrukcio

szerint pedig ((1265),id).

A tovabbiakban a szamomra kézenfekvébb, els konst-
rukcioval dolgozom. Vegyiik észre, hogy ha csak a kozos
stkok mentén forgatunk, akkor pg és ps ugyanazon per-
mutdciok lesznek — leszamitva a formalitdst, miszerint a

sarokkockakat vesszOs szamokkal jeldljiik.

Korabban mar megmutattuk, hogy az élkockak helyze-
tei —, permutaciok és orientaciok egyarant —, R csoportnak
feleltethetGek meg, amibdl a permutacios tagra vonatko-
zdan kovetkezik, hogy Pg = P = Ss.

Most nézziik a sarokkockak permutécioit. Minden Pg-

2.5. abra.

beli elemnek megfelel permutacio el6all Ps-ben, amibdl kovetkezik, hogy Ps < Pg.

Mivel 8 elem permutacidéja Sg csoportnal bévebb nem lehet, és Pg = Sy, ezért sziik-

ségszerien Pg = Sg = Py is teljestil.

2Ez alapallapotban a felsé és alsé oldalakra teljestil.
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Ezzel kiilon-kiilon mar megallapitottuk a permutaciokat; kérdés viszont, hogy ezek
hogy fiiggnek egymastol, tovabba hogy mikor tudunk fiiggetlen forgatasokat végezni

a sarokkockékon.
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2.2. Elkockak és sarokkockak fiiggGségei, orientaciok

A torony élkockainak lapkait és azok orientacios allapotat reprezentaljuk hasonld
moédon, mint a 2 x 2 x 2-es kockdnal. Annyi az eltérés, hogy az élkockdk harmas
szamu oldalai azok lesznek, melyekhez sarokkocka kapcsolodik. Ha a 3-as oldalra egy
képzeletbeli lapkaként tekintiink', akkor az élkockék orientacidit a kockanal mutatott
levezetéssel azonos modon megfeleltethetiink egy-egy O-beli elemnek. (O a Rubik-
kocka sarokkockainak orientacios allapotait tartalmazo csoport.)

A bels6 részkocka 6sszes allapotara, szintén a mar korabban alkalmazott modsze-
rekkel levezethetd, hogy izomorf az R = P x, O csoporttal.

Jelolje az élkockék csoportjit és részcsoportjait hasonlé modon Rg = Py X, Og.

Szamozzuk be a sarokkockakat is ugyanigy 1-t6l

3-ig, mint az élkockdkat. Ebben az esetben viszont

sziikséges atfogalmaznunk, hogy mit értiink orienta-
cios allapot alatt. Mig a Rubik-kocka esetében egy
1 adott elemhez tartozo lapkak fizikailag is egy (méasik)
7 elem lapkéinak helyére keriilnek, a torony esetében ez

1 1 a legtébb esetben nem teljesiil.
2 Vegyiik példaul a (2.5) abran lathato (1'2'6'5)

PNEEANEANTINES

\\/ permutaciot: ekkor az 1’ sarokkockénak egyik lapkaja
2 1 pi sem keriil a 2’ valamely lapkajanak identikus helyére,
— | / s ugyanigy elmondhato ez a tobbi elmozditott elemrsl
R .
7 is annak képével kapcsolatban.
2 1 Definialjuk ezért a lapkak helyzetét aszerint, hogy
\—\/ identikus helyzetben az ott 1év6 sarokkocka azonos
szamu lapkéija folfelé, lefelé, balra, jobbra, el6re vagy
2.6. abra.

héatra néz.

Ily médon a sarokkockik orientacioi, ugyanigy, mint a permutéciok, a kozos ten-
gelyeken val6 forgatasok soran az élkockék orientéacidival azonosak lesznek, mivel a
sarokkockak 3-mal jelolt lapkaja mindig parhuzamos marad a hozza csatlakozo él-
kockanak a képzeletbeli oldalaval az ilyen forgatasok alatt. Ebbdl kdvetkezik, hogy
a sarokkockak orientacioi minden O-beli allapotot felvehetnek. Jelolje a sarokkockak
orientacidit Og. Megallapitottuk, hogy O < Os.

Kérdés: Lehet-e a sarokkockak orientacioja O-nal bGvebb?
A torony szerkezete olyan, hogy sarokkockakat akkor tudunk élkockaktol fiigget-

leniil mozgatni egy adott oldalon (el6l, hatul stb.), ha az oldalhoz tartozé négy sarok-

kocka ,arra all kifel¢”, vagyis ahogy mar kordbban emlitettiik, ha a 3-mal reprezentélt

'Ez azért hasznos, hogy lassuk, a lapkék a forgatasok hatasara egymaés helyére keriilnek.
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lapkak mind parhuzamosak a torony tekintett oldalara.

Ekkor a négy sarokkocka az elemi forgatdsok mintdjara 90°-onként, ciklikusan
permutalhato anélkiil, hogy ez az élkockak helyzetén valtoztatna. A mozgatast ekkor
a tekintett oldallal parhuzamos, az él- és sarokkockak talalkozasanal 1évé sik mentén
végezziik (alaphelyzetben példaul a fels§ és alsé oldalakon, a (2.7) abran lathato
sikok mentén). Egy ilyen forgatas utan, ha nem jutunk vissza a kezdeti allapotba, a
tekintett sarokkockdk masik élkockakhoz fognak kapcsolodni, mint elGtte.

Vegyiik észre, hogy egy ilyen forgatésnal egy sarokkocka lapkai pontosan egy mésik
sarokkocka lapkainak helyére keriilnek. FEz azt jelenti, hogy ezen orientaciok leirhatdak
egy mar 1étezG O-beli elemmel, vagyis Os = O.
ugy megfeleltethet&ek egy, a kockanél definialt elemi forgatédsnak, mint a kozos sikok
mentén valé forgatasok — annyi kiilonbséggel, hogy az utobbi a torony minden ele-
mén hat, mig ezek az élkockdkat nem mozgatjik. Ebbd6l kovetkezik, hogy a sarok-
kockak allapotai is egy R-rel izomorf csoportot alkotnak. Jeldljiik ezt Rg-sel, ahol
Rs = Ps X, Os.

A fiiggetlen forgatésok orientacidinak O-beliségét masképpen
is belathatjuk, ha észrevessziik, hogy az érintett sarokkockak ori-
entacioi fiiggetlen forgatas esetén ugyanazok lesznek, mintha az
élkockakkal egyiitt forgattuk volna el 6ket — ezekrdl a helyzetekrdl
pedig mar lattuk, hogy megfelel6 definidlas utan megfeleltethetGek

az R-beli orientacids csoport elemeinek.

Megjegyzés. Fiiggetlen forgatas lehetdsége egyszerre legfeljebb a

torony két oldalan —, egy szemkozti oldalparon — allhat elG, de lé-
teznek olyan allapotok, amikor csak egy oldalon, illetve egyaltalan 2.7. abra.

nem lehetséges.

Az eddigiekbdl megallapithatjuk, hogy a Rubik torony minden helyzete felirhato
egy Rg-beli és egy Rg-beli elem szorzataként. Jeloljiik az ezen allapotokat tartalmazo
halmazt 7-vel. 7 nem lehet bévebb Ry x Rg-nél.

Ha csak a kozos tengely mentén forgatunk, akkor az ilyen allapotok részcsoportot
alkotnak Rg x Rgs-ben, és pontosan azokat az elemeket tartalmazzak, ahol az Rg-beli

tag megegyezik az Rg-belivel (eltekintve a formaélis jelléstdl).

Ne korlatozzuk a gondolatmenetet azzal, hogy egy adott sarokkocka-helyzetet mi-
lyen forgatasok egyméasutanisaga hozott létre, és figyeljiink csak a végeredményre.

Tekintsiink tgy egy adott oldalhoz tartoz6 4 sarokkocka fiiggetlen forgatasara,
hogy a tornyot el6szor egy megfelels H forgatassorozattal olyan orientacios allapotba

hozzuk, ahol ez a forgatas fizikailag lehetséges, ezutan elvégezziik a kivant forgatést,
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majd H'-zel visszavissziik a tornyot az ezt megel6z6 allapotidba. Belathato, hogy
ilyen H létezik és kizarolag a kozos sikok mentén valod forgatasokkal 1étrehozhato:
a kozos sikok mentén valé forgatésokat tekintve az Rg izomorf az R csoporttal, az
el6z6 fejezetben pedig meghataroztuk az R-ben elGallithat6 orientacios allapotokat,
melyek igy Rg-ben is elGallnak.

Ezzel a megengedd hozzadllassal a Rubik-kockdhoz hasonlé médon a toronyrol is
belathato, hogy az allapotainak halmaza csoportot alkot, amibdl az eddigiek alapjan
kovetkezik, hogy 7 < Rg X Rs.

A kovetkezSkben a direkt szorzatot addig szikitjiik, mig pontosan meg nem tudjuk

hatarozni 7 elemeit.

2.2.1. Allitas. A Rubik toronyndl egy élkocka és a rajta lévé sarokkocka lapkdira

mindig teljesil, hogy az azonos szamozasu lapkadk eqymdssal parhuzamosak.

Bizonyitas. Az alapallapoti toronynal az allitas teljesiil. Mivel egy kozos stk mentén
val6 rotacié sordn minden érintett toronyelemet azonos szoggel forgatunk el, ezért
igy kapott tetszéleges allapota toronyra is teljesiilni fog. A kérdés az, mi torténik, ha
sarokkockakat az élkockéktol fiiggetleniil mozgatunk.

Tegyiik fel, hogy eddig csak a kozos sikok mentén forgattunk. Jelolje a négy tet-
szGleges sarokkockat s, so, s3, s4, melyeket a hozzajuk kapcsolodo élkockaktol fiigget-
leniil szeretnénk forgatni. Ekkor ezek sziikségszertien egyazon iranyba allnak a 3-mal
reprezentalt lapkaikkal.

Jelolje a fliggetlen forgatast . Mivel a forgatas sikja parhuzamos a 3-as szamu
lapkakra, és tudjuk, hogy a sarokkockék lapkai egymésba képzidnek, ezért ¢(3;,) =
3p(s;) teljesiil minden ¢ € {1,2,3,4}-re.

Azt is tudjuk, hogy egy sarokkocka orientacioja csak (123), (132) vagy az identitas
lehet. A 3-as szamu lapka képe egyértelmtien meghatérozza, hogy ez az identités,
amibdl kovetkezik, hogy minden helyen az odakeriil6 sarokkockatol fiiggetleniil az
orientacié valtozatlan marad.

Ez azt jelenti, hogy 1 szamu lapka helyére csak 1-es, 2 szami helyére csak 2-es,
3 szam helyére pedig csak 3-as keriilhet, vagyis ha a feltétel a kiindulési allapotban
teljesiilt, a forgatas utan is teljesiilni fog.

Mivel csak ez a kétfajta (kozos sikok mentén valo illetve fiiggetlen) forgatés végez-
heté a tornyon, és mindkettére igaz, hogy a parhuzamossagi tulajdonsagot megtartja,

ezért az allitas teljesiil. U

2.2.2. Kovetkezmény. Fqy élkocka és a hozzd kapcsolodo sarokkocka orientdcioja

mindig megeqgyezik.
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Bizonyitas. Egy adott helyen 1év6 élkocka lapkainak helyzetét ugyanigy tekinthet-
jiik aszerint, hogy az identikus helyzetben ott 1é6v6 sarokkocka azonos szamu lapkéja
melyik irdnyba nézett, mint ahogy azt a sarokkockéknal tettiik. A (2.2.1) allitas mi-
att az élkocka és a hozza csatlakoz6 sarokkocka adott szdmu lapkai azonos iranyba

néznek, s mivel ez meghatarozza az orientaciokat, azok sziikségszertien megegyeznek.

g

Belattuk, hogy az Og-beli és Og-beli orientaciok mindig azonosak, igy T szem-

pontjabdl a kiilon jelolés elhagyat6. Amit eddig tudunk, hogy
T <(Pegx O)xRg=Pgx(RsxO)=(Pg x Ps) x O.

A Pg és Ps csoportok Sg minden elemét tartalmazzak, az viszont még kérdés,
hogy a Descartes-szorzatban mely kombinaciok lehetségesek. Ha ezt meghatéarozzuk,

T csoport teljesen ismertté valik szamunkra.

A kovetkezs segédtételt fogjuk felhasznalni annak bizonyitasahoz, hogy a torony

helyzeteinek csoportja tovabb nem sztikithets.

2.2.3. Segédtétel. Ha létexik két szomszédos® sarokkocka a tornyon, mely a tobbi
elem helybenhagydsa mellett megceserélhetd, akkor ily modon barmely két sarokkocka

megcserélhetd.

Bizonyitas. Az (1.1.2) segédtétel mintajara tegyiik fel, hogy ismert olyan Cg for-
gatassorozat, mely a torony tetszéleges H helyzetében megcseréli valamely s; és s
egymés melletti sarokkockakat, az élkockdk és a tobbi sarokkocka helybenhagyésa
mellett.

Vegyiink egy olyan F' forgatassorozatot, mely a megcserélni kivant s} és s, sa-
rokkockakat s; és sy helyére viszi. Mivel a torony fiiggetlen forgatasainal fontos az
elemek orientacioja, teljesiiljon F-re, hogy F,(or,«,)) = 0r,(t,) minden i € H-ra® (t;
tetszdlegesen jelolhet él- vagy sarokelemet, hiszen az orientaciok megegyeznek). Ilyen
F' létezik, mivel Pg = Sg, tovabba akar ha az él-, akidr ha a sarokelemeket megfe-
leltetjiik a kisrubik sarokkockainak, az (1.2.10) tételbdl (O csoport pontosan azokat
a Z8-beli elemeket tartalmazza, amelyekre oy, - oy, - . . . - 0k, = id teljesiil) kovetkezik,
hogy permutéacios allapottol fiiggetleniil megvalosithatoak a lehetséges orientaciok. H
pedig egy lehetséges allapotot jelol, tehat a hozza tartozéd orientécié eleme O-nak.

Ekkor a H allapoti kockin FCgF~! forgatassorozatot végrehajtva s és s}, sa-

rokkockakat megcseréljiik, a tobbi elem pedig helyben marad — hiszen F' atviszi az

2Keét sarokkocka szomszédos, hogy egymas melletti élkockékhoz kapcsolédnak.
3F, az O-beli orientécios tényezs, F, pedig Pg x Ps megfelel6 komponense, attol fiiggsen, hogy

élkockat vagy sarokkockat tekintiink t; helyen.
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élkockakat H-bol egy H' allapotba, ezt az allapotot Cs nem valtoztatja, F'~! pedig
H'-bsl H allapotba visszaviszi. O

Az forgatasok leirasanak konnyitése miatt vezessiik be a

1432), (1'4'3'2"), {id, id, id, id, id, id, id, id}),
5678), (5'6'7'8'), {id, id, id, id, id, id, id, id}),
1584), (1'5'8'4"), {(123), id, id, (132), (132), id, id, (123)}),
2376), (2'3'7'6'), {id, (132), (123), id, id, (123), (132),id}),
1265), (1'2'6'5'), {(132), (123), id, id, (132), (132), id, id}),
3487), (3'4'8'7"), {id, id, (132), (123), id, id, (123), (132)})

(( ,
(( ,
(( ,
(( :
(( 7
(( ,

T;
Ay
By
Jy
E;
H;

jeloléseket a kozds sikok mentén valo forgatasokra, és
T, = (1'4'3'2), Bf = (1'5'8'4"), E{ = (1'2'6¢'5),
Al = (5'6'T'8), Ji = (2'3'7'¢"), H{ = (3'4'8'7")
jeloléseket a sarokkockak fiiggetlen forgatdsaira.! (Az élkockak fiiggetlen forgatésa

ezekkel kifejezhetd, példaul (1432) = Y177, (1584) = BB, '.)
A legutobbi segédtétel felhasznalasaval bizonyitjuk a kovetkezd tételt.

2.2.4. Tétel. A Rubik torony dllapotait leird csoportra T = (Pg x Ps) x O teljesiil.

Bizonyitas. Transzpoziciok szorzataként minden permutacio elGallithato, ezért ha
létezik a segédtételben emlitett Cg forgatassorozat, akkor ezen transzpoziciok szorzata
is helyben hagyja az élkockakat; vagyis tetszGleges élkocka permutaciohoz (€ Pg)

eléallithato minden sarokkocka permutécio (€ Pg).

Tekintsiik az identikus allapotti kockat, ezen mutatjuk meg az ((id), (1'2'), (id®)) €
(P x Ps) x O permutaciot.
Az (1.1.3) tételben meghatarozott C1o mintéjara legyen (12)(1'2') cserét elvégzs

forgatassorozat a
C. = B 'T,'B.ETLE; ' BT, B/ T? = ((12), (1'2), {(123),4d, (132), id, id, id, id, id}).
A (1.2.2)-beli G és D forgatassorozatok mintajara legyen

Gy = (JTTAT L AY? = (id,id, {id, (132),4d, id, id, (132), (123), (123)}), illetve
Dy = T\G2T2G\T;, = (id,id, {(132),4d, (123),id, id,id, id, id}).
Ekkor Cy utan Di-t elvégezve

CyDy = ((12),(1'2"),{(123),id, (132), id*})(id, id, {(132),id, (123),id*}) =
= ((12), (1'2"),{id, id, id, id, id, id, id, id}).

4Fiiggetlen forgatas esetén az Ry és O tagok mindig identitdsok, ezeket elhagyjuk a jelolésbol.
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Legyen ez a szorzat C; Dy = Cgs.

A kovetkez§ észrevételt tessziik: két egymas melletti sarokkocka megcserélése meg-
valosithato két ilyen tipusi csere segitségével; ha elvégezziik (2'3") és (3'4") forgataso-
kat, akkor —, ha lehet&ség van erre az orientaciokat tekintve —, elforgatva a fels6 négy

sarokelemet, megkapjuk (1'2") permutaciot:
(23)(34)(1'23'4) = (12)(3)(4).

Ezt az Otletet felhasznalva végezziik el az alapallapoti tornyon a T CgsT{CgsT}
forgatassorozatot.

T{ a 2" és a 3’ sarokkockdkat az 1’ és a 2’ helyére viszi; az els6 Cgrg megcseréli
1 —2-t és 2/ — 3/-t; a kovetkezs T 2/-t és 4'-et viszi az egyes és kettes sarokhelyekre; a
masodik Crg az 1 — 2 élkockdkat visszapermutalja, 2" — 4'-t pedig felcseréli. Ekkor a
torony allapota ((id, (1'3'4"),{id®}); ezen a T}-t elvégezve a torony ((id, (1'2"), {id®})
allapotba keriil, vagyis T} CrsT} CrsT} forgatassorozat kielégiti a segédtételbeli Cyg fel-
tételeit. A tételt bizonyitottuk. O
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2.3. A torony Allapotainak szadmossaga, 0sszegzés

A (2.2.4) tétel bizonyitasabol kovetkezik, hogy a 2 x 2 x 2-es Rubik-kocka 846 720
féle helyzeténél pontosan 8!-szor tobb lehetGség van a Rubik toronyndl, mivel egy
élkockahoz tetszéleges sarokkocka kapcsolodhat. Ez 6sszesen 34 139 750 400 lehetGség,
ami ranézésre van annyira ijesztd, mint egy kialloé sarokkocka.

Mikodésre azonban nagyon hasonlit a kistestvéréhez. A 2 x 2 x 2-es Rubik-kocka
két ismert algoritmusara, egy-két ezekbdl levezethets Osszefiiggésre, és par kisebb
atfogalmazasra volt csak sziikségiink ahhoz, hogy a Rubik tornyot modellezni tudjuk

a kocka alapjan.

Ha valaki a kezébe veszi ezt a kombinatorikus jatékot, annak azt ajanlanam, hogy
batran probalkozzon vele. Aki pedig megérti a dolgozatban hasznélt forgatassorozatok
logikajat, az tudni fogja, hogyan kell kockabol tornyot épiteni, igy atmutatot kap mind

a kocka, mind pedig a torony kirakasahoz.
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Koszonetnyilvanitas

Szeretnék koszonetet mondani azoknak, akik leginkabb hozzajarultak ahhoz, hogy a
szakdolgozatom elkésziilhessen.

Koszondm édesanydmnak, hogy mindig arra biztatott, azt tanuljak, amit valoja-
ban szeretnék.

Ko6szoném a nagysziileimnek, hogy elég sokszor megkérdezték, hogy allok a tanul-
manyaimmal, ezzel 6szténozve a haladasra.

K6szonom a paromnak, hogy ezeket a kérdéseket soha nem tette f6l, mert bizik a
dontéseimben.

Koszoném a kozépiskolai tanaraimnak, hogy azt éreztették velem, egyszer majd
sokra vihetem. Sajnalom, ha csalatkozniuk kellett — nekem elég az elég is.

Koszonom az egyetemi tandraimnak, hogy felnGttként kezeltek, és ezzel egyiitt
toleraltak kiiloncségeimet — az 6 nagyvonalisaguknak is kdszonhetem, hogy elvégez-
hettem tanulmanyaimat.

Végiil pedig kiilon készoném a konzulensemnek, Szabd Csabanak, hogy mindig a
segitségemre volt redlis és komplex iigyekben egyardnt. Nem a megoldasokat arulta el,
hanem eszkozoket adott a kezembe, és bedllitott a megfelel§ iranyba, hogy magamtol

is végig tudjak menni az tton.
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