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1. Bevezetés

A homologikus algebra egyik leghiresebb, maig megoldatlan probléméja a finitisztikusdi-
menzio-sejtés. Egy gylirti globdlis dimenzidjanak vizsgalatakor felmeriilhet a kérdés: mi okozhatja
azt, hogy ez a dimenzi6é végtelen? Van-e olyan modulus a gytirti f516tt, melynek projektiv di-
menzi6ja (pd) végtelen, vagy pedig mindegyik véges, de el6fordul tetszélegesen nagy? Emiatt
célszerii bevezetni a finitisztikus dimenzié fogalmét. Egy gytiriinek kétféle (jobb oldali, projektiv)

finitisztikus dimenzidja van, az igynevezett nagy és kicsi finitisztikus dimenzio:

r-Fin.dim R = sup{pd M: M jobb oldali R-modulus, pd M < co}
r-fin.dim R = sup{pd M: M végesen generalt jobb oldali R-modulus, pd M < oo}

Definialhatéak ugyanezek a fogalmak injektiv dimenzidval is, altalaban sem az igy kapott
értékek nem egyenl6k a projektiven definidltakkal, sem a bal és jobb oldali projektiv finitisztikus
dimenzié nem feltétleniil egyezik meg egymassal. Ebben a dolgozatban altaldban csak a jobb
oldali projektiv valtozattal foglalkozom, hiszen minden tétel analég médon megfogalmazhaté bal
oldalira is. Néhany helyen viszont az injektiven definidltat kell hasznélni, ez viszont nem vihetd at
automatikusan projektivre.

H. Bass [B] 1960-ban tette kozzé Rosenberg és Zelinsky két finitisztikus dimenziéra vonatko-

76 kérdését:

(1) Megegyezik-e a kis és nagy finitisztikus dimenzi6?

(2) Mindig véges-e a kis finitisztikus dimenzi?

Altalénosszigban mar mindkett6t megvalaszoltdk: mindkettére ,,nem” a valasz. Még kom-
mutativ Noether-gyfirtik esetén is. Ilyen esetben az (1)-es pontosan akkor teljesiil, ha a gy(r(i
ugynevezett Cohen-Macaulay (1dsd: [BH]). Egy kommutativ Noether-gy{iri nagy finitisztikus di-
menziéja a Krull-dimenziéval egyenlé. Nagata adott példat olyan kommutativ Noether-gytrtre,
amelynek végtelen a Krull-dimenzidja [NAG], ez tehdt ellenpéldat szolgdltat a (2)-es sejtésre.

Sokkal érdekesebb viszont az a kérdés, hogy vajon mi a helyzet, ha R egy véges dimenziés al-
gebra. Amikor Bass megfogalmazta a problémét, mar akkor bebizonyitotta, hogy ha fin.dimA = 0,
akkor Fin.dimA = 0 is teljesiil, tehdt akkor igaz az (1)-es. De egészen 1992-ig kellett vérni egy
példdra, ami megmutatta, hogy az (1)-esre ekkor is negtiv a vélasz. Azonban a (2)-esre mind a
mai napig csak részeredmények ismertek, és folyamatosan jelennek meg tjabbak és ijabbak is, de
a teljes megoldas még varat magéra.

Ennek a diplomamunkanak a célja, hogy 6sszefoglalja az eddig bizonyitott eseteket, valamint



mutasson néhany olyan mas sejtést, melyek igazsiaga konnyen kovetkezne, ha valaki bizonyitana
a finitisztikusdimenzié-sejtést. 1994-ben jelent meg B. Zimmermann-Huisgen 6sszefoglalé miive
[ZH2] errél a témardl, melyre azéta is sokan hivatkoznak, de az 1994 éta eltelt idében rengeteg 1ij
eredmény sziiletett.

A tovédbbiakban A mindig véges dimenzids algebrat jelol, J vagy radA fogja jelolni A

Jacobson-radikéljat, és ha M egy jobb oldali A-modulus, melynek egy minimélis projektiv feloldasa:
Lphp o

akkor Q' (M) vagy Q(M) jeléli M els szizigijét, vagyis Ker(fo)-t, a tovabbi szizigik pedig iterdlva
kaphatSk: QF+L(M) = Q(QF(M)). Sokszor hasznélt nyilvanvalé allitas, hogy ha QF(M) # 0 és
pdM < oo, akkor pdM = k+ pdQF(M).

Néhany megjegyzés az angol nyelvi cikkek magyarra forditdsardl: A japan neveket a Magyar
Tudoméanyos Akadémia ajanldsa szerinti magyaros atirdsban haszndlom, kivéve Igusa nevét, hiszen
6 mér az Amerikai Egyesiilt Allamokban sziiletett és ott is él. A dolgozatban eléfordulé néhany
kinai nevet is az igynevezett magyar tudoményos tipusi atirds szerint hasznalom. Az angol szak-
kifejezéseket is igyekeztem magyarra forditani, bar ezeket olyan ritkan irjak le nyelviinkon, hogy
némelyiknek még nincs igazi forditdsa. Példa erre a szizigi [syzygy| és a valddi standard modulus
[proper standard module].

Végil szeretnék koszonetet nyilvanitani témavezetémnek, Agoston Istvannak, aki egyrészt
felhivta figyelmemet erre az érdekes témara, masrészt otleteivel, megjegyzéseivel nagyban segitette,

hogy a dolgozatnak mind a tartalma, mind a formaja jobb legyen.



2. Alapveto fogalmak és

eredmények

Ebben a fejezetben Osszefoglalom a legfontosabb tudnivalékat a grafalgebrakrdl, hiszen
az egész dolgozatban ezekrdl lesz sz6. Gabriel tétele (ldsd a fejezet végén) ugyanis kimondja,
hogy algebrailag zart test folott minden véges dimenzids bézisalgebra izomorf egy faktorizalt
grafalgebraval, ezért elég azokkal foglalkozni. Az itt kimondott allitdsokat nem bizonyitom, a
bizonyitdsok és részletesebb leiras megtalalhaté példdul Assem, Simson és Skowronski kényvében
[ASS]. A grafalgebrék ismertetése utdn néhdny egyszerti allitds bizonyitdsa kovetkezik a finitisztikus

dimenziéval kapcsolatban.
2.1. A grafalgebrak és a folottiikk vett modulusok

2.1. Definicié: Legyen G egy irdnyitott grdf, akdr tébbszords és hurokélekkel, T tetszdleges test.
A G-hez tartozd grdfalgebra (TG) az az A vektortér T folott, melynek bdzisdt adjik G irdnyitott
dtjai (beleértve a nulla hosszisdgi utakat is), a bdziselemek szorzata pedig az utak egymds utdan

flizése, ha ez lehetséges, ha pedig nem, akkor 0.

A csticsok szama legyen n, az éleket gorog betiikkel jeloljiik. A szorzast mindig balrdl kell
olvasni, tehdt a - B = af. Az i-edik csicshoz tartozé nulla hosszisdgu it jele e;. Nyilvanvalo,

hogy e? = e;, e;-e; = 0, ha i # j, végiil 1 = Y e; az algebra egységeleme. Bizonyithat6, hogy
i=1

ezek az e;-k primitiv idempotensek teljes rendszerét alkotjdk, igy A=1-A4 = Xn: e A= ljél e; A
az algebra (mint 6nmaga 616tti modulus) felbontdsa direkt felbonthatatlan p;(;jltektiv modulusok
direkt Osszegére. Emiatt alkalmazzuk a kovetkezd jelolést: P; = e; A. (Néhol index nélkiili e-vel
is jeloliink egy-egy primitiv idempotenst, ekkor a hozzéd tartozé projektiv modulus jele P, lesz.)
Kiilonboz6 i-kre a P;-k nem izomorfak, ezért A igynevezett bazisalgebra.

Trivialis, hogy az algebra pontosan akkor véges dimenzids, ha a graf véges és nem tartalmaz
irdnyitott kort. Ebben az esetben az algebra Jacobson-radikélja az, amit a legaldbb 1 hosszisagu
utak generalnak.

Végtelen dimenzidoban azonban nem feltétleniil: ha példaul valds alaptest folott tekintjiik az
egy pontot és egy a hurokélet tartalmazoé grafot, akkor az ehhez tartozd grafalgebra generatorai
e1,a,a?, ..., ez tehat izomorf a valés folotti polinomalgebraval. Azonban az {a — re; : r € R}
halmaz elemei végtelen sok maximadlis idedlt generalnak, melyek metszete 0, tehat ennek radikélja

0, ami nem azonos a legalabb 1 hosszi utak generatumaval.



Leggyakrabban nem a teljes grafalgebrat nézziik, hanem annak egy I idedl szerinti faktorat.

2.2. Definicié: Az I idedlt megengedettnek nevezziik, ha benne van J2-ben és van olyan m > 2,
hogy J™ C 1.

Mas szoéval: ha I-t legaldbb 2 hosszisagu utak kombindaciéi generaljak, és van olyan m > 2,
hogy minden legaldbb m hosszi it mér benne van I-ben. Ekkor gy tekinthetiink az A/I faktorra,
hogy az ugyanolyan, mint maga az A, csak éppen minden I-beli Ut nullava valik benne. Az olyan
utak T-beli egyiitthatokkal vett linearis kombinacidjat, melyek ugyanonnan indulnak és ugyanoda
vezetnek, reldcionak nevezziik. Bizonyithatd, hogy ha I megengedett ideal, akkor I-t véges sok
reldcié generélja, és ilyenkor ha a graf véges, akkor a faktoralgebra mindenképpen véges dimenzids.

Es hogy miért elég a grafalgebrakkal foglalkozni? ElGszor is: ha van egy A algebrank, ami
nem bézisalgebra, akkor az e;A-k koziil kivdlogatunk minden izomorfiatipusbél egyet-egyet, és
ezek direkt Osszegének endomorfizmusgytiriijét jeloljik A’-vel. Ez Morita-ekvivalens lesz A-val,
vagyis a folottiik vett modulusok kategéridi ekvivalensek, tehdt homologikus kérdések esetén (pl.
reprezentacidelmélet, finitisztikus dimenzi6 vizsgdlata) ezentil szoritkozhatunk csak bazisalgebrak-

ra. Végill attérhetiink grafalgebrara is Gabriel tétele alapjan:

2.3. Tétel: Ha T algebrailag zdrt, akkor minden véges dimenzids A bazisalgebrdhoz létezik eqy

(egyértelmi) G irdnyitott graf és létezik I megengedett idedl, hogy A =2 TG/I.

2.4. Megjegyzés: A graf elkészithetd az aldbbi médon: legyenek a graf csicsai az {1,2,...,n}
szamok, melyek egyértelmiien felelnek meg az algebra primitiv idempotenseinek! Az i-edik csiicsbdl
a j-edikbe pedig pontosan akkor megy k darab él, ha e;radAe; /e;rad? Ae; vektortérként éppen k
dimenzids, hiszen e;rad Aej-ben vannak az e;-bdl induld, e;-be mend, legaldbb 1 hosszi utak, amivel
faktorizalunk, abban meg az ugyanilyen, de legalabb 2 hossza utak, igy a faktorban éppen az e; és

e; kozottl pontosan 1 hosszi utak (képei) maradnak.

Példdul a T {6l6tti 2 x 2-es als6hdromszog-matrixok (3 dimenziés) A algebrdjaban a primitiv
10 00

idempotensek: f; = Ey 1 = 0 és fo=Fp9 = 01 ) Emiatt A grafjanak két csicsa

van. A radikélja azokbdl a métrixokbdl all, ahol csak a bal alsé sarokban lehet nulldtdl kiilénb6z6
elem, a radikdlnégyzet pedig mar nulla, ennek ismeretében kiszamolhato, hogy melyik csiicsbdl
melyikbe hany nyil vezet: kijon, hogy csak a 2-esbél vezet az 1-esbe egyetlen nyil. Emiatt tehat A
izomorf az
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grafalgebra egy faktoraval. Lathato, hogy valdjaban nem is kell faktorizalni, hiszen ez a grafalgebra

mar 3 dimenziés. Az izomorfizmusban a gréfalgebra e; és es nulla hosszisdgi utjainak fi és fo

0
felel meg, a-nak pedig az Fo; = Lo matrix. Ellen6rizhetd, hogy ugyanazok a szorzasi

szabdlyok ezekkel a matrixokkal, mint a grafalgebra ttjaival.

Fontos leirni, hogy hogyan néznek ki egy A algebra f6l6tti modulusok. Ha vesziink egy M4
modulust, akkor felirhatd, hogy M = M -1 = Me, & Mes & ...PH Me,, ahol a direkt osszeg alterek



direkt 6sszegét jelenti. Egy i-bdl j-be vezeté o nyil esetén az a-val valé szorzds egy Me; — Me;
linearis leképezés lesz. Emiatt minden M modulust ugy képzelhetiink el, hogy a graf cstucsaiba
vektortereket tesziink, kozottiik pedig a nyilaknak megfelel6 linearis leképezések mennek.

Ha egy M modulusnak a (V;, ¢, ) vektorterek és leképezések felelnek meg, egy M’-nek pedig
a (V/, ¢L,), akkor egy f : M — M’ morfizmus nem més, mint olyan f; : V; — V/ linedris leképezések
egy csaladja, melyek kompatibilisek a modulusok struktirajaval, azaz minden « : @ — b nyil esetén
botfa = foda-

Kiszamolhatd, hogy minden e; primitiv idempotenshez tartozik pontosan egy egyszeri mo-
dulus, jelesiil e;A/e;radA = P;/radP;. Ezt mindig S;-vel fogom jellni. Vektortérként minden S;
pontosan 1 dimenzids.

Sokszor hasznéljuk a D-vel jelolt Homp (—,T') funktort, ami a szokdsos dualitds az A f516tti
jobb oldali és bal oldali modulusok kategéridja kozott. Ez tobbek kozott a projektiveket in-
jektivekké alakitja.

A modulusok szokésos jelolése soran egy-egy ¢ szam jeloli az i-edik csticshoz tartozé vektortér
egy generatorat, a szamokat 6sszekotd vonalak pedig az olyan linedris leképezéseket, melyek a raj-
zon feliil szereplé baziselemet viszik az alséba. fgy a részmodulusok mindig lent, a faktormodulusok
fent helyezkednek el. Az ilyen abrézolasbdl kénnyen leolvashaté a modulus Loewy-magassdga, azaz
az a minimalis m szdm, amire a radikal m-edik hatvanya méar nulla: ez a rajzon éppen a szintek

szdma, vagyis ténylegesen a modulus ,,magassdga”. Lassunk erre a jelolésre egy példét!

2.5. Példa: Legyen T algebrailag zart test, G a kovetkezo irdnyitott graf:

B
« PR 1)
1 — 2 3 — 4
\Z/

Legyen I = (v¢) és tekintsiik az A = T'G/I faktorizalt grafalgebrat! Ennek bazisa: eq, eq, es,
eq,a, 3,7,0, a8, avy, By, afy, tehdt ez az algebra 12 dimenzidés. A projektiv modulusok szerkezete
(ezek direkt Osszege A4):

1
‘ 2

P1_61A_/2\ P,= 3 3 Py
53 |
‘ 4

4

Il
S
Il
W~

Tehat példaul P, = esA jelolése azt jelenti, hogy a graf 4 csiucsaba helyezett vektorterek
kozil az 1-es dimenzidja 0, a 2-esé 1, a 3-asé 2, a 4-esé pedig megint csak 1. Ebben az egyszerii
esetben gy lehet tekinteni, hogy a 2-es, 3-as és 4-es vektorterek bézisai sorban az {es}, a {8,7}, és
a {80}. (Amikor a direkt felbonthatatlan projekt{v modulusokat nézziik, ott mindig hasznéalhatjuk
bézisnak az adott csicsbdl indulé utakat.) A modulushoz hozzatartoznak a vektorterek kozott

meno linedris leképezések is: itt példaul a 2-es vektortérbdl a 3-asba két leképezés megy, az egyik



es-t a [ baziselembe viszi, a mésik v-ba. Ebben a példdban esrad Aes generatorai: (§ és -y, valamint
earad? Aeg csak a nullabdl &ll, igy a faktor is (3,7), tehat 2 dimenzids. Es valéban, a 2-es cstucsbol
a 3-asba 2 él vezet.

Ugyanennek a modulusnak a szerkezete felrajzolhaté a graf csicsaiba helyezett vektorterek-
kel is:

T

T TeT
~_

A lineéris leképezéseket matrixokkal adhatjuk meg, melyekkel jobbrdl kell szorozni. Itt a bal

oldali nyilon mend leképezés matrixa [ 0 }, a kozépso f0lsén { 1 0 }, a kozépso alsom { 0 1 },

1
a jobb oldalin pedig ol

A 2.3. Tételben nem véletleniil nem szerepelt, hogy az I idedl egyértelmii lenne egy algebra
esetén. Ebben a példdban is lehet talalni olyan I’ # I ideélt, amivel faktorizalva egy ezzel izomorf
algebrdt kapunk, példdul I’ = (v — 36). Konnyl ellendrizni, hogy a kiévetkezd leképezés egy
TG/I — TG/I' izomorfizmust ad: e; — e; minden 1 < i <4 esetén, a — o, B — B, v — v — 3,
d +— 0, és ez kiterjesztve a tobbi elemre is. Ha T'G/I'-ben felrajzoljuk a projektiv modulusokat,
mas adbrakat kapunk, mint eddig, legalabbis P; és P, esetében: ezeknek ugyanis Gsszezarddik az
alja: a lenti 4-esbe mindkét 3-asbdl fog vezetni egy-egy vonal. Erre az 5.2. fejezetben még fogunk

példat 1atni.

Hatérozzuk meg ennek az algebréanak a globdlis dimenzidjat! Ismert tétel, hogy nem kell
végignézni az Osszes A f6lotti modulust, hanem elég csak az egyszeriiekre szoritkozni. Itt 4 egyszerii
modulus van, ezek kozil S, = P, projektiv, tehat pdSy = 0.

S3 projektiv feddje Ps, ekkor a fedés magja, vagyis (S3) éppen Py, ami mdr projektiv, {gy
pdSs=1.

So-t Py fedi le, ekkor a mag S3 @ Ps, ennek projektiv dimenzidja, mint az elébb lattuk: 1,
tehdt pdSe,=2.

S1 fedGje pedig Py, a mag Ps, igy pdS3=1.

Ezen projektiv dimenzidk szuprémuma 2, tehat a globdlis dimenzi6 2, és mivel ez véges, igy
az is latszik, hogy Fin.dimA = fin.dimA = 2.

Végil lassunk egy példat arra is, hogy a globalis dimenzié végtelen, de a finitisztikus di-

menzio véges:

2.6. Példa: Legyen A grafja a kovetkezd:



Az Gsszes direkt felbonthatatlan modulus ilyenkor Sy, S3, P és Py. A globalis dimenzié
végtelen lesz, mert pdS; = pdSy = oo, hiszen S; projektiv feloldédsa igy néz ki:

=P —>P —-P,— P — S5 —0,

és hasonld S3-é is. Mivel rajtuk kiviil mar csak projektivek vannak, ezért a finitisztikus dimenzié
értéke 0.

2.2. Néhany egyszerii eset

Van néhany olyan algebraosztaly, melyekre nagyon kénnyen bebizonyithaté, hogy a benne

talalhaté algebrak finitisztikus dimenzidja véges:

o Féligegyszerii algebrdak: A féligegyszert algebrak f6lott minden modulus projektiv, igy méar a

globalis dimenzié is nulla, természetesen ekkor a finitisztikus dimenzié is.

e Reprezentdciovéges algebrdk: Ez azt jelenti, hogy az algebra folott csak véges sok kiilonb6zo
direkt felbonthatatlan modulus létezik. A finitisztikus dimenziét pedig elég csak a direkt
felbonthatatlanokra nézni, hiszen pd(M @ N) = max{pdM, pdN}, illetve végtelen direkt
osszegre is pd(My @& Ma & ...) = sup{pdM; : 1 < i}.

o Lokalis algebrdk: Ha az A algebra lokélis, akkor csak egy direkt felbonthatatlan projektiv
modulus van, legyen m ennek Loewy-magassagal fgy ha egy M modulus nem projektiv,
akkor az 6t fedd projektiv modulus Loewy-magassidga m, viszont Q(M) ennek radikdljaban
van, igy annak magassiga legfeljebb m — 1, vagyis ez a szizigi sem lehet projektiv. fgy M

projektiv dimenzidja végtelen, ezért a finitisztikus dimenzio 0.

° Oninjektz’v algebrdk: Ez azt jelenti, hogy A 4 injektiv modulus is, nem csak projektiv. Ekkor
minden A f6l6tti projektiv modulus is injektiv egyben. Ha feltennénk, hogy 0 < pdM < oo,
az azt jelentené, hogy M valamelyik szizigije projektiv, tehdt injektiv is. A szizigi része
valamilyen P projektivnek, de ha egy injektiv része valaminek, akkor direkt Gsszeadandé
benne. Viszont akkor a faktor (ami az eléz§ szizigivel izomorf) is direkt ésszeadandé P-ben,

tehdat az is projektiv, ami lehetetlen.

o Eltindé radikdlnégyzettel rendelkezd algebrdk: Ha J? = 0, akkor minden modulus Loewy-
magassaga legfeljebb 2, hiszen rad?M = MJ? = 0. Mivel a szizigik mindig benne van-
nak egy projektiv modulus radikaljaban, ezért azok magassdga mar csak legfeljebb 1 lehet,
vagyis minden Q(M) izomorf egyszeriiek direkt Osszegével. Emiatt pdQ(M) vagy végtelen,
vagy legfeljebb annyi, mint a véges projektiv dimenzids egyszeri modulusok projektiv di-
menziéjdnak szuprémuma. Tehdt Fin.dimA < sup{pdS : S véges projektiv dimenzids

egyszerti modulus} + 1.

Végiil bebizonyitok még egy (az 1. fejezetben mdr megemlitett) egyszerti allitdst a fini-

tisztikus dimenziorol:

2.7. Allitas: Ha fin.dimA = 0, akkor Fin.dimA = 0 is tejlestil.
Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy Fin.dimA > 1! Ekkor tehat 1étezik egy véges, de nem nulla pro-

jektiv dimenziés modulus, ennek utolso elotti szizigijét M-mel jelolve pdM = 1 teljesiil. Legyen



f : P — M ennek a projektiv feddje, ekkor f magja, az utolsé szizigi nem nulla, projektiv, és
benne van P radikaljaban. Ekkor kell, hogy legyen rad P-ben egy eA alakd projektiv is, ahol e
egy primitiv idempotens. Ez az eA benne van egy P, projektiv modulus radikaljaban is, ahol
Py C P egy végesen generélt részmodulus. Nyilvanvaléan ekkor Py/eA egy végesen generdlt mo-

dulus, melynek projektiv dimenzidja 1, emiatt fin.dimA > 1. O
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3. Monomialis algebrak

3.1. Definicié: Egy A/I reldcidkkal faktorizdlt grdfalgebra monomidlis, ha I-t (legaldbb 2

hosszi) utak generdljdk.

Monomialis algebrék esetére a finitisztikusdimenzié-sejtést mar bizonyitottak. Eloszoér 1991-
ben jelent meg E. L. Green, E. Kirkman s J. Kuzmanovich cikke [GKK], ebben hosszi szdmoldsok
utan jott ki az eredmény: felso korlatot adtak a monomialis algebrak kis finitisztikus dimenzidjara.
A cikk utolsé mondatdban megemlitik, hogy mire ezzel a munkéaval készen lettek, addigra kaptdk
kézhez K. Igusa s D. Zacharia [IZ] cikkét, mely tovabbi eredményeket tartalmaz ebben a témakor-
ben. Valdjdban egy sokkal egyszertibb bizonyitdst, melybdl kidertil, hogy egy monomidlis algebra
finitisztikus dimenzidjara fels6 korlat az algebra radikaljanak vektortér-dimenzidja. Ennek bi-
zonyitasdhoz 6k nem a projektiv, hanem az injektiv finitisztikus dimenziét szamoljdk, de ez itt
nem szamit, hiszen a D funktor segitségével a projektiv és az injektiv modulusok megfelelnek

egymaéasnak, és egy monomidalis algebra oppozitja is monomiélis.
3.1. A szizigiparok modszere

Tgusa és Zacharia bizonyitasdhoz a kovetkezd fogalmakat és jeloléseket vezessiik be: Legyen
~ egy legaldbb 1 hosszisagt Ut az irdnyitott gréafban, ami a faktorban nem nulla! Jeldlje v a v
kezdépontjat és w a végpontjat! Ekkor v megad egy v* homomorfizmust P,-bdl P,-be, jelesiil
a 7y-val valé balrdl szorzast. Ez w-ben nem nulla. A homomorfizmus képét P,-ben jeloljik K-
val! Ekkor A egy szizigipdrjdnak a (P,, K.) part nevezzikk. Egy (P, K) és egy (P, K') szizigipar
izomorf, ha léteznek f : K — K’ és g : P — P’ izomorfizmusok tigy, hogy t-val és ¢/-vel jelolve
K illetve K’ kanonikus bedgyazasédt P-be illetve P’-be, teljesiil, hogy g = J/f. A legalapvetdbb

lemma a szizigiparokrél a kovetkezd:

3.2. Lemma: Kiilonboz6 v-khoz nem izomorf szizigipdrok tartoznak

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy (P, Ko) = (P,, Kg)! Teljesen nyilvdnvald, hogy ez csak ugy
lehet, hogy u = v és o és B v-b6l ugyanabba a pontba vezet6 1t, mondjuk w-be. Ekkor a K, = Kpg
izomorfizmus felemelheté egy f : P, = P, izomorfizmussa, agy, hogy ha g-vel jeldljik a P, & P,
izomorfizmust, akkor ga* = 3* f. De ga*(e,,) nem més, mint « valamilyen nem nulla egyiitthatéval
szorozva, plusz esetleg hosszabb utak kombindcidja, 8* f(e,) pedig 8 nem nullaszorosa plusz e-

setleges hosszabb utak. Mivel ez a kettd egyenld, ezért « is egyenld (-val. O
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Emiatt a szizigiparokbdl pontosan annyi nem izomorf létezik, ahdny nem nulla hosszisagu
it van, vagyis ahdny dimenzids a radikal vektortérként. A tovabbi szamitdsokhoz sziikséges

meghatarozni, hogy hogyan néz ki a v* leképezés magja.

3.3. Lemma: ~* magja P, olyan K., részmodulusainak direkt osszege, ahol ~y; végigfut az
osszes olyan uton, ami w-bdl egy u; pontba vezet, és vvy; : v — wu; pontosan eqy u;-ben végzddd

I-beli reldaciot tartalmaz.

A lemma bizonyitdsa megtaldlhaté [IZ]-ben, de formdlisan lefrva bonyolultabb, mint fejben

végiggondolni. Sziikség lesz ezutan a kdvetkezd definicidkra:

3.4. Definicié: Egy (P,, K,) szizigipdr esetén jelilje Q' (P,, K.) az dsszes olyan (P,
K.,,) szizigipdr halmazdt, ahol ~y; teljesiti az elbz6 lemma feltételeit! Rekurzidval definidljuk az
OF(P,, K.,) halmazt: készitsiik el az Q"1 (P,, K,) halmaz dsszes elemének az Q' -eit, és vegyiik

ezek unidjat!

3.5. Definicié: Egy (P, K) szizigipdr periodikus, ha van olyan n > 1, hogy (P, K) izomorf
Q" (P, K) egy elemével. A legkisebb ilyen n-et hiviuk (P, K) periddusdnak. (P, K )-t virtudlisan
periodikusnak mondjuk, ha van olyan n > 1 és olyan (P’, K') periodikus szizigipdr, hogy (P, K)
izomorf Q" (P, K') egy elemével.

A kovetkez6 lemma a kules ahhoz, hogy késébb a & tétel bizonyitasakor megkapjuk felsé

korlatként a radikal dimenzidjat:

3.6. Lemma: Ha (Py, Kg) tetszbleges szizigipdr és n > dimgpJ, akkor Q" (Py, Ko) minden
eleme virtudlisan periodikus.

Bizonyitds: Legyen (P, K,) € Q" (P, Ky), errdl kell megmutatni, hogy virtudlisan periodikus.
Az Q definiciéja miatt van szizigiparoknak egy olyan (P, Ko), ..., (Pn, K,) sorozata, hogy
(P, K;)e Q(P;—1, K;—1) minden i = 1,...n esetén. Mar megdllapitottuk, hogy a szizigiparokbdl
annyi nem izomorf van, ahany dimenziés a radikal, n pedig ennél nem kisebb, ezért ebben a sorozat-
ban kell, hogy legyen ismétlddés, vagyis egy periodikus szizigipdr. De akkor (P, K,) virtudlisan
periodikus. O

Végiil pedig jojjon néhany djabb allitds, melyek eredményeit Osszevetve a végén gyorsan
bizonyithaté lesz a f6 tétel! A kdvetkezd lemma a 3.3. Lemmadbdl egy n-re vonatkozé indukciéval

gyorsan igazolhaté:

3.7. Lemma: Ha (P, K) € Q"(P', K') és K' egy minimdlis projektiv felolddsa
— Po(K') & Py ((K') — ... — Py(K') — K' — 0,

akkor létezik P,_1(K')-nek egy A-val jelolt, és d,, P,(K')-nek eqy B-vel jelolt direkt ésszeadanddja,
hogy BC A és (A, B) = (P, K).
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3.8. Lemma: Tegyiik fel, hogy (P, K) egy virtudlisan periodikus szizigipdr, M pedig olyan A-
modulus, melynek injektiv dimenzidja véges! Ekkor minden K — M homomorfizmus kiterjeszthetd
P — M homomorfizmussd.

Bizonyitds: Legyen (P’, K') olyan periodikus szizigipar, melyre (P, K) € Q" (P’, K') és melynek
p a periédusa! Ekkor definicié szerint (P, K) € Q"™ (P’ K') is igaz minden m > l-re is. De
mivel M injektiv dimenziGja véges, ezért elég nagy m esetén Ext”y "™ (K’, M') mar nulla. De ekkor

a 3.7. Lemma miatt Hom4 (P, M) ra kell, hogy képzsdjon Hom 4 (K, M)-re. O

3.9. Tétel: Ha az A monomidlis algebra folotti M modulus injektiv dimenzidja véges, akkor
erre az injektiv dimenziora felsé korldt az algebra radikdljdnak vektortér-dimenzidja.

Bizonyitds: Legyen M olyan modulus, melynek injektiv dimenzidja véges, (P, K) tetsz6leges
szizigipar, és n > dimr(radA)! Ekkor a 3.6. Lemma miatt Q" (P, K) minden eleme virtuélisan
periodikus, igy a 3.8. Lemma miatt Ext” (K, M) = 0. Mivel az injektiv dimenzié az a legna-
gyobb d szdm, melyre még van olyan S egyszerti modulus, hogy Ext% (S, M) # 0, ezért nekiink
most az kellene, hogy EthH(S’U, M) = 0 legyen minden v esetén. Ez pedig azért igaz, mert P,
radikalja pontosan azon K-k direkt dsszege, ahol v végigfut a P,-bdl indulé éleken, tehat felirhatéd

a kovetkezo rovid egzakt sorozat:
0—-oK,—- P, —S,—0

Erre pedig rdalkalmazzuk az Ext hosszu egzakt sorozatara vonatkozoé ismert homologikus algebrai

tételt, ezzel a bizonyitas kész. O
3.10. Kovetkezmény: Monomidlis algebrdkra igaz a finitisztikusdimenzio-sejtés.
3.2. A masodik szizigik vizsgalatanak modszere

Egy teljesen méas megkozelitése a problémanak a kovetkezo: Tudjuk, hogy a globélis dimenzi6
meghatarozasdhoz elég megnézni az egyszerti modulusok projektiv dimenzidjanak szuprémumat,
egyszeri modulusbdl pedig csak véges sok van. De vajon tudunk-e taldlni olyan S és S’ véges
modulushalmazokat, hogy a finitisztikus dimenzié is meghatarozhaté legyen legaldbb valamilyen
ismert hibaval ugy, hogy csak az ezekben a halmazokban el6fordulé modulusok projektiv di-
menzidjat vizsgdljuk (példdul a kis finitisztikus dimenzidhoz S elemeit, a nagyhoz S’-éit)? A
valasz monomidlis algebrakra: igen!

Zimmermann-Huisgen [ZH4]-ben felirja a monomidlis algebrdk f616tti modulusok mdsodik
szizigiinek szerkezetét, ebbdl pedig méar nagyon kénnyen levezethetd, hogy a nagy finitisztikus di-
menzi6 (és ezaltal a kicsi is) véges, s6t, taldlunk is egy megfelel6 S halmazt a becsléshez. Ez

Rubinstein-Salzedo {résaban [SRS] olvashaté.

3.11. Tétel: Ha M egy monomidlis A algebra folétti modulus, akkor léteznek olyan q; pozitiv
hosszusagu utak A-ban, hogy

(M) = P a:A.
(Eléfordulhat, hogy q; = q;, bar i # j.)
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3.12. Kovetkezmény: Fin.dimA < co.

Bizonyitds: Legyen M egy A folotti modulus véges projektiv dimenzidval. Ha pdM < 2, akkor
nem is kell figyelembe venniink, ha legalabb 2, akkor viszont masodik szizigije nem 0, tehat felirhaté
az el6z0 tétel szerinti alakban. Egy direkt Gsszeg projektiv dimenzidja az 6sszeadanddk projektiv
dimenziéinak szuprémuma, de csak véges sok g; lehetséges, ezért egy véges halmaz szuprémumat
kell venni. Azt eddig is tudtuk, hogy ez véges, de most egy korlatot is kaptunk ra: pdQ?(M) =
sup{pd(¢;A)}, {gy pdM-re egy ennél 2-vel nagyobb korlét adédik. O

3.13. Kovetkezmény: Legyen S= {qA : q pozitiv hosszisagi it A-ban, pd(gA) < oo} és
legyen s = —1, ha S dres, s =maz{pd (¢A) : ¢A € S}, ha S nem tres! Ekkor

s+ 1< fin.dimA < Fin.dimA < s+ 2.

Bizonyitas: A jobb oldali egyenlStlenséget mar lattuk az el6bb, és az is nyilvdanvald, hogy a
bal oldalra s odairhaté. Ezt kellene megnovelni s 4+ 1-re. Ha S {ires, akkor trividlis. Ha nem,
akkor vegyiink beléle egy gA elemet, melyre pd(gA) = s, és tegyiik fel, hogy a ¢ 1t az e pontban
kezdddik! Ekkor gA C eA, igy felirhaté az alabbi természetes révid egzakt sorozat:

0—qgA—eA—eA/gA—0

Emiatt Q2(eA/qA) = qA, és ennek s a projektiv dimenzidja, ezért eA/gA-nak s+ 1. O

Innen egy pillanat alatt kihozhaté az is, hogy a fels6 korlat kapcsolatban van a radikal di-

menzidjaval, igaz, itt 1-gyel rosszabb becslést kapunk, mint a szizigiparos mddszerrel:

3.14. Kovetkezmény: Ha A monomidlis algebra, akkor fin.dim A < Fin.dim A < dimpJ +1.

Bizonyitds: Indirekt tegyiik fel, hogy az M modulus projektiv dimenzidja véges, de > dimp.J+2!
Tekintsiik az aldbbi sorozatot: Q%(M),Q3(M),Q4(M),...! Ezek mind valaminek a mésodik szi-
zigii, ezért mindegyik gA-k direkt Osszege. A trividlis tulajdonsdgokbdl kovetkezik, hogy ha
QF (M) = ©M;, akkor pdM = k-+sup{pdM;}. Jelen esetben a kiilonbézé qA-k szdma dimp.J,
hiszen ennyi pozitiv hosszisagu ut 1étezik. Emiatt ez a szuprémum egy maximum, legyen minden
k > 2 esetén py olyan t, amire ez a maximum felvétetik, azaz pdM=k+pd(prA)! Ha vessziik a
D2,D3, - - -, PdimpJ+2 Utakat, akkor a skatulyaelv miatt lesz koztiik két egyforma, mondjuk p; = p;,
ahol 7 < j. De akkor pdM = i+pdp; A = i+pdp; A < j+pdp; A =pdM, ami ellentmondas. O

3.3. Az eredeti, szamolos maédszer

/////

tileg els6 volt, de joval bonyolultabb, sokkal tobb szamolast tartalmaz, mint az ijabbak. Ezért itt
csak a f6bb Otleteket, gondolatokat ismertetem beléle.

Legyen G a graf csticsainak halmaza, G az élek halmaza, G5 az I ideal egy generatorhalma-
za! Definidljuk a G,,+1 halmazokat rekurziv médon: Elészor is legyen U azon G-beli irdnyitott
utak halmaza, melyek képe a faktorban nem nulla, és m > 2 esetén nevezziink egy « utat m-
lanckezdetnek, ha felithaté o = (67 alakban, ahol 8 € G—1, 86 € G, T € U\Gy, és 0T

tartalmaz Ga-beli részutat! Egy m-ldnckezdetet m-ldncnak hivunk, ha egyik valédi kezdGszelete
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sem m-lanckezdet. Az Gsszes m-lanc halmaza lesz G,,, 1. Ennek azt a részhalmazat, mely az i-edik
csticsbél indulé m-ldncokbdl &ll, G, 41-vel jeloljiik. Konnyen ldthaté, hogy m > 0-ra minden
m-lanc egyértelmiien felirhaté 832 alakban, ahol 31 € Gy, és B2 € U\Go.

Legyen T'G,,, az a T folotti vektortér, melynek béazisat alkotjdk G, elemei! Ez egy altér T'G-
ben, s6t, R = A/radA-bimodulus is. Kiszdmithat6, hogy TGY, = e;(TGy,) és TG, @r A = @e, A,
ahol e; végigfut a G -beli utak végpontjain. Ez tehat egy jéldefinidlt projektiv A-modulus. Egy
a1t végpontjat t(a)-val jelolve m > 1-re vezessiik be a kivetkezd leképezéseket: &; : TG! @p A —
TG, | ®r A, ahol §;(3®r Vy(3)) = B1 @R B2, ahol = (13, mint az el6bb, és ez kiterjesztve a
teljes értelmezési tartomdnyra. Lathat6, hogy TG ®@g A = ¢; A = P;, igy ha dp jeloli a természetes

Py — Sy homomorfizmust, akkor felirhaté S; egy minimélis projektiv feloldasa:
.—>TG§®RAﬁ>TG8®RA@>SZ‘—>O.

Ennek felhasznalasaval és sok formalis szdmoldssal bizonyithaté a kovetkezo fontos tétel:

3.15. Tétel: Tegyiik fel, hogy eqy A monomidlis algebra esetén ¢ olyan szdm, hogy minden
w € G, c— 1-ldncra létezik elég nagy n és eqy w' € Gy, n— 1-ldnc, hogy egy « it esetén wa € Geyq
pontosan akkor teljesil, amikor w'a € Gpy1! Ekkor ha M egy bal oldali A-modulus véges projektiv
dimenzidval, akkor pd(aM) < c.

Vegyiik észre, hogy itt az S; jobb oldali modulus felolddsat tekintettiik, de a tétel mar bal
oldali modulusok projektiv dimenzidjarol szol!

Ebbdl a tételbdl akkor kovetkezne a (bal) nagy finitisztikus dimenzié végessége, ha tudnénk,
hogy minden monomialis algebrara van a feltételnek megfelelé c. Szintén szamolds bizonyitassal
kijon az is, hogy mindig van ilyen ¢, s6t, konkrétan meg is tudjuk hatarozni, hogy mennyi: te-
kintsiik azokat a 2-lanckezdeteket, melyek felirdsaban 7 egy végszelete megegyezik egy I-t generald
relacié kezdészeletével!l Az ilyen 7-k szdmét d-vel jeldlve megmutathatd, hogy ¢ = d + 3 teljesiti az
el6zo tétel feltételét.

Végiil megemlitem, hogy ez a mdédszer valamiben mégis jobb, mint a kordbban leirt egysze-
riibbek: ezzel ugyanis alsé becslés is adhaté az ¢-Fin.dim-re. Egy w = 8d7 € G,, lancot tekintve
kiszamolhatd, hogy pd(Aey(.)/AT) > n teljesiil. Ha még azt is tudjuk, hogy 7 # 7' semmilyen
w' = F'0'"7", w e Gpy1, r > 1 esetén, s6t, T-nak még csak semmilyen kezddszelete sem egyezik meg

egy ilyen 7'-vel 7 > 0 esetén, akkor pd(A7) =n — 1 és pd(Aey(y)/AT) = n.
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4. A J> =0 eset

Ha egy algebrara J = 0, akkor az féligegyszeri, f6l6tte minden modulus projektiv, igy mar
a globalis dimenzidja is 0. Ha csak annyit tudunk, hogy J? = 0, akkor ha maga az algebra nem is
féligegyszerti, de barmely modulus elsé szizigije mar az. Ezért a finitisztikus dimenzi6 vizsgalatakor
elég az egyszerti modulusokat tekinteni, de azokbdl meg véges sok van, igy ilyenkor is trividlis, hogy
a nagy finitisztikus dimenzié is véges. Ezt Mocsidzuki mar 1965-ben észrevette [MOC]. 1968-ban
L. W. Small egy tdjabb triikk alkalmazdsdval [SMA] erésitette az el6z6 eredményt: elég, ha J?
projektiv dimenzidja véges, ha bal oldali modulusnak tekintjiik.

Sokkal bonyolultabb viszont, ha csak a radikdl magasabb hatvanyarodl tudjuk, hogy eltlinik.
Egyelére csak arra az esetre ismert a teljes bizonyitds, amikor J2 = 0. Elészor E. Green és B.
Zimmermann-Huisgen cikkében [GZH] olvashattunk errél. Ugyanigy, mint a J? = 0 esetben,
most is gyengitheté a feltétel arra, hogy ha J3-6t bal oldali modulusnak tekintjiik, akkor elég,
ha projektiv dimenziéja véges. P. Draxler és D. Happel a kicsit gyengébb Nakajama-sejtést bi-
zonyitottak azzal a feltétellel, hogy J2*1 = 0 és A/J! reprezentéciévéges [DH]. Igusa és Todorov
egy teljesen mas mddszert alkalmazva [IT] szintén taldltak egy bizonyitdst a J3 = 0 esetre, aztén Y.
Wang egy rovid kiegészitéssel beldtta a finitisztikusdimenzidé-sejtést azokkal a feltételekkel is, amit
Dréxler és Happel hasznaltak. Ezekre még ebben a fejezetben kés6bb visszatérek. Most elGszor

Zimmermann-Huisgenék mddszerének {6 Gtleteit ismertetem.
4.1. Elso specidlis eset

Tekintsiik azt az esetet, amikor J? minden (egyszerfi) direkt dsszeadandéjanak végtelen a
projektiv dimenziéja! Ekkor minden legfeljebb 2 Loewy-magassidgi M modulushoz hozzarendeliink
egy [M]-mel jelolt, n soros, 2 oszlopos matrixot a kovetkezé médon: [M] k-adik sordnak elsd eleme
legyen Sy multiplicitdsa M /M J-ben, a méasodik elem pedig Sy, multiplicitdsa M J-ben! Specidlisan
[e;J] elemeit jeloljik igy:

Uil Vi1

Uin  Vin

Végiil definidlunk egy L* linedris endomorfizmust Z™*2-n:
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n n
by Yoaiuin — b Y v
=1

i=1
L* : : i
b n n
an n Z AiUsn — by Z AVin
i=1 i=1

Ha ezt az L*-ot ismételten alkalmazgatjuk egy tetszéleges B matrixra, akkor eléfordulhat,
hogy egy id6 utdn a csupa nulla matrixot kapjuk. Ha ez megtorténik, akkor jeloljiik 7(B)-vel azt,
hogy hényadikra kaptuk meg! Ha soha nem kapunk nullmdtrixot, akkor legyen 7(B) = oo! Mivel
L* linedris, ezért azok a matrixok, melyekre 7(B) véges, részcsoportot alkotnak Z"*2-ben, ennek a
csoportnak a jele: G§(A). Tegyiik fel, hogy az egyszeri modulusok tigy vannak szdmozva, hogy az
els6 p egyszerti modulus fordul el6 .J/J%-ben, mig az elsé ¢ fordul el J/J2-ben és J2-ben egyszerre!
Tekintstik G§j(A)-nak azt a részcsoportjat, melynek elsé oszlopaban csak az elsé p sorban szere-
pelhetnek nullatdl kiilonboz6 elemek, a masodik oszlopban pedig az els6 ¢ sorban! Ezt G*(A)-val
szokds jelolni. Trivialis, hogy ez a csoport izomorf legfeljebb p+ ¢ darab Z direkt 6sszegével. Hogy
hdnyéval, azt jeloljiikk r*-gal! (Ez a rangja.) Ez a leképezés és ez a csoport a kovetkezd allitdsok

miatt fontos:

4.1. Lemma: Ha M legfejlebb 2 Loewy-magassigi modulus, melynek projektiv dimenzidja
véges, akkor [QF(M)] = (L*)¥[M]. Emiatt pdM = t ekvivalens azzal, hogy (L*)!T'[M] = 0, de
kisebb kitevdre még nem nulla.

4.2. Tétel: r-findim A<r*<p+q <2n

4.3. Példa: Legyen az A algebra, mint 6nmaga f6lotti modulus szerkezete:

1

2

o |
1 1
|

1

1
Ekkor e1.J =1 és ezJ = |
1

Emiatt [eqJ] = (

S =
o O



Es innent8l kezdve L* magasabb hatvanyai is mar ugyanezt az eredményt adjak. Vagyis pontosan
akkor nullazédik le egy matrix L* ismételgetésekor, ha a; = by volt benne. Mivel J? = J/J? = 5,
ezért p = ¢ = 1, igy G*(A) azokbdl a 2 x 2-es matrixokbdl 4ll, ahol az elsé sorban 2 egyforma egész
szdm 4all, lent pedig két darab 0. Emiatt r* = 1, tehdt fin.dimA < 1. Mivel pd(Ss) = 1, ezért
fin.dimA > 1 is igaz, tehét fin.dimA = 1.

4.2. Az altalanos eset

Most mar nem kell feltenniink, hogy J? minden direkt Osszeadanddjdnak projektiv di-
menzidja végtelen. Hanem csoportositsuk az 0sszes egyszerii modulust: legyenek koziiliik a végtelen
projektiv dimenziésok Sy, ..., Sm,, a végesek pedig §m+1, ..., Sh, és szintén tegyiink hulldmot azon
primitiv idempotensek f61é, melyek hulldmos S-ekhez tartoznak! Ezenkiviil legyen e = e; +...+¢€,,
és € = €ppq1 + ...+ €y, végiil legyen d a hulldmozott S-ek projektiv dimenzidinak szuprémumal
Ez tehat véges. Modositjuk az M +— [M] leképezésiinket is: most nem az Osszes egyszerii mo-
dulus multiplicitdsait irjuk be a métrixba, hanem a jelenlegi S;-kéit, vagyis a végtelen projektiv
dimenziés egyszertikéit. Az L* endomorfizmus csak annyiban valtozik, hogy n helyett m soros
matrixokra alkalmazzuk. Megkiilonboztetésiil a jele ezentil csak L lesz.

Jeloljiik Lo(A)-val a legfeljebb 2 Loewy-magassdgi modulusok kategéridjat, ennek egy M
eleme esetén legyen 7 a természetes M/MJé — M /M J epimorfizmus, € pedig legyen a kovetkezo:
(M) = 7= 1((M/MJ)e)! Ekkor ¢(M) a legnagyobb olyan részmodulusa M /M Jé-nak, melynek
kompozicidfaktorai St, ..., Sy, koziil keriilnek ki. Az Me — M bedgyazds indukal egy Me = e(M)
eAe-modulusok kozti izomorfizmust, igy Me 6rokol egy természetes A-modulus struktirdt, ami
kiterjeszti az eAe-strukturat.

Ellenérizhetd, hogy ez az € egy La(A) — Lo(A) funktor is, és ha N A-részmodulusa M-nek,
amire Ae = Me, akkor €(A4) = ¢(M). A kovetkez6 lemmak segitségével tovébbi észrevételeket
tehetiink:

4.4. Lemma: Ha M € Ly(A), akkor M projektiv dimenzidja pontosan akkor véges, amikor
e(M)-¢é véges. Sét: pd(e(M)) < max{pdM,d + 1} és pd(M) < max{pd(e(M)),d}.

4.5. Lemma: Ha c > 1 és (eQ)° az €2 : Lo(A) — Lo(A) leképezés c-szeres iterdltja, akkor ha
(eQ)*(e(M)) = 0, akkor pdM< d + c.

A 4.4-es Lemmdbdl azonnal 14tszik, hogy ha M és N két Lo(A)-beli elem, melyekre ¢(M) =
€(N), akkor M és N projektiv dimenziéja pontosan egyszerre végtelen. A kovetkez6 lemméak kap-

csoljak Gssze a most elmondottakat a korabbiakkal, vagyis a matrixleképezéssel:

4.6. Lemma: Ha M € Lo(A) projektiv dimenzidja véges, és N olyan részmodulusa M -nek,
melyre Me = Ne, akkor [N] = [M] = [e(M)]. Emellett minden k > 1 esetén [(eQ)*(e(M))] =
L*[M] = LFle(M)].

4.7. Lemma: Ha M € Lo(A) projektiv dimenzidja véges, N olyan részmodulusa M -nek, melyre
(N + MJ)/MJ = (M/MJ)e, és N-nek nincs semmilyen Sj-mal izomorf direkt dsszeadanddja,

akkor [N] = [M], Me = Ne, pdN < oo és N minden nulldtdl kilonbézé direkt dsszeadanddjdnak
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Loewy-magassdga 2.

Nemtrivialis szamolasokkal, az elébbiekre alapulé rekurziv konstrukciét haszndlva kihozhaté

az aldbbi fontos lemma is, mely specidlis projektiv feloldasok létezését bizonyitja:

4.8. Lemma: Ha feltesszik, hogy M € Lo(A) projektiv dimenzidja véges, mondjuk k, akkor

létezik M -nek eqy olyan minimdlis projektiv felolddsa, mely a kévetkezdképp irhatd fel:
OHRk@Qk%...%Rl@ChQRQ@QO%}MHO,

ahol minden R; aze1A,exA, ... e A modulusok példinyainak direkt dsszegeként dll eld és teljesiil,
hogy a;(R;) C Ker(a;—1|Rr,_,). S6t, ekkor a kdvetkezd e Ae-modulusokbdl dllé sorozat Me-nek egy

minimadlis projektiv felolddsdt adja:

0— Rre — ...Rie — Ryge — Me — 0.

4.9. Kovetkezmény: Ha M € Lo(A) projektiv dimenzidja véges, akkor pdeae(Me) < pdaM.
Ebbo6l mar nem nehéz levezetni a kovetkezbket:

4.10. Kovetkezmény: Ha M € Ly(A) projektiv dimenzidja véges, akkor létezik olyan k nem-
negativ egész, hogy (eQ)F(e(M)) = 0.

4.11. Kovetkezmény: Legyen M véges projektiv dimenzids A-modulus! Legyen C(M) = [M],
ha M € Lo(A), C(M) = [QM)] mdskiilonben! Ekkor létezik olyan ¢ egész, hogy L¢(C(M)) = 0.
Az elsé esetben pdM < ¢+ d is teljesiil, a mdsodikban pdM < c+d+ 1.

Most érkezett el az ideje a G(A) csoport definidldsdnak. Mint régebben, most is tekintsiik
azokat az m x 2-es matrixokat, melyekre L megfeleléen sokszor valé alkalmazésaval eljutunk a
nullmétrixig! Ezek részcsoportjanak jele Go(A). Megint legyen p az a szdm, ahdny kiilonbozé
végtelen projektiv dimenziés S; egyszerti modulus fordul elé J/J?-ben, ¢ pedig ahany J?-ben és
J/J?-ben egyszerre. Végiil legyen G(A) az a részcsoportja Go(A)-nak, ahol az elsé oszlopban csak
az els6 p elem, a méasodik oszlopban csak az els6 ¢ elem kiilonbozhet nulldtdl, és legyen r ennek
a G(A) szabad Abel-csoportnak a rangja! Valasszuk c-t annak a legkisebb nemnegativ egésznek,
melyre L°(G(A)) = 0! Ekkor az eddigi kévetkezményeket az aldbbi tétellel foglalhatjuk Ossze:

4.12. Tétel: Ha A olyan jobb-Artin-gytirii, hogy J> = 0, akkor finitisztikus dimenzidja véges,
sot:
findimA<c+d+1,

ahol ¢ <1 < p+4+q < 2m. Ha minden egyszeri; jobb oldali A-modulusnak végtelen a projektiv

dimenzidja, akkor fin.dimA < r is igaz.

Felmeriilhet a kérdés, hogy lehet-e gyengiteni a J> = 0 feltételt valahogyan. A vélasz az,
hogy tobbféleképpen is!
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Az els6 médszer Small eredményére tdmaszkodik [SMA], melyet kombindlva a most kapott
tétellel, kapjuk az alabbit:

4.13. Tétel: Ha A-ban van egy olyan I' kétoldali idedl, melyre J> C I' C J, és melyet bal
oldali modulusnak tekintve projektiv dimenzidja egy k véges szam, akkor is véges A finitisztikus
dimenzidja, még pontosabban: fin.dim(A) < rang(G(A/I')) +d+ k + 2, ahol d azon A/I' folotti
jobb oldali egyszerti modulusok projektiv dimenzidinak szuprémuma, melyeknek projektiv dimenzidja

véges.

Ennek az a hatranya, hogy mindkét oldali modulusstruktirardl kell informéciéval ren-
delkezniink hozzd, rdadéasul a becslés is elég durva. Van viszont egy méas modszer, ahol elég
mindent csak jobb oldali modulusként tekinteni. Ez is Green és Zimmermann-Huisgen cikkében
[GZH] olvashaté, lényege a kovetkezd:

Mostantol kezdve tehat J3-nek nem kell nulldnak lennie. Tegyiik fel, hogy a G graf tartal-
maz egy olyan H részgréfot, amely rendelkezik azzal a tulajdonsiaggal, hogy barmely két H-beli
pont kozott vezetd él is benne van H-ban (azaz H feszitett részgrdf), H-bdl nem vezet kifelé él
(azaz H tgynevezett nyeld), és hogy minden H-beli csicshoz tartozé e; esetén e;J3-ben csak véges
projektiv dimenziés egyszerli kompoziciéfaktorok fordulnak eld! Ugyanigy, mint korabban, most
is vezessiik be az e;, €5, Sy, Sj és d jeloléseket, de csak a H-beli csiicsoknak megfelelé primitiv
idempotenseket és egyszerii modulusokat vegyiik bele a felsorolasba és a csoportositasbal

Mivel H egy nyeld, ezért ha egy M modulus tetején, azaz M /M J-ben csak az el6bb felsorolt
S; és S'j modulusok fordulnak el direkt dsszeadanddként, akkor M és M Osszes szizigijének min-
den kompoziciéfaktora is ezek koziil az egyszerliek koziil keriil ki. Az ilyen jobb oldali végesen
generdlt modulusok kategéridjanak jele a tovédbbiakban mod—H lesz. L5 (H) pedig ennek az
a részkategéridja, melyben az olyan M-ek fordulnak eld, melyekre MJ? minden egyszer(i kom-
poziciéfaktora véges projektiv dimenzids, azaz az Sj—ok kozott szerepel. A kezdeti feltevés miatt
minden k > 1 és minden N € mod—H esetén QF(N) € LL(H) teljesiil.

Az M +— [M] leképezés is lényegében az lesz, mint kordbban: egy M € L,(H) modulus
esetén a k-adik sor elsé eleme Sy multiplicitdsa M tetején, azaz M /M J-ben, mésodik eleme pedig
a multiplicitas a masodik szinten, azaz MJ/M J?-ben. A hulldmozott S-ekkel nem foglalkoztunk,
igy az eredmény egy m X 2-es matrix lesz.

Médositanunk kell az e funktort is. Egy M € L4(H) modulus esetén legyen F(M) a
legnagyobb olyan részmodulusa M J-nek, melynek kompoziciéfaktorai §m+1, .., 8, koziil valok!
Definicié szerint ekkor M .J? részmodulus F(M)-ben. Legyen 7 a természetes leképezés M/F(M)-
bél M /M J-be, végiil definidljuk e-t a kovetkezképpen: €(M) = 7~ 1((M/MJ)e)! Nyilvéanvald,
hogy ahol a régi e értelmezve volt, ott megegyezik ezzel az ujjal. Ellen6rizhetd, hogy a 4.4-es,
4.5-6s és 4.6-0s Lemmék sz6 szerint igazak, ha feltételitket gy mddositjuk, hogy M € L4i(H)
szerepeljen benne. Ezekbdl az kovetkezik, hogy ha egy ilyen M-re L¢[M] = 0, akkor M projektiv
dimenziéja vagy végtelen, vagy legfeljebb ¢ 4+ d. Megint csak azt kell megmutatni, hogy 1étezik
olyan ¢ > 1, hogy ha egy L,(H)-beli M projektiv dimenzidja véges, akkor L°[M] = 0. Ehhez
tovabbi szamolasok sziikégesek, melyeket itt nem részletezek. A szamoldsok segitségével a 4.9-es
és 4.10-es Kovetkezmények megfelel6i ezutan igazolhatok.

A Go(H), majd a G(H) matrixcsoportok hasonléan definidlhatdék, mint eddig, kiilonbség

csak p és ¢ meghatarozasdban van: p legyen az a szam, ahany egyszeri modulus fordul eld
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eJ/eJ? @ eJ/éJ*ben Si,...,S, kozil, ¢ pedig az, ahdny eléfordul eJ/eJ? @ éJ/éJ?-ben és
eJ?/eJ3 @ éJ?/éJ3-ben egyszerre.

Végiil vezessiik be a G’ jelolést arra a grafra, melyet G-bél tigy kapunk, hogy elhagyjuk
belole a H-beli éleket! Ekkor az alabbi tétel mondhato ki:

4.14. Tétel: Tegyiik fel, hogy G-ben van eqy H feszitett részgrdf, amely nyeld, és minden
pontjdhoz tartozo e; esetén e;J>-nek csak véges projektiv dimenzids egyszerd kompozicidfaktorai
vannak! Ha emellett még az is teljesiil, hogy H'-ben nincs irdnyitott kor, akkor l-lel jelolve a

H'-beli leghosszabb irdnyitott it hosszdt, igaz a kovetkezd:

findimA <rang(GH))+d+1+1<p+qg+d+Ii+1<2m+d+1+1.

Mindent 6sszefoglalva tehat:

4.15. Kévetkezmény: Ha J3-nek, mint jobb oldali modulusnak minden egyszerd kompozicic-
faktora véges projektiv dimenzids, akkor fin.dimA < r+d+ 1, ahol r a G(A) szabad Abel-csoport
rangja, d pedig a véges projektiv dimenzids egyszerid modulusok projektiv dimenzidinak szuprémuma.
Az is igaz, hogy v < p+q, ahol p azon kilénbozd egyszerd, végtelen projektiv dimenzids modulusok

szdma, melyek J/J?-ben eléfordulnak, q pedig azoké, melyek J/J?-ben és J?/J3-ben is egyszerre.

Az eddig ismertetett mdodszer bebizonyitja ugyan a finitisztikus dimenzié végességét, de a
kapott korlat egyrészt sok esetben gyenge, mésrészt nehezen szamithaté ki, a becslésben szerepld
d miatt ismerni kell hozza az egyszerti modulusok projektiv dimenzidit. Zimmermann-Huisgen egy
késébbi cikkében [ZH3] azonban kikiiszoboli ezeket a problémdakat. Egy n-tél, vagyis a kiillonb6zé
egyszerii modulusok szamatol fliggd felsé becslést ad az eltiind radikalkdbbel rendelkezd véges di-
menzids algebrak finitisztikus dimenziéjara: fin.dimA < n?+1. S6t, véges globdlis dimenzi6 esetén
azt is bebizonyitja, hogy ekkor fin.dimA < n? — n. Schofield [SCH] korabban bizonyitotta mar
egy olyan g természetes szamokon értelmezett fliggvény létezését, hogy az alaptesttdl fliggetleniil
minden olyan algebranak, melynek dimenzidja vektortérként k, globdlis dimenzidja vagy végtelen,
vagy legfeljebb g(k). Errdl a fiiggvényrdl azonban szinte semmit sem lehet tudni. Ebben a specidlis
esetben viszont a kapott eredmény azt jelenti, hogy g(k) = k% — k megfelels fiiggvény.

Az 1j cikk alapotlete nem valtozott a kordbbihoz képest, csak a technikai része: itt is a
matrixleképezéseken alapul a bizonyitds, mint kordbban, de Ujabb matrixcsoportokat is definial.
Tegyiik fel, hogy az Si,...,S, egyszeri modulusok ugy vannak szamozva, hogy i < j esetén
pdS; < pdS;, természetesen végtelen is lehet kozottitk. A rovidség kedvéért S; projektiv di-
menziéjat ezentul d;-vel jelolom, a kovetkezetességért pedig legyen dy = —1! A leglényegesebb 1j
definiciok a koévetkezok:

Minden 0 < t < n—1 esetén kiilonb6z8 métrixokat rendeliink M-hez, ezeket [M];-vel jelolom.
A miétrixok megint 2 oszloposak, de most n — t sorbdl allnak. Az i-edik sor els6 oszlopdban S,

multiplicitdsa all M /M J-ben, a mésodik oszlopban ugyanez M J-ben. Az L endomorfizmus helyett

is lesz Lo, ..., L,_1, értelemszertien definidlva 6ket az (n —t) x 2-es egész szamokbdl allé métrixok
halmazain.
Ezutén az Si1q, ..., S, egyszerti modulusok koziil valogassuk ki azokat, melyek eléfordulnak
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(et41 4 - .. + €n)J?-ben, és jeloljiik ezek halmazét {Sy),. .., Sy, }-vel

Vezessiik be az U; méatrixcsoportokat, melyekben azok az (n —t) X 2-es matrixok az elemek,
melyeknek a masodik oszlopanak i-edik soraban csak akkor szerepelhet nullatdl kiillonb6zé elem, ha
Si++ szerepel az el6bb megadott halmazban! Lathatd, hogy ennek a csoportnak a rangja n—t+ g,
ami 2(n — t)-vel becsiilhet6 feliilrél.

Végiil G4(A) legyen Up-nek az a részcsoportja, melyben minden elemhez van olyan pozitiv
egész szam, hogy ennyiszer alkalmazva az L; leképezést rd, mar a nullméatrixot kapjuk! Linedris
algebrai tételek alapjan tudhaté, hogy ha rs-vel jeloljiik ennek a szabad Abel-csoportnak a rangjat,
akkor Ly* mér lenulldz benne minden elemet.

Ismét tobb, itt nem ismertetett technikai lemma segitségével juthatunk el a f6 tételig:

4.16. Tétel: Ha 0 <t <mn — 1, akkor a kévetkezd becslések igazak:
Ha diy1 < 00 és Gi(A) =0, akkor dyyq < dy + 1.
Ha dpy1 < 00 és Gi(A) # 0, akkor dyyq < dy + min{ry,2(n —t) — 1}.
Pontosabban: Ha diyq < oo, akkor vagy diy1 < diy + 1, vagy [Sei1]t € Gi(A) és diy1 < dy + agy1,
ahol aiy1 az a minimdlis szdm, amire L™ [S;11]s = 0.
Ha d; < 00, de diy1 = 00, akkor fin.dimA < dy+r,+1<d;+2(n—1t)+1.

Ez a legutdbbi eset, ahol d; < oo, de dy11 = o0, egybeesik a korabbi cikkben el6fordulé
esettel, tehdt ekkor [M]; = [M] és G+(A) = G(A). Ha ez t = O-ra teljesiil, azaz ha minden egyszerii
modulus projektiv dimenzidja végtelen, akkor azt kapjuk, hogy fin.dimA < 2n, ami megegyezik a
4.2. Tétellel.

Ha viszont van véges és végtelen is kozottiik, akkor m-mel jelolve a végtelen projektiv di-

menziésak szamat, indukciéval kénnyen bizonyithaté az alabbi végsé kovetkeztetés:
4.17. Kévetkezmény: fin.dimA < n? —m(m —2) <n? +1.

Véges globdlis dimenzids esetben tovabbi szamoldsokkal kihozhaté az is, hogy ilyenkor
di <2n—-3,d, <dp_1+1,végil 2 <t < n—1esetén d; < di—q + 2(n —t). Mivel tudjuk

azt, hogy gl.dimA = pdS,,, ezért ezeket a becsléseket sorban Gsszeadva kijon a fels6 korlat a

globalis dimenzidra:
4.18. Koévetkezmény: gl.dimA < n? —n.
4.3. Igusa és Todorov moddszere

Nem sokkal az el6z6 mddszer megjelenése utan Igusa és Todorov egy teljesen 14j Gtletet alkal-
mazva, egyszeriibb médon jutott el a finitisztikus dimenzié végességének bizonyitdsdhoz. A cikk
f6 Gtlete, melyet a tovabbi altalanositashoz Wang is felhasznalt [WAN]: Tekintsiik azt a K szabad
Abel-csoportot, melyet az 6sszes [M] szimbdlum general, ahol M végesen generdlt A-modulus, és
faktorizaljuk K-t ezekkel a relaciokkal:

1. [A® B] — [A] — [B]

2. [P] —[0], ha P projektiv

Jeloljiik ezt a faktort Kp-vall Ekkor tehdt ez egy olyan szabad Abel, melyet a végesen
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generalt, direkt felbonthatatlan, nem projektiv A-modulusok izomorfiaosztalyai generdlnak. Mivel
az (-val jelolt szizigiképzés felcserélhet a direkt Osszeggel és a projektiv modulusokat nulldba
viszi, ezért az L[M] = [Q(M)] leképezés egy Ky — Ky homomorfizmus. A kovetkezd jelolés

bevezetéséhez idézziik fel a Fitting-lemmat:

4.19. Lemma: 1. Ha R eqy Noether-gyiri, M egy R-modulus és f eqy M — M endomor-
fizmus, akkor minden X C M részmodulushoz van egy olyan nf(X) nemnegativ egész szdm, hogy
Vm > n5(X) esetén f(X) izomorf fmT(X)-szel.

2. HaY C X részmodulus, akkor ny(Y) < ns(X).
3. Ha R Artin-algebra, akkor M = Kerf™ & Imf™, ha m > ng(M).

Jeloljiik most Ky-nak egy végesen generdlt M modulus direkt 6sszeadanddi dltal generalt
részcsoportjat (addM )-mel, végiil definidljuk az aldbbi két mennyiséget:

(M) =y ({addM))

U(M) := &(M) + sup{pdN : pdN < oo, N direkt dsszeadandéja QM) (M )-nek}

Tgusa és Todorov {6 tétele a kdvetkezd:

4.20. Tétel: Hao 0 — A — B — C — 0 egy réovid egzakt sorozat, ahol pd(C) < oo, akkor
pd(C) < V(A B) + 1.

Wang eredményéhez egy tovabbi egyszeri lemmara lesz sziikség:

4.21. Lemma: Hao 0 - A — B — C — 0 egy révid egzakt sorozat, ahol pd(B) < oo, akkor
pd(B) < ¥ (QA @ Q2C) + 2.

Bizonyitds: Van egy olyan, tobb helyen alkalmazott lemma, miszerint minden 0 - X — Y —
Z — 0 rovid egzakt sorozathoz létezik egy P projektiv modulus, hogy a kovetkezo sorozat is rovid
egzakt: 0 — QY — QZ @ P — X — 0. Ezt kétszer alkalmazzuk a mi adott sorozatunkra, és
kapunk egy @ projektivet, amire

0—-Q%C —-Q46Q - QB —0

rovid egzakt. Itt 2B-nek véges a projektiv dimenzidja, ezért erre alkalmazhatjuk a 4.20. Tételt.
Igy kapjuk, hogy pd(QB) < U(Q2C & QA® Q) + 1 = U(QA @ Q2C) + 1.
Ebbdl pedig azonnal latszik, amit bizonyitani akartunk. O

4.22. Tétel: Ha R Artin-gyird, melyre J*t1 = 0 és R/J' reprezentdcidvéges, akkor R kis
finitisztikus dimenzidja véges.

Bizonyitds: Vegyiink egy M végesen generdlt R-modulust, melynek projektiv dimenzidja véges!
Mivel J2+1 = 0 és QM egy projektiv modulus radikéljdban van, ezért Q(M)J? = 0. R/J!
reprezentaciévéges, legyen tehdt az Osszes végesen generalt, direkt felbonthatatlan R/.J!-modulus
C1,Cs,...,Cy! Ekkor Q(M)J! és QM /Q(M)J" is felépithetd ezek direkt Gsszegeként: alkalmas a;
és b; (1 <i < t) nemnegativ egész szdmokkal Q(M)J! = @C™ és QM /Q(M)J' = GCP . Ezekbil
felépithets egy természetes egzakt sorozat: 0 — Q(M)J' — QM — QM/Q(M)J! — 0, ahol a

kozépso tag projektiv dimenzidja véges. Ezért alkalmazhatjuk ré a 4.21. Lemmat, igy ezt kapjuk:
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pd(QM) < T(QUOCH) ® Q(BCH)) + 2 = U((B(C;)%) & (B(Q2C;)¥)) +2 <
< U(B(QC; ®Q3%Cy)) +2
Itt az utolsé egyenlStlenség azért igaz, mert a ® definiciéjabdl konnyen latszik, hogy ®(A) <
(A @ B) és P(A™) = (A), ez pedig dtvihetd U-re is.
Kaptunk tehat egy M-t6l fiiggetlen korlatot QM projektiv dimenzidjara, ezt 1-gyel megno-
velve pdM-re is, tehat fin.dimR < co. O

Ez az eredmény picit dltaldnosabban is megfogalmazhatd, a bizonyitas teljesen ugyanigy

miikodik, részletesen megtaldlhaté Smalg munkéjdban [SOS2].

4.23. Tétel: Ha A Artin-algebra, I olyan idedl, hogy A/I reprezentdcidvéges, akkor

sup{pdM : pdM < oo, I*M = 0} < oo.

A J? = 0 esetben a finitisztikus dimenzi6 végessége megkaphaté a 4.22. Tétel alkalmazésaval
[ = 1 valasztassal, hiszen J2171 =0 és R/J' reprezenticiévéges. Konkrét felsé becslést az alabbi

allitas segitségével kaphatunk:

4.24. Allitas: Ha M eqy végesen gemerdlt, véges projektiv dimenzidos A-modulus, melynek
Loewy-magassdga 2, akkor pdM < W(A/radA ® A/(radA)?)+1.

Bizonyitds: Ha P M-nek egy projektiv fedéje, akkor mivel M Loewy-magassaga 2, P/rad?P is
fedi M-et. Ekkor ha K-val jel6jik a magot, kapjuk a kovetkez6 révid egzakt sorozatot:

0 — K — P/rad*P — M — 0

Alkalmazva erre a 4.20. Tételt, kapjuk, hogy pdM < ¥(K & P/rad®?P) + 1. De mivel a mag
féligegyszerti, ezért direkt Gsszeadanddja A/radA valamilyen hatvényanak, ezenkiviil P/rad?P is
direkt osszeadandéja A/rad?A-nak, {gy a kordbban mar alkalmazott megjegyzés szerint W(K &
P/rad?P) < VU(A/radA @ A/rad?A). O

Végiil lassuk, milyen fels6 korldt kovetkezik ebbél a J2 = 0 esetben a finitisztikus dimenziéra!
4.25. Tétel: Ha A Artin-algebra, melyre J> = 0, akkor fin.dimA < W(A/radA® A/rad?A)+2.

Bizonyitds: Minden M A-modulus elsé szizigijének Loewy-magassdga legfeljebb 2, igy alkal-

mazhatd az el6z6 allitds. O
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5. Rétegezett algebrak

A rétegezett algebrakra vonatkozé eredmények nagy része az ezredforduld tajardl és késébbrol
szérmazik, emiatt ezekrél nem esik sz6 Zimmermann-Huisgen 6sszefoglalé miivében [ZH2]. Kvazio-
r6kl6d6 algebrdkra konny(i megmutatni, hogy azoknak mar globélis dimenzidja is véges (legfeljebb
2(n —1)). A standardul rétegezett algebrék egyfajta altalanositdsit adjdk a kvazioroklodéknek,
ezekre Agoston Istvan, Lukdcs Erzsébet, D. Happel és L. Unger 2000-es cikkiikben [AHLU] bi-
zonyitjak a finitisztikusdimenzio-sejtést. Egy még bovebb osztalyra, a szigortan rétegezett al-
gebrékra is mar majdnem megvan a bizonyitds: C. Paquette egy jelenleg (2008 elején) még ki
nem adott munkéjaban [PAQ] megcsindlta az injektiv finitisztikusdimenzié-sejtést. Ahhoz, hogy a
projektiv is azonnal meglegyen, az kellett volna, hogy a szigortian rétegezett algebrak oppozitja is

ilyen tipusu legyen, de amint latni fogjuk, ez nem igaz.
5.1. Standardul rétegezett és kvazioroklédo algebrak

Rogzitsiik az e; primitiv idempotensek sorrendjét, majd vezessiik be a kovetkezo jelcléseket:

legyen ¢, = e; + €41+ ...+ ey, hal <i<mn, és e,y =0

5.1. Definicié: Az i-edik (jobb oldali) standard modulus: A; = e;Aje;Ae; 1A, az i-edik valddi
standard modulus: A; = e;A/e;radAe; A.

Vagyis A,, = P,, ezutan A, _1-et Ggy kapjuk, hogy P,,_1-ben kifaktorizalunk P,, homomorf
képeivel, azaz az Ae, A idempotens idedl képével P,_i-ben (ami e,_jAe,A), aztdn A,,_ nem
més, mint P,_o faktorizdlva P, és P,_1 homomorf képeivel, azaz e,,_sAe, A-val és e,,_sAe,,_1 A-
val, réviden e,,_o A€, _1 A-val, és igy tovabb. Lathatd, hogy igy A; a P; maximalis olyan faktora,
melynek nincs Sj-vel izomorf kompoziciéfaktora, ha j > i. Hasonlé egyszerti meggondolasokkal
lathaté, hogy A; pedig A; olyan maximélis faktora, melynek S; pontosan egyszer fordul el§ a
kompoziciélancdban. Emiatt a A-ok endomorfizmusgytiriije féligegyszerti. Egy szemléletes példa

az b.1. rész végén talalhato.

5.2. Definicié: Egy A algebra standardul rétegezett, ha létezik olyan
AAZM()DMlDMQD...DMkDMk_H:O

tgynevezett standard filtrdldsa, hogy Yi 3j : M;/M; 41 = A,

5.3. Definicié: Egy A algebra kvdzioroklédd, ha standardul rétegezett és minden i-re Ay = A,;.
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Az el6zbek szerint ez ekvivalens azzal, hogy standardul rétegezett és minden i-re S; kom-
poziciémultiplicitdsa A;-ben éppen 1. Kvazioroklédo algebrakra nem nehéz bizonyitani a fini-

tisztikus dimenzi6 végességét, s6t, ennél tobbet sem:

5.4. Tétel: Ha A egy kvdziordkldéds algebra, akkor pdA; < n —1i, pdS; <n+i— 2, ez utdbbi
miatt pedig gl.dimA < 2n — 2.

Bizonyitds: Minden i-re felirhaté az aldbbi révid egzakt sorozat: 0 — V; — P, — A; — 0,
ahol V; a kvéazioroklédéség definiciéja miatt felépitheté a A;iq,..., A, modulusokbdl. Emiatt
pdA; < I4max{pdA; : j > i}. Mivel A, projektiv, ezért pdA, = 0, ebbél pedig indukcidval
adddik az elso allitas.

A maésodikhoz irjuk fel minden 7 esetén a 0 — U; — A; — S; — 0 egzakt sorozatot! Ebben
U; definicié szerint csak Sp,...S;_1-bél épiil fel. Emiatt pdS; < 14+max{pdS;, pdA; : j < i}.
Mivel S &2 Ay, ezért pdS; <n—1=n+1— 2, ebbdl pedig indukciéval kijon i > 1 esetére is. O

Altaldban ha H modulusok egy halmaza, akkor az aldbbi jelolést alkalmazzuk: M4 € F(H),
ha van olyan M-mel kezd6dé filtralds, hogy a faktorok mind H-beliek. fgy ha A jeloli az Gsszes
A; halmazét, akkor a definicié dtfogalmazva: A standardul rétegezett, ha A4 € F(A). Koénnyen
lathatod, hogy egy standardul rétegezett algebraban az alabbi részmoduluslanc megfelel6 filtralassa
finomithaté:

A=A60AD AesAD ... D Ay A D Aep 1 A=0

Emiatt ha az ilyen algebrak finitisztikus dimenziéjanak végességét akarjuk bizonyitani, akkor elég

belatni az aldbbi tételt:

5.5. Tétel: Legyen e egy primitiv idempotens, és tegyik fel, hogy az AeA idempotens idedl
projektiv! Ekkor ha fin.dim AJAeA =k < oo, akkor fin.dim A <k + 2.

Ebb6l ugyanis indukciéval kdvetkezik, hogy fin.dimA < 2n—2, hiszen rétegenként maximum

2-vel néhet a finitisztikus dimenzié. A tétel bizonyitdsdhoz az aldbbi technikai lemma sziikséges:

5.6. Lemma: Ha e € A primitiv idempotens, AeAs projektiv, és eqy M a modulus projektiv

dimenzidja véges, akkor ha vesszik M -nek eqy projektiv feddjét és az ebbdl készitett
0—-QQ—-P—-M-—0

rovid egzakt sorozatot, akkor QN PeA =2 X @& (®eA) valamilyen X -re, amire Xe = 0 teljestil.

Ennek segitségevel méar nem tul bonyolult az 5.5. Tétel bizonyitdsa: Ha adott egy My
véges projektiv dimenzids modulus, akkor az el6z0 lemma jel6léseit hasznalva van olyan X, melyre
Xe=06sQNPeA > XD (deA). Mivel QeA = (QNPeA)eA, ezért QeA = (X D (DeA))eA = deA,

vagyis QeA projektiv. Felirhatjuk az aldbbi természetes rovid egzakt sorozatot is:
00— Qed —Q— Q/QeAd — 0.

Mivel pdM < oo, ezért pdQ < oo, igy pd(2/QeA ) < co. Van egy konnyti 4llitds, miszerint ha T
egy idempotens idedl, amely A-modulusként projektiv, akkor ha X és Y két tetszOleges A/T folotti
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modulus, akkor minden ¢ > 0 esetén Ext’y(X,Y) = Ext’ /1(X,Y). EbbSl persze azonnal létszik,
hogy ha Q/QeA-t nem A {616tti, hanem A/AeA {616tti modulusnak tekintjiik, akkor is véges a pro-
jektiv dimenzidja. A tétel feltételét figyelembe véve kapjuk, hogy nem csak hogy véges, hanem < k
is igaz ra. Mivel AeA projektiv, ezért tudjuk azt is, hogy ha egy PA/AeA modulus projektiv, akkor
pdP) < 1. Emiatt ha elkészitjiik egy tetszéleges N4 4.4 modulus projektiv felolddsat, és ez t
hossziisagi, akkor A-modulusként tekintve legfeljebb ¢+ 1 hosszi lesz, igy pdNa < pdNgjsea + 1.
Ezt a mostani esetre alkalmazva kapjuk, hogy pd(2/QeAs) < k + 1. Maér lattuk, hogy QeAy
projektiv, ezt figyelembe véve tehat kijon, hogy pdQ4 < k + 1, emiatt pedig pdM < k+ 2. O

A kovetkezé modszerrel a standardul rétegezett algebrék bal oldali finitisztikus dimenzidjara
is megkapjuk az elobbi 2n — 2-es korldtot. Ehhez olyan algebrékat tekintiink, melyek a valédi stan-
dard modulusokkal vannak rétegezve, azaz melyekre A4 € F(A). Bizonyithaté, hogy ez ekvivalens
azzal, hogy A°PP standardul rétegezett, vagyis 4 A € F(A®), ahol A° a bal oldali standard mo-
dulusok halmaza. (Bizonyitds pl. [D]-ben.) A két legfontosabb lemma ebben a részben szintén
bizonyitva van [AHLUJ-ban:

5.7. Lemma: Ha Ay € F(A), akkor minden Ma modulusra Q"1 (M) € F(A).
5.8. Lemma: Ha M € F(A) és pdM < oo, akkor pd(M) <n — 1.

Ennek a két lemménak az Osszekombindldasabdl mar trividlis a {6 tétel:
5.9. Tétel: Ha Ay € F(A), akkor fin.dimA < 2n — 2.

Végiil kovetkezzen egy példa, ami bemutatja, hogy rajzban hogyan latszik a A-kkal és A-

okkal vald rétegezettség, és ami azt is szemlélteti, hogy ha A4 € F(A), akkor 4 A € F(A°):

5.10. Példa: Legyen A, szerkezete a kovetkezd:

A bekarikazott részek izomorfak As-mal, hiszen Ps3-nak ez a maximalis olyan faktora, mely-
ben csak egy darab Ss-mal izomorf egyszerii kompoziciéfaktor szerepel. A harom bekarikdzott rész
egyiitt alkotja az AesA rétegezd idedlt. Ha ezzel faktorizdlunk, a maradékban lathaté, hogy A
izomorf lesz Py-vel, végiil pedig A; = S;. Tehat A4 € F(A). Viszont A-kkal mar nem filtralhatd,

hiszen Az = P3, de Pj-ben nem ez szerepel részmodulusként.
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Kiszdmolhat6, hogy 4 A a kévetkezOképpen néz ki:

1 2 3

/ ® Ve ® |

T[T b |

1 ‘1 ‘1 3
3 3

Itt A§ példdnyai vannak bekarikdzva, ldthatd, hogy AesA ezekbdl felépitheté. Az A/AesA
algebra kettes tipusd bal oldali projektivie lesz Ag, végil A¢ pedig az l-es egyszerti modulus-
sal izomorf. Tehdt 4 A € F(A°), viszont A°kkal mér nem filtralhat6, mert Zg =~ A§/rad?A3,

ilyenekbdl viszont nem épitheto fel egy réteg.
5.2. Szigoruan rétegezett algebrak

A standardul rétegezett algebrakndl b&vebb osztalyt alkotnak az dgynevezett szigordan
rétegezett algebrak. Ezek definidlasdhoz nem sziikséges, de a hamarosan kovetkezd észrevételekhez
jol jon, ha bevezetjiik egy e primitiv idempotens esetén a P, halmazt, melynek elemei azok a mo-
dulusok, melyeknek egy minimalis projektiv feloldasdban csak P, valahany példanyban vett direkt

Osszegei fordulnak eld!

5.11. Definicié: Ha e egy primitiv idempotens, akkor az I = AeA idempotens idedlt szigorian
rétegezd idedlnak nevezzik, ha létezik hozzd egy A(e) lokdlis modulus, melyre minden €' primitiv
idempotens esetén €'l € F(A(e)).

Fontos megjegyezni, hogy ekkor specidlisan teljesiil, hogy el € F(A(e)), tehat A(e) faktora
el = eA-nak, tehdat direkt felbonthatatlan. Egy kés6bbi lemmabdl konnyen lathaté lesz, hogy az
is automatikusan igaz, hogy A(e) € Pe.

5.12. Definicié (1): Egy A algebra szigorian rétegezett, ha van olyan
A=1,D...01 D=0
idedlldnc, ahol 0 <1 <n —1 esetén I;11/I; szigorian rétegezé idedl A/I;-ben.

Azonnal ldtszik egy ezzel ekvivalens, rekurziv definicid is, illetve egy olyan, ami kikeriili a

rétegezo idedlok fogalmat:

5.12. Definicié (2): Egy A algebra szigorian rétegezett, ha lokdlis, vagy ha van olyan e
primitiv idempotens, hogy egyrészt Ae A szigorian rétegezd idedl A-ban, mdsrészt AJAeA szigorian

rétegezett algebra.

5.12. Definicié (3): Egy A algebra szigorian rétegezett, ha léteznek olyan A(1), A(2),...,A(n)

modulusok, melyekre teljesil, hogy egyrészt minden A(i) faktora a A; standard modulusnak, mds-
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részt minden P, € F(A(3),A(i +1),...,A(n)).

A tovébbiakhoz sziikség lesz néhdany lemmara, ami arra ad feltételt, hogy egy modulus P,-

ben legyen. Az els6 lemma bizonyitdsa megtaldlhaté [ADL]-ben, a mésiké [APT]-ben.

5.13. Lemma: Ha az M és N modulusokra igaz, hogy M € F(N), akkor M € P. pontosan
akkor teljesil, amikor N € P..

Ebbo6l mar az is ldtszik, hogy mivel trividlis médon P, € P., és egy AeA szigorian rétegezd
idedl esetén definicié szerint P, € F(A(e)), ezért A(e) € P, is tejlesiil. Ebbdl persze AeA € P, is

kovetkezik.

5.14. Lemma: Ha M egy A-modulus, e pedig eqy idempotens elem, akkor M € P, pontosan
akkor teljesiil, ha minden i > 0 és minden A/AeA folotti injektiv J modulus esetén Exty (M, J) = 0.

Ezeket felhasznalva és sok Ext-tel valé szamolassal kihozhaté az aldbbi lemma, és annak

kovetkezményei is (ami most jon, az méar [PAQ]-ban olvashatd):

5.15. Lemma: Tegyik fel, hogy I = AeA szigorian rétegezd idedl A-ban, M pedig véges
injektiv dimenzidval rendelkezd A-modulus. Ha DM elsé szizigijét Q2-val jeloljik, akkor I) € P..

5.16. Kovetkezmény: Ha I = AeA szigorian rétegezd idedl A-ban, és A/I injektiv fini-

tisztikus dimenzidja m, akkor fin.dimA < m + 2.

Tudjuk, hogy egy lokélis algebra finitisztikus dimenzidja 0, igy indukciéval azonnal adédik

a f6 eredmény:
5.17. Tétel: Egy szigoruan rétegezett algebra injektiv finitisztikus dimenzidja legfeljebb 2n — 2.
A fejezet bevezetijében emlitettem, hogy ebbdl azért nem kovetkezik a projektiv finitisztikus
dimenzié végessége, mert egy szigoruan rétegezett algebra oppozitja nem feltétleniil szigoruan

rétegezett. Erre nem konnyl példat taldlni, de nem is lehetetlen:

5.18. Példa: Legyen A4 a kovetkezé szerkezetii:
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Errol ranézésre nem latszik, hogy miért szigoruan rétegezett, hiszen a bekarikazott épitoele-
mek szerkezete nem ugyanaz. De megadhaté egy izomorfizmus, ami egy szemmel ldthatéan
szigorian rétegezettbe viszi. Ha elkészitjik a gréfot és felirjuk a faktorizalé idedlt generald
reldcidkat, majd a grafban megforditjuk a nyilakat, és a relacidkat is forditott sorrendben irjuk
fel, akkor megkapjuk 4 A vagy A%Y, szerkezetét. Azért volt célszerii az algebrat ebben az alakban
felirni, mert ha ebbdl az alakbdl készitjiik majd el az oppozitot, akkor annak szebb struktiraja lesz.
De el6bb lassuk be, hogy ez az algebra izomorf egy szigorian rétegezettel! Az algebra grafjaban
3 csucs van és 4 él: legyen az 1-esbOl a 3-asba vezet6 nyil 3, a 3-asbdl az 1-esbe «, a 3-asbdl a
2-esbe ~, végiil a 3-asbdl 6nmagdba vezeté hurokél a 6! Ekkor gy kaphatjuk meg az algebrit,
ha az I = <6a, 82, BaBa, a By, Ba — [35> ideallal faktorizalunk. Tekintsiik azt az izomorfizmust,
ami helyben hagyja ey, es, e3,a, 8 és v mindegyikét, d-t viszont az af — § elembe viszil Ekkor
az 1j relacidok a kovetkezdk lesznek: BafBa, afy, 36 és afa — da. Ha ez alapjan rajzoljuk fel A4

szerkezetét, ezt kapjuk:

Ez pedig lathatéan szigortan rétegezett, hiszen a bekarikazott részek itt mar ugyanolyanok, tehat
jok lesznek A(es)-nak.

Az eredeti algebrabdl elkészitve 4A-t, annak szerkezete a kovetkezd lesz:

9 3
@ | o \
’ \1

3
AN
\1

3

N
/

3

Megfigyelhetd, hogy erre ugyan nem teljestil a szigorian rétegezettség definicidja, de nem
sok hianyzik hozza. Ezért édemesnek tlinik bevezetni az dltalanositott szigorian rétegezett algebrdak

fogalmat:
5.19. Definicié: FEgy AeA idempotens idedlt dltaldnositott szigorian rétegezd idedlnak neve-

ziink, ha vannak olyan Aq(e), Aa(e), ... Ax(e) lokdlis modulusok, melyekre igaz, hogy minden 1 <
i < k esetén Ni(e) € P. és I € F(Ai(e),...,Ax(e)). Egy A algebra dltaldnositottan szigorian
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rétegezett, ha van olyan

A=1,D...01DIH=0

idedllinc, ahol 0 < i <n—1 esetén I;11/1; dltaldnositott szigorian rétegezd idedl A/I;-ben.

Lathato, hogy ez tényleg altaldnositasa a szigoru rétegezettségnek. Sejtés, hogy ezekre
egyrészt hasonlé médon igazolhaté az injektiv finitisztikus dimenzié végessége, masrészt az is,
hogy az &altalanositott szigortan rétegezett algebrak oppozitja is ilyen tipusi. Ha ezt tudnénk,
akkor természetesen a projektiven definialt finitisztikusdimenzio-sejtés is igaz lenne erre az algeb-
raosztalyra.

Az eléz6 példaban (e;-vel az oppozit idempotenseit jelolve) az A°PPes A°PP idedl szerkezete:

3 3 3
e N e O\
‘1 1 3 1 3

3

Itt a bekarikdzott részek jelentik a kétféle A modulust: az egyszeres karika Aj(es)-at, a
dupla As(es)-at. Ha megvizsgdljuk a harmadik projektiv modulus szerkezetét, lathatjuk, hogy az
felépithetd két darab Aj(es)-bdl is, ezért Q(A;(es)) = A1(es), igy a projektiv feloldds sordn tényleg
csak a hdrmas szamu projektiv modulusok fordulnak el. Ha As(eg)-at fedjiik le, az els6 szizigi
akkor is Aj(e3)-mal izomorf, ezért onnantél kezdve mér azok ismétlédnek a szizigik sorozatdban.
Emiatt teljesiil tehat, hogy {A1(e3), Az2(e3)} C Ples). Az A°PPe3 A°PP-tal faktorizdlva pedig mér
csak
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marad, az pedig jol lathatéan altaldnositottan szigorian rétegezett.
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6. A reprezentaciédimenzio

A reprezenticiédimenzié (rep.dim) fogalmét mér 1970 elétt bevezették, de csak az utébbi

évtizedben deriilt ki, hogy milyen jol alkalmazhaté a finitisztikus dimenzié problémakorben.

6.1. Definicié: Egy N4 modulus generdtor, ha direkt dsszeadanddként tartalmazza az 6sszes
A folotti direkt felbonthatatlan projektiv modulust, kogenerdtor pedig akkor, ha az dsszes direkt fel-

bonthatatlan injektivet.

6.2. Definicié: A reprezentdciodimenzidja az dsszes olyan modulus endomorfizmusgytrijének

globdlis dimenzidgjanak minimuma, mely generdtor és kogenerdtor is, azaz:
rep.dim(A) = min{gl.dim(Ends(N)) : N=A® DA® M, M egy A-modulus}
Ezzel kapcsolatban a legalapvetobb észrevételeket Auslander fogalmazta meg mar 1970-ben:

6.3. Tétel: 1. A reprezentdciddimenzid pontosan akkor 0, ha A féligeqyszeri.
2. A reprezentdciodimenzio nem lehet 1.

3. A reprezentdciodimenzid pontosan akkor 2, ha A reprezentdcicvéges.

Ennél tobbet azonban nagyon sokaig senki sem tudott réla mondani. Csak 2003-ban bi-
zonyitotta Oszamu [jama, hogy minden A véges dimenziés algebrédra rep.dimA < oo, de az tovabbra
is kérdés maradt, hogy példdul lehet-e az értéke 3-nal nagyobb. Hamarosan Raphaél Rouquier adott
példat minden n-re olyan algebrara, melynek reprezentaciédimenziéja éppen n.

Igusa és Todorov cikkében [IT] a végs6 kovetkeztetés az, hogy ha rep.dimA < 3, akkor
fin.dimA < oco. 2008-ban A. Csang és S. Csang [ZZ] azt is bebizonyitottdk, hogy ekkor fin.dim(eAe)
is véges minden e idempotens elem esetén.

Van egy olyan tétel is (ldsd: [A] és [DR]), miszerint minden A Artin-algebréhoz van olyan
kvazioroklédd A’ algebra és ebben olyan e idempotens, hogy A = End(eA’) = eA’e. Emiatt ha
igaz lenne az, hogy minden kvazioroklédé algebra reprezenticiédimenzidja legfeljebb 3, akkor igaz
lenne a finitisztikusdimenzié-sejtés is! Bizonyitas nélkiil megadom az A’ algebra konstrukcidjat:
Mivel A Artin, ezért van olyan m, hogy J" = 0, ahol J = rad(A). Legyen k a minimélis ilyen
tulajdonsdgti szdm! Ekkor A’ = Enda(A/J ® A/J? & ... ® A/J*) jeléléssel teljesiilni fog, hogy

=~ ¢A’e, ahol e a direkt Ssszeg vetitését jelenti az utolsé dsszeadandoéra, vagyis A/J* = A-ra. Ah-
hoz, hogy A kvazioroklodé legyen, nem mindegy, hogy milyen sorrendben vannak benne a primitiv

idempotensek. A helyes szdmozds a kovetkez6: Bontsuk fel lokalis modulusok direkt Gsszegére az
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el6bbi direkt Gsszeget! Ekkor nyilvan az 6sszeadanddk M, s = f, A/ f,J*® alakiak lesznek, ahol f,-
ek a primitiv idempotensek A-ban. Az M, ; modulusokat rendezziik igy sorba, hogy M, s elérébb
legyen, mint M, s pontosan akkor, ha s > s, vagy ha s = s’, de > ¢! Ha ebben a sorrendben
frjuk fel a direkt Osszeget, akkor az endomorfizmusgytiriiben kapott primitiv idempotensek (vagyis
a megfeled komponensre val6 vetitések) olyan sorrendben fognak szerepelni, hogy A’ kvézioroklédd
lesz.

Csangék cikkiikben egyéb feltételeket is megfogalmaznak arra, hogy mikor lesz fin.dim(eAe)

véges. Osszefoglalva néhany példét:

6.4. Tétel: Ha A egy Artin-algebra, e egy idempotens eleme, akkor fin.dim(eAe)-rél tudjuk,
hogy véges, ha az alabbiak valamelyike teljestil:

1. rep.dimA < 3.

2. Az dsszes A foldtti modulus harmadik szizigijének dsszes direkt dsszeadanddinak halmaza
véges.

3. gl.dimA < 3.

4. Minden direkt felbonthatatlan projektiv modulus minden direkt felbonthatatlan része pro-
jektiv vagy egyszerti, minden direkt felbonthatatlan injektiv modulus minden direkt felbonthatatlan
faktora injektiv vagy egyszert (vagyis A stabilan 6réklédés).

5. Minden direkt felbonthatatlan projektiv modulus minden direkt felbonthatatlan része pro-

jektiv vagy egyszerd (vagyis A gyengén stabilan 6roklédd).

Ezek kozill az 1-es bizonyitdsat {rom le. A 2-es rész hasonld szdmoldsokkal jon ki (ez meg-
taldlhatd [ZZ]-ben), a 2-esbdl a 3-as pedig azonnal kévetkezik. A 4-es bizonyitdsa megtaldlhaté
[XI1]-ben, de kovetkezik az 5-0sbél is, ami viszont szintén benne van [ZZ]-ben. Az 1-es bizonyitdsa
el6tt néhany megjegyzést teszek: egy M modulus direkt felbonthatatlan 6sszeadanddibdl képzett
direkt osszegek kategéridjat add (M )-mel jelolom, e A-t pedig eAe— A-bimodulusnak tekintjiik majd
mindig. Itt is felhaszndljuk a 4.3. szakaszban haszndlt Igusa-Todorov-féle ¥ fiiggvényt, mely je-
len esetben az eAe-modulusokon lesz értelmezve. A tétel bizonyitashoz sziikség lesz az alabbi két

lemméra, melyeknek bizonyitdsa [A]-ban és [XI]-ben olvashaté:

6.5. Lemma: Ha Vy egy generdtor-kogenerdtor ésn > 3, akkor gl.dim(End(V)) < n ekvivalens
az aldbbi dallitdssal:

Minden direkt felbonthatatlan X A-modulus esetén létezik egy olyan
0—-Vpo—... o0V =>Vg—-X—0
egzakt sorozat, melyben minden V; € add(Vy), és melyre
0— Homa(V,Vy—2) — ... = Homu(V, Vo) = Homa(V,X) — 0

15 egzakt.

6.6. Lemma: Ha M egy tetszdleges e Ae-modulus és i > 0, akkor van olyan (M-tdl figgs) P
projektiv A-modulus, hogy

s (M) = Qa(eA @cac Qb (M))e = Q% (€A Qcae Lo (M))e @ Pe.
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A 6.4. Tétel 1. részének bizonyitdsa: Mivel rep.dimA < 3, ezért létezik egy olyan V generator-
kogenerator, melynek globalis dimenzidja legfeljebb 3. Igy a 6.5. Lemma n = 3 valasztdssal
alkalmazhat6: van tehdt olyan Vi és Vy add(V)-ben, hogy 0 — Vi — Vj — X — 0és 0 —
Hom 4 (V, V1) — Homu (V,Vy) — Hom 4 (V, X) — 0 is egzakt. Ha M egy véges projektiv dimenziés
eAe-modulus, akkor Q% (eA ®@p M) egy A-modulus, igy ezt X helyébe behelyettesitve kapunk két

egzakt sorozatot. Az elsére alkalmazva a Hom 4 (eA, —) funktort, kapjuk:

0 — Vie — Voe — Q4 (eA ®cae M)e — 0.

~

A 6.6 Lemmat ¢ = 0-val alkalmazva kapunk egy P projektiv modulust, melyre Qg ae(M) =
02 (eA®cae. M)e® Pe. Ha az imént kapott révid egzakt sorozatunk mésodik és harmadik tagjdhoz
hozzéatesziink egy @ Pe direkt Osszeadanddt, tovabbra is egzakt marad, de igy a harmadik tagban
mar felismerhetd a lemma alkalmazasaval kapott modulus. fgy végeredményben az alabbi rovid
egzakt sorozatot kapjuk:

0 — Vie — Voe @ Pe — Q2 (M) — 0.

Most alkalmazhatjuk a 4.20. Tételt, kihasznaljuk, hogy Vp, Vi € add(V'), valamint a U-re vonatkozd
egyszeril észrevételeket (melyek szerint U(Y™) = U(Y) és U(Y) < (Y@ Z2)), {gy azt kapjuk, hogy
pd(Q2,.(M)) < U (Vie® Voe ® Pe) +1 < U(Ve ® Ae) + 1, M projektiv dimenzidja pedig ennél
2-vel nagyobb. Végeredményben tehat fin.dim(eAe) < U (Ve d Ae) + 3. O

Ebben a témdban az utébbi években (beleértve 2008-at is) egyre tobb cikk jelenik meg, de
talan ez volt az, amelyik a legtobbet adja hozzd a finitisztikusdimenzié-sejtés megoldasdhoz. A
tobbi cikkel ebben a dolgozatban nem foglalkozom. Talan azt érdemes megemliteni még, hogy
a kinai J. Wei 2008. 4prilisi munkdjaban [WEI] mér tovdbb megy anndl, mint amirél most
szoltam: bebizonyitja, hogy a finitisztikusdimenzié-sejtés nem csak abbdl kovetkezne, ha minden
kvazioroklédo algebra reprezentaciédimenziéja legfeljebb 3 lenne, hanem mar abbdl is, ha minden
kvézioroklédé A algebranak létezne olyan A C A’ kiterjesztése, hogy azonos az egységelemiik, rad A

balidedl A’-ben, és A’ vagy monomidlis algebra, vagy rep.dimA’ < 3.
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7. A finitisztikusdimenzio-sejtések

cafolatai

A bevezetd részben emlitettem, hogy altaldnossdgban mar megvalaszoltak a finitisztikus di-
menziéra vonatkozé sejtéseket: mindegyikre készitettek ellenpéldat. Ebben a fejezetben kettot irok
le koziiliik, elészor azt, ami bizonyitja, hogy a kis és a nagy finitisztikus dimenzié nem feltétleniil
egyezik meg még véges dimenzids algebrak esetén sem, vagyis hogy szamit, hogy csak a végesen
generalt modulusokat vessziik-e bele a definiciéba. Ezutan pedig ismertetek egy gytiriit, ami ugyan
nem véges dimenzids algebra, de egy eros végességi feltételnek eleget tesz, nevezetesen: szemiprimér
gylirii (vagyis radikélja nilpotens és a radikal szerinti faktora Artin), de finitisztikus dimenzidja

mégis végtelen. Ez altalanossdgban cafolja meg majd a mésodik sejtést.
7.1. Az elso finitisztikusdimenzié-sejtés cafolata

Tekintsiik tehat a kis és nagy finitisztikus dimenzié megegyeziségét allitoé sejtést! Az ezt
megcéfold legelsd példét B. Zimmermann-Huisgen készitette [ZH1], ebben az eltérés a kétféle érték
kozott 1 volt. Hat évvel kés6bb S. O. Smalg adott példat [SOS1] minden n természetes szam
esetén olyan algebrara, amire a kiilonbség éppen n. Rédadsul az elsé példdban (ami egy bonyolult
monomidlis algebra volt) a kis finitisztikus dimenzié nagyobb volt, mint 1, és a radikal kébe sem
volt nulla. Egyébként is, ha egy monomiélis algebraban .J3 = 0, akkor bizonyithaté, hogy a kétféle
érték megegyezik. Smalg példdjaban azonban teljesiil, hogy J3 = 0, és az is, hogy a kis finitisztikus
dimenzié értéke csak 1.

Van mas mdd is arra, hogy tetszélegesen nagy kiilonbséget kapjunk a két érték kozott,
legaldbbis ha ismerjiik azt a példat, ahol a kiilénbség 1. Hiszen konnyen bizonyithatd, hogy ha
Ay és As véges dimenzids algebrdak a T algebrailag zart test folott, akkor fin.dim(A; ® As) =
fin.dimA;+fin.dimAs, és ugyanez igaz a nagy finitisztikus dimenziéra is. Emiatt a példa n-edik
tenzorhatvanyaban a kiilonbség éppen n lesz. Persze az igy kapott algebra sem rendelkezik az
elébb emlitett egyszerti tulajdonsigokkal.

Most arra adunk egy A,-nel jelolt példdt, hogy fin.dimA,, = 1 és Fin.dimA,, = n (tehdt a
kiilonbség n — 1). Legyen G,, a kovetkezd irdnyitott graf:

&
Pn Pn—1 P3 P2 P1 4
N N N S x

Tn Tn—1 73 T2
o'

35



Legyen I,, az az idedl, amit a kovetkez6 utak generalnak: o2, 32, a8, Ba, pio, o1, 713, valamint
minden 1 < i <n—1ésx,y € {p,o,7} esetén x;12; — Yi+1Y:, végil ugyanilyen i-kre és x, y-ra:
Yi+1%;, de itt most feltéve, hogy = # y. Jeldlje A,, a TG, /I, reldcidkkal faktorizélt grafalgebrat!

Ekkor A,,, mint 6nmaga f6l6tti modulus szerkezete:

A2 N2 TN T

0 0O ¢ 0 0 0 @ 1 1 1 o - PDPn—1n—-1n-1
R TN S
0 0 0 0 n—2

7.1. Allitas: A, kis finitisztikus dimenzidja 1.

Bizonyitds: Abbdl indulunk ki, hogy ha egy M modulusnak a projektiv dimenzidja 1, akkor
annak olyan () projektiv fedése van, hogy a P mag is projektiv, vagyis ilyenkor a modulusunk egy
olyan P — @ projektiv modulusok ko6zott mend bedgyazas komagja, ahol a kép @Q radikaljaban
van. Be fogjuk latni, hogy egy ilyen komag Loewy-magassaga sziikségképpen 3. Marpedig ha
M egy masik modulus szizigije volna, akkor benne lenne egy projektiv modulus radikaljaban, de
itt szemmel lathatéan a projektivek radikdljanak magassaga legfeljebb 2. Tehat semmilyen QN
projektiv dimenzidja nem lehet 1, tehat ha valaminek véges a projektiv dimenzidja, akkor csak
legfeljebb 1 lehet, igy a fin.dimA < 1. Azért nem 0, mert akkor a nagy finitisztikus dimenzié is 0
lenne, de mindjart bizonyitva lesz, hogy nem annyi.

De miért 3 egy ilyen komag hosszisaga? Egyaltaldn: milyen lehet egy f : P — @ projektiv
modulusok kozotti beagyazds, ahol a kép a radikalban van? Mivel csak Py Loewy-magassiaga 2,
a tobbié 3, ezért nyilvanvald, hogy P csak Py-ok valahany példanyban vett direkt Osszege lehet.
Py-bdl pedig csak 6nmagdba, Pj-be és P>-be megy nemnulla homomorfizmus, tehat a szitudcié a
kovetkezo:

f: P — P @ P™ @ P

Itt a kép tehdt a radikdlban van benne. Jellje 7; a vetitést Py @ P/ & Py "2-r6l P -re! Ekkor mg f
és o f képe is féligegyszer(i (magassdga 1), ez latszik, ha megnézziik a P;-k szerkezetét. Tehdt tu-
lajdonképpen egy m f : PJ* — P/ bedgyazasunk van. De ez csak ugy lehet, ha my > m. Viszont
P™ radikdlnégyzetének 3m, a vektortér-dimenzidja, ezzel PJ* képenek a metszete viszont csak
2m dimenzids, tehat a kép nem fedi le az egész radikalnégyzetet, igy a komag Loewy-magassiga
nem lehet 2. O

7.2. Allitas: A, nagy finitisztikus dimenzidja n.

Bizonyitds: Az, hogy a Fin.dim nem haladhatja meg n-et, abbdl latszik, hogy a nullds cstcs
kivételével a grafban egyik csics sem tartozik irdnyitott korhoz, igy ha valahol egy szizigi projektiv
fedésében elofordul direkt 6sszadanddéként egy projektiv modulus, akkor mivel itt a mag mar benne
van a radikédlban, ezért ennek fedésében a tovabbiakban mar nem fordul el6 ugyanez a projektiv.
Emiatt legfeljebb n 1épésben vagy elfogynak a projektivek (és ekkor a pd < n), vagy csak a Py
marad, ami viszont végtelen projektiv dimenziét okoz.

Fin.dim > n: Itt csak a konstrukciét irom le, ennek helyességét nem til bonyolult szamola-

sokkal ellendrizni lehet. Jelolje P2° a P, projektiv modulus megszamlalhatéan végtelen sok
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példanyban vett direkt Osszegét, és legyen eg; illetve ey ; Fg® illetve PP azon eleme, amelyben
minden helyen nulla all, kivéve az i-edik helyet, ahol e illetve e;! Definidljuk a ® : P5° — P
homomorfizmust, amelyre ®(ep2;—1) = e1,2i—171 + €1,,01 és P(ep2:;) = e1,2;71 + e1p1 teljesiil!
Kiszamolhato, hogy ez egy olyan beagyazas, melynek komagjat ha X;-gyel jeloljiik, akkor X7 talpa
Sg°-nel izomorf. Megvizsgalva az algebra szerkezetét, észrevehetjiik, hogy ez az X; bedgyazhaté
Ps¥-be ugy, hogy talpaik megegyeznek. Az ezaltal kapott faktormodulust jeloljitk Xs-vel, ennek
Loewy-magassiaga 2 és talpa S{°-nel izomorf. Ezt bedgyazhatjuk P5°-be, ezt az eljarast pedig

X,-ig folytathatjuk, itt ér véget. fgy megkapjuk az alabbi egzakt sorozatot:
0—-FP°—=P°—...—2P°—=X,—0,

ezzel tehat készitettliink egy olyan modulust, melynek projektiv dimenziéja n. O
7.2. Egy végtelen finitisztikus dimenzids gytri

Az itt leirt példét E. Kirkman és J. Kuzmanovich adta 1990-ben [KK]. Nemcsak azért érdekes
ez a példa, mert finitisztikus dimenzidja végtelen, hanem azért is, mert konnyen atalakithatd
véges globdlis dimenzids algebrakkd, melyeknek globalis dimenzidja tetszélegesen nagy, &m Loewy-
magassaguk csak 4, a folottiikk vett kiillonbozé egyszerti modulusok izomorfiaosztdlyainak szama
pedig csak ketté. Ez bizonyitja azt is, hogy a 4. fejezetben mér emlitett Schofield-féle g fliggvény,
amely a vektortér-dimenziétdl fligg6 korlatot ad a globalis dimenzidra, nem fejezhetd ki csupan a
Loewy-magassaggal és az egyszerii modulusok szamaval.

A példa gréafja két csicsbdl all, melyek k6zott mindkét iranyban megszamldlhatéan végtelen
sok él megy. Jeloljiikk az 1-es csicsba érkezd éleket a;-vel, a 2-esbe mendket b;-vel. A grafalgebrat
faktorizaljuk azzal az ideéllal, melyet az alabbi relacidk generdlnak:

bja;br = 0 minden 4, j, k esetén,
aibitj — @iy;biy; =0, ha j > 1,
a;b; =0, hai>j, és
b;a; = 0 minden i-re.

Koénnyen lathatd, hogy ekkor a kévetkezé halmaz megfelelé bazist ad: {e;, a;, b;, a;b;, biaj,
a;bia; i # j}. Hogy tudjunk projektiv dimenzikat szdmolni, érdemes felirni az aldbbi jobb oldali
annullatorokat (révid szdmoldssal ellendrizhetd a helyességiik):

Annf*(a;) = ez A,
Annf (b)) = a1 A D el A,
Ann®(as) = b1 A @ ex A,
Annf(by) = as A @ a1b1 A el A,
Annf(a1by) = Ann® (b)),
7 > 3 esetén:
Annfi(a;)) =01 A® ... ©b_1AD exA,
Annf(b;) = a;AD a1biAD ... D a;_1bi 1 AD e A, végiil
Ann*(a;b;) = Ann®(b;).

Ezek utan tekintsiik az alabbi, barmilyen x-re felirhaté rovid egzakt sorozatot:
0— Annf(z) - A —zA -0

Ebb6l rogton latszik az elébbi felsorolds figyelembevételével, hogy pd(a1A) = 1, pd(b1A) = 2,
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pd(azA) = 3 és igy tovabb. Emiatt tehat r-fin.dimA = oo.

Ha nem végtelen sok nyilat tesziink bele a grafba, hanem minden irdnyba csak i darabot,
és a reldcidkat is ennek megfeleléen kivalogatjuk, akkor véges dimenzios algebrakat kapunk, legyen
ezek jele A;! Latszik, hogy ezekben az esetekben is csak kétféle egyszerti modulus van, és hogy
(radA;)* = 0. Be fogjuk latni, hogy a globélis dimenzié nem végtelen, viszont i novelésével
tetszOlegesen naggya tehetd.

Tudjuk, hogy gl.dimA; = sup{pdSi, pdSa}, és hogy Sy elsd szizigije by A; + ...+ b; A;, Sa-é
pedig a1 A; + ... + a; A;, ezért elég tehat ezeknek a projektiv dimenziéjat tudni.

Kiszdmolhatd, hogy Q(S7)-ben az Osszeg helyett direkt Osszeget is {rhatunk, {gy elég az
osszeadanddék projektiv dimenzidjat tudni. De az annullatorok pontosan ugyanazok, mint a vég-
telen dimenziés esetben, ezért az itt szerepld modulusok projektiv dimenzidi is, emiatt tehat
pd(b1A; ® ... D b;A;) = 2i, ezért pdS; = 2i + 1.

Q(S2)-nél egy picit bonyolultabb a helyzet. Itt egy indukcids bizonyitds adhaté az aldbbi,

altalaban is felirhaté rovid egzakt sorozat figyelembevételével:
0—-I'Nzd; - I'®zA; -1 +24;, —0

Az indukcids 1épésben a korabban kiszamolt projektiv dimenzidkat is felhaszndljuk: pd(a;A;) =
2j—1és pd(a;b;A;) = 2j, valamint kihasznaljuk azt is, hogy (a1 A;+...+a;—14;)Na; A; = a;b; A;.
Ezekbél kijon, hogy pd(2(S2)) = 2i + 1, tehdt pdSs = 2¢ + 2. Emiatt tehdt gl.dimA = 2i + 2.
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8. Rokon problémak, sejtések

To6bb olyan sejtés ismert, melyek levezethetéek lennének, ha tudnank, hogy igaz a fini-
tisztikusdimenzié-sejtés. Ezek a gyengébb sejtések sincsenek még altalanossdgban bizonyitva, csak
specidlis esetekben. Ebben a fejezetben egy rovid attekintést adok a legfontosabbakrdl.

A legismertebb koziiliik minden bizonnyal az 1958-bdl szarmazé klasszikus Nakajama-sejtés
[N], melyet 1975-ben M. Auslander és I. Reiten dltaldnositott [AR]. Még ezek sincsenek bizonyitva,
pedig gyengébbek, mint a finitisztikusdimenzid-sejtés, hiszen abbol kovetkeznek. Természetesen az
altalanositottbdl is kévetkezne a klasszikus. Kimondédsukhoz célszerti definidlni a kvéazi-Frobenius

gytrik fogalmat:

8.1. Definicié: Egy R gyiri kvdzi-Frobenius, ha rR vagy Rp injektiv, és R bal- vagy jobb-

Artin. (A négy lehetséges kombindcid ekvivalens.)

8.2. Sejtés (A klasszikus Nakajama-sejtés): Ha A egy véges dimenzids algebra egy T test
folétt, melyre igaz, hogy oA A egy minimdlis injektiv felolddasaban a szerepld injektiv modulusok mind

projektivek is, akkor A kvdzi-Frobenius.

8.3. Sejtés (A (jobb oldali) altaldnositott Nakajama-sejtés): Ha A egy véges dimenzids
algebra, akkor Aa eqy minimdlis injektiv felolddsdban minden direkt felbonthatatlan injektiv jobb

A-modulus eléfordul direkt 6sszeadanddként.

Az utobbi a D funktor segitségével ugy is megfogalmazhatd, hogy paDA egy minimalis
projektiv felolddsdban minden direkt felbonthatatlan bal oldali projektiv modulus el6fordul. FEz
még ugy is mondhatd, hogy minden bal oldali egyszerii S modulushoz van olyan nemnegativ 7,
hogy Exty (DA, S) # 0. Ezt nevezik az S-re vonatkozé Nunke-feltételnek.

Ha a legutdébbi ekvivalens megfogalmazisban nem koveteljitkk meg, hogy S egyszeri legyen,
hanem minden M # 0 modulusra allitjuk a Nunke-feltétel teljesiilését, akkor egy er6sebb sejtést
kapunk, ezt szoktdk Nunke-sejtésnek is nevezni, és még ez is kovetkezne a finitisztikusdimenzio-

sejtésbol:

8.4. Allitas: Ha igaz a finitisztikusdimenzio-sejtés, akkor minden M # 0 modulusra van olyan
nemnegativ i, hogy Exty (DA, M) # 0.

Bizonyitds: Tegyitik fel, hogy valamilyen X modulusra nem teljesiil a Nunke-feltétel, azaz min-
den i > 0 esetén Ext’ (DA, X) = 0! Tudjuk, hogy DA nem més, mint a direkt felbonthatatlan

injektivek direkt Osszege, ezért ha X injektiv lenne, akkor létezne nullatdl kiilonbézé homomor-
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fizmus DA-bél X-be, {gy @ = O-ra mégsem lenne ExtY (DA, X) = 0. Tehdt X nem injektiv, és
indukcioval az is bizonyithatd, hogy véges injektiv dimenzids sem lehet. Ha vessziik X egy injektiv
kofeloldasét:

O—>X—>IO—>11—>...—>I;€&>...

és erre alkalmazzuk a Hom(D A, —) funktort, akkor a kezdeti feltétel miatt egzakt sorozatot kapunk:

0 — Hom(DA, X) = 0 — Hom(DA, Ip) — Hom(DA,I,) — ... — Hom(DA,I,) 5 ...
Ismert, hogy Hom(DA, DA) = A, tehdt ennek a direkt osszeadand6ibdl osszedllithatd, a sorozat-
ban szerepld Hom(DA,I;)-k A f6l6tti projektiv modulusokkal izomorfak. Emiatt ez a sorozat
minden k esetén (fx). komagjdnak egy projektiv felolddsa. Méghozza minimdlis, mert ha lehetne
rovidebb, akkor mar X felolddsa is valahol felhasadt volna. fgy minden k-ra talaltunk k projektiv

dimenziés modulust, ami ellentmond a finitisztikus dimenzié végességének. O

H. Tacsikava 1973-as cikkében [T] szintén megfogalmaz két sejtést, melyekrél § és Jamagata

[Y] bebizonyitjak, hogy a két sejtés egyiittes igazsdga ekvivalens a Nakajama-sejtés igazsigédval.

8.5. Sejtés (Els8é Tacsikava-sejtés): Ha minden i > 0 esetén Exty (DA, A) = 0, akkor A

kvdzi-Frobenius.

8.6. Sejtés (Masodik Tacsikava-sejtés): Ha A kvdzi-Frobenius algebra, M pedig olyan A-
modulus, melyre minden i > 0 esetén Ext'(M, M) = 0, akkor M projektiv.

Ranézesre egyszeriinek tiinik, de mégsincs bizonyitva a Gorenstein-féle szimmetria-sejtés

sem:
8.7. Sejtés: Ha A véges dimenzids algebra, akkor id(A4) < 0o <= id(4A) < 0.

A finitisztikusdimenzio-sejtésbdl nem kovetkezne, de a grafalgebrds témahoz és a projektiv
dimenzidkhoz szorosan kapcsolédik a most kovetkezé, csak néhény specidlis esetben (pl. monomis-
lis algebrédk esetén) bizonyitott sejtés:

8.8. Sejtés (Erds huroknélkiiliség-sejtés): Ha az A algebra grdfjdban egy csicsndl van

hurokél, akkor az ahhoz a csicshoz tartozo egyszert modulus projektiv dimenzidja végtelen. Ebbdl

kovetkezik, hogy ha a globdlis dimenzid véges, akkor a grdfban nem lehet hurokél.
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