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1 Bevezetés

Eric Clar vegyész nagy méretii szénhidrogén molekuldk (Polycyclic aro-
matic hydrocarbons) vizsgalataval foglalkozott. Ezek a molekuldk o6t- és
hatszogekbol &allé racsot alkotnak, melyek csiucsaiban helyezkednek el a
szénatomok. Minden atomnak harom szomszédja van. Mivel az atomok
négy kotést tudnak létesiteni, az egyik kotés kettos kotés lesz. Ilyen modon,
ha grafként tekintiink a molekulara, akkor egy harom regularis, ot- és
hatszoglapokbdl all6 sikgrafot latunk, melyben adott egy teljes parositas. A
molekula egy hatszoglapjat aromasnak nevezik, ha minden masodik kotése
kettés kotés, azaz grafként tekintve minden mésodik éle benne van a teljes
parositasban. Clar kisérleti uton azt dllapitotta meg (1964-ben), hogy ezek a
molekulak akkor a legstabilabbak egyfajta kémiai értelemben, ha a paronként
nem szomszédos (élidegen) aromds lapok szdma a leheté legnagyobb. Az 6
tiszteletére a molekulaban 1év6 aromads lapok maximalis szamat a molekula
Clar-szaménak nevezik.

Lathatjuk, hogy gyakorlati jelentosége is van egy molekula Clar-szamanak
a meghatarozasanak. Jelenleg eredmények csak specidlis alaki molekuldkra
ismertek. Az egyik legaltaldnosabb eredmény, mely olyan molekulakkal
foglalkozik, melyek racsaban csak hatszogek taldlhatok. Ezen molekulak
Clar-szamat elészor Abeledo és Atkinson [2] adta meg. Cikkiikben linedris
programot irtak fel a molekula Clar-szamara, majd ennek maximumét a du-
alitas tétel segitségével hataroztdk meg.

Jelen dolgozat mésodik fejezetében a Clar-szam kombinatorikus
megfelel6jével és annak altalanositasaval foglalkozunk. Egy molekula Clar-
szama megfeleltetheté egy irdnyitott grafban a nyelé pontok szamanak.
A kettés kotések atrendezése ebben a grafban egy egyiranyu vagas
atforditasanak felel meg. fgy altalaban vizsgalhatjuk egy iranyitott graf

csucsainak azon részhalmazait, melyek pontjai nyelévé alakithatok egyiranyt



vagasok atforditasdval. Egy graf Clar-szamén a legnagyobb méret ilyen
halmazt értjik. Ismertetiink egy sziikséges és elégséges feltételt arra,
hogy egy adott halmaz pontjai nyel6vé alakithatok-e, és egy ismert al-
goritmust is bemutatunk az atforditandé vagasok megkeresésére. A graf
Clar-szamat Cameron és Edmonds Coflow tételével [5] hatdrozzuk meg.
Definidljuk a nyelové alakithaté halmazok és a Clar-szam egy altaldnositasat.
Jellemzést adunk a megfelel6 altaldnosabb csticshalmazra és szintén a Coflow
tétel segitségével meghatarozzuk a halmaz maximélis méretét. Erdekesség,
hogy Minty tétele kovetkezik az altalanositott Clar-szamra vonatkozo

eredményeinkbdl:

1.1. Tétel [Minty, [1]]:
Adott G = (V, E) grdf csicsai pontosan akkor szinezhetdek k szinnel, ha van
az éleknek olyan iranyitdsa, melyben minden korben mindkét iranyba legalabb

az €élek k-adrésze mutat.

Egy latszolag teljesen masik témahoz vezet Gallai Tibor 1964-es sejtése.
A dolgozat f6 célja a két téma kozotti parhuzam bemutatasa.

Rédei bizonyitotta 1934-ben, hogy minden erdsen 0sszefliggd tournament-
ben van Hamilton-1t. 1959-ben Camion belatta, hogy egy tournament pon-
tosan akkor erésen Osszefiiggd, ha van benne Hamilton-kor. Ez utobbi allitast
ugy is megfogalmazhatjuk, hogy abban az erésen Gsszefligg6 grafban, aminek
a stabilitasi szama 1 a cstucsok lefedheték egy iranyitott korrel. Ebbol az
allitasbol természetesen adddik Gallai sejtése, melyet Stéphane Bessy és
Stéphan Thomassé bizonyitott 2004-ben, igy most mar tételként mondhato
ki:

1.2. Tétel [Bessy, Thomassé [4]]:
Ha egy erdsen 0sszefiiggd grdafban a mazximdlis stabil halmaz mérete o, akkor

csucsai lefedhetok o darab irdnyitott korrel.



El6szor ennek a bizonyitasnak a kapcsan definidltdk egy graf cstucsainak
koherens ciklikus sorrendjét. A koherens ciklikus sorrendhez tartozo fogalom
a csucsoknak egy ciklikusan stabil részhalmaza. Az altalunk ismert legtel-
jesebb médon Sebd foglalkozott cikkében [8] a ciklikusan stabil halmazok
tulajdonsdagaival. A dolgozat harmadik fejezetében ezt szeretnénk bemu-
tatni. Bebizonyitunk egy halmaz ciklikus stabilsdgara vonatkozo sziikséges
és elégséges feltételt és megadjuk a maximalis méretét. Altalanosités képpen
beszélhetiink £ ciklikusan stabil halmaz unidjarol. Ezekre is ismert sziikséges
és elégséges feltétel, valamint a maximaélis elemszamra vonatkozo tétel is.

A dolgozat {6 eredményét a negyedik fejezetben ismertetjiik. Bemutatjuk,
hogy a Clar-szam témakorének fogalmai ekvivalensek a koherens ciklikus sor-
rend témakorének megfelel6 fogalmaival. fgy a struktura és minmax tételek
egy az egyben megfeleltethetéek egymasnak. Azért lehet ez az eredmény
hasznos, mert igy a két témaban rejlo még megoldatlan kérdések barmelyik
nyelven megfogalmazhatéak.

Az otodik fejezetben a koherens ciklikus sorrendben szereplé hdtra-élek
egy atfogalmazasaval nyert Ugy nevezett lapos lefogdst vizsgaljuk és ennek
parhuzamat a koherens ciklikus sorrenddel.

Az utolso fejezetben leirunk egy jelenleg még megoldatlan, de az ed-
digiekhez nagyon hasonlé problémat, a graf Fries-szamanak meghatarozéasat.

Koszonettel tartozom Frank Andrasnak a rengeteg segitségért, ram szant

idoért és a nagyon izgalmas téméért, amit tole kaptam.

2 Nyelostabil halmazok

2.1 Technikai bevezeto

Jelen dolgozatunkban csak az olyan gréfok (molekuldk) Clar-szamaval

foglalkozunk, melyek racsdban nincsen 6t- csak hatszog. Ez azért van, mert



kihasznaljuk, hogy a széban forgd graf paros.

Figyeljik meg, hogy azok a molekulak, amiknek a racsa csak hatszogekbol
all sikbarajzolt, 2-0sszefiiggd paros grafot hataroznak meg, melyben van teljes
parositas. Vizsgalatunkhoz azonban gyengébb feltétel is elég lesz. Olyan
sikbarajzolt paros grafokkal foglalkozunk, amelyekben van teljes péarositas.

Definidljuk ezen paros sikgrafoknak egy irdnyitasat. Legyen D =
(S,T; A) a paros graf, ahol S és T a csicsok két osztélya, A az élek hal-
maza. El6szor irdanyitsunk minden élt S-bél T-be. Ez adja a D iranyitast.
Majd M-mel jelolve a graf egy teljes parositasat kapjuk D M iranyitast M
éleinek megforditasaval. fgy minden teljes parositas él S-be, a tobbi él pedig
T-be van iranyitva. Figyeljiik meg, hogy ezzel az iranyitassal az aromas lapok

pontosan a jol irdnyitott 6 hosszu korok lesznek.

2.1. Definicié:
A dolgozat tovabbi részében irdnyitott kornek nevezzilk a jol iranyitott
koroket, és kornek az olyan koroket, melyeknek mindkét iranyba mutathat-

nak élei.

Most vegyiik a fenti iranyitassal ellatott sikgraf iranyitott sikdudlisat.
Azaz vegyiik a sikgraf iranyitatlan értelemben vett dudlisat. Rogzitsik a
siknak egy iranyitasat. Ezutdn a dualis graf éleit ugy iranyitsuk,hogy a hozzéa

tartozo eredeti él dramutato jarasaval ellentétes elforgatottja legyen.

2.2. Definicié:
D = (V, A) digraf v € V pontja nyeld, ha minden v-re illeszked6 él v-felé van

irdnyitva. v forrds, ha minden ré illeszkedo él v-tdl elfelé mutat.

2.3. Megjegyzés:

Az eredeti graf egy aromas lapja a graf fent definidlt irdnyitasaval egy jol
irdnyitott 6 hosszu kor. Mivel ezek a korok tartalmazasra nézve minimalis
korok is, ezért ez az iranyitott dudlisben egy nyel6- vagy egy forraspontot

hataroz meg.



2.4. Definicié:
G = (V, E) graf adott M parositassal. Ekkor G graf alterndls kore egy olyan
kor, melynek élei felvaltva M-beliek és E '\ M-beliek.

2.5. Definicié:

D = (V, A) digraf egyiranyi vdgdsa a graf csicsainak olyan V' = SU* T
felosztasa két diszjunkt halmazra, melyek kozott minden él S-bol T-be van
iranyitva. Mi ebben a dolgozatban egyiranyi vagasnak végig az S és T kozott

futé élek halmazat nevezziik.

2.6. Megjegyzés:

Az eredeti graf egy alterndlé kore az irdnyitott dudlis graf egy iranyitott
vagasanak felel meg, mert minden dudlis ¢l minden korbeli él éramutato
jarasaval ellentétes elforgatottja. Ha az alternald kor mentén kicseréljik a
parositas éleket, az az eredeti grafban megforditja e mentén a kor mentén
az élek iranyitasat és ez ekvivalens a dudlis grafban az egyiranyu vagas

atforditasaval.

Ezek alapjan megallapithato, hogy a molekula Clar-szama egyenl6 az
irdnyitott sikdualisaban 1évé nyelopontok szamaval.
Ezért mostantél még altalanosabban aciklikus irdnyitott grafokat fogunk

vizsgélni.

2.7. Definicié:
Tetszoleges aciklikus iranyitott graf Clar-szdama az egyiranyu vagasok egymas

utani atforditasaval egyszerre kaphaté nyel6pontok maximalis szama.

2.2 Nyelo-stabil halmazok

2.8. Definicié:
Adott D = (V, A) irdnyitott graf csticsainak S C V' részhalmaza nyeld-stabil,



ha iranyitott vagasok egymads utani atforditasaval elérhet6, hogy minden pon-

tja egyszerre nyelévé valjon.

2.9. Definicié:
Egy C kor értéke a korben a két irdanyba mend élek szaménak a minimuma,

melyet ¢(C') jelol.

2.10. Tétel:
Legyen D = (V, A) aciklikus iranyitott graf. Ekkor S C V pontosan akkor
nyeld-stabil, ha stabil és minden C korre |S N C| < ¢(C).

Bizonyitds: A sziikségesség nyilvanvald, hiszen egyrészt nem létezhetnek
szomszédos nyel6 pontok. Masrészt csak egy kort tekintve, ott minden nyel6
pontnal megfordul az élek irdnyitasa, igy legfeljebb annyi nyel6 pont lehet ra-
jta, ahany iranyvaltas lehetséges. Mivel egyiranyu vagas atforditasaval nem
valtozik a koron az adott irdnyba mené élek szama, igy az iranyvaltasok
szama pontosan ¢(C).

Az elégségesség bizonyitasdhoz explicit médon meg lehet adni egyiranyu
vagasok sorozatat, melyek egymas utani atforditasaval S pontjai nyelokké
valnak. Ha S-nek még egyetlen pontja sem nyeld, akkor vélasszunk egy
tetszoleges s; € S pontot. Legyen Z az s;-b6l iranyitott iton elérhet6 pontok
halmaza, ugy értve, hogy Z nem tartalmazza s;-et, mint az Ut kezdépontja.
Ekkor Z-b6l nem 1ép ki él és s; ¢ Z (azaz "nem ériink korbe irdnyitott
uton”), igy Z valédi egyirdnyt vagast hatdroz meg melynek atforditdasival
s1 nyelévé valik. Ugyanis ha s; € Z lenne, akkor lenne egy jol irdanyitott
C kér D-ben, melynek s; csicsa. De ekkor 0 = ¢(C) 2 [SNC| > 1, ami
ellentmondas.

Ha S-nek mar k£ — 1 pontja nyel6 akkor valasszunk a tobbi kozil egy
tetszoleges s, € S pontot. Modositsuk tgy D grafot, hogy az sy...s, 1
pontokba mend Osszes élnek a forditottjat is vegylik bele az élek halmazaba.

Megint legyen Z az ilyen médon kibovitett graftban az si-bdl irdnyitott iton



elérheté pontok halmaza, gy értve, hogy Z nem tartalmazza s,-t . Ekkor Z-
b6l nem jon ki él és s, ¢ Z, igy valodi egyiranyu vagast hataroz meg, ami az
1j élek kihagyasaval is az marad és aminek atforditasaval s, nyelové teheto.
Ha s, € Z lenne, akkor s rajta van egy jol iranyitott U-beli C' koron. Ha
ezen rajta van valamelyik s; (i < k — 1) pont, akkor ott az eredeti grafban
két ellentétes iranyu él talalkozik, igy ez eggyel szamit bele C értékébe. C'
barmely masik pontjan az élek az eredeti iranyitas szerint haladnak &at, igy
ott az élek nem véltanak iranyt és nem is szamitanak bele az értékbe. Mivel
sk is rajta van C-n, de ott nincs irdanyvaltas kapjuk, hogy az eredeti grafban
c(C) <|CNS|—1, ami ellentmondas. Ezzel belattuk, hogy a tétel feltétele
elégséges is. O

A kovetkezOkben meg szeretnénk allapitani egy grafben a maximalis
nyeld-stabil halmaz méretét, ami definicié szerint a graf Clar-szama. FEz
az érték konnyen leolvashaté lesz Cameron és Edmonds 1992-ben megjelent
Coflow tételébol.

2.11. Definicio:
Egy linedris programot teljesen dudlisan egészértékiinek (TDI) mondunk,
ha dualis optimuma minden egészértékii célfiiggvényre egész vektoron is

felvétetik.

fgy egy linedris program teljesen dudlisan egészértékiiségébol kovetkezik

az is, hogy egész korlatozé vektor esetén az optimum értéke is egész.

2.12. Tétel [Cameron,Edmonds [5], Coflow tétel]:

D = (V, A) tetszdleges irdnyitott graf. d = (d, v € V), d, € Q, a = (a, :
veV),b=(b:velV) ab, € QU{xoo} d,a,b rigzitettek. FEkkor
w=(w,:veV), w, €Z esetén az aldbbi primdal feladat TDI.



Primal: Dudl:

maX{ZveV wvxv} min{ZCeC(D) d(C)yC + Zv AylYy — Zv bvgv}
z(C) <d(C):VC € C(D) > covoec Yo + Yo — Jo = Wy, VO €V

by <zpy<a,:YveV yc > 0:VC € C(D),y, > 0,5, >0:Yv eV

Ahol C iranyitott korok egqy halmaza.

A Coflow tétel dudlis oldalanak a jelentése a graf nyelvén az, hogy a
csucsoknak egy olyan fedését keressiik korokkel, élekkel és csiicsokkal, hogy a
koroket d értékiik szerinti multiplicitassal véve a fed6 elemek szama minimalis
legyen.

Bizonyitds: [5] Azt latjuk be, hogy a primdl rendszer teljesen dudlisan
egészértékit (TDI). Mint ismeretes ilyenkor ha a primdl oldalon a korlatozd
vektor egészértékii, akkor 1étzik egszértékii primal optimum is. A TDI tula-
jdonsagot ugy latjuk be, hogy tobb lépésben felirunk egy olyan linearis pro-
gramot, mely az eredeti primal feladattal ekvivalens, és melynek a dudlisa

egy egész aramot hataroz meg.

{xv—bv b, > —00
2, =

T b, = —00

Ezt a jelolést hasznalva az eredetivel ekvivalens primal feladat:

max{} ey WoZv + 3,50 Wobn}
. 2CO) <Y yoedo—by+ >, d, YCeC(D)
(cstcs) = v .
0<z, <a, —b, b, > —oc0,v eV
Zy <y bU:_OO,UEV

Figyeljik meg, hogy igy olyan alakot kaptunk, amiben b, értéke minden-
hol 0 vagy —oo. Most d,-nek, illetve a,-nek az igy kapott értékeket tekintve
kapjuk az aldbbi feladatot:

10



Legyen N C V

max{) . Wy, }

L x(C) < d(0) vC e C(D)
(4j cstcs) :=
0<zx, <a, Yve N
Ty < Ay YoeV — N

Legyen D' = (V'  A”) graf, FF C A’, és definidljuk a koltség és a korlatozo
fiiggvényt az élekre. w = (w, : a € A'), d =d, : a € A), w, € Q,
d, € QU %00 Irjuk fel a kvetkezd programot:

max{ Y 4 Wt}
(él) := ¢ x(C) <d(C) VC e C(D')
Tg >0 Va € F

2.13. Allitas:
Az (Uj csics) feladat az (€l) feladat eqy specidlis esete.

Bizonyitds: Minden v € V' csticsot hiizzunk szét egy v, illetve vy; cstcesa
ugy, hogy minden v-be mend él v,.-be menjen, minden v-bol induld wvy;-bol

induljon, és legyen koztiik egy v, .vki és egy vivbe él.

Uk

11



w, ha e = (Vpe, Vp;)
W, 1=
0 egyébként

d, ha e = (Upe, Vi)
de =<4 a,—d, hae= (g, vp)
0 egyébként

Ezekkel a jelolésekkel x. > 0 (azaz e € F) kivéve, ha e = (Upe, Uki) €s
veV —-N O
Irjuk fel az (6]) feladatnak a dudlisét:

min » .p d(C)yc
Y acc Yo = We Va € F
Y acc Yo = We Vaec A — F

A fenti dudlissal ekvivalens:

min ZaGA/ daza
Zh(@):y Ze Zt(e):y Ze = 0 YveV

(*) =12 2. > w, Va € F
Ze = We Vae A — F
ze > 0 Va € A’

\

Az ekvivalencia igazoldsdhoz tekintsiik az (él) dudlisénak egy y
megoldasat. z, := > a € Cyc Ez a z kielégiti (*) rendszert és az optimum
is megegyezik, mivel Y 1 daZa = D oca(da D pcc Vo) = D cec AC)yc.

(*) feladatnak mar konnyii megtaldlni egy optimdlis megoldasat. Ugya-
nis legyen z (*) egy megolddsa. Ekkor z dramot hatdroz meg D’-ben. Az
aramokrol pedig tudott, hogy eléallnak iranyitott korok unidjaként, valamint
ha a kapacitasok egészek, akkor az aram is egész és eldall egész korok

unidjaként.
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Ilyen médon a kordbbi atalakitasokat és ekvivalencidkat visszafelé olvasva
az eredeti dudl feladatnak is megkapjuk egy egész megoldasat. O
A Clar-szam meghatarozasarol szolé tételben a Coflow tétel alabbi

valtozatat hasznaljuk, ahol az élekre van adva a d fiiggvény.

2.14. Tétel [Coflow tétel él vdltozata):

D = (V, A) tetszdleges iranyitott graf. d = (d, : a € A), d, € Q. a = (a, :
veV),b=(b,:v€eV), a,b, € Q ragzitettek. Ekkor w = (w, : v € V,
wy € Z) esetén az aldabbi primdl feladat TDI.

Primal: Dual:

ma’X{Z’UEV wvxv} min{ZCEC(D) d(C>yC + Zv yYy — Zv bvgv}
z(C) < d(C) :VC € C(D) ZveCVCe(C Yo + Yo — Yo = wy, Yo €V

by <z, <a,:YveV yc > 0:¥C €C(D),y, > 0,9, >0: Yo eV

Ahol C iranyitott korok eqy halmaza.

Bizonyitas: A tétel kovetkezik a 2.12 Coflow tételbdl. Ugyanis készitsiik el
azt a grafot az eredetibdl, ahol a graf minden élére tesziink egy 1j csicsot.

Definialjuk a Coflow tételben szerepld d fiiggvényt a kovetkezo képpen

p d, ha v az a élen 1évo 1j cstics
v = . 7’
0  ha v eredeti csucs

a = 0, b := 0 az 0j csiucsokon. Erre a grafra a Coflow tétel altal
adott megengedett megoldas az eredeti élstlyozott feladatnak is megengedett

megoldésa lesz. O

2.15. Tétel:
D = (V, A) digraf, U CV a csicsok egy részhalmaza. Ekkor az U-ba esd
mazimdlis nyelo-stabil halmaz elemszama megegyezik az U pontjait fedd korok

és élek minimdlis osszértékével, ahol eqy €l értéke 1.

13



2.16. Megjegyzés:
Ha U = V, akkor a legnagyobb U-ba es6 nyel6-stabil halmaz elemszama a

graf Clar-szdma.

Bizonyitds: A tétel a Coflow tétel 2.14 élvaltozatabol kovetkezik. w, := 1,

Yv eV,
1 havelU
ay, =
0 haveV\U
b, .= 0, Vv € V. d, := 1, Va € A vélasztassal. Ekkor a primal

feltétel pontosan a nyelo-stabilitas feltétele. Hiszen a primal oldalon sz-
ereplé z(C) < d(C) sor azt mondja, hogy |[S N C| < ¢(C). Ahol S azon
csicsok halmaza, amire z(v) = 1. A dudl oldal pedig a graf csicsainak egy
korokkel, élekkel és cstcsokkal valé minimélis fedését adja. Tehat az igy
kapott minimalis fedésben még szerepelhetnek csucsok is, de figyeljiikk meg,
hogy ha minden ilyen cstcsot egy ra illeszked6 éllel helyettesitiink, akkor nem

valtozik a minimum értéke, igy megkapva a tétel allitasat. O

2.17. Kovetkezmény [Dilworth, [9]]:
Tetszoleges véges részben rendezett halmazban a mazximdlis antilanc mérete

megegyezik a minimdlis lancfelbontds elemszamduval.

Bizonyitds: Tekintsiik a P részben rendezett halmaznak azt a
reprezentaciéjat, ahol a graf csicsai a P elemei, és a,b pontok kozott pon-
tosan akkor van ab irdnyitott ¢él, ha a < b és Ac:a < e < b Most vegyiink
fel egy 14j u pontot, és P minden b maximalis elemére vegyiink fel egy bu
élt. Valamint vegyiink fel egy 1j v pontot, és minden a minimalis elemre
vegylink fel egy va élt. Végiil vegyiink egy vu élt. Jeldlje G(P) az igy kapott
grafot. G(P)-ben minden antildnc egy nyel6-stabil halmaznak felel meg,
mivel tetszoleges pont benne van egy lancban és igy rajta van 1 koriilfordulési
szamu koron. A minimalis lancfelbontas pedig egy 1 koriilforduldsi szamu
korokbdl allo korfedésnek felel meg. O
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A nyel6-stabilitas dltalanositasat adja az alabbi definicio:

2.18. Definicio:
D = (V, A) irdnyitott graf & € N. A cstcsok egy S C V részhalmaza k-

nyeldstabil, ha felbonthato k darab nyelo-stabil halmaz diszjunkt unidjéra.

Tudtunkkal korabban senki nem vizsgalta a k-nyelostabil halmazok tula-

jdonsagait, igy a kovetkezo tétel sem volt ismert.

2.19. Tétel:
D = (V, A) aciklikus digrdf, k € N. Ekkor S C 'V részhalmaz pontosan akkor
k-nyeldstabil, ha |SNC| < k- c¢(C) minden C kérre.

Bizonyitds: Tekintsik azt az irdnyitott D" grafot, melyet tgy kapunk D-bél,
hogy egyrészt minden D-beli élt forditva is bevesziink, mésrészt S cstcsait
széthuzzuk egy vy, illetve vy; csicssa, ugy hogy a forditott élekkel bovitett
graf minden v-be menod éle v,.-be menjen, a v-bdl induldk pedig vg;-bdl in-
duljanak. Kozéjuk pedig egy vpe — vp; iranyd —1 sulyu él, és egy vp; — Upe
iranyu 1 sulyt él keriil. Tovabba a graf eredeti D-ben is szerepl6 élei kapjanak
0 sulyt, a forditott (azaz az 4j) élek pedig k stlyt.

Ekkor a kor értékére vonatkozo feltétel ekvivalens azzal, hogy nem létezik
negativ sulyu kor. Ugyanis a kibovitett grafban tetszoleges jol irdanyitott kor
esetén a negativ élek az S halmaz pontjainak felelnek meg. A k silyu élek
Osszege pedig vagy a kor értékének a k-szorosa, vagy k(|C| — ¢(C)), ami
az eloz6 szamnal nem kisebb. fgy ha a kor oOsszsilya negativ lenne, az azt
jelenti, hogy [S N C| > ke(C), ami ellentmond a tétel feltételének. Az olyan
sulyozast, ahol nincsen negativ silyu kor szoktdk konzervativ silyozdsnak
nevezni. Ismert, hogy konzervativ silyozas pontosan akkor 1étezik, ha van
megengedett potencial. Sot, egészértéki sulyfliggvény esetén a potencial is

valaszthatd egésznek.
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2.20. Definicio:
D = (V, A) digraf adott w : A — R sulyfiiggvénnyel. Ekkor 7 : V' — R

potencial megengedett, ha m(v) — w(u) < w(uv) minden wv élre.

Tekintsiik ezt a megengedett egészértékii m potencialt. Szinezziik ki a
graf csucsait az 1,2,..., k szinekkel gy, hogy v € V \ S esetén v a 7(v)
mod (k) szint, v € S esetén 7(vp) mod (k) szint kapja. (m(v) =0 mod (k)
esetén a k szint.) Ez a szinezés S-nek egy particigjat adja, mely megfelel
a feladatban megkivantnak. Ennek bizonyitasdhoz két dolgot kell belatni:
1. Az egy szinosztdlyba es6 S-beli csticsok egymastodl fiiggetlenek D-ben,
2. Minden kor minden szinosztalybol legfeljebb annyit tartalmaz, mint az

értéke.

1. Tegyiik fel, hogy D-ben az uv € A élre u,v € S csicsok, melyek
azonos szint kaptak. Figyeljik meg, hogy minden széthuzott cstcsra
7(vg;) = m(vpe) — 1. Mert megengedett potencidlrél van sz6, es vpevg;

él koltsége —1. fgy az u, v csucsokra

7 (tpe) — (Vi) <0

T (pe) — m(uki) < k

(ki) = T(vpe) — 1
(
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2. Tekintsiik azt a D" grafot, melyben S csticsai nincsenek széthuzva, de
az eredeti élek forditva is be vannak hizva a fent megadott silyozassal.
Itt tetszOleges jol irdnyitott C' korben S azonos S; szinosztalyba esé
csucsai legyenek vy, vo,...,v;, melyek ebben a sorrendben kovetik
egymast C-n. Minden i-re a v; és v, kozott mend k sulyu élek
szama a;. Ekkor 7(vi41) < w(v;) + k- a; — 1 (ahol vy = v1) D'
grafben v;,-bol v csicsba —1 értékll él mutat, ezért irhatunk az
egyenlStlenség jobb oldaldra —1-et. Tovabba m(v;y1) = 7(v;) mod (k),
ezért m(visy) < m(v;)+k-(a;—1) is fennall. Igy az egész korre dsszegezve
m(vy) < w(vy)+k-(ag—1+as—14...+a;,—1) adddik, amibél kovetkezik,
hogy 25:1 a; > t, ha a potencidl megengedett.

O
Ezzel a tétellel jellemzést adhatunk egy digraf kromatikus szamanak

meghatarozaséra is.

2.21. Kovetkezmény:
D = (V, A) kromatikus szdma megegyezik a max.;4c(c)/|C|} értékkel.

Bizonyitds: Legyen k := max,, 1.5,1¢(C)/|C|}. Ekkor [VNC| < ¢(C) minden
C korre, igy V a fenti 2.19 tétel alapjan k-nyelostabil, azaz felbomlik k darab
stabil halmaz unidjara, igy k szinnel szinezheto. O

A fenti kovetkezmény ugyanazt mondja, mint Minty tétele, melyre ilyen

modon 1j bizonyitast adunk.

2.22. Kovetkezmény [Minty,[1]]:
G = (V, E) irdnyitatlan grdf csicsai pontosan akkor szinezhetéek k szinnel,
ha létezik az éleknek olyan irdnyitdsa, amelyre minden korben mindkét

wranyba az éleknek legalabb a k-adrésze megy.

Bizonyitds: Ha a graf csucsait kiszineztik az 1,2,...,k szinekkel, akkor
irdnyitsuk tugy az éleit, hogy a kisebb sorszamu szint kapott csicsbol a nagy-

obb felé mutasson. Ez megfelel a tétel feltételeinek.
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Forditva, ha adva van egy ilyen iranyitasunk, akkor az igy kapott G~
iranyitott graf aciklikus. Erre alkalmazzuk a 2.19 tételt V = S halmazra.
Az, hogy minden korben mindkét iranyba az éleknek legalabb a k-adrésze
mutat azzal ekvivalens, hogy |C| < k- ¢(C) minden C korre. Emiatt V/
k-nyel6stabil. Ugyanis ekkor [V NC| = |C| < k- ¢(C). O

Hasonléan ahhoz, ahogyan megadtuk egy grafban a maximélis nyelo-
stabil halmaz méretét megadhatjuk a legnagyobb k-nyel6stabil halmaz el-

emszamat is:

2.23. Tétel:
Tetszbleges D = (V, A) aciklikus irdnyitott grafban

max{|S|: S CV,S k-nyeldstabil, k > 2} =
=min{) k- ¢(C)+|X|: X CV,C krok egy halmaza, IC U X fedi V-t}
cec
Bizonyitds: A max < man trividlisan kovetkezik S k-nyeléstabil voltabol.
Az egyenléség az 2.14 Elcoflow tételbél kovetkezik. Vegyiik be a graf minden
élét forditva is. w, :=1,a, :=1,b,:=0Vv e V.

P k  ha a eredeti él
“ 0 ha a forditott él

Ekkor a primal feltétel pontosan megegyezik a k-nyel6stabilitas feltételével.
O

2.24. Megjegyzés:

A coflow tételben a dualis oldalon korok, csticsok és élek egyarant szerepelnek.
Konnyt végig gondolni, hogy a k-nyeldstabil halmazra vonatkozé feladatndl
k = 1 esetén a minimélis fedésben nem szerepelnek csicsok, k£ > 1 esetén
pedig nem szerepelnek élek. Mivel a csiicsok mindig egyszeres multiplicitassal
szerepelnek, az élek pedig k-szorossal. fgy k = 1 esetben mivel egy él két

csucsot is lefog, ezért ezzel jarunk jobban, k > 1 esetben viszont ha az él két
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végpontjat vessziik be, az mindig legfeljebb 2-vel noveli az Gsszeget (mivel ha
csak az egyik végpontjat kellett fedni, akkor persze csak azt vessziik be), mig
az €l k-val, mivel azt a sajat forditott élével ketté hosszu, k értéki kornek
tekintettiik.

3 Koherens ciklikus sorrend

A koherens ciklikus sorrend fogalmét elészor Bessy és Thomassé [4] vezették
be.

3.1. Definicio:
Adott D = (V,A) digraf csicsainak egy vy, vs,...,v, linedris sorrendje.
Ebben a sorrendben egy iranyitott él eldre-él, ha tove elébb kovetkezik a

sorrendben, mint a feje. Hdtra-¢él, ha a feje kovetkezik el6bb.

3.2. Definicio:

D = (V,A) digraf csicsainak adott egy linedris sorrendje. FElemi cserének
nevezzilk, ha felcseréljiik a sorrendjét két olyan egymas utani cstcsnak,
melyek kozott nem megy él. Két linedris sorrendet ekvivalensnek mondunk,

ha az egyikbdl el6all a mésik elemi cserék egymas utani végrehajtasaval.

3.3. Definicié:

D = (V, A) digréf csticsainak ciklikus sorrendje a cstucsok egy vy, vs, ..., v,
linearis sorrendjébdl keletkezik a v, 1 = vy feltétel hozzavételével. A ciklikus
sorrend egy (u,v) megnyitisa az a linedris sorrend, melynek elsé eleme v,
utolso eleme u, és a csucsok a ciklikus sorrend szerint kovetik egymaést v és
u kozott. Egy linearis sorrend ciklikus shiftjének nevezzik azt a miveletet,

ahol bezérjuk ciklikus sorrenddé, majd valahol méashol 1jbol megnyitjuk.

3.4. Definicié6:
D = (V,A) adott ciklikus sorrenddel. Tetszéleges a = uv € A él hossza
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length(a) = [u,v]+ 1, ahol [u, v] jeldli a sorrendben u és v kozott 16v6 pontok

szamat.

3.5. Definicio:
D = (V,A) egy C irdnyitott korének korilforduldsi szima ind(C) =
(X uca(c) length(a))/n

3.6. Megjegyzés:

A definiciébdl nyilvanvald, hogy ind(C') egész szém és ind(C) > 1. ind(C)
szemléletesen azt jelenti, hogy az irdnyitott C' kor élein haladva az alabbi
abran hényszor "1épjik at” a képzeletbeli vélasztévonalat v, és vy kozott.
Ebbdl a szemléletbdl az is jol latszik, hogy a ciklikus sorrend (v, v,) meg-

nyitasa esetén ind(C') megegyezik a C' koron 1évo hatra-élek szaméval.

1. dbra: ind(C) =1
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U1

V2

2. dbra: ind(C) =2

3.7. Definicio:
D = (V,A) digraf két ciklikus sorrendje ekvivalens, ha az egyik el6éll a

masikbol ciklikus shiftek és elemi cserék egymads utani végrehajtasaval.

3.8. Megjegyzés:

Figyeljiikk meg, hogy két ekvivalens linearis sorrendben az elore- és hatra-élek
szama megegyezik. Tovabbd, hogy egy ciklikus sorrend két kiilonboz6 meg-
nyitasabol szarmazd linearis sorrend ekvivalens. fgy azt is észrevehetjiik,
hogy a korilfordulasi szam ekvivalens azzal, hogy a ciklikus sorrend
tetszoleges megnyitasa esetén az irdnyitott kor hany hatra-élt tartalmaz.
Ezért ekvivalens ciklikus sorrendekben minden iranyitott kor koriilfordulasi

szama megegyezik.

3.9. DefiniciéBessy, Thomassé, [4]:

Adott D = (V, A) digraf csticsainak ciklikus sorrendje koherens, ha minden
olyan él, ami benne van irdnyitott korben az benne van egy 1 koriilfordulési
szamu korben is, azaz egy olyan iranyitott korben, melyben csak egy hatra-él

van. (Vannak, akik azt mondjak, hogy a ciklikus sorrend kompatibilis D-vel.
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Ennek az az elénye, hogy az elnevezés a grafra is utal. Mi mégis inkabb

Bessy és Thomassé eredeti elnevezését fogjuk hasznélni.)

3.10. Tétel [Bessy, Thomassé, [4]]:

Minden irdanyitott grafnak van koherens ciklikus sorrendje.

Bizonyitds (Iwata, Matsuda, [6]): A bizonyitds Knuth [7] particids tételét
hasznélja. Mivel egy kormentes grafban a csicsoknak barmilyen sorrendje
koherens ciklikus sorrend, ezért elég a graf erdsen Osszefiiggd komponen-
seiben megadni a csucsok koherens ciklikus sorrendjét. Ezért az altalanossag
megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy a graf erdsen 6ssefiiggo.

Legyen D = (V, A) er6sen osszefiiggd graf, v € V rogzitett, tetszéleges
csucs. Mint ismeretes minden erdsen Osszefiiggd grafnak van fiilfelbontasa.
Ennek a segitségével egy rogzitett v € V esetén megadhatd az éleknek egy
olyan A = F'U* B particiéjat, amire

(i) D minden irdnyitott kore tartalmaz F-beli élt,

(ii) minden a € A él benne van egy olyan irdnyitott korben, ami pontosan

egy F-beli élt tartalmaz,

(iii) minden u € V,u # v cstcsra létezik irdnyitott it u-bdl v-be, ami nem

tartalmaz F-beli élt.

Legyen Dy, D1, ... Dy D tetszoleges fiilfelbontasa. Tegyiik fel, hogy (i) és
(ii) fennall Dj-re. Beldtjuk, hogy ekkor D;i-re is fennallnak, amit D;-b6l

kaptunk a P; irdnyitott fiil hozzdadasaval.

3.11. Lemma:

Legyen D = (V, A) erdsen dsszefiiggd digrdf. A = (F U* B) a csicsok egy
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particioja a fenti (i) és (1) tulajdonsdggal ésv € V tetszdleges rogzitett csics.

Ekkor mddosithatd 1gy a particic, hogy v-re a fenti (iii) is teljesiljon.

Bizonyitds: Legyen X C V azon cstcsok halmaza, ahonnan v B-beli éleken
elérhet6. Ha X = V| akkor a particié kielégiti (iii)-at. Ha X # V, akkor az
X-be belép6 élek F-beliek és ezért (ii) miatt a kiléps élek pedig B-beliek. Ha
most az X-be belépd és kilépd éleket kicseréljiik a particiéban, akkor (i) és
(ii) tovabbra is fenndll, de X mérete nd. Tehat ilyen cserékkel O(n) lépésben
olyan particiét kapunk, ami (i), (ii) és (iii)-at is kielégiti. O

Legyen v € V(D;) Pj els6 cstcsa. Alakitsuk at D; csticsainak particiéjat
a lemmanak megfeleléen v-vel, mint kittintetett csiccsal. Ezek utdn D;i,
éleinek particidjat ugy kapjuk, hogy P; v-re illeszkedd éle legyen F-beli, P;
tobbi éle B-beli, D, tobbi éle pedig vegye at a D;-t6l 6rokolt particiot. Az
igy kapott particié kielégiti (i), (ii)-t.

Ha ilyen médon megkaptuk az élek A = (F'U* B) partici6jét, akkor F-et
elhagyva (i) miatt aciklikus irdanyitott grafot kapunk. Ennek van topologikus
sorrendje. Ebben a sorrendben beszdmozva a csicsokat (i) és (ii) miatt az
eredeti graf csucsainak koherens ciklikus sorrendjét kapjuk.

U

3.12. Megjegyzés:

Vegyiik észre, hogy a bizonyitds egyben egy O(nm) futdsidejii algoritmust is
ad a koherens ciklikus sorrend meghatérozasara. (Ahol n a csticsok, m az
élek szama.) Ugyanis a fenti F' halmaz éleit O(nm) id6ben kaphatjuk meg.
Hiszen a lemma szerinti atrendezése az aktualis particionak legfejebb n 1épés.
Ezt az atrendezést legfeljebb annyiszor kell végrehajtani, ahany fiilbol all a

fiilfelbontés, ez pedig legfeljebb élszamnyi.

3.13. Definicio:
D = (V, A) er6sen 0sszefiiggé digraf adott ciklikus sorrenddel. S C V halmaz

23



ciklikusan stabil, ha stabil, és pontjai intervallumot alkotnak, valamely, az

adottal ekvivalens ciklikus sorrendben.

3.14. Allitas:
D = (V, A) erdsen dsszefiiggd digrdf adott koherens ciklikus sorrenddel. Adott
S CV ciklikusan stabil. Ekkor |SNC| <ind(C) minden C irdnyitott kérre.

Bizonyitds: Tekintsiik azt az eredetivel ekvivalens ciklikus sorrendet, ahol S
intervallumot alkot, és ennek azt a megnyitasat vegytik, aminek S pontjai
vannak a legelején. Nyilvan tetszoleges C' korre lesziikitve is S-nek C-re
esO pontjai lesznek a sorrend elején. Mivel S stabil, ezért minden S N C-
beli pontba belépé él C'\ S-bél indul és igy hatra-él. Tehdt legaldbb annyi

hétra-éle van C-nek, mint |S N C|, ami az allitas. O

4 A nyelo-stabilitas és a koherens ciklikus

sorrend kapcsolata

Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy adott aciklikus grafban egy kor értéke
a megfelel6 erdsen Gsszefiiggd grafban ugyanannak az (itt mér irdnyitott)
kornek a koriilfordulédsi szamaval lesz ekvivalens. Valamint, hogy az acik-
likus graf nyelo-stabil halmaza az erdsen Osszefliggé graf ciklikusan stabil
halmaza. Forditva egy adott erdsen sszefliggd grafhoz is van megfelel6 acik-
likus graf, melyben az irdnyitott kor koriilfordulasi szama itt a kor értéke
és adott cikliksan stabil halmaz nyel6-stabil. Ezt az érdekes parhuzamot
Frank Andras vette észre el6szor. Ebben a fejezetben szerepl6 bizonyitasok
mind wjak, kivéve, ahol kiilon hivatkozunk egy korabbi cikkre. El6szor ezt
a megfeleltetést mutatjuk be. A fejezet mésodik felében ennek fényében az

el6zo fejezetekben latott tételek ekvivalencidjat bizonyitjuk.
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4.1 Ciklikusan stabil és nyelo-stabil halmazok kapcso-

lata

Legyen D = (V, A) egy er6sen Osszefiiggd graf adott koherens ciklikus sor-
renddel. Forditsuk meg D minden hatra-élét. lgy egy D' = (V, A") grafot

kapunk. D’ aciklikus, mivel D-ben minden iranyitott kor tartalmaz hatra-élt.

4.1. Allitas:
D = (V, A) erdsen dsszefiiggd digrdf adott koherens ciklikus sorrenddel, S C
V' ciklikusan stabil. Ekkor a fenti mddon kapott D' digrdfban S nyeld-stabil

halmaz.

Bizonyitds: Tekintsiik D-ben azt az eredetivel ekvivalens koherens ciklikus
sorrendet, ahol S pontjai intervallumot alkotnak, és vegyilkk azt a meg-
nyitasat, ahol S a sorrend végén van. Ekkor D’-ben S pontjai nyel6 pontok,
mivel S stabil és pontjai egy topologikus sorrend végén vannak. O

Most induljunk ki D’ = (V, A") aciklikus digrafbél. Mivel D’ aciklikus,
ezért létezik a cstuicsainak topologikus sorrendje. E sorrend szerint szamozzuk
a csucsokat és v, 41 := v;. Ezutdn vegyiik bele D’ grafba minden élét forditva
is. fgy erOsen Osszefiiggo grafot kaptunk, melynek az el6bb egy ciklikus sor-
rendjét definidltuk. Ez a sorrend koherens is, mivel minden él benne van
egy koriilforduldsi szamu korben, nevezetesen abban a kett6é hossza korben,

melyet sajat megforditott élével alkot.

4.2. Allitas:
D' = (V, A") aciklikus digrdf, S C V nyeld-stabil halmaz. Ekkor S a fenti
maodszerrel kapott D erdsen dsszefiiggd grdfban a topologikus sorrendbdl kapott

koherens ciklikus sorrenddel ciklikusan stabil halmazt alkot.

Bizonyitds: Azt kell beldtni, hogy van olyan, az adottal ekvivalens ko-
herens ciklikus sorrend, amiben S pontjai intervallumot alkotnak. S pont-

jaibél D’-ben egyiranyu vagasok egymas utdni atforditasaval nyelé pontokat
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lehet csinalni. Azt latjuk be, hogy ezek a vagas atforditasok megfelel6 sor-
rendben elvégezve D grafban elemi cseréknek és ciklikus shifteknek felel-
nek meg. Ismert, hogy aciklikus grafban tetszoleges egyiranyu vagas ugy is
atfordithato, hogy mindig csak nyelopontok altal meghatarozott egyiranyu
vagasokat forditunk at. Tetszoleges topologikus sorrendben két szomszédos,
fliggetlen pont sorrendjét felcserélve szintén topologikus sorrendet kapunk.
fgy elérhetd, hogy mindig a sorrend végén 1évo nyeloket forditsunk at. ezek
a cserék felelnek meg az elemi cseréknek. Ha a topologikus sorrend végén
1év6 nyeldt atforditunk, akkor forras lesz, és igy a sorrend elejére keriil. Ez
pont egy ciklikus shiftnek felel meg D-ben. Mivel D-ben D’ minden éle
mindkét iranyban be van hizva, ezért ezek az atforditasok nem valtoztatnak
D élhalmazén. Tehét ilyen médon amikor D’-ben S pontjai mind nyel6kké
valtak, akkor D-ben olyan, az erdetivel ekvivalens koherens ciklikus sorrendet
kapunk, amiben S pontjai intervallumot alkotnak. O

Ezzel a szemlélettel 1) bizonyitast kapunk Sebo tételére.

4.3. Kovetkezmény [Sebd, [8]]:

D = (V,A) erdsen dsszefiiggd digraf adott koherens ciklikus sorrenddel.
Ekkor S C'V pontosan akkor ciklikusan stabil, ha |S N C| < ind(C) minden
C korre.

Bizonyitds: Ha S ciklikusan stabil, akkor mar lattuk a 3.14 éllitasban, hogy
teljesiil ra a feltétel. Most tegyiik fel, hogy minden C' korre teljesiil a fenti
fels6 becslés. Azt latjuk be, hogy ebben az esetben S a megfelelé D’ aciklikus
grafban nyelo-stabil halmazt alkot. Ehhez elég azt belatni a 2.10 tétel szerint,
hogy D'-ben |S N C| < ¢(C) minden C kérre. D’-ben adott C kér értéke D-
ben mindig vagy a C-ben 1év6 elére- vagy a hatra-élek szaménak felel meg.
Ha a hétra-éleknek, akkor ind(C) = ¢(C) és igy készen vagyunk. Ha az elére
élek szamanak, akkor tekintsiik azt a C” kort D-ben, amit a kdvetkez$ médon

kapunk: Ha a € C'(A) hatra-él, akkor a koherens ciklikus sorrend definiciéja
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szerint a benne van pontosan egy koriilfordulasi szamu korben is. Mivel
ennek a az egyetlen hatra éle, igy ekkor a helyett vegyiik bele C’-be ennek a
kornek az a-t nem tartalmazé korivét. Most legyen a € C(A) elére-él. Ekkor
szintén véve az a-t tartalmazo egy koriilfordulasi szamu kort, annak az a-t
nem tartalmazé {vét vegyitk C’-be. Ilyen médon ind(C’) < ind(C). Tehat
mivel |SNC’| < ind(C") és V(C) C V(C") ezért D'-ben |SNC| < ¢(C). Tehat
belattuk, hogy S D’-ben nyel6-stabil és igy D-ben ciklikusan stabil. O

4.2 Nyelo-stabil és ciklikusan stabil halmazokra

vonatkozo tételek ekvivalenciaja

4.4. Tétel [Sebd, [8]]:
D = (V,A) erdsen dsszefiiggd digraf adott koherens ciklikus sorrenddel.
Ekkor

max{|S|: S CV ciklikusan stabil} =
= min{Zz’nd(C) + Y| : Yélek halmaza, CUV(Y) fedi V-t}
cec
Bizonyitds: [8] A tétel kovetkezik a 2.14 élcoflow tételbdl és a ciklikusan
stabil halmazokra vonatkozd 4.3 allitasban szerepld sziikségés és elégséges
feltételbol. Ugyanis tekintsiik az adott koherens ciklikus sorrend egy meg-

nyitasat. Erre a megnyitasra alkalmazzuk az élcoflow tételt tigy, hogy

b 0 ha a € A elére-él
¢ 1 ha a € A hitra-él

Valamint a := 1,b := 0 Yv € V vélasztassal. Ezzel a vélasztassal az
élcoflow tétel primal feltétele pontosan a ciklikusan stabilitas feltételével

egyezik meg. A primal feladat dudalisa pedig a fenti minimum. O
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4.5. Allitas:
A fenti Sebd tétel ekvivalens a 2.15 mazimdlis nyeld-stabil halmazokra

vonatkozo tétellel.

Bizonyitds: Ugyanis egy aciklikus D' = (V, A") grathoz a fejezet elején vazolt
médon készitsiik el a megfelel6 D = (V| A) erdsen Osszefiiggd digrafot a
kompatibilis ciklikus sorrenddel. Erre alkalmazhatjuk a 2.15 tételét. fgy a
moédositott grafban a maximalis ciklikusan stabil halmaz méretére kapunk
egy minmax értéket. Mint lattuk az itt kapott ciklikusan stabil halmaz
ekvivalens az eredeti D' egy nyel6-stabil halmazaval. Réadasul a kapott
korfedésnél a 2 hosszii korok megfelelnek a 2.15 tételbeli fedés éleinek, a
hosszabb korok pedig a koreinek.

Forditva egy koherens ciklikus sorrenddel adott D = (V, A) digraf esetén
forditsuk meg a sorrend &ltal meghatarozott hatra éleket. Az igy kapott
grafra alkalmazzuk a 2.15 tételt. O

Ebbdl az allitasbol kovetkezik Gallai sejtésének bizonyitasa.

4.6. Kovetkezmény [Bessy, Thomassé, [4]]:
Legyen D = (V, A) erdsen dsszefiiggd graf stabilitdsi szdima o. Ekkor D

csucsai lefedhetok o irdnyitott korrel.

Bizonyitds: [8] D er6sen Osszefiiggd, ezért cstucsainak van koherens ciklikus
sorrendje. Ezzel a sorrenddel alkalmazva Sebé fenti 4.4 tételét vegyiik észre,
hogy a min oldalon szereplo élek a koherens sorrend definiciéja szerint mind
benne vannak egy koriilfordulasi szamu kérben is. Tehat a fedésben az éleket
ezekre a korokre kicserélve tovabbra is fedést kapunk és a minimum érték nem
valtozik. Mivel o = max{|S| : S stabil} > max{|S.| : S, ciklikusan stabil} =
min{) .. ind(C) : C fedi a csticsokat} ezért C egy legfeljebb o elemszamu
korfedését adja D-nek. O

A k-nyelostabil halmazok mintajara
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4.7. Definicid:
D = (V,A) erésen 0Osszefiiggd digraf adott koherens ciklikus sorrenddel.
Ekkor S C V k-ciklikusan stabil, ha eléall k darab ciklikusan stabil halmaz

diszjunkt unidjaként.

4.8. Tétel [Sebd, [8]]:

Legyen D = (V| A) erdsen dosszefiiggé digraf adott kompatibilis ciklikus sor-
renddel, és k € N tetszdleges.

Ekkor max{|S|: S CV, S k-ciklikusan stabil} = min{}_ . k-ind(C)+|X|:
X CV,C egy kirfedése V' \ X-nek}

Bizonyitds: [8] Szintén a 2.14 élcolflow tétel kovetkezménye. Tekintsiik az
adott koherens ciklikus sorrend egy megnyitasat. Definidljuk b-t az éleken a
kietkezo6 képpen
- { 0 haa€ A elore-dl
k haa € A héatra-él
Valamint a := 1, b:= 0 Vv € V. Ezzel a valasztassal az élcoflow tétel primél
feltétele pontosan a k ciklikusan stabilitas feltételével egyezik meg. A primal

feladat dudlisa pedig a fenti minimum. O

4.9. Allitas:
A fenti 4.8 Sebd tétel ekvivalens a 2.23 k-nyeldstabil halmazokra vonatkozo
tétellel.

Bizonyitis: D' = (V, A") aciklikus grafhoz készitsiik el a fejezet elején leirt
médon a hozza tartozé D = (V, A) erésen osszefiiggd digrafot. FErre al-
kalmazzuk a fenti tételt. Mivel a 4.3 allitas szerint egy halmaz pontosan
akkor ciklikusan stabil, ha nyel6-stabil, ezért S C V pontosan akkor k-
nyel6stabil D’-ben, ha D-ben felbomlik k ciklikusan stabil unidjara. Raadasul
ind(C) = ¢(C") ahol C" C A’ kér D’-ben, C pedig az a kor D-ben, amire

V(C") = V(C) és C ezeken a cstcsokon a nem nagyobb koriilfordulési szamu
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irany. (D grafban a minimélis fedésben résztvevo korok nyilvan minden adott
csucshalmazon a kisebb koriilforduldsi szamu éleket hasznaljak.)

Forditva D = (V, A) er6sen 0Osszefiiggd digrafbdl kiindulva definidljuk V'
egy koherens ciklikus sorrendjét, majd forditsuk meg a vissza-éleket. fgy
egy D' = (V, A") aciklikus digréfot kapunk, amire alkalmazva 2.23 tételt
visszakapjuk a fenti Sebd tétel allitasat. O

A 4.8 tételbol konnyen bebizonyithatd Greene és Kleitman tétele is.

4.10. Tétel [Greene,Kleitman, [10]]:
Adott P részben rendezett halmaz. Jelolje Cy, P-nek egy q elemi ldncesalddjdt.
Ekkor P legnagyobb olyan részhalmazanak mérete, mely eloall o antilanc

egyesitéseként megegyezik a min {q - o+ |P — UC,|} értékkel.

Bizonyitds: Tekintsiik P Osszehasonlitasi grafjat, melyben iranyitott él van
a részben rendezésben egymadas utan kovetkezo pontok kozott. Vegytink fel
egy 1j t pontot. Minden pontbdl t-be, és t-bol minden pontba vegyiink fel
irdnyitott élt. fgy erosen Osszefiiggd grafot kaptunk. Tekintsiik a pontok-
nak azt a linearis sorrendjét, ahol el6szor a részben rendezett halmaz pon-
tjait soroljuk fel nem csokkend sorrendben (azaz két nem Gsszehasonlithaté
elem tetszoleges sorrendben keriilhet egymas utan, két oOsszehasonlithatd
elem csak nové sorrendben.) Majd ¢ legyen a sorrend utolsé eleme. Ha
ezt a linedris sorrendet bezéarjuk ciklikus sorrenddé, akkor koherens sorren-
det kapunk. Ugyanis minden iranyitott kor tartalmazza t-t és igy 1 lesz
a koriilfordulasi szama, mivel csak a t-bdl indulé éle lesz hatra-él. Ebben
a grafban tetszoleges k antilanc egyesitésébol allo halmaz k-ciklikusan sta-
bil, mivel teljesiti a kortlfordulasi szamokkal adott sziikséges és elégséges
feltételt. Ugyanis barmelyik C' iranyitott kor a ¢t ponton kivil csak egy lanc
elemeit tartalmazhatja. Tetszoleges antilanc viszont egy lancbol csak egy
pontot tartalmazhat, « antilanc legfeljebb « pontot. fgy a maximalis «

antilanc egyesitésébdl allo halmaz pontosan a maximalis a-ciklikusan stabil
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halmaz. Erre alkalmazva a 4.8 tételt kapjuk, hogy

max{|U| : U « antildnc uniéja} = min{ Z a-ind(C)+|X|:V CUCUX}
¢ kor

Mivel ebben a grafban minden irdnyitott C' kérre ind(C') = 1 (mivel minden

iranyitott korben a t-bol indulé él az egyetlen héatra-él.), ezért ez pont a tétel

allitasat adja. O

5 Korok lapos lefogasa

5.1. Definicié:
Adott D = (V, A) erbsen Osszefliggd digraf. F C A az irdnyitott korok
egy lapos lefogdsa, ha minden él benne van F-altal pontosan egyszer fedett

korben.

5.2. Megjegyzés:

Tetszoleges iranyitott grafban is van értelme a definicionak. Akkor tugy kell
definidlni, hogy minden él, ami benne van iranyitott korben, az benne van F
altal pontosan egyszer fedett korben is. A graf tetszoleges er6sen Osszefiiggo

komponensére ez visszaadja az el6z6 definiciot.

5.3. Tétel:

Minden erdsen osszefiiggd grafnak van lapos lefogdsa.

Bizonyitas: Adott D = (V, A) er6sen Osszefliggé graf. Bessy és Thomassé
tétele (3.10 tétel) szerint minden erésen Osszefliggd gréafnak van koherens
ciklikus sorrendje. Tekintsiik a koherens ciklikus sorrend tetszoleges meg-
nyitasat. Ebben a sorrendben a hatra-élek halmaza olyan élhalmaz, ami lapos

lefogasat adja a grafnak a koherens ciklikus sorrend definicidja miatt. O

5.4. Allitas:
D = (V,A), F C A lapos lefogds. Ekkor F meghatdrozza a grif csucsainak

eqy koherens ciklikus sorrendjét.
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Bizonyitds: Hagyjuk el F' éleit. Mivel F' a koroknek egy lefogasa volt, ezért
acikikus grafot kapunk. Aciklikus grafnak van topologikus sorrendje. Ebben
a sorrendben szdmozzuk a csicsokat. Ezzel a szamozassal F' minden éle
hatra-él lesz. Ugyanis tegyiik fel, hogy f € F elére él. Ekkor f is benne
van egyszer (sajat maga) altal fedett korben. De ez esetben ebben a korben
minden él elore él lenne, ami lehetetlen. Mivel F' minden éle hatra-él és
F' definiciéja miatt minden iranyitott kort lefog, valamint minden él benne
van pontosan egyszer fedett korben, ezért tényleg a graf koherens ciklikus

sorrendjét hatarozta meg. O

5.5. Definicié:
D = (V, A) er6sen 0sszefiiggé graf, ' C A lapos lefogds. Ekkor egy iranyitott

kor F-értéke a korben 16v6 F-beli élek szama. Ezt a szamot F(C)-vel jeloljiik.

5.6. Definicio:
D = (V, A) erésen Osszefiiggd graf, ' C A lapos lefogds. Egy S C V' halmaz
F-stabil, ha stabil és minden iranyitott koron legfeljebb annyi pontja van,

mint a kor F-értéke.

5.7. Allitas:
D = (V, A) aciklikus digraf, F C A lapos lefogdssal. Adott S C V' halmaz
SNC| < F(C) minden C kérre.

pontosan akkor F'-stabil, ha stabil és

Bizonyitds: A bizonyitas trividlis, mivel pontosan ez volt az F-stabil halma-
zok definicidja. O

Figyeljiik meg, hogy ez az allitas ekvivalens Seb6 4.3 kovetkezményével.
Hiszen tekintsiik azt a D’ = (V, A’) er6sen 6sszefiigg6 grafot, amit F' éleinek
a megforditasaval kapunk az F' altal definidlt koherens ciklikus sorrenddel.
Ebben minden C" C A’ irdnyitott korre F/(C) = ind(C"), ahol C' a C" kérnek
D-ben megfelel6 iranyitatlan kor. fgy az is latszik, hogy adott F' lapos
lefogasra tetszoleges F-stabil halmaz ciklikusan stabil az F' segitségével igy

megadott erdsen Osszefiiggd grafban.
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5.8. Tétel:

D = (V,A) erdsen dsszefiggé digraf, U C V, F C A az élek lapos
lefogdsa. Ekkor az U-ban fekvd maximdlis F'-stabil halmaz elemszdima egyenld
min{> .. F'(C)+|A'|}, ahol F(C) jeloli C irdanyitott kor F-értékét, A’ C A
ésV CV(IC)UV(A).

Bizonyitds: A tétel ekvivalens a ciklikusan-stabil halmazok maximalis
szamara vonatkozo 4.4 Bessy-Thomassé tétellel. Mivel az elébb lattuk, hogy

a lapos lefogas megad egy koherens ciklikus sorrendet is a grafban. O

5.9. Definicio:
Adott D = (V, A) er6sen osszefiigg graf, FF C A lapos lefogds. S C V
halmaz k-F-stabil, ha eloall k darab F-stabil halmaz uni6jaként.

5.10. Tétel:
D = (V, A) erésen dsszefiiggd digraf, F C A lapos lefogds. Ekkor

max{|U| : U k-F-stabil} = min{ZkJ CFO)+ |1 X|: X CV,VCXUC}
cec

Bizonyitds: A tétel ekvivalens Sebé 4.8 k-ciklikusan stabil halmazokra
vonatkozo tételével. O

A fenti tételekbol jol lathatd, hogy a lapos lefogas tulajdonképpen csak
egy atfogalmazasa a koherens ciklikus sorrendnek. Am itt az élekre, vagyis

a koherens ciklikus sorrend hatra-éleire tessziik a hangsulyt.

6 Nyitott kérdés: A Fries-szam

6.1. Definicio:
Egy graf Fries-szdma az egyiranyd vagasok atforditasaval egyidejlileg ny-

erheté nyel6- és forrdspontok maximalis szama. A graf csucsainak egy

33



olyan részhalmazat, aminek a pontjai egyiranyu vagasok egymads utani
atforditasaval egyszerre nyel6-, illetve forraspontokka alakithatok Fries-

halmaznak nevezzik.

A Fries-szam meghatdrozasa eddig megoldatlan probléma. Abeledo és
Atkinson cikkiikben [2] utalnak rd, hogy a feladatot leiré linedris program
matrixa unimodularis. Mutatnak azonban példat ra, amikor nem telje-
sen unimodularis. Cél lenne a Clar-szamhoz hasonld graf nyelven leirhaté
sziikséges és elégséges feltétel taldlasa. Sejtésiink szerint jol felirva a feltételt
ugyanolyan egyszeriien kaphatnank a halmaz maximalis elemszamara min-
max tételt a Coflow tétel segitségével, mint a Clar-szam esetén.

Trivialisan latszik, hogy adott grafban tetszoleges Fries-halmaz két nyelo-
stabil halmaz unidja, vagyis 2-nyel6stabil. Ugyanis az atforditas utan kapott
nyelépontok alkotjak az egyik nyelé-stabil halmazt, a forrdspontok pedig
a masikat. FEzzel szemben nem minden 2-nyeléstabil halmaz Fries-halmaz.
Példaként tekintsiik az aldbbi két abrat. Az {si, sy} halmaz mindkettében
2-nyelostabil halmazt alkot. Mig az els6 abran s; nyel6 sy pedig forrés, ad-
dig a masodik dbran adott s1, so pontokbdl egyiranyu vagasok atforditasaval

nem lehet egyszerre nyel6-, illetve forrdspontot csinalni:

52 S2

S1 ” S1
Ennek ellenére adott aciklikus digrafban 1évé Fries-halmaz maximalis

méretére azt sejtik, hogy ez megegyezik a maximalis 2-nyel6stabil halmaz

elemszamaval.
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6.2. Sejtés:
Adott D = (V, A) aciklikus digraf. Ekkor

max{|S|: S CV, S Fries-halmaz} = max{|S| : § C V, S 2-nyeléstabil} =
= min{ZQ-c(C’) +|X|: X CV,C kérok egy halmaza, UICU X fedi V-t}.

cec

Seb6 Andrés [8] cikkében szerepel az aldbbi tétel:

6.3. Tétel:

D = (V,A) erdsen dsszefiiggd digraf adott koherens ciklikus sorrenddel.
Ekkor csiicsai szinezhetdek k := max, irdnydtott Lo 1Cl/ind(C)1} szinnel.
St olyan k szinnel valo szinezés is létezik, ahol az adottal ekvivalens koherens
ciklikus sorrendben az eqy szinosztdlyba tartozo csucsok mind eqyszerre inter-

vallumot alkotnak.

6.4. Megjegyzés:
A k szinnel szinezhet6ség kovetkezik abbdl, hogy a fenti k valasztassal V

k-ciklikusan stabil halmaz.

Ennek segitségével als6 becslést kaphatunk a Fries-szamra. Ugyanis tek-
intsiik azt a fenti tétel altal adott szinezést és a csucsoknak azt a koherens cik-
likus sorrendjét, ahol az egyes szinosztdlyok intervallumot alkotnak. Jeloljik
a szinosztalyokat Si, Ss, -+, Sy C V-vel. Vegyiik a ciklikus sorrendnek egy
olyan megnyitasat, ahol valamelyik i-re S; pontjai vannak a sorrend elején.
Ekkor természetesen egy mésik ¢ # j S; pontjai lesznek a sorrend végén.
A linearis sorrend altal kapott hatra-éleket megforditva aciklikus grafot ka-
punk, mely csticsainak ez a linearis sorrend egy topologikus sorrendje. Azt
mar lattuk korabban, hogy ekkor S; pontjai forrasok, S; pontjai nyel6k. Most
hasznéljuk a 4. fejezet eredményeit nevezetesen azt, hogy tetszéleges D acik-
likus grafhoz definialhaté olyan D’ erésen osszefiiggd digraf, hogy D nyeld-

stabil halmazai pontosan D’ ciklikusan stabil halmazainak felelnek meg. Igy
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adott D = (V, A) aciklikus graf csicsainak vegyiik azt a szinezését, amit
a fenti Sebd tétel D'-re ad. Ebben az el6bbi elgondoldssal lathato, hogy a
Fries-szam legaldbb max;—1..,{|S;| + |Si+1|} ahol &+ 1 := 1.
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Az alabbi abra a dolgozatban targyalt f6bb tételek kozotti viszonyt mu-

tatja:

5.8 tétel
F-stabil

4.3 tétel
Ciklikusan stabil

2.10 tétel
Nyel6-stabil

5.7 tétel
Maximalis F-stabil

4.4 tétel
Maximalis ciklikusan
stabil

2.15 tetel

Maximalis nyelo-stabil

2.17 tétel
Dilworth tétel

5.10 tétel
Maximaélis k- F'-stabil

4.8 tétel
Maximalis k-ciklikusan
stabil

2.23 tétel

Maximalis k-nyel6stabil

4.10 tétel

Greene-Kleitman tétel
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2.22 tétel
Minty tétel
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