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1 BEVEZETO 2

1. Bevezeto

E dolgozat el6zménye C.Freiling, P.D.Humke és M. Laczkovich cikke ([3]), amely 3
problémakor kapcsolatat targyalja. E hdrom problémakor: az igynevezett 3-szakasz
tulajdonséag (3.fejezet), a mérhetd fiiggvények véges dimenzios vektortereinek met-
szetei mérhetd fiiggvényekkel (4.fejezet), illetve az a kérdés, hogy mérhetd fiiggveé-
nyek grafikonjai mindig metszhetk-e nem fiigg6leges egyenessel (5.fejezet). A |[3]
vazlatosan targyalja a els6 és a harmadik kérdéskor szoros Osszefiiggését, valamint
a masodik és a harmadik kérdés egyiranyu kapcsolatat.

Ebben a dolgozatban az a célunk, hogy e harom kérdéskort a [3| cikkben targyalta-
kon tilmend részleteiben dolgozzuk fel, illetve, hogy megmutassuk az imént emlitett
kapcsolatokat.

Egyrészt kifejtiink olyan gondolatmeneteket, amelyek a |3|-ban csak vazlatosan
szerepelnek (Bagemihl tétele, illetve az els6 kérdéskor konstrukeioi).

Masrészt bebizonyitjuk a [3] Theorem 2 tételnek egy altalanositasat. Ezt a tételt
Laczkovich Miklos és Petruska Gyérgy taldltdk 1994-ben, de nem publikiltik és a
bizonyitas feledésbe ment.

A fentieken kiviil a dolgozat 5. fejezetében bebizonyitjuk a mérhetd fiiggvények
grafikonjara vonatkozo6 kérdést abban a specidlis esetben, amikor a grafikonok re-
gularis halmazok. E fejezetben ismertetjiik azokat a geometriai mértékelméleti fo-
galmakat és tételeket, amelyek a bizonyitashoz sziikségesek.

Koszonetnyilvanitas

Koszonom témavezetémnek, Laczkovich Miklosnak az izgalmas témaéat, valamint
a rengeteg id6t és tiirelmet, melyet ram forditott. Ertékes szakmai észrevételeiért,
a megoldasokhoz kozelebb vivs kérdésfelvetéseiért, és a hétf§ délutani eszmecseré-
kért kiilon halas vagyok. A szamtalan formai javaslataval sokban segitette a jelen
dolgozat elkésziilését.

Tovabba koszonetemet fejezem ki Bede Marton baratomnak, aki hajland6 volt
toretlen tiirelemmel meghallgatni a téma kapcsan felmeriilt szamtalan megoldas-

kezdeményemet.
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2. Ambigus pontok és Bagemihl tétele

Jelolje H a nyilt komplex fels6 félsikot; R a valés szamegyenest, amit egyuttal a
felsg félsik hataraval azonositunk, tehat OH = R.

Legyen f : H — R tetszdleges fiiggvény.

2.1. Definicié. Egy x € R pontot az f figgvény ambigus (vagy tobbértékid) pont-

janak nevezzik, ha léteznek o és € HU {z} fvek a kovetkezd tulajdonsdgokkal:

2. a1 UB |p€ H,
3. C(f,a,x)NC(f,B,z) =10,

ahol C(f,a, x) = {y € R : létezik olyan {t,,} — 1,t, < 1, hogy lim,, ..o foa(t,) = y}.

Megjegyzés. Egyszerti, de a késGbbiekben fontos tulajdonsag: a C(f,«,z) zart
halmaz, minden régzitett o és x érték mellett. Ez adodik abbél az allitasbol, hogy:

2.2. Allitas. Ha eqyy érték torloddsi pontja az vy, sorozatnak, ésy, torléddsi pontja

a t, sorozatnak, akkor y torldddst pontja t,-nek is.

2.3. Definicié. Egy v € R ambigus pontja eqy E C H halmaznak, ha az E halmaz

karakterisztikus fiiggvényének ambigus pontja.

Ezen pontok vizsgalata kozben a kovetkezd kérdések meriilhetnek fel benniink:
Vajon van-e valamilyen felsé korlatja az ambigus pontok szamanak, illetve, lehet-e
valamit mondani az ambigus pontok halmazar6l? A probléméval el§szor H. Blum-
berg, M. Schmeiser, és V. Jarnik kezdtek el foglalkozni a ’30-as években. Majd az

6 modszeriiket tovabbfejlesztve F. Bagemihl a kovetkezd tételt bizonyitotta be.

2.4. Tétel. (Bagemihl, ’55) Tetszdleges f : H — R-nek legfeljebb megszamldlhato

sok ambigus pontja lehet.

Bizonyitds.

a. Els6 lépésben az allitast egy tetsz6leges E halmaz indikator fiiggvényére mond-
juk el, aztdn onnan altalanositjuk a gondolatot.
Indirekt, tegyiik fel, hogy megszamlalhaténal tobb ilyen pont van.
Ha vesziink egy = ambigus pontot, talalhato hozza két iv, ami rendelkezik a
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fenti tulajdonsagokkal.

Esetiinkben ez azt jelenti, hogy az egyiken tartva x-hez a torl6dési érték 0, a
maésikon 1 kell legyen. Lathato, hogy a két iv egy id6 utan elvalik egymastol
(t6bbet mar nem metszik egymaést), kiilonben volna egy olyan sorozat, ami
mindkét iven rajta van és tart z-hez, ellentmondva a fenti 3. tulajdonsignak.
Tehat létezik k, hogy a két iv értelmezve is van és nincs metszetiik az Uy =
{r+iyeH:0<y < %} halmazban. A k-r6l még azt is feltehetjiik, hogy a
két iv U-ba es6 részére igaz, hogy az egyik a halmazban halad, mig a mésik
végig a halmazon kiviil, hiszen vilagos, hogy létezik olyan k' < k, amire ez
teljesiil. Ugyanis, ha nem létezne, akkor megint csak volna két olyan sorozat,
most mindkett6 csak az egyik iven, amelyek egyike a halmazon beliil, a mésik
a halmazon kiviil haladna és torlodnanak az x ponthoz, de akkor  nem volna
ambigus pont. Minden = ambigus ponthoz vegyiik a legkisebb ilyen k-t.

A késGbbiekhez fontos lesz a kovetkez6 megszoritds: Vegyiik az iveknek a
Ly ={x+iy € H:y = +} egyenessel vett els6 metszéspontjaig terjeds da-
rabjat, szoritkozzunk a tovabbi vizsgilatokban ezekre a részivekre.

Ezzel minden ambigus ponthoz egyértelmtien hozzarendeltiink egy k egész sza-
mot. Tovabbiakban jeldljiik Ax-val azon pontok halmazat, melyekhez ugyan-
azt a k szamot rendeltiik.

Ekkor a skatulyaelv (vagy az altalanos skatulyaelv) szerint létezik olyan k,
amit megszamlalhaténal tobb ponthoz rendeltiink hozza. A kovetkezg allitas-
ban megmutatjuk, hogy ez lehetetlen.

2.5. Allitas. Az A, halmaz legfeljebb megszamldlhatd sok pontbdl dll.

Ha az allitast belattuk, abbdl azonnal ad6dni fog, hogy nem lehet megszam-
lalhaténal tobb ambigus pont Osszesen sem. Mivel az A, halmazok egy meg-
szamlalhato diszjunkt felbontasat adjak az ambigus pontok halmazanak. Igy
megszamlalhato sok legfeljebb megszamlalhato elemszamu halmaz unidja is

legfeljebb megszamlalhato.

Bizonyitds. Vizsgaljuk meg egy © € A, ambigus ponthoz tartozé iveket és
tekintsiik az L, egyenessel vett metszéspontjaikat. Feltevés szerint ezek kii-
16nb6z6 pontok. Létezik tehat Li-n olyan racionéalis koordinataja pont, mely
elvalasztja a két pontot egymastol. (Az imaginarius koordinata mindig raci-

onélis, mivel az éppen %) Jelolje ennek a pontnak az valos részét a tovabbi-
akban ¢ € Q.
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Eszerint minden ambigus ponthoz hozza tudunk igy rendelni egy racionéilis
szamot. Jeloljiik Ay ,-val azon ambigus pontokat, melyekhez éppen a ¢ sza-
mot rendeltiik hozz4. Vilagos, hogy most az A halmaz elemeit particionaltuk
megszamlalhato sok részre, az el6bbi gondolatmenethez hasonléan elegendd
bebizonyitani, hogy mindegyik Ay , legfeljebb megszamlalhaté sok elembdl all.
Az A, halmazba es két ambigus pont ivei koziil kettd biztosan metszi egy-
méast. Az, hogy esetleg tobb is, azt egyelére nem tudjuk. Jeldlje a két pontot
x és y, a bal-, illetve jobboldali iveiket rendre o, o, illetve 3,, 3,; valamint

az ivek Lj egyenessel vett egyetlen metszéspontjat rendre x1, yy, illetve xo, yo.

Ekkor, ha z < y a valds szdmok szokasos rendezése szerint, akkor 3, Ny, # 0,
mivel rajtuk 16v6 xo illetve y; valos részére teljesiil, hogy Re(y;) < ¢ < Re(xs)
(a g-ra tett feltétel szerint.)

gy a metszéspont létezése kovetkezik a Bolzano tételbél.

Ty Y1 q To Yo Ly, egyenes

R

Z )

1. abra. Az A, halmaz tetsz6leges = és y pontjdhoz tartozo6 ivek koziil legalabb 2

metszi egymast.

Eddig lényegesen sehol sem hasznaltuk, hogy indikatorfiiggvényrél van szd!

A fenti jeloléseket megtartva, ekkor nem lehet az, hogy az egyik ponthoz tar-
tozo két iv metsze a masik ponthoz tartozo ivek valamelyikét egyszerre. (2.
abra) Hiszen, ekkor, példaul az «, ivet metsz§ o, iven az indikator fiiggvény
érteke konstans 1, a (3, érteke a konstans 0 a k-ra tett feltétel szerint, holott

az « iven a fliggvény értéke ezek koziil csak az egyik lehet.

Az 2. abran a vonalerGsség illetve az iv mellé irt szamok jelzik, hogy a fliggvény
azon az iven milyen értéket vesz fel, a bekarikazott pontok pedig azt mutatjak,
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Y1 1 q T Yo Ly, egyenes

R

z )

2. abra. Az A, halmaz tetsz6leges pontjahoz tartozo egyik iv sem metszheti egy-
szerre a halmaz tetszGleges masik pontjahoz tartozo két ivet egyszerre.

hogy a leirtaknak megfelelGen nem létezik x,y € A; 4, melyekhez tartozé ivek
az abran lathat6 modon helyezkednének el.

Ebbél az kovetkezik, hogy kiilonb6z6 x és y pontokbdl inditott ivek koziil leg-
feljebb kettének lehet metszete.

Megmutatjuk, hogy abban az esetben, ha van metszéspont, akkor nem lehet
tobb ambigus pont, = és y-on kiviil, ami eleme az A, , halmaznak. Ugyanis, ha
volna 3 ilyen pont, akkor lenne a szokasos rendezés szerint kozépss is, melynek
mindkét ive metszené a mésik két pont egymast metsz6 ivének valamelyikét.
Az ivek talalkozasa és a k valasztésa miatt, mind a két iven a karakterisztikus

fiiggvény értéke meg kell egyezzen, ez viszont lehetetlen ( 3.4bra).

Tehat Ay, elemszama legfeljebb (pontosan) 2, ami persze legfeljebb meg-

szamlalhato.

T 21 W q To 2 Yo L;, egyenes

x z Y

3. 4bra. Minden A, halmaz legfeljebb 2 elemii.

Ezzel a tételt indikator fiiggvényekre belattuk. [



2 AMBIGUS PONTOK ES BAGEMIHL TETELE 7

b. Most a tételt altalanos esetben is belatjuk.
A bizonyitas menete teljesen hasonld lesz a fentihez, el&szor particionaljuk
az ambigus pontok halmazit, majd a fentihez hasonlo allitast bizonyitunk,
melynek belatasa valamivel komplikaltabb.
A korabbi jeloléseket megtartva x ambigus ponthoz tartozo iveket «, 3 jeldli,
a torlodasi pontok halmazat C(f, «, ) illetve C(f, 5, z). A tétel el6tti meg-
jegyzés szerint, ezek nemiires zart halmazok, melyek metszete iires. Ekkor
az R, ami a +oo-nel és —oo-nel kibgvitett szaimegyenes, az arctg tavolsaggal
egy teljes metrikus tér, melyben minden zart halmaz kompakt, és az eddigi
zart halmazok tovabbra is zartak maradnak. Igy tudjuk értelmezni tetszéleges
ilyen két zart halmaz tavolsagat eszerint a metrika szerint. Ekkor C(f, a, x)
és C(f, 3, x) tavolsaga pozitiv és véges, mivel a metszetiik iires. Jeloljiik ezt
D,.-szel.

Legyen k az a legkisebb egész szam, melyre az fenti ivek értelmezve vannak,
nem metszik egymést Up-ban és Yw-re az « iven d(f(w),C(f,a,z)) < D, /4.
Ugyanez elmondhat6 (-ra is és persze most is csak a megfelel§ részivekre szo-
ritkozunk.

Ilyen k biztosan van, ha az utolso feltétel nem teljesiilne semmilyen k-ra, az
azt jelentené, hogy az adott a iven van olyan z-hez torl6d6 sorozat, ami-
nek van olyan torl6dasi pontja, ami nincs benne C(f, o, z) halmazban. Ez a
C(f,a, ) definici6ja miatt lehetetlen.

Ekkor |f(wq) — f(ws)| > D, /2 teljesiil minden w; € o és wy € § pontra. Ve-
zessiik be a kovetkezd jeldlést: Legyen B(f,a,x) = {x € R: d(z,C(f,a,2)) <
D, /4}. Ekkor persze ez is zart és igy kompakt halmaz.

Igy megint csak minden ambigus pontot besorolhatunk pontosan egy Aj osz-
talyba, s6t aszerint is osztalyozzuk a pontokat, hogy mely n-re teljesiil, hogy
> D, > 2

Jeloljiik az Ay eszerinti diszjunkt felosztasat Ay ,-nel. Ezeket az (a.) rész-
hez hasonléan tovabb particionaljuk Ay, , szerint, ahol ¢, az az adott am-
bigus ponthoz rendelt racionalis szidm, mely az ambigus pont két ivének
Ly ={z+iyeH:y= %}-val vett metszéspontjat elvalaszté pont valos
része.

Ekkor megint elegend6 belatni, hogy Ay, , legfeljebb megszamlalhato, hi-

szen az ambigus pontok A halmazat megszamlalhaté sok diszjunkt particiora
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bontottuk, melyek mindegyike legfeljebb megszamlalhato, tehat A maga is
legfeljebb megszamlalhato.

Elég a kovetkezo allitast belatni.
2.6. Allitas. Akonq legfeljebb megszdmldlhato elemszdmy.

Ezutan a fentihez hasonl6an ellentmondésra jutunk.

Bizonyitds. Fedjiik le az egész R-et legfeljebb r = ﬁ atmér6ji nyilt in-
tervallumokkal ugy, hogy két ilyen nyilt halmaznak a metszete legfeljebb r/2
atmérgji legyen.

Ezek szama legfeljebb megszamlalhato, mivel az egész tér mérete is véges, az
arctg metrika szerint.

Jeloljiik ezeket {G; : s € Z}-vel.

Ekkor Vo € Ag,,ra a B(f, a,z) és B(f,5,x) két kompakt halmaz, igy az
ezeket feds rendszerbdl kivalaszthato véges sok halmaz, ami szintén fedi Gket.
Vegyiik a lehetd legkevesebb elemszamt mindkett6t fedd rendszert. Ha tobb
ilyen minimalis rendszer is van, rogzitsiink egyet. Jeloljiik ezeket a véges fed6
rendszereket G,-val illetve Gg-val. Ekkor azt is feltehetjiik a fedérendszer
specidlis valasztasa, a két torlodasi halmaz diszjunktsaga és az x € Ay, ,

valasztésa miatt, hogy

m
d a a9 )
(G G5)>2n>r>0

ahol a d az arctg metrika szerinti tavolsagot jelenti.

Tegyiik fel indirekt moédon, hogy megszamlalhatonal tébb eleme van vala-
mely Ay, , halmaznak. Ha mindegyik ilyen = pontra igaz a fenti okoskodas,
akkor létezik minden pontra egy G, és G, véges feds rendszer. Ekkor azon-
ban létezik megszamlalhatonal tébb olyan x € Ay, , pont, amelyhez tartozo
B(f,a, ), illetve B(f, 3, ) halmazokat ugyanaz a G,, illetve G5 fed6rendszer
fed le.

Valoban, hiszen a {G; : s € Z}-b6l minden lehetséges mdodon kivalasztva véges
sok halmazt, belathato, hogy ezen halmazrendszerek szadma is csak megszam-
lalhato lehet. S6t, ha ezutdn ezen véges sok halmazbol all6 halmazrendszer-
eket két particiora szedjiik, minden lehetséges modon az is csak megszamlal-

hat6 lehet&ség.
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Mivel minden ponthoz pontosan egy ilyen halmazrendszert és particiot ren-
deltiink, ezért megint alkalmazhatjuk a skatulya-elvet, melybdl ad6dik, hogy
van olyan rendszer, melyhez megszamlalhatonal tobb pont tartozik.

A fenti feltétel azt jelenti, hogy minden ilyen x ambigus ponthoz ugyanazt
a nyilt halmazt rendeltiik hozza, amely fedi a B(f, a,, z)-et, az «, megfelels
valasztasaval és teljesen hasonlo igaz a megfelels (3, ivre is.

Ebbél az (a.) részhez teljesen hasonléan lathato, hogy Ay, ,-ban legfeljebb két
ilyen ambigus pont lehet, ellentmondva a feltevésnek (3. dbrahoz hasonléan).
Hiszen, ha volna 3 pont, akkor a rendezés szerinti két szélsé ponthoz tartozo
metsz6 iveken felvett fiiggvényértéket ugyanaz a GG, halmaz fedné, mivel van
metszete a két ivnek és G-t ugy valasztottuk, hogy tartalmazza a megfelels
iveken felvett fiiggvényértékeket is. Tekintve ezek utan a kdzéps6 pontot - ezt
z-vel jellve - akkor a fenti indoklas itt is miikddik, azaz ennek mindkét ive
metszi valahol az el6bb emlitett kett6t. Igy az ezeken 1évé fiiggvényértékeket
is ugyanaz a G, halmaz fedi. Ez pedig az Ay, , valasztdsa miatt lehetetlen.
Igy adodik, hogy az ambigus pontok halmaza az altalanos esetben is legfeljebb
megszamlalhato.

2.7. Definicié. Legyen A és B két halmaz H-ban gy, hogy ANB =R. Egyz € R
pontra azt mondjuk, hogy rendelkezik a két-iv tulagdonsdggal erre a két halmazra
nézve, ha léteznek « C A és  C B twek gy, hogy v = a(1) = ((1).

Tekintve azon f : R — H fiiggvényt, mely az A pontjaiban 1, a B pontjaiban

0 értéket vesz fel, egyébként tetszélegeset, megallapithatjuk, hogy azon z € R

pontok, amelyekre teljesiil a 2-iv tulajdonsig egyben az f ambigus pontjai is kell

legyenek. Ebbdl lathatjuk, hogy az A és B halmazt tetszélegesen valasztva a két

iv tulajdonsidgnak eleget tevé pontok halmaza R-ben legfeljebb megszamlalhato

elemszama.

Ezek utan érthetGen meriil fel a kérdés, hogy igaz marad-e az elébbi észrevétel, ha

2.7. Definicioban szerepld kettd helyett harom halmazt vizsgalunk?

A kovetkez6 fejezetben ezt a kérdést fogjuk koriiljarni.
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3. A 3-iv és a 3-szakasz tulajdonsagok

3.1. A 3-iv tulajdonsag

3.1. Definicié. Legyen A, B és C' hdrom halmaz H-ban tigy, hogy ANBNC =R.
Egy x € R pontra azt mondjuk, hogy rendelkezik a hdrom-iv tulajdonsdggal
erre a hdrom halmazra nézve, ha létezik o C A, C B és v C C ivek gy, hogy

z=a(l) = 5(1) =~(1).

Megmutatjuk, hogy a 2. fejezet zarédsaként emlitett 2-iv tulajdonsaggal ellentétben
a 3-iv tulajdonsagnak eleget tevé pontok halmaza akir az egész valos szdmegyenes
is lehet. Specialisan ezeket a halmazokat még zartaknak is valaszthatjuk. Ennek az

észrevételnek a késGbbiekben lesz fontos szerepe.

3.2. Allitas. Létezik 3 zdrt halmaz, hogy minden x € R pont rendelkezik a hdrom-iv
tulajdonsdggal.

Bizonyitds.

Mindharom halmaz hasonlé szerkezett lesz. Ugy fogjuk megkonstruélni a hal-
mazokat, hogy a [0, 1] intervallumon definialjuk 6ket, majd az egész [0, 1]-en kapott
képet eltoljuk minden egész szimmal, igy definidlhatjuk tetszéleges [n,n + 1] inter-
vallumon (tigymond periodikusan kiterjesztjiik).

Az A halmaz alljon azon szabalyos haromszogekbdl, melyek alapjan fekvé csticsok
k

szomszédos diadikus racionalis szdmok, azaz on €8 % Vne N,0<k<2"—1.

0 1

oolw

5
8

[eel |

1 1 L 3
8 4 2 4

4. abra. Az A halmaz elnagyolt abraja a [0, 1] intervallumon
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Megjegyzés. A 2% tortnek azt az alakjat, ahol k paratlan, azaz ha (k,2") = 1,

nevezziik a tovabbiakban egyszerd alaknak, mivel nem lehet tovabb egyszeriisiteni.

A 5. abrén a B halmaz képe lathato, mely ugyanezen talppontokra allitott egyen-
16szart derékszogli haromszogekbdl 4ll, melyeknek a derékszoge mindig a haromszog
jobb talppontjaban tal4lhato.

A (' halmaz teljesen hasonld, csak a bal végpontokban talalhat6 a derékszogii cstcs.
(6. abra)

1
1
2
1
4
1
8
1 1 3 1 5 3 7
0 8 4 8 2 8 4 8 1

5. abra. Az B halmaz abraja a [0, 1] intervallumon

Ekkor a kovetkezSket kell ellenérizni:

1. AnBNC =R
Ehhez két dolgot kell belatni: Egyrészt, minden valos pont benne van mind a
3 halmagzban; ez trividlis a konstrukciobol.
Masrészt, hogy nincsen més kozos pontja a 3 halmaz metszetének, ezt is na-
gyon kénnyen be tudjuk bizonyitani. Ehhez tekintsiik el6szor a BNC halmazt

(7. abra). Ez egy olyan zart halmaz, amelynek minden pontja vagy R-beli

1
’ on

szakaszon helyezkedik el. Valoban, két adott tipust derékszogli haromszog

vagy egy % diadikus szambdl inditott H-beli R-re mer&leges hosszisagi
csak ugy metszheti egymast ha, vagy valamelyik befogéjuk egybeesik, vagy a
két atfogonak van kozos metszéspontja. Vegyiik azonban észre, hogy egy ilyen

metszés "alatti" szakasznak benne kell lennie a metszetben, hiszen az éppen
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6. abra. Az C halmaz abréja a [0, 1] intervallumon

egy jobboldaléra, illetve egy baloldalara rajzolt derékszogli haromszégben van
benne, melyek B-nek, illetve C-nek elemei, és akar egyszerii szaimolassal meg-
gy6zddhetiink arrol is, hogy ef6lott a magassag folott sem lehet mas pontja a

metszetnek.

Ezek utan a B N C halmazt elmetsziik az A halmazzal, amely szomszédos
diadikus szadmpérokra rajzolt szabalyos haromszog vonalakbol all. Két tetszo-
leges A-beli haromszog vagy diszjunkt, vagy az egyik tartalmazza a masikat
(4.abra). Ha vesziink egy tetszéleges fligg6leges szakaszt B N C-bél, akkor az
vagy az el6bbi hiromszogek koziil valamelyiknek a belsejében halad, esetleg
elmetszve azt, vagy a talpponttoél eltekintve diszjuntak, ez utobbi a bizonyi-

tando6 allitas szempontjabol érdektelen.

Ezek utan vegyiik a legkisebb olyan haromszoget, melyre igaz, hogy van a
szakasznak egy, a haromszogbe es6 darabja (8.abra). Ha azt belatjuk, hogy
a haromszog vonalnak nincs metszete a szakasszal (eltekintve a szakasz talp-
pontjatol), akkor persze készen vagyunk, hiszen, mint megallapitottuk, két
ilyen haromszog vagy tartalmazza egymaést, vagy a metszetiik legfeljebb egy
szakasz talppontja.

A legkisebb ilyen haromszognek éppen a felez6 merGlegesére esik a szakasz -
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7. abra. A BN C halmaz elnagyolt abraja

kiilonben tudnink a hdromszogon kicsinyiteni gy, hogy a szakasz egy darabja
a kisebb haromszognek is a belsejében haladjon. Ennek a hiromszognek az
alapja, aminek a felez6 mer6legesére esik a szakasz, legalabb kétszerese a sza-
kasz hosszdnak, hiszen a szakasz talppontja egyszeri alakt, ezért van olyan
két haromszog, melyek alapjanak hossza megegyezik a szakasz hosszaval és
melyek csak az egyik csticsukban érintkeznek a szakasszal és egymassal. (Ez

az érintkezési pont a szakasz talppontja.)

Ezen kisebb haromszogek a feltevés szerint diszjunktak a szakasztol az elbbi
talpponttol eltekintve, igy az a haromszog, ami tartalmazza a szakasz egy da-
rabjat sziikségképpen kell, hogy tartalmazza ezt a két haromszoget is, kiilon-
ben csak metszené Gket, amit kizartunk. Tehat a legkisebb olyan haromszog,
amelyben a szakasz egy darabja benne van, olyan, melynek az alapja legalabb

kétszer akkora, mint a szakasz hossza. Igy, mivel a haromszog magassiaga

V31
2 2n

vonalnak és a szakasznak, csak a talppontjaban lehet metszete, éppen, ahogy

nagysagu, az egész szakaszt kell, hogy tartalmazza, ezért a haromszog

igazolni szerettiik volna.

2. Azt kell belatni, hogy minden ponthoz léteznek folytonos ivek a kiilonb6z6
halmazokbdl. Ezt is két 1épésben igazoljuk, egyrészt mutatunk 3 ivet a 3 hal-
mazbol Vo € R-hez, mésrészt megmutatjuk, hogy az folytonos.

Legyen az adott halmazhoz az iv olyan, hogy az adott halmaz "legfels6" pont-
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8. abra. Az A és BN C halmaz egyiittes képe

jabol kiindulva, végig a halmazban mozogva mindig azon a résziven haladjon
tovabb egészen a kovetkezs elagazasig, ami kozelebb visz az adott = ponthoz.
Ez azt jelenti, hogy utdna egy kisebb hasonlé haromszoég hatardn megyiink
tovabb. Tehat azon pontok, melyekhez tartani tudunk, mér egy "eggyel" ki-
sebb hdromszog alapjdnak pontjai lehetnek csak, mely pontok halmazénak x
eleme. Mivel az osztopontok, azaz a diadikus tortek siirtin vannak, ezért ilyen
lépegetéssel tetszoleges elére rogzitett © pontra "razsugorodhatunk".

Be kell latnunk, hogy a megfelels iv folytonos, egyrészt az adott valés x pontra
ez vilagos, masrészt tetszdéleges akarhogyan lefelé mend ivrsl be fogjuk latni,
hogy folytonos. S6t, azon til, hogy a folytonossagot igazolndnk, megmutat-
juk, hogy az igy kivalasztott iv egy Lipschitz-leképezés, azaz, hogy létezik
K, hogy |a(x1) — a(xs)| < Kl|z; — xo| teljesiil tetszbleges, az iven talalhato
x1,xy pontokra. Ez is nyilvanvald, ha meggondoljuk, hogy barmely pontbél
inditott, a fiiggtlegessel +45°-o0s, illetve —45°-0s szoget bezaro, lefelé halado
féelegyenesek altal hatarolt szogtartomany tartalmazza az 6sszes az adott pont-
bol "lefelé" iven elérhet6 pontot az adott halmazban. Ez pedig ekvivalens az

adott halmazokon 1év§ ivek Lipschitz-tulajdonségéval.
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3.2. A 3-szakasz tulajdonsag

Definicié. Legyen A, B és C' harom halmaz H-ban tgy, hogy AN BN C = R. Egy
x € R pontra azt mondjuk, hogy rendelkezik a hdrom szakasz tulajdonsdggal
erre a harom halmazra nézve, ha léteznek a C A, 5 C B és v C C szakaszok 1ugy,

hogy z = a(1) = (1) = v(1).

3.3. Allitas. Létezik 3 halmaz, ami teljesiti a 3-szakasz tulajdonsdgot minden x €

R pontra.

Bizonyitds. A bizonyitas transzfinit indukcioval zajlik, és a jolrendezési tételt hasz-
naljuk. Rendezziik jol a valos egyenes pontjait, jeloljiik ezt {x, : a < c}-vel. Majd
az xy pontra vegyiink harom tetsz&leges H-ban haladé, de az xy-bol indulé félegye-

nest, és ezt a harom félegyenest soroljuk be a hdrom kiilénb6z6 halmazba.

Tegyiik fel, hogy valamely o rendszamra igaz, hogy minden 8 < a-ra az zg

ponthoz mar talaltunk megfelel6 harom félegyenest. Szeretnénk talalni z,-hoz 3
félegyenest, hogy mindegyiket besorolva egy halmazba, az ne rontsa el a halma-
zokra megkovetelt tulajdonsidgot. A 3-szakasz tulajdonsag csak tigy romlik el, ha
van harom félegyenes, amelyeknek van k6zos metszéspontjuk a valés tengelyen ki-
viill. Az indukciés feltevés szerint ez csak az épp aktualis "lépésbsl" adddhatott.
(Az, hogy kettdnek lesz, az az esetek egy jo részében részében teljesiil is, a bizonyi-
tas szempontjabol azonban nem lényeges kérdés.)
Tehat csak azt lehet, s6t kellene garantalni, hogy 1étezik olyan félegyenes, ami min-
den, a méasik két halmaz félegyeneseinek metszéspontjat elkeriili. Az altalanossag
megszoritasa nélkiil feltehets, hogy ez utébbi két halmaz B és C'. Eddig minden
halmaz kevesebb, mint kontinuum sok félegyenest tartalmazott. A két halmazbol
barmely kettét tekintve, azoknak legfeljebb 1 metszéspontja lehet, tehat ez x X K
sok metszéspontot eredményez, ahol kK a o rendszamig terjed§ halmaz szamossaga,
ami igy kisebb, mint kontinuum. (Ez persze még mindig csak x.) Tehat emiatt,
k sok irdnyt ki kell zarnunk, amerre az x, pontbdl nem indulhat olyan félegyenes,
amely az A halmazhoz tartozik. Mivel Gsszesen kontinuum sok irany van, melybdl
most k-t kizartunk, igy is a marad kontinuum sok. Tehéat 1étezik olyan félegye-
nes, ami x,-bol indul és amit az A halmazhoz hozzavéve nem rontja el a halmazok
3-szakasz tulajdonsigit. Ezt a halmazok kiilonb6z6 szereposztidsira megismételve
adodik, hogy létezik 3 félegyenes az z, pontbdl, hogy a megfelel6t hozzavéve A-hoz,
B-hez, illetve C-hez, ezek megtartjik a 3-szakasz tulajdonsagot. m
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Megjegyzés. A bizonyitasban nem hasznéltuk H specialis valasztasat. Ugyanigy
megy a bizonyitds C-re, a komplex sikra is egyenesekkel b&vitve a hidrom halmazt
félegyenesek helyett. S6t R pontjai helyett tetszéleges Jordan-tartomany hatarat is
vehettiik volna.

3.4. Allitas. Létezik 3 zdirt halmaz, ami teljesiti a 3-szakasz tulajdonsdgot eqy

Cantor-halmazbeli perfekt halmaz minden pontjdra.

Bizonyitds. Legyen adva a Cantor-halmaz a [0, 1] intervallumon. Az A, a B, illetve

a C' halmazok alljanak azokbol félegyenesekbdl, melyek a Cantor-halmaz pontjaiboél

illetve 22

indulnak, a felsé félstkban haladnak és a valos tengellyel rendre 7, 7,
szoget zarnak be.

Ezek valéban zart halmazok, hiszen a Cantor-halmaz zart, igy a B halmaz nem
més, mint C' X [0,00), ahol persze [0,00) is zart R-en. Két zart halmaz direkt
szorzata nyilvan zart a szorzattopologia szerint, ami éppen a B halmaz zartsagat
eredményezi.

Az A és a C halmaz esetét visszavezetjiik az elézére. Eszrevehetjiik, hogyha az A
halmazt a %’T irdnyi, a C-t a 7 irdnyt orig6bdl induld egyenesre vetitjiik, akkor
egy-egy Cantor-halmazt kapunk, amit az eredeti (kiilonb6z6 iranyt 45°-o0s) elfor-
gatasaval, majd az origobol %—szeres nagyitassal nyeriink. Igy ezen vetiiletek a
Cantor-halmaz zartsaga okén zéartak, felhasznalva, hogy a linearis transzformaciok
homeomorfizmusok. Ebbél az eredeti A és C' halmazokat gy kapjuk, hogy a meg-
felels vetiiletet direkt szorozzuk a ra mersleges egyenessel, majd elmetsziik a zart H
halmazzal. Tehat az el6bbi gondolatbol ugyanigy adodik, hogy az A és C' halmazok

is zartak.

Ezek utan vegyiink a Cantor-halmazban egy nem-iires perfekt halmazt tigy, hogy
az ne tartalmazza a kiegészits intervallumok végpontjait. Ilyet tudunk venni, mivel
elhagyva ezeket a pontokat, olyan U € R (G5 halmazt kapunk, ami mint egy teljes
metrikus tér G5 részhalmaza, maga is homeomorf egy teljes metrikus térrel.

U valéban G, mivel azt ugy kaphatjuk meg, hogy a (0, 1) nyilt halmazbdl elindulva
12
33 ;
is kozéps6 zart darabjat is, stb. Igy végiil U-t kapjuk, ami nem més, mint egy R\ F,,

kihagyjuk a kozépsé [z, 2] zart halmazt, majd a megmaradé nyilt intervallumoknak
halmaz metszete a (0, 1) intervallummal. A metszet els§ tagja egy Gs halmaz defi-
nici6 szerint, a (0, 1) pedig nyilt. Tehat a metszet is Gs.

Tehat az U halmaz tartalmaz nem-iires perfekt halmazt. Az is vilagos, hogy ez csak
0-mértékd halmaz lehet, hiszen maga a Cantor-halmaz is az volt, és egy 0-mértéki
halmaznak tetsz6leges része is 0 mértékd. (Az itt hasznalt allitasok megtalalhatok
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[4] 24.-25. oldalan.)

Jeloljiik a tovabbiakban ezt a perfekt halmazt P-vel.

Az el6z6ekhez hasonloan erre az 1 perfekt halmazra is definidlhatunk egy A’, B’ és
C' zart halmazt, ami rendre a perfekt halmaz pontjaibol inditott, a valés tengellyel
T 5 vagy %’T szoget bezaro félegyenesekbdl all. A zartsdgot ugyanigy lathatjuk,
mint A, B, és C' esetén.

Ezekre teljesiil a 3-szakasz tulajdonsag. Ehhez elegendd megmutatni, hogy A'NB'N
C'" = P. Egyrészt trivialis, hogy a harom halmaz metszete tartalmazza P-t, mivel
igy konstruéaltuk a halmazokat, s6t azt is latjuk, hogy AN B’ NC' N (R\ P) = 0.
Masrészt az is vilagos, hogy a P minden pontja elérhetd a harom kiilénb6z6 hal-
mazbdl szakasszal, hiszen minden pontbdl indul egy félegyenes, ami a 3 kiilonbo6z§
halmazban halad.

Elég lenne tehat a A’ N B’ N C' NH = () teljesiilése. Ezt a Cantor-halmazra vissza-
vezetve tudjuk belatni.

A definiciojukbol kozvetlen kovetkezik, hogy A C A, B' C B és C' C C, ezért ele-
gend§ igazolni, hogy a ANBNCNH olyan halmaz, aminek nincs pontja A’'NB'NC’-
ben. Az A és C' halmazok metszéspontjai a valos egyenes illetve olyan egyenlGszari
derékszogi haromszogek derékszogil csicsai, melyek atfogdja a valos tengelyre esik,

és az egyik befogdja az A halmazhoz tartozik, a mésik a C-hoz.

9. abra. Az AN C halmaz az abrén is lathaté6 modon egy Cantor x Cantor halmaz

(Cantor-por) metszete a zart felss félsikkal.

Ugyanis, ha van a metszetnek pontja az A halmaz egy félegyenesén, akkor az

csak gy lehet, hogy a C halmaznak egy félegyenese metszi ezt a félegyenest. Igy
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kialakul a fent leirt haromszog és metszéspont.

Azt fogjuk, és eléeg megmutatni, hogy ilyen csticspont x koordinatija vagy nincs
benne az eredeti Cantor-halmazban, vagy egy kiegészitG intervallum végpontja, és
igy maga a pont a B halmaznak csak akkor eleme, ha a masodik eset teljestil.
Ezek a pontok viszont nincsenek benne a B’ halmazban, mert P nem tartalmazza a
kiegészité intervallumok végpontjait, igy a hozzajuk tartozé meréleges félegyenest
nem tartalmazza B’, tehat mar AN B’ NC NH = () is teljesiil, igazolva az allitast.
A fenti derékszogi csticsok x koordindtai meg kell, hogy egyezzenek a megfelels két
talppont x koordinatajanak szdmtani kozepével. Tekintsiik a Cantor-halmaz konst-
rukciojat és vegyiink benne két tetszGleges pontot, mint a fent leirt derékszogi
haromszogek lehetséges talpponjai. Induljunk ki a [0, 1] intervallumbdl, és minden
lépésben hagyjuk el a meglévé intervallumok k6zépsé nyilt harmadat. Vildgos, hogy
a legels6 1épésben mind a két pont benne van az intervallumban, &m, egy id§ utan
a megmaradé intervallumok koziil kiillénb6zébe esnek, hiszen kiilénb6z6 pontokrol
van sz0, koztiik fix tavolsaggal, mig a kimaradé intervallumok egymaésba skatulya-
zottak és a hosszuk 0-hoz tart. Adodik tehat egy legkisebb intervallum, amelyben
a pontok még benne vannak, de az intervallum kozéps6é harmadat elhagyva méar
kiilonboz6ekben lesznek. Ez azt jelenti, hogy két ilyen pont szamtani kdzepe éppen
a kozépsd zart intervallumba eshet csak, ami vagy nincs benne a Cantor-halmazban,
vagy csak a kihagyott kiegészits intervallum hatarpontja lehet.

Megjegyzés. A bizonyitas tetszbleges olyan P’ perfekt halmazra miikodik, ami a
Cantor-halmazban van, és nem tartalmazza a kiegészits intervallumok hatarpontait.
S6t a bizonyitasbol latszik, hogy elegendd a Cantor-halmazbdl a kiegészit6 interval-
lumok egyik oldali végpontjait elhagyni, ekkor ugyanis az el6z6 gondolatmenettel
nincs semmi gond, kivéve azon derékszogli haromszogek derékszogi csticsait, me-
lyek x koordinataja éppen egy intervallum hatarpontja. Viszont a konstrukciobol
vilagos, hogy ez nem lehet més, mint két masik kiegészit6 intervallum hatarpontja-
nak szamtani kdzepe, s6t az is vilagos, hogyha az x jobboldali hatarpont, akkor a
két baloldali hatdrpont szamtani kézepe kell legyen.

A kovetkezd allitdsban tulajdonképpen egy ehhez hasonlé észrevételt fogalmazunk

meg.

3.5. Allitas. Létezik 3 olyan Borel halmaz, ami teljesiti a 3 szakasz tulajdonsdgot

a teljes Cantor-halmaz minden pontjdra.

Bizonyitds. Vegyiik az el6z6 A és C' halmazt, a B-t pedig annyiban modositjuk,

hogy a 3%, (k,3) = 1 ponthoz tartozo félegyenesbdl kihagyunk egy pontot, melynek
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az y koordinataja 3% A vizsgalt alappontok éppen a kiegészit6 intervallumok vég-
pontjai, igy a kihagyott pontok éppen az A N C bizonyos pontjai (9. abra). Tehat
az el6z6ek alapjan automatikusan teljesiil, hogy AN BN C éppen a Cantor-halmaz.
Ugyanakkor A és C' zartak, a B pedig Borel, hiszen megszamlalhato sok pontot
hagytunk ki belGle.
Az is viladgos, hogy a Cantor-halmaz minden pontja elérhetd akarmelyik halmazbol
szakasszal. Az, hogy ez teljesiil az A, illetve C' halmazra, az a halmazok konstrukcio-
jabol nyilvanval6. A B-re pedig azért igaz, mert a Cantor-halmaz azon pontjaihoz,
melyek nem kiegészité intervallum hatarpontai, még félegyenes is létezik, mellyel
elérhetd, mig a hatarpontokban a fentiek értelmében talidlhatéd egy 3% hosszisagi
szakasz, valamilyen n-re. g

A 3.4., illetve a 3.5. Allitasban konstrualtunk 3 olyan zart, illetve Borel halmazt,
melyre nézve egy, a valos tengelyen adott 0-mértéki halmaz tetszéleges pontja ren-
delkeztek a 3-szakasz tulajdonsdggal. Nem ismeretes hasonl6 allitas pozitiv mértéki
halmazra, ezt specidlisan a valos szamegyenes egy tetsz6leges [ intervalluméra a ko-

vetkezd kérdés forméajaban fogalmazzuk meg:

3.6. Kérdés. Létezik-e 3 Borel halmaz, amelyekre nézve egqy I intervallum minden

pontja rendelkezik a 3-szakasz tulajdonsdggal?

Erre még a 5. fejezet végén visszatértiink.
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4. Meérhet6 fliggvények metszéspontjainak vizsga-

lata

4.1. Figgvények linearis terének elemeivel vett metszetek

Ebben a fejezetben targyaland6 problémat az alabbi halmazelméleti eredmény mo-
tivalja.

4.1. Tétel. Legyen L tetszdleges R — R fiigguények n dimenzids linedris tere. Ek-
kor létezik olyan g figguény, amelyre |R(f = g)| < n minden f € L-re.

Bizonyitds. Transzfinit rekurzidval konstrualunk ilyen g fiiggvényt.
Ehhez egyrészt vegyiink egy bézist L-ben, jeldlje ezt a tovabbiakban fi, fo... f,.
Mésrészt jolrendezziik az R pontjait gy, hogy azokat azonositjuk {zg : 8 < Kk}
halmazzal, ahol x a legkisebb olyan rendszam, melynek szamossaga kontinuum.
Vegyiik az xy pontot és tekintsiik az fi(xo), fo(xo), ..., fu(xo) értékeket. Ha ezek
mind 0-k, akkor az azt jelenti, hogy a linearis tér minden fiiggvénye ebben a pont-
ban 0 értéket vesz fel, ekkor a g fiiggvényt tetszéleges nem 0 értéknek vilasztva
az xo pontban, az semelyik f(zo) (f € L) fiiggvényértékkel nem egyezik meg. Ha
nemcsak 0 értéket vesznek fel a fiiggvények xo-ban, akkor g(xg)-t tetszélegesen va-
laszhatjuk, hiszen tugyis lesz az f;-knek olyan linearis kombinéciéja, amely éppen
ezt az értéket adja az xy pontban.
Ezek utan tegyiik fel, hogy valamely o < k-ra igaz, hogy minden § < « esetén
xs-t mar meg tudjuk agy valasztani, hogy a rajtuk értelmezett g fiiggvény gorbéje
minden f € L fiiggvény gorbéjét legfeljebb n pontban metszi.
A g(x,) értékének valasztasdban csak akkor lehet probléma, ha valamely f € L
fliggvénnyel vett metszete n + 1 lesz. Vegyiik ezért x,-at, és az el6z6ekhez hason-
l6an tekintsiik az fi(x,), fo(xa), - ., fu(xa) értékeket. Vegyiik az Gsszes lehetséges
modon azon (g, )?:1 pont k-asokat, melyekre §; < « és k < n, valamint

tekintsiik vs, = (fi(ws,), fo(z5,), ..., fulzs,))T (i < k) vektorokbol képzett A

matrixot:

filzs,)  filzs,) - filzg,)
f2(xﬁ1) f2(xﬁ2) f2(x,3k)

fn(xﬁ1> fn(xﬁ2) f”(x,@k)
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A kés6bbiekbdl lathatjuk, hogy a transzfinit indukci6é miatt az altaldnossag meg-
szoritasa nélkiil tekinthetjiik csak azon zg, pont k-asokat, melyekhez tartozé vg,

vektorok linearisan fiiggetlenek.
Ekkor két esetet kiilonboztetiink meg:

Ha

fi(zs,) fi(zg,) | fi(za)
» fz(::%) fz(f:fﬁk) f2(:’75a) S R(A) =k
fn($ﬁ1) fn($ﬁk) fn(xoc)

teljesiil, ahol az els6 matrix n x (k + 1)-es, a masodik n x k-as, az R pedig a
métrix rangjat jeloli.
Ez csak tgy lehet, hogy az eredeti A matrix rangja valamilyen k < n érték, ekkor
persze a g fliggvénynek legfeljebb k& metszéspontja lehet tetszéleges f € L fiigg-
vénnyel az xg, (i < k) helyeken. Ilyen esetben viszont akarhogyan el6irva a g
fiiggvény értékét az o helyen barmely f € L fliggvénnyel a g-nek Osszeségében leg-
feljebb £ + 1 < n metszéspontja lehet ezen pontokon.
(Nem nehéz latni, hogy ekkor biztosan létezik is ilyen f fiiggvény, &m ez a bizonyités

szempontjabol nem lényeges.)

Ha viszont

fi(zg,) filws,) | fi(7a)
» f2(3:7ﬁ1) fz(icﬁk) fz(::ca) CR(A) =k
fn(xm) fn(xﬁk) fn(xa>

akkor megmutatjuk, hogy g(a)-t egyetlen értéktdl eltekintve mindig tudjuk ugy
valasztani, hogy g-re tovabbra is fennalljon, hogy tetsz&leges fiiggvénnyel vett met-
szete az (v, U x,) alaphalmazon is legfeljebb & elemt tetszéleges f € L fiiggvény
esetén.

Ekkor egyrészt vilagos, hogy a vy = (f1(74), f2(Ta), - .-, fulza))T vektor (egyér-
telmiien) felirhat6 a vg, vektorok segitségével, masrészt, hogy vagy léteznek olyan
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egyiitthatok, amelyekre A-val jeldlve az el6bbi matrixegyenlet els6 matrixat, v-val

a v;-bdl képzett megfelel§ oszlopvektort, kapjuk:

filzs) Folwg) oo fales) Z: 9(zg,)
AT-’?: fl(f&) f2(:l’ﬁ2) fn(xﬁz) ) - _ g(l:'ﬁz) 7
filws) folws) - fulzs) 7 g(ws,)

vagy nincs ilyen 7.
Ez utobbi eset, mint azt a linearis egyenletrendszerek elméletébdl tudjuk, nem le-
hetséges, hiszen az Ax = b tipusi egyenletrendszernek mindig van megoldésa, ha a
matrix oszlopai linearisan fiiggetlenek, melyet feltettiink.

Foglalkozzunk most részletesen az els6 esettel, azaz, ha létezik a fenti 7. Ebben
az esetben a kovetkez6 lemma lesz segitségiinkre:

4.2. Lemma. Legyen

(A
v=(3 1)

olyan mdtriz, melyben f oszlopvektor és g sorvektor, valamint az utolsé oszlop
utolsd sor elem nincs kitéltve. Ha f linedrisan figg A oszlopaitol, és g7 linedri-
san fiigg A soraitol, akkor egyetlen olyan érték irhato a x helyére, amely mellett

megmarad az utolsé sor és az oszlop linedris fiiggése. Minden mds esetben
A
RM)=R([ +1:(Af)+1:mm+1
g

Bizonyitds. Léteznek olyan v és 6 megfelel6 dimenzios vektorok, hogy Ad = f
és YI'A = g7, Ezért v7' f =~ A5 = ¢76.
Ezen értéket irva x helyére mind az utols6 sor, mind az utols6 oszlop lineéris fiiggése
megmarad.
Tegyiik fel, hogy létezik egy maésik ilyen x-nak alkalmas érték is. Ekkor a lineéris
Osszefiiggbségi feltétel miatt, ennek az értéknek egyenlének kell lennie valamilyen
8" # 0-re gTd'-vel és hasonléan AY’ = f-nek is kell teljesiilnie. Ekkor persze A(d —
§") = 0, ugyanakkor feltevés szerint g7 (6 — ') # 0, hiszen g7§ = %, mig g7¢' ettsl
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kiilonb6z6. Ez utobbi egyrészt azt jelenti, hogy a kiilonbség vektor nem a 0 vektor,
masrészt mivel létezik v # 0, hogy v A = g7, mutatja g7 (6 —6") = 4T A(6—§") = 0.
Az ellentmondéas igazolja, hogy egyetlen értéke lehet a *-nak, mely nem néveli a
méatrix rangjat.

Tehat valéban minden egyéb értéket valasztva a x-nak, a rang eggyel n6. m

(A lemma egy altalanositas megtalalhaté [5]-ben.)

Alkalmazzuk a lemmat az

fl($51) f1($5k) fl(xa)
f2($51) f2($ﬁk) f2(xa)

fn($61) fn(Iﬁk) fn(xa)
g(zp,) .. glzg) | *

matrixra. Eszrevehetjilk, hogy ez éppen azt jelenti, hogy egyetlen olyan * vé-
lasztassal tudunk élni, melyre a martix rangja nem né, azaz az igy valasztott g(z,)
érték mellett valamely fiiggvénynek (3, v;f;) az L vektortérbél és a g fiiggvénynek
a kozos metszéspontjainak a szdma eggyel novekszik. Egyébként viszont valtozat-
lan marad. Tehat ezen az egy értéken kiviil barmely maéas vélasztas eleget tesz
annak, hogy a g fiiggvényhez nincs olyan f € L, hogy azok megegyeznének a (3;,
i€{1,2,...,k} és az a indexii pontokban.
Ez azt jelenti, hogy minden fix pont k-ashoz legfeljebb egy ilyen értéket kell kizarni,
amit nem vehet fol a g fliggvény az z, pontban.
A kezdeti feltevés szerint az {3 : f < a} szdmossiga kisebb, mint kontinuum.
Ugyanakkor véve ezeknek az 6sszes lehetséges legfeljebb n elemszamu részhalmazat,
ezek szdma is kevesebb, mint kontinuum. Legfeljebb ennyi a fentieknek megfelels
pont k-as vélaszthato ki Osszesen, melyhez tartozoan legfeljebb 1 értéket ki kell
zarni, amit nem vehet fel g az x, helyen. Ez tehéat g értékkészletét tekintve is azt
jelenti, hogy kevesebb, mint kontinuum elemet kizarva még mindig marad érték,

melyet g(z,)-hoz rendelhetiink anélkiil, hogy a metszések szama néne.

Ezzel megmutattuk, hogy tudunk olyan értéket valasztani (s6t akar kontinuum
sokféle olyan értéket is), hogy az indukcios feltevés fennélljon - megfelels g(z,)
valasztassal - az x,-val kib&vitett halmazra is. Ez persze tetsz6leges o < k-ra
elmondhato, mellyel az allitast belattuk. m

A kovetkez6 tétel hasonlo a 4.1. Tételhez, am egy lényeges kiilonbsége, hogy

nincs a metszések szdmanak valamilyen univerzalis véges fels6 korlatja.
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4.3. Tétel. Legyen L tetszdleges R — R fiigguények legfeljebb megszdmldlhato di-
menzids linedris tere. Ekkor létezik g (nem feltétlenil mérhetd) figguény, melyre
IR(f = g)| < oo minden f € L-re.

Bizonyitds. A bizonyités teljesen hasonléan zajlik a 4.1. Tétel bizonyitasahoz, amely
ebben az esetben a linearis kombinécidk véges hossziisagara vezethet§ vissza.

Ismét vegyiik az el6bbi jolrendezést, kapjuk az {xs : § < k} halmazt, ahol x a
legkisebb olyan rendszam, melynek szamosséga kontinuum és vegyiink egy fi, fo, ...
bazist a vektortérben, majd transzfinit rekurziéval megkonstrualjuk a megfelel§ g
fiiggvényt.

Tekintsiik elészor az xg pontot, illetve az f1(zg), f2(xo), ... halmazt. A korabbiak-
hoz teljesen hasonléan, ha van olyan eleme a halmaznak, melynek az értéke nem
0, akkor tetszélegesen valaszthatjuk a g értékét az xy pontban, ha nincs, akkor
tetsz6leges nem 0 értéket valasztunk. Ezek utan tegyiik fel, hogy valamely o < k-
ra igaz, hogy minden 3 < « esetén xs-t mar meg tudjuk Ggy valasztani, hogy a
rajtuk értelmezett g fiiggvény gorbéje minden f € L fiiggvény gorbéjét véges sok
pontban metszi. Vegyiik az x, pontot, és keressiink ¢(z,)-nak megfelel§ értéket.
Az el6bbi bizonyitas talan leglényegesebb pontja az volt, hogy észrevettiik, hogy a
g(z,) valasztasaban kevesebb, mint kontinuum sok "tiltott" értéket kell kizarnunk,
am mivel az R kontinuum szadmossagu, igy még mindig marad "szabad" érték, me-

lyet g felvehet az x, pontban tgy, hogy rekurzi6 folytathat6 legyen.

Ennek megfelel6en minden rogzitett n esetén a legfeljebb n elemii lineéris kombi-
nacidkra elismételhetjiik a 4.1. Tétel bizonyitasat. Megszamlalhat6é bazisa linearis
tér esetén adott véges sok x3, B < o alappontban rogzitett értéket felvevs, legfel-
jebb n baziselembdl all6 linearis kombinaciok szdma is megszamlalhato. Igy 4.2.
Lemma felhasznaldsaval adodik, hogy minden rogzitett véges alappontrendszerhez
legfeljebb megszamlalhaté sok értéket kell kizarnunk. Ugyanakkor, az {z5: 8 < a}
halmaz minden véges részhalmazai egyiittesen is egy x’ kisebb, mint kontinuum
szamossagl halmazt alkotnak. Igy az z, ponthoz tartozo "tiltott" értékek halmaza
k' - R szdmossagi, ami szintén kevesebb, mint kontinuum. Igy ezeken kiviil tetsz6-
leges értéket valasztva, a baziselemek legfeljebb n elemi linearis kombinacidiként
el6allo fiiggvényeknek a metszete g-vel legfeljebb n elemii marad tetszéleges nem ki-
zéart értéket adva g(z,)-nak. Ezt minden n € N-re elismételve sszesen is kevesebb,
mint kontinuum sok értéket kell kizarnunk, igy létezik olyan érték, melyet g-hez

rendelve az x, pontban tetszGleges f € L fiiggvény g-vel vett metszéspontjainak a
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szama nem mehet egy fix, f-t6] fiiggs véges érték fole. Igy a transzfinit rekurzioval

elgallithatjuk a keresett ¢ fiiggvényt minden pontban.

4.4. Kovetkezmény. Legyen N eqy nullmértékid halmaz R-en, L pedig tetszdleges,
valds fligguényekbdl dllo megszdmldlhato dimenzids linedris tér. Ekkor létezik olyan
g mérhetd figguény, melynek minden f € L fiigguénnyel véges sok metszéspontja
van N-en.

Bizonyitds. Vilagos - hiszen, mint azt korabban megéllapitottuk - , hogy egy mérhetd
fliggvényt egy adott nullmértékd halmazon tetszélegesen megvéltoztatva a fiiggvény
mérheté marad. Igy a ¢ feltételében szereplé mérhetd szot lecserélhetjiik tetszéle-
gesre, amibdl kovetkezik, hogy a 4.3. Tételbsl adodo g fiiggvény megszoritasa N-re
eleget tesz a 4.4. Kovetkezmény feltételeinek. g

Természetesen meriil fel ezutan a kérdés, hogy a 4.3. vagy akar a 4.1. Té-
telben szerepld ¢ fiiggvényt nem tudnank-e mérhetének valasztani? Persze ekkor
feltessziik, hogy a lineéris tér is mérhets fiiggvényekbdl all. A kérdést egy sejtés

forméajaban fogalmazzuk meg:

4.5. Sejtés. Legyen L R-mérhetd fiigguvények n dimenzids linedris tere. Ekkor lé-
tezik g mérhetd figguény, amelyre R(f = g) < n teljesil minden f € L esetén.

Speciélisan ez n = 1-re igaz.

Bizonyitds. Tekintslink egy béaziselemét az L 1 dimenzids térnek, legyen ez f,
ekkor minden elem « - f alakba irhat6. Legyen A = R(f = 0), ez persze az Osszes
tobbi fiiggvényre is ugyanezt a halmazt eredményezi, tehat R\ A = R(h # 0)
minden h € L. Legyen

g(z) =

1 hazxe A
z-f(x) hazeR\A

Az igy valasztott fiiggvény mérhets, hiszen A mérhet6 halmaz, és itt konstans 1
értéki, masutt pedig két mérhets fiiggvény szorzata. Tetszéleges h € L fiiggvény-
nyel legfeljebb 1 metszéspontja lehet, hiszen metszéspont csak a A = {h(z) # 0}
halmazban lehet, valamint tetszGleges metszéspont megoldésa a kovetkez6 fiigg-

vényegyenletnek:

W) =a- f(z) = f(z) = g(z),
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amibdl kovetkezik, hogy = értéke csak « lehet, mivel az A halmazon lehet f(z)-szel

osztani.
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4.2. Metszéspontok mérhets fiiggvények vektorterének ele-
mein
A témaval kapcsolatban a kovetkezd kérdést Székely Gdabor vetette fel:

4.6. Kérdés. Igaz-e, hogy R-en mérhetd fiigguvények barmely véges dimenzios vek-
torteréhez létezik olyan g mérhetd fiigguény, hogy minden f elemére a vektortérnek
azR(f=g)={x eR: f(z) = g(x)} halmaz nullmértéki?

A kérdésre Laczkovich Miklos és Petruska Gydérgy munkija nyomén adjuk meg
a valaszt.
Ehhez mindenekel6tt sziikségiink lesz a halmaz porozitasdnak fogalméara, mely szo-

ros kapcsolatban all az adott halmaz egy adott pontbeli stirtiségével.

4.7. Definici6. Legyen X teljes metrikus tér és jelolje B,(x) az x kézépponti r
sugari zdrt gombét. Ekkor eqy M C X halmazt porézusnak neveziink, ha létezik
a € (0,1) és létezik ey, hogy minden 0 < € < €y és minden v € X -hez létezik olyan

y € B(x), amelyre igaz, hogy Ba.(y) C Bc(x) \ M.

Ez R-ben a kovetkezSképpen néz ki, egy kicsit atfogalmazva:

4.8. Definicié. Az M halmaz eqgy v € M pontban porézus, ha létezik ¢ > 0 és
I, zdrt intervallum sorozat, amelyre I, — x dgy, hogy |I,| > c - dist(x,I,) és
I, N M # 0.

Az M halmazt porézusnak mondjuk, ha minden pontjiban porézus.

4.9. Definicié. Egy halmazt o-porézusnak neveziink, ha porozus halmazok meg-

szdmldlhato unioja.

Természetesen az uni6 tagjai esetében kiilonb6z6 «, illetve ¢ konstansokat megen-
gedhetiink.

c .0,

Megjegyzés. Egy o-por6zus halmaz 0-mértéki és 1. kategoriaju.
Valbban az, hogy 0-mértékii a Lebesgue-stirtiségi tétel kdvetkezménye, és a porozus
halmaz definici6 szerint sehol sem stirt, igy ilyenek megszdmlalhat6 uniéja 1. kate-

c, 0,

A kovetkezs tétel a Laczkovich-Petruska tételnél valamivel ergsebbet allit.
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4.10. Tétel. Legyen L R-mérhetd fiigguények megszdmldlhato dimenzios linedris
tere. FEkkor létezik olyan g mérhetd figguény, hogy R(m = g) o-pordzus halmaz

minden m € L esetén.

Amennyiben ezt a tételt belatjuk, akkor ez egyben megvalaszolja a Székely altal
felvetett kérdést is az el6bbi megjegyzés értelmében, s6t valamivel tobbet is bizo-
nyit. A tételt tobb allitdson keresztiil fogjuk igazolni.

Folytonos fiiggvények vizsgalataval kezdjiik az allitas bizonyitasat, vektortér he-
lyett pedig megszamlalhato sok fiiggvénnyel fogunk foglalkozni, majd megmutatjuk,
hogy erre visszavezethet6 a mérhetd fiiggvények vektortérének esete. Ezek vizsga-

lataban fontos segédeszkoz lesz a fiiggvény folytonossagi modulusa.

4.11. Definici6. Legyen f : R — R egyenletesen folytonos fiiggvény. FEkkor az

w(®) = wi )™ sup 1) - f@) 520

ly—z|<d

kifejezést az f fiigguény folytonossdg: modulusdnak hivjuk.

A kovetkezo allitasban a folytonossdgi modulus néhany elemi tulajdonsagat fog-

laljuk Gssze:

4.12. Allitas. Egyenletesen folytonos f fiigguény esetén az w egyenletesen folyto-
nos, w(0) = 0, monoton névd, és ha A > 6, akkor w(A) < (§+1)w(d) < 2-2-w(f),
valamint ha | €s g eqgyenletesen folytonos fligguények, K € R tetszdleges szam, akkor
fenndll a wyiy(8) < wp(0) + wy(0), illetve wi.f(8) = | K| - wy(6).

A +1 -re itt azért volt sziikség, mert nem biztos, hogy a A a § egészszamu
tobbszorose.
Egy fokkal szebb alak, &m egy kicsit durvabb becslés: “TA) <2 @
A fenti allitasok koziil talan csak f + g-re vonatkozo szorul némi magyarézatra,

mely a haromszog egyenl&tlenségbdl és a szuprémum szubadditivatasabol adodik.

4.13. Definici6é. Az w figgvényt folytonossdgi modulusnak hivjuk, ha egyen-
letesen folytonos a [0, 00)-en,monoton névd, valamint teljesil, hogy w(0) = 0 és
tetszdleges 01, 0o > 0 esetén fenndll, hogy w(d1) + w(d2) > w(dy + o).
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Megjegyzés. Valojaban az is igaz, hogy a fenti feltételeknek elegettevs w fiigg-
vényhez létezik olyan f egyenletesen folytonos fiiggvény, melyre w = wy teljesiil.
(Példaul f = w megfelel, ha w-at a negativ szamok halmazéan 0-nak értelmezziik.)

4.14. Allitas. Legyenek wy,ws, ... folytonossdgi modulusok. Ekkor létezik olyan g
folytonos fiigguény, hogy R(f = g) porézus halmaz minden olyan [ egyenletesen

folytonos fiigguényre, amelyre van olyan i, hogy wy < w;.
Bizonyitds. Allitsuk els g-t a kovetkezd fiiggvénysor alakban:

g= Zgn, ahol |¢/ (.)| = K,, majdnem mindeniitt és |g,(.)| < an,

n=1

és K, legyen olyan, hogy teljesiiljon ra, hogy K, > 2 Z?;ll K;.( A K,-et 4.16.
Lemméban lathaté6 moédon fogjuk megvéalasztani). A "majdnem mindeniitt" kife-
jezés valojaban legfeljebb megszamlalhato sok kivételes pontot jelent, ahol nincs
kétoldali derivaltja a g,-nek.

Ezzel szemben, az a, > 0 sorozatra csak az a feltétel kell, hogy teljesiiljon, hogy

az a, tagokbol képzett sor legyen konvergens. Ezért rogzithetjiik is 6ket, mondjuk

1

legyen a,, = 5=-nek.

4.15. Allitas. Létezik minden ilyen K, és a, sorozathoz a fenti feltételeknek eleget
tevd g, sorozat, és ekkor g =>_ g, folytonos.

Bizonyitds. Vegylik a kovetkezd flrészfog gorbét.

0 1 2 3

10. abra. A vizsgalt flirészfog gorbe

Azaz, ahol a szamegyenes egységnyi tavolsigokra van felosztva, és a fiirészfog

Kn
2

lgn ()] < a,, ezért kicsinyitsiik (vagy nagyitsuk) az dbrat az origobol %—szeresére.

gbérbe maximuma (10.4bra). Ez persze annak a feltételnek nem tesz eleget, hogy
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Ekkor a felosztasok éppen 7= nagysaguak, és gorbe maximima a,. Ugyanakkor
nem valtozott a g/, (.)| = K, feltétel, legfeljebb azok a pontok mozdultak el, ahol
nincs értelmezve a derivalt.

A g folytonossaga nyilvanvald, hiszen a konvergens majorans miatt a » g, egyen-
letesen konvergens Weierstrass-tétele szerint. Ebbgl specialisan (egyenletesen) foly-

tonos g, esetén (egyenletesen) folytonos ¢ fiiggvény adodik. m

Megmutatjuk, hogy a K, megfelel6 valasztasa mellett a h, = 2= = ﬁ
esetén igaz, hogy tetszéleges, a 4.14. Allitas feltételét kielégits f fiiggvényre létezik
olyan ng, hogy minden ny > n-re és tetszleges © € R(f = g) esetén, az x h,-
sugari kornyezetének csak bizonyos fix hdnyad4ban talalhaté olyan y pont, melyre
y € R(f = g) teljesiilne. Azt is megmutatjuk, hogy ez a bizonyos hanyad fiiggetlen

f és h, valasztasatol, melybdl az allitads azonnal kovetkezik.

_ 1
10K,

Tegyiik fel, hogy |z — y| < h,, s6t azt is, hogy az = és az y pontok a g,-hez

Rogzitsiink egy f-t és tartsuk meg a korabbi A, valasztést.

tartozod felosztasban ugyanazon intervallumban helyezkednek el, valamint, hogy

z,y € R(f = g).
Ekkor egyrészt a g konstrukciojabol és a haromszog egyenlétlenségbdl vilagos, hogy:

9(0) ~ 9001 9nx) — )] — 3 lae) — i) — 3 los(@) — i) >

i=n-+1
n—1 00
2 K, 2
> Ky lo—y| =) Ki-lg—yl = ) 025 vl = g
i=1 i=n+1

ahol a méasodik egyenlGtlenség K;-kre vonatkozo becslése (i < n) a g; derivaljanak
tulajdonsagabol, mig a K,-re vonatkoz6 becslés a fenti konstrukciobol adodik, il-
letve abbdl, hogy az x és az y pontok az adott felosztas szerint ugyanazon adott
h,, nagysagi intervallumban vannak benne. Az ¢ > n indexd tagokat egyszertien
a fiiggvény maximumanak kétszeresével becsiilhetjiik, ismét a haromszog egyenlét-

lenséget hasznélva. A méasodik egyenlGtlenség a K ,-ekre tett feltételbsl kovetkezik.

Ugyanakkor
l9(x) —g(y)| = [f(z) = f(Y)] < ws(hn) < wi(hn),

valamely i-re a feltevés szerint, kell6en nagy n-et valasztva és kihasznalva, hogy
feltehetjiik, hogy h,, tart 0-hoz. (Ezzel kapcsolatban lasd: 4.16. Lemma.)
Atrendezve a kovetkezd becslés adodik:

—y] < (wilh, =
o= 3] < - (eilh) + 5150

|
+
O =~
>
3
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Ahhoz, hogy a h, valamely hdnyadaban ne lehessen pontja a vizsgalt halmaznak,

elegendd biztositani a kovetkezs egyenl6tlenséget (mely persze egy kicsit énkényes
valasztas):

e 1

K, 36 (1)

ami atrendezve 72 - w;(h,) < alakot Olti.

107L

Feltéve, hogy ezt tudjuk garantélni minden n > ny-ra valamely n, esetén, akkor
tetsz6leges = pont rajta van egy, a g, felosztésa szerint vett h, nagysagu intervallu-
mon. Az el6bbiekbdl azt is tudjuk, hogy ezen az intervallumon, de az x kézépponti
r=(3+355) hn=(5— 35) - hy sugard kérén kiviil nem lehet olyan pont, amelyen

az f fliggvény értéke megegyezne g fiiggvény értékével. Ez azt jelenti, hogy minden

x € R(f = g) ponthoz és tetszbleges ilyen h,-re a By, (x)-ben létezik egy legalabb
o - h, nagysagu I, intervallum, ahol az (I, NR(f = g)) = 0. Tehat kihasznalva,
hogy h, — 0, ha n — oo adddik, hogy az R(f = ¢g) halmaz minden pontjaban

porbézus o = % valasztéassal.

Az (1) feltétel kielégithet&ségéhez elegeds a kovetkezs lemmaét igazolni:

4.16. Lemma. Adott wi,ws, ... folytonossdigi modulusokhoz létezik h,-ek eqy 0-hoz

torlodo sorozata, amelyre 1gaz, hogy

wi(hy) < 5 107 Vi=1,...,n-re,
tovdbbd a K; = W sorozatra teljesil a kovetkezd egyenldtlenség:
1 n—1
> 2 K;
Bizonyitds.

A lemmat n szerinti teljes indukcioval bizonyitjuk.

Létezik olyan hy > 0, hogy wy(hy) < K pedig legyen

1 1
72101 10-hy

Tegyiik fel, hogy n— 1-re mér létezik a megfelel6 h; minden ¢ < n—1. Ekkor minden
1< n esetén léteznek 0; > 0 értékek, amelyekre igaz, hogy minden h < h;-re az
wilh) < i

monoton n6évs, a 0-ban jobbrol folytonos és ott 0 értéket vesz fel. Legyen h] =

teljesiil. Ilyen ¢;-k valoban léteznek, mivel a folytonossagi modulus

min;<,(0;)-re minden h < h!, kielégiti az elsé feltételt.

Ugyanakkor kellgen kicsi értéket valasztva létezik olyan 0 < h! < h! | hogy 10+,h >
2 Z?:_ll K; teljesiil minden pozitiv h < h! esetén. Valasszunk egy tetszéleges ilyen
értéket és rogzitsiik ezt h,-nek. Az igy vilasztott h,, eleget tesz a fenti feltételeknek.
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Am meg kell még hatdrozni az indukcidhoz K,-et, ami az allitasban foglaltaknak

megfelelGen valaszthato -nek. m

.
hp-107

Ezzel a 4.14. Allitas bizonyitasat is befejeztiik. m

4.17. Kovetkezmény. Tekinsiik az R — R egyenletesen folytonos fiigguények eqy
legfeljebb megszdmldlhato dimenzids L linedris terét. Ekkor létezik g (egyenletesen)

folytonos fiigguény, amire teljesiil, hogy R(f = g) pordzus halmaz minden f € L-re.

Bizonyitds.

Elegend6 egy olyan megszamlalhatéan sok fiiggvénybdl all6 H halmazt talalni,
melyre tetszGleges f € L esetén létezik w € H, amelyre igaz, hogy wy(d) < w(d)
minden ¢ > 0O-ra.

Ilyen H halmazt az w elemi tulajdonsagai segitségével egyszertien készithetiink.
Vegyiink egy bazist L-ben, legyen ez by,bs,... és tekintsiik az w, folytonossagi
modulusokat. Vegyiik minden wy,-re az n - w;, fiiggvényeket. Ezek egyiittesen is
legfeljebb megszamlalhatéan vannak, igy képezve a véges Osszegeiket, azok is leg-
feljebb megszamlélhatéan sokan lesznek. Rendezziik ez utobbiakat sorba, legyenek
ezek wi,wo, ..., mely fliggvényekre fogjuk ezutan alkalmazni a fenti lemmét és a
bel6liik képzett halmaz fogja betolteni H szerepét.

A gondolat helyességéhez elegendé a kovetkez6t belatni. Ha adott «; illetve [;
egylitthato-sorozatok, melyekre igaz, hogy «; < (;, ahol ¢ indexek egy I véges

halmazbol valok, akkor

Wb (6) D i -wy, (6) <D B wy, (8) = wy(9),
iel iel
minden § > 0-ra,ahol az w; az elgbbi felsorolas egy tagja.
Teljesen vilagos, hogy tetszéleges f € L el6all ) . ; a; - b; alakban, hol I véges, és
ehhez létezik a fent leirtaknak eleget tevé (; € N egyiitthato-sorozat. Tehat ezen
w;i-kre alkalmazva a 4.14. Allitast adodik a kovetkezmény. m

Miel6tt a mérhetd fiiggvények vektorterének esetére vonatkozo allitas bizonyita-
sara ratérnénk, kimondjuk Luzin illetve Tietze tételét, amelyeknek kulcsfontossagi

szerepe lesz az 4.10. Tétel bizonyitasaban.

4.18. Tétel. (Luzin)

Legyen (G, M, i) Lebesque-Stieltjes-féle mértéktér, f : G — R mérhetd leképezés.
Legyen H € M olyan, hogy u(H) < oo, tovdbbd ¢ > 0 adott. Ekkor létezik olyan
A C H zdrt halmaz, hogy n(H \ A) < € és f|a folytonos.
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A tétel bizonyitasa megtalalhat6 [6]-ben.

4.19. Tétel. (Tietze)

Legyen X normdlis tér, eqy zdrt A részhalmazdn eqy f : A — R folytonos fliggvény.
Ekkor f kiterjeszthetd X -re, vagyis létezik olyan F' : X — R folytonos fiigguény,
melyre F|a = f .

A Tietze tétel egy bizonyitasa [8]-ben olvashato.

Megjegyzés. Hogy A zart halmaz annak a fenti tételben jelentGs szerepe van. Jo
példa a (0, 7) intervallumon a tg(z) olyan folytonos fiiggvény, mely nem terjeszthets
ki R — R folytonos fiiggvénnyé, hiszen mar [0, 1]-re sem.

Ezek utan visszatérhetiink a 4.10. Tétel bizonyitaséra:

A 4.10. Tétel bizonyitdsa

Vegyiink egy bazist a vektortérben, legyen ez my, mo, ..., ahol tehat m; mérhets
fiiggvények. Szoritsuk meg elGszér mindegyik fiiggvényt a (0, 1) intervallumra. Ve-
gyiik sorba az m;|(,1) mérhetd fiiggvényeket, ezekre alkalmazhat6 Luzin-tétele a
Go = (0,1) és u = X szereposztasban, ahol A a szimegyenes Lebesgue-mértéke.
Tehét valasszunk tetszélegesen egy e-t, ekkor létezik olyan A; zart halmaz, hogy
m; folytonos Aj-en és A((0,1) \ A;) < 5. Hasonléan vegyiik m;-re a Luzin-tételnek

megfelels A; zart halmazt, amelyre m; folytonos A;-n és A((0,1) \ 4;) < 5. Igy

= A; zart é 1 A, i:e.
\ Dl art és \((0 )\D1 )<;22
Ekkor tehat mindegyik m; bézis elem folytonos Fi-en, igy persze a vektortér minden
eleme is, hiszen folytonosak lineéris kombinécidja is folytonos.
Mivel a (0, 1) az R-en indukalt altér topologiaval ellatva normalis, F; pedig zart, a
Tietze tétel értelmében vektortér tetszéleges eleme kiterjeszthets a (0, 1)-en folyto-
nos fiiggvénnyé, ami persze a (0, 1)-en kiviil konstansnak valasztva kiterjed R — R
egyenletesen folytonos fiiggvénnyé. Az el6bbi észrevétel miatt pedig elegendd kiter-
jeszteni az eredeti baziselemeket, abbol automatikusan kapjuk tetszéleges lineéris

kombinacionak egy kiterjesztését.

Ekkor alkalmazhato a 4.17. Kovetkezmény, igy létezik olyan folytonos g; fiigg-
vény, amely elkeriili mindegyik kiterjesztett folytonos fliggvényt egy porézus hal-
maztol eltekintve. Specidlisan ¢;|r, minden f, az eredeti vektortérbeli mérhets

fliggvényt legfeljebb por6zus halmazon metsz, persze Fi-ben.
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Ezek utén rekurzivan tekintsiik a k. lépésben a Gy, = (0,1) \ Y, Fr kimarado
nyilt halmazt, melyre tudjuk, hogy A(Gx) < 5, és mivel nyilt halmaz, az 6r6kl6d6
topologia szerint normalis. Tehat megismételve a fenti okoskodast, 1étezik olyan A’
zart halmaz, hogy m; folytonos Aj-n és A(G} \ A}) < 55 a Luzin tétel értelmében,

amely most is alkalmazhato, hiszen A\(Gj,) véges.

Igy N ) .
€ €
Fy = ﬂAi zart és a A\(Gy \ mA;) < ZW = o
n=1 n=1 n=1

Tekintsiik csak az m;|p, folytonos fiiggvényeket, ekkor egyrészt a k = 1 esethez
hasonl6éan, Fj-n a vektortér minden fiiggvénye folytonos, masrészt a kordbbiakhoz
teljesen hasonléan Tietze tétele szerint egy bazison kiterjesztve a megszoritast, a
vektortér Osszes elemét helyettesithetjiik R — R egyenletesen folytonos f fiiggvény-
ekkel, melyek az F}, zart halmazon megegyeznek az eredeti vektortér megfelel m ele-
meivel. Igy felhasznalva az 4.17. Kovetkezményt létezik olyan folytonos gy fiigg-
vény, hogy mindegyik kiterjesztett egyenletesen folytonos f fiiggvényre R(f = gy1)
porozus halmaz. Specidlisan az ggi1|r, és minden m|p, esetén R(m|p, = gri1|r,)

porozus halmaz, ahol m fiiggvény az eredeti vektortér egy eleme.

Mivel az F; C G; halmazok diszjunktak, végil az | J;°, F; olyan F,, halmaz lesz,
amelyre (U2, ;) = 1, mivel a konstrukciobol vilagos, hogy A((0,1) \ U;_,(F;) =
AGy) < 57. Tehéat a a kimarad6 halmaz nullmértéki.

Ugyanakkor ismét csak az F; halmazok diszjuntsagabol kovetkezik, hogy a ¢, 11|k,
folytonos fiiggvényeket "sszeragasztva" egy mérhetd fiiggvényt kapunk (J°7 | F-n.
Jeloljiik ezt g-vel.

Ekkor g olyan mérheté fiiggvény lesz, amelyre az F;-n az R(g = m) halmaz porézus
Vm € L,( s6t itt g = g; folytonos), igy az R(g = m) o-porozus halmaz lesz.

Tehat adodott egy olyan g mérhetd fiiggvény, amelynek a (0, 1) intervallumon egy
nullmértékd halmaz kivételével minden m € L mérhetd fiiggvénnyel vett metszete

o-por6zus halmaz.
Bontsuk fel R-et a kévetkez6képpen:

R = U (n,n + 1) U Ny, ahol N; nullmértéki.

neN
(S6t, valojaban megszamlalhato, hiszen az intervallumok végpontjairdl van sz6.)
Az eddigi okfejtés lényeges valtoztatas nélkiil alkalmazhato (0, 1) helyett (n,n+ 1)-
re. Ekkor olyan F;, zart halmazokat és g, mérhetd fiiggvényeket kapunk, hogy a

gn-nek az | J;° | F;, halmazon minden m € L fiiggvénnyel vett metszete o-porozus.
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Ezek a g, fiiggvények megint csak "Osszerakhatoak", hiszen diszjunkt halmazokon

UUFE.

n=11i=1

vizsgaljuk Gket. Tekintve az

halmazt tehat egy olyan F, halmazt kapunk, mely egy nullmértéki hijan lefedi
R-et, és az Osszeragasztasbol szarmazé g fiiggvényre igaz, hogy adott nullmértéki

halmaztol eltekintve tetsz6leges m € L mérhets fiiggvényre az R(g = m) o-porozus.

Ezzel igazoltuk a tételt egy nullmértékii halmaztol eltekintve. Csakhogy egy
fix nullmértékd halmazon egy mérhets fliggvény értékét tetszélegesen megvaltoz-
tatva a fiiggvény mérhet6 marad. Tehat, ha tudndnk garantilni, hogy val6jaban
ezen a nullmértéki halmazon a fiiggvénynek az eredeti fiiggvényekkel "kevés", azaz
esetiinkben legfeljebb megszamlalhato metszéspontja legyen, akkor persze az valo-
jaban egy o-porézus halmaz lenne, igy hozzavéve az eddigi o-porozus halmazhoz

belathatjuk teljes egészében az tétel allitasat.

Ez pedig a 4.4. Kovetkezményként adddott.
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5. Geometriai mértékelméleti megkozelités

5.1. Regularis és irregularis halmazok vizsgalata

A 4.5, Sejtést n = 1 esetben igazoltuk, ezzel ellentétben n = 2 esetén Pdsa Lajos
mutatott egy ellenpéldat a kovetkezd allitas felhasznaldsaval, amelyet egy kérdés

forméajaban fogalmazunk meg:

5.1. Kérdés. FEgy I intervallumon adott tetszdleges 3 mérhetd fiigguény. Igaz-e,
hogy létezik olyan nem fiiggdleges egyenes, melynek mind a hdrom fiigguény grafi-

konjdval legaldbb 1 metszéspontja van?

5.2. Allitas. Ha az 5.1. Kérdésre a vdlasz igenld, akkor létezik mérhetd figguény-

eknek olyan két dimenzios tere, hogy tetszdleges f mérhetd fiigguényre igaz, hogy
IR(f =g)| = 3.

Bizonyitds. Legyen L a hi(x) = 1 és a ho(x) = {z} fiiggvények altal generalt
linearis tér.
Vegyiink egy tetszéleges f : R — R fiiggvényt, és legyen definicid szerint fi(x) =
f(x), fo(z) = f(z+1) és f3(x) = f(x +2) Vx € [0,1]. Ekkor a fenti allitas miatt
letezik egy olyan ¢ linearis fiiggvény, amire igaz, hogy g(z;) = fi(z;) kiilonb6z6
x1, %2, 23 € [0,1) pontokra. A g¢-t ily médon az egész [0, 1)-en definidltuk. Innen ki
tudjuk terjeszteni a fliggvényt periodikusan az egész R-re.
Egyrészt vilagos, hogy g € L, hiszen h; miatt feltehetd, hogy g a 0-bél indul, és 1
szerint periodikus, ez viszont csak hs szamszorosa lehet, mivel g a [0,1)-en konstans

Tz 2z

hogy az R(f = g) tartalmazza az x1, 5 + 1 és az x5 + 2 pontokat. m

Ezen szakasz tovabbi részében Pdsa allitdsaval kapcsolatban felmeriil sejtést
fogjuk koriiljarni.

Altalaban nem tudjuk, hogy igaz-e az allitas, &m bizonyos specialis esetekben
mégis igazolhatjuk.
Ehhez azonban definidlni kell jénéhany fogalmat, mindenesetre megfogalmazzuk a

fejezet méasodik felében bizonyitasra keriilg allitast:

5.3. Allitas. Legyen adott 3 mérhetd figguény az la, b] intervallumon, melyek grifja
requldris halmaz, ekkor létezik olyan nem fiiggdleges eqyenes, melynek mindhdrom

fiigguénnyel van metszéspontja.
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5.4. Definicié. Legyen s rigzitett nem-negativ valds szam és legyen H C R™ és
0 > 0 tetszdleges, fedjiik le H-t minden lehetséges mdodon véges vagy megszdmldlha-
toan végtelen sok, legfeljebb 0 dtmérdjd halmazzal. Minden ilyen H € UH,, lefedésre
képezziik a > (diamH,)® dsszeget és jeloljik pi(H)-val ezen osszegek infimumdt.
Ekkor a lims_oy p3(H) = p*(H) létezik és egy kilsd mértéket definidl, amit a to-

vdabbiakban a H halmaz s-dinemzios Hausdorff-mértékének hivunk.

5.5. Definicid. Tetszdleges A C R" esetén az inf{s > 0: u*(A) = 0} értéket az A
halmaz Hausdorff-dimenzidjanak nevezzik, és dimy(A)-val jeldlyik.

Megjegyzés. Ugyanez az érték adodik, ha {s > 0 : u°(A) = oo} halmaz szuprému-
maként definidljuk a Hausdorff-dimenziot.

5.6. Definicié. Azon H Borel-halmazokat, melyeknek valamely s esetén az s-dimen-

zids Hausdorff-mértékére 0 < p°(H) < oo teljesiil, s-halmazoknak hivjuk.

(Az 5.5. Definiciobdl és az azt kovets Megjegyzésbdl tudjuk, hogy minden A Borel-
halmazhoz legfeljebb egy olyan s létezik, melyre A s-halmaz, és ekkor s = dimy(A).)

5.7. Definicié. Legyen H s-halmaz, ekkor azt mondjuk, hogy az x € R™ pontban a

H halmaz also strisége

S(F'N B,
D_S(Ha 'T) = liminfraolu ( (27‘)8 (x)) )
mig a felsé strisége
— S(FN B,
Ds(H,z) = limsuprﬁou ( oy (1’))}

ahol B,(x) jeléli az x kézépponti, v sugard nyilt gombot.

Ekkor igaz a kovetkezd tétel, mely a Lebesque-stirtiségi tétel bizonyos részének meg-

felelGje:
5.8. Tétel. Legyen H eqy s-halmaz R™-ben. Ekkor
1. D*(H,z) = D*(H,z) = 0 teljesiil u*-majdnem minden v ¢ H-ra

2. 275 < Ds5(H,x) < 1 teljesiil p*-majdnem minden x € H-ra.
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Az tétel bizonyitasa megtalalhato [1]-ben.

Az elbbi tétel 2. részébdl vilagos, hogy 0 < D*(H,z) < Ds(H,z) < 1 teljesiil

H s-halmazra majdnem minden (a tovdbbiakban m.m.) = € R" pontra.

5.9. Definicié. Azon = pontra, melyre adott H mellett teljesiil, hogy D*(H,z) =
D*(H,z) = D5(H,x) = 1 reguldris pontnak nevezziik, minden eqyéb esetben ir-
requldris pontrol beszélink.

Ha egy H s-halmaznak p®-majdnem minden pontja requldris, akkor

H-t reguldris halmaznak hivjuk és megfelelden, ha p°-majdnem minden pont ir-

requldris, akkor trreguldris halmazrol beszélink.

Megjegyzés. Legyen H s-halmaz, és legyen ¥ C H Borel halmaz, mely szintén s-
halmaz, ekkor a tétel 1. részét alkalmazva F-re adodik, hogy D*(H,z) = D*(E, z),
valamint D*(H,r) = D*(E,r) majdnem minden z € FE-re. Tehat u*(E) > 0
esetén, ha H regularis s-halmaz, akkor F is az, illetve ha H irregularis, akkor E is
az. Eszerint minden s-halmaz felbonthat6 egy regularis és egy irregularis halmaz

unigjara, véve a regularis és irregularis pontjainak a halmazat.
Csak megjegyezziik a kovetkezd, onmagaban is érdekes allitast:
5.10. Allitas. Ha s nem egész, akkor s-halmaz csak irrequldris lehet.

A bizonyitas megtalalhaté [2]-ben.
Szamunkra azonban most els§dlegesen egész értékii s-ek, ezen beliil is specialisan
az s = 1 eset lesz fontos, ugyanis egy véges [a,b| intervallumon értelmezett, valos

értékid g mérhetd fiiggvény grafjat jelolve I'y-vel:
5.11. Allitas. 1 < dimyl', < 2, tovdbbd p(T',) = 0.

Bizonyitds. A masodik egyenlGtlenség vildgos, hiszen a sikon vagyunk. Az elsd
a kovetkezd allitasbol adodik.

5.12. Allitas. Ha adott eqy f : X — Y, ahol (X,dy) és (Y,dy) metrikus terek és

minden x1,xo € X esetén valamely C > 0 és a > 0 konstansok esetén fenndll a

da(f (1), f(22)) < C - di(21,72)",

akkor minden s > 0-ra p*(f(X)) < C*p*(X).
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A bizonyitas megtalalhato a [4] 100. oldalan.

Alkalmazzuk az allitast az f = 7, : R> — R fiiggvényre, ahol 7, az = tengelyre
valo projekciot jelenti. Ekkor a C' = 1és o = 1, mivel |[x—y| < |(z, g(x))—(y, 9(v))],
mely utébbi pontok éppen a I', graf megfelel§ pontjai. Igy alkalmazva az allitast
adodik, hogy 1 = dimy/([a, b]) = dimy (7, (Ty)) < dimpy(T,), hiszen pu*([a, b]) = b—a.

Az allitas masodik részének bizonyitasa a Fubini-tételbdl vilagos. m

Igy tehat, ha regularis halmazokkal szeretnénk foglalkozni, melyek megfelelnek
az 5.3. Allitasban szereplé mérhets fiiggvények gorbéinek, akkor elegends az s = 1

esetre szoritkoznunk.

El6szor azt vizsgaljuk meg, hogy milyen szerkezettiek kell legyenek a regularis
1-halmazok, majd ennek segitségével bebizonyitjuk az allitdst. Megmutatjuk, hogy
a rektifikdlhato gorbék regularis 1-halmazok valamint, hogy a regularis 1-halmazok

sok szempontbol gorbeivszertien viselkednek.

5.13. Definicid. Legyen v : [a,b] — X tetszdleges leképezés, ahol X metrikus tér.
Az

s(v) = sup{z d(y(tisy),y(t) ca=ty <ty <--- <t,}

szdmot a v tvhosszdnak nevezziik. Ha ez a szam véges, akkor -t rektifikdlhato-
nak hivjuk.
v gorbérdl beszélink, ha azt is feltesszik a 7y : [a,b] — X leképezésrdl, hogy folyto-

nos €s injektiv.

Megjegyzés. Tetsz6leges v gorbére teljesiil, hogy u'(v([a,b])) = s(v).( [4] 98. ol-
dal)

5.14. Allitas. A rektifikdlhato gorbék, illetve ilyen gorbék megszdmldlhatd unidi és
ezek Borel-részhalmazai requldris 1-halmazok. Ugyanakkor az irrequldris halmazokra

igaz, hogy tetszbleges rektifikdlhato girbével vett metszete ' szerint nullmértéki.

Bizonyitds. Jeloljiik y-val a rektifikilhato gorbét, ekkor s(v) < oo, valamint p-
vel, illetve g-val jelolve a  két végpontjat, p,q € R? és s(y) > |[p — q| > 0. Tehat
az el6bbi megjegyzés felhasznalasaval adodik, hogy a v gorbe valéban 1-halmaz.
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Legyen x # p,q és x© € =, ekkor v injektivitdsabol kovetkezik, hogy x két részre
osztja a v gorbét. Jeloljiik ezeket v, ,, illetve v, ,.

Létezik olyan pici 7y > 0, hogy minden r < rq esetén, a ~,, N I(B,(x)) # 0.
Ekkor a v, , gorbén végighaladva létezik egy vy, amelyre

|z —y| =1 és v,y C B, ().
Tehéat erre az r-re igaz, hogy

r= |ZL‘ - y| < S(%’cﬂ) = :ul(%c,y) < ,ul(%c,q N Bx(’l“))

Hasonloan igaz, hogy valamely r{, > 0 mellett minden r < rj-rar < p'(y,.NB.(r)),
igy a kettdbdl egyiittesen 2-r < u'(yN B, (x)) kovetkezik minden elég kicsi r esetén,
ahol a kicsinység csak z-t6l fiigg. Ekkor

_— pt(y N By(r))

D'(vy,x) = liminf, o >1

2r -

ugyanakkor korabban mar megallapitottuk, hogy D'(v,z) < D(v,z) < 1 m.m. z-
re. Ebb6l a kett6bsl kovetkezik, hogy a végpontoktoél eltekintve majdnem minden
r € y-ra a D'(v, z) létezik és 1 kell legyen, tehat a ~y regularis 1-halmaz. Ezzel az
allitas elsé felét belattuk.

Legyen H = |J;°, i, ahol -k rektifikilhato gorbék. Minden i-re és p'-m.m.
x € H N~;-re alkalmazhatjuk az el6z6t, melyb&l adodik, hogy

1= DX(y,x) = DY(yn H,z) < DY(H, z),

az utolsé egyenlGtlenség az £ C H Borel 1-halmazokra vonatkozo feltételbdl adédik.
Ebbél, persze az el6z6héz hasonld gondolat mutatja, hogy D'(H,z) = 1 (m.m.
x € H N~;), am ezen halmazok egy p' szerint 0 mértéki halmazon kiviil lefedik

H-t,igy D'(H,z) =1 (m.m. x € H) is fennall, azaz H regularis.

Az allitas utolso részének belatasahoz vegyilink egy H irreguléris és egy v rek-
tifikalhato gorbét és tekintsiik az £ = H N v halmazt, ez az el6bbiek szerint és a
fenti megjegyzés értelmében, mivel £ C ~, regularis, illetve ismét csak a megjegyzés
értelmében, mivel £ C H, irregularis is egyszerre. Azaz u'(H N~) = 0.

|

Az éllitasban szerepld tulajdonsagok a tovabbiakban is fontosak lesznek, igy

célszerid Gket kiilon is definialni.
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5.15. Definici6. Azokat a halmazokat, amelyek lefedhetdk megszamldlhatoan sok
rektifikdlhato gorbe unidjdval gorbeszerinek nevezzik.
Azokat a halmazokat, amelyeknek minden rektifikdlhaté gorbével vett metszete p'

szerint nullmértékd gorbementesnek hivjuk.

5.16. Allitas. 1. Egy halmaz pontosan akkor irrequldris R%-ben, ha gérbemen-

tes.

2. Egy halmaz pontosan akkor requldris R%-ben, ha eqy gorbeszeri és eqy ji' sze-

rint 0 mértékd unidja.

Bizonyitds.

1. (=)
Elébb lattuk.

(<)
Hasznaljuk a kovetkezg allitast.

5.17. Allitas. Ha H gorbementes 1-halmaz R?-ben. Akkor D'(H,z) < 3

m.m. x € H-ra.

Ennek egy bizonyitasa olvashato [1]-ben.
Ekkor egy gérbementes 1-halmaznak sziikségképpen irregularisnak kell lennie.

2. (<)
A gorbeszerti halmaz regularis, ekkor a megjegyzés értelmében, ennek tetszo-
leges 1-részhalmaza is regularis. Ehhez hozzavéve egy u' szerint 0 mértéki
halmazt, az nem befolyasolja egy pontbeli siirtiségét, igy a vizsgalt halmaz

valéban regularis.

(=)

Ha H regularis, akkor minden £ C H Borel részhalmaza is regularis, ismét
a korabbi megjegyzésre hivatkozva. Igy az 1. rész alapjan nem lehet gorbe-
mentes.

Igy létezik ~ rektifikalhaté gorbe, mely metszi E-t egy pozitiv mértéki hal-

mazon.

Ennek segitségével H-t kimeritéses modszerrel le tudjuk fedni.
Legyen 6; = sup{u'(H N~) : ~ rektifikilhat6}. Ekkor 0 < §; < oo teljesiil,
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mivel H nem gorbementes és 1-halmaz. Tehéat létezik olyan ~y; gérbe, amire
igaz, hogy pu'(H Nvy) > &

Ezek utén tegyiik fel, hogy valamely k-ra mar kivalasztottunk ~q,vo, ..., v
gorbéket, és tegyiik fel, hogy a Hy = H \ Ule ~; halmaz p' szerint pozitiv
meértékii. Ekkor legyen 0.1 = sup{,u (Hy N 7y) : ~ rektifikdlhato} és legyen

Vit1 olyan, hogy p'(H Nygi) >
mentes, ilyeneket tudunk Vélasztanl.

k+1

teljesiiljon. Mivel H, C H sem gorbe-

Ha valamely, mondjuk a k. lépésben elakadunk, az azt jelenti, hogy
H\ Ule v; pt szerint 0 mértékd, igy H lefedhets i, 7o, . ..,V gorbékkel és
egy nullmértékd halmazzal.

Egyébként elegendé megmutatni, hogy N = H \ |J;2,7; halmaz metszete
tetsz6leges gorbével nullmértéki, hiszen ekkor N regularis és gérbementes,
igy maga is nullmértéki.

oo > pt( Z (Hi N Y1),

hiszen Hj N 7,11 halmazok diszjunktak. Ebbd6] kovetkezik, hogy

pt(Hy N ypg1) — 0, ha k — oo.

Tegyiik fel, hogy létezik olyan -y, melyre u'(N N~) = d valamely pozitiv d-re.
Ugyanakkor az el6bbiek szerint létezik olyan k, hogy p!'(Hy, N 7yt1) < 4. Ez
azonban ellentmond ~;,, vilasztasanak.

Tehat valéban N nullmértéki és igy H el6all, mint egy gbérbeszeri és null-

meértéki halmaz unidja.
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5.2. Pozitiv eredmények

Az eddigi altalanos tételekkel ellentétben a fejezet hatralévd allitasainak nagy ré-
szében az 5.3. Allitas bizonyitasaval fogunk foglalkozni.
(EmlékeztetGiil az f fiiggvények grafikonjat I'j-fel jeloljiik.)

5.18. Allitas. Ha egy, az [a,b] intervallumon mérhetd f fiigguény grafikonja regu-
ldaris, akkor megadhato megszdmldlhatoan sok f, Lipschitz fiiggvény gy, hogy azon
z € [a,b] pontok, melyekre (z, f(x)) ¢ \U,_, Ty, X szerint nullmértékd halmazt al-
kotnak.

Bizonyitds. Az el6z6 allitas 2. része szerint f grafikonja lefedhet6 megszamlal-
hatéan sok rektifikdlhaté gorbe és egy w1 szerint nullmértékd halmaz unidjaval.

Tetsz6leges paraméterezés mellett mindegyik v gorbe két koordinétéaja (71 (t), 2(t))

korlatos valtozasu fiiggvénye t-nek. Am egy korlatos valtozasu fiiggvény, minthogy
két monoton fiiggvény kiilonbségeként 4ll el6, maga is egy, a paraméter intervallum
Lebesgue-mértéke szerint nullmértékid halmaztol eltekintve differencialhato ([7]).
Tehat, ha egy v gorbe ivhossz szerinti parameéterezését tekintjiik, megallapithatjuk,
hogy p'-m.m. pontjéban létezik (egységnyi abszolutértéki) derivaltvektora.
Ekkor a 5.12. Allitast felhasznilva adodik, hogy A-m.m. z € [a, b]-ra igaz, hogy ha
(z, f(x)) € v, akkor ~;-nek létezik a nem fiigg6leges derivaltvektora az (x, f(z))-
ben, hiszen a fiigg6leges derivaltvektorral rendelkez§ pontok halmaza is A szerint 0
meértéki.

Tekintsiik a

Tor={7(t):0<|u—t| < L eseten 2201 =72(t) <n}
’ k m(u) — 7 ()

halmazokat, ahol v egy, a I'; fedésében szerepld rektifikdlhato gérbe. Az elbbiekbdl
vilagos, hogy azon x € [a, b] pontok halmaza, melyhez tartozé (z, f(x)) pontot nem
fedik le a T}, ;, halmazok, A szerint nullmértéki halmaz.

Azon z pontok halmaza, amelyekhez tartozo (z, f(z))-t egy adott T}, fed le, zart
halmazt alkotnak, hiszen ~ és I'y zart. A T, a definiciojaban tett feltételekbol
adodoan zart halmaz , igy 1), N I'y zart, melynek vetiilete az = tengelyre is zart.

Osszeségében tehat kapjuk az [a,b] intervallum felbontasat megszdmlalhatéan
sok zart halmaz és egy A szerint nullmértéki halmaz unidjara gy, hogy az egyes
zart halmazokon a f Lipschitz a megfelel6 n Lipschitz-konstanssal. FEzzel az alli-
tast belattuk, hiszen tudjuk, hogy tetszéleges H C [a,b] halmazon adott Lipschitz
fiiggvény kiterjeszthets [a, b]-re azonos Lipschitz konstansi Lipschitz fiiggvénnyé. m
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Jeloljiik a H halmaznak az origobn dtmend, a valés tengellyel 6 szoget bezard
egyenesre vett projekciojat mg(H) (6 € (=, 7]). Igy m, = mp.
Valamint a mpo(H)-val jelolt halmaz alljon azon pontokboél a szamegyenesen, me-
lyekbdl inditott, a valés tengellyel (5 — 6) szoget bezaré egyenesek metszik a H
halmazt. Kénnyen lathatjuk, hogy ekkor tetsz6leges 6 esetén a my(mg(H)) = mp0(H)

egyenlGség 4ll fenn.

5.19. Lemma. Legyen f grdfja requldris. Ekkor mindene > 0 és \-m.m. x € [a, b]-
re létezik olyan hg > 0, hogy minden pozitiv h < hg esetén létezik olyan 6y > 0 szdg,

melyre minden 0 < 0y esetén teljesiil, hogy

Amoo(TH)\ [2 = hya + h]) < 2h - .

Bizonyitds. El6szor is megmutatjuk, hogy \-m.m. z € [a, b]-re létezik egy olyan ~y
Lipschitz fiiggvénygrafikon, hogy a v\ I'j-nek a megfelel§ (x, f(z)) pontban a felsé
stiridsége 0.

Ez teljesen vilagos, hiszen tekintve a I';-nek az elébbi 5.18. Allitasban szerepld le-
fedését, A-m.m. x ponthoz létezik olyan Lipschitz fliiggvény, melynek gorbéje lefedi
az (z, f(x)) pontot s6t, azt is feltehetjiik, hogy p szerint pozitiv mértéki halmazt
metsz ki I'y-bdl, hiszen az ezt nem teljesité ~ fiiggvénygorbéket ki is hagyjuk a
lefedésbdl.

Ebbél a 5.12. Allitas felhasznalasdval adodik, hogy A-m.m. pontra az [a,b] inter-
vallumban elmondhat6, hogy a megfelels (x, f(z)) pontra igaz az el6z6 megélla-
pitas. Ugyanakkor, adott = ponthoz tartozo (z, f(z))-et fed6 ~ Lipschitz fiigg-
vény grafikonra, tekintsik a H = v N I'y halmazt. Ekkor a feltételek szerint
pt(H) = p(yNTy) > 0, tehat H 1-halmaz és mivel a v gérbének 1-részhalmaza, a

H maga is reguléris, azaz

D*(yNTy, (x, f(2))) = D' (yNTy, (2, f(2))) = 1,

melybdl kovetkezik, hogy

D (y\ Ty, (x, f(2))) = D°(y\ Ty, (, f(x))) = 0

m.m. z-re.
Ez tulajdonképpen azt jelenti, hogy az adott pont koriil a fiiggvény grafja lényegében
a vy-val egyezik meg.
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2rK

x—h x—h(l1-%) o r+h(1—5)  x+h

11. abra. Az abran az (z, f(x)) pontot fedd Lipschitz fliggvény ~-val jelolt grafja lat-

hat6 az [x — h, x + h] intervallumon, illetve kiegészit6 egyenesek, melyek a bizonyitas

alapgondolatat adjak.

Fixaljunk egy x-et a fenti nullmértéki halmazon kiviil, és jeloljiik a tovabbiakban

Iy-val a [v — h,x + h| intervallumot.

Ekkor minden € > 0-hoz létezik olyan hy > 0, hogy minden pozitiv h < hj esetén

M1(7|Ih \Ff) <h-e

(2)

Valoban, hiszen D°(y \ T, (z, f(x))) = 0, ezért minden € > 0-hoz létezik r, > 0,

hogy minden r < r( esetén

pH((\Tp) N By ((w, f(2)) <7 ¢

Am, ahogy a 11. 4bran is 1athato, a v Lipschitz tulajdonsaga miatt h = r(4/1 —
r- K', valamely K és K’ konstans esetén, az I;, C mo((y \ I'y) N B.((x, f(2)))

W (v, \Ty) <€ -K'-2h="h-e¢,

€ = e - 2K-nak valasztassal.

%)
és

A v folytonossaganak kovetkezménye, hogy 6 szoget folytonosan valtoztatva a

7,0 vetiiletintervallum végpontjai is folytonosan valtoznak. Igy a 11. abra tantusaga
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szerint, tetsz6leges e-hoz az imént vilasztott h < hg esetén, létezik olyan kicsi 6y,
hogy a fiiggdlegessel 6 < 6 szoget bezéaro, a «y|I;, pontjain keresztiil mend egyenesek

metszete a valos egyenessel tartalmazza az [, (1) intervallumot. Mésszdval

€
Ina-gy Cmoo(V[In) = AN(mao(v[In)) > 2R - (1 — 5)- (3)

Ugyanakkor (2)-bél az 5.12. Allitas felhasznalasaval kapjuk a

Amo.0(Y]1, \Ty) < h-e (4)

egyenlGtlenséget.

Harmadrészt tetszéleges A és B mérheté halmazokra és 7 vetitésre m(AU B) C
7(A) U nn(B) teljesiil. Igy, mivel 7y is vetités, a A monotonitasabol adodik a

M7oo(Yln,) < Mmooyl \Ty) + Mmo,0(v]z, N Ty)

egyenlGtlenség. Melybdl felhasznalva (3)-et és (4)-et és atrendezve kapjuk a
2h - (1 — 6) < /\(71'9’0(”)/|[h N Ff) < >\(7T9’0(Ff) N [h)

egyenlGtlenséget, melybdl kozvetlen adédik a bizonyitandé allités. m

Az 5.8. Allitds bizonyitdsa. Alkalmazzuk az 5.19. Lemmat mindharom fiiggvény
grafikonjéra, ekkor tehat fix e-hoz valaszthato, egy olyan kicsiny k6zos h és ezekhez

megfelel§ kicsiny (k6zos) 6, hogy
A(mo0(L'y,) \ In) < 2h-€

teljesiil 1 = {1, 2,3} esetén. Ekkor a

M 7o0(Tr)) = MIn 0 [ 7o0(T's,)) =

i=1 i=1
3
> M) = M| JTn \ 70(T',))) = 20— 6h - € > 0,
i=1
ha € < 3.
Tehat a vetiiletek metszete nem iires, igy létezik olyan 7 — 6 irdnyi egyenes, melyen

mindharom gorbének van metszete. m

Bar a kovetkez§ allitas a metsz6 egyenes 1étét nem zarja ki, mégis mutatja, hogy
a irregularis 1-halmazokra vonatkoz6 hasonlé allitas bizonyitésa egész més iranyban
torténhet, ha egyaltalan lehetséges, mint a fenti regularis esetre vonatkozo.
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5.20. Allitas. Legyen H eqy irrequldris 1-halmaz R2-ben. Ekkor a mo(H) A szerint

nullmértékid majdnem minden 0 € [0, 27) irdnyra.
Ennek a bizonyitasa megtalalhaté [2]-ben.

Befejezésiil azt a meglepd eredményt szeretnénk targyalni, mely ezen fejezet kér-
dését Osszekapcsolja a 3. fejezet kérdésével. Bizonyos speciélis esetekben mindkét
problémara sikerrel valaszoltunk, am teljes altalanossagban még nyitottak marad-
tak a kérdések. Ez mutatja a jelentGségét az alabbi eljardsnak, melynek lényege,
hogy bijektiv kapcsolatot hoz létre egy halmaz pontjai és egy masik halmaz egye-

nesei kozott.

5.21. Allitas. Ha 5.1. Kérdésre a vdlasz tagadd akkor abbdl kivetkezik, hogy a 3.6.

Kérdésre a vdlasz i1genld.

Bizonyitds. A fent emlitett modszert a szakirodalomban Besicovich Dualitdsnak
hivjak.(Lasd:[1] vagy [2])
Az el6bbieket pontosabban fogalmazva, legyen e egy egyenes a sikon, aminek a
meredeksége nem 0, jeloljiik ezt a meredekséget a tovabbiakban m(e)-vel, illetve
jeloljiik x(e)-vel az e egyenesnek az x tengellyel vett metszetét. Ekkor

{@@L&J,Mwﬂﬁ#&m,

Te) = (2(¢),0), ha m(e) = oo

Az igy definialt T bijekciot létesit a nem 0 meredekségii (nem vizszintes) egye-

nesek halmaza és pontok halmaza koézott a sikon.

Igy egy egyenes pontosan akkor megy keresztiil az (a,b) € R? ponton, ha

z(e) = —b(ﬁ) + a, ahol fiiggtleges egyenes esetén @—et 0-nak értelmezziik,
azaz az e egyenest az r = —by + a alaki egyenletet kielégits (x,y) pontokba viszi.

Ha tekintjiik az Osszes nem vizszintes egyenest, ami keresztiilmegy az (a,b) ponton,
akkor ezek képei a T szerint olyan pontok lesznek, melyek egy egyenesen helyezked-
nek el, és az egyenes metszete az = tengellyel az (a,0) pont, a meredeksége —%. Igy
ezen az egyenesen véve egy szakaszt, a szakasz pontjainak megfelel§ egyenesek egy
a kozds pontbol inditott adott nyilasszogl szogtartoméanyt fednek le.

Vegyiink egy tetsz6leges f Borel mérhetd fiiggvényt, és jelolje A(f) = {e:enf #
0} és A*(f) = {T(e) : e € A(f)} NH. Az el6bbiek szerint A* olyan félegyenesek
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unigjabol all, mely unié nem tartalmaz vizszintes egyeneseket. Tovabbé, az a érték
az f értelmezési tartoméanyanak pontosan akkor eleme, ha létezik olyan (fiiggsleges)
félegyenes A(f)-ben, aminek a képe az (a,0) pont.

Ezek utan tegyiik fel, hogy fi, fo és f5 olyan mérhet§ fliggvények, melyek egy adott
I intervallumon értelmezve vannak és, amelyekre nem létezik olyan nem fiiggGleges
egyenes, hogy mindharom fliggvény grafikonjanak esik az egyenesre pontja. Ekkor
vildgos, hogy ezek grafikonjanak van metszete az I intervallum tetszéleges pont-
jabol inditott fiiggbleges egyenessel, és a 3 grafikon koziil minden nem fiigg6leges
egyenessel legfeljebb 2-nek van metszete.

Ekkor az A*(f1), A*(f2) és A*(f3) rendelkezik a 3-szakasz tulajdonsaggal egy I
halmazra nézve, hiszen a feltételekbdl vilagos, hogy I minden pontja elérhetd sza-
kasszal mindegyik halmazbdl, hiszen, mint megjegyeztiik, egy adott ponton atmend
nem vizszintes egyenesek képei egy egyenesen helyezkednek el. Az is kovetkezik a
feltételekbdl, hogy a harom halmaznak nincs kézos metszete a H nyilt fels6 félsikon.
Vilagos, hogy az A*(f;) halmazok Borelek.

Tehat éppen a 3.6. Kérdésre kapunk igenl§ valaszt.
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