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El6sz6

A dolgozat a biztositasi cs6dvaldszintiség szamitasanak témakorével foglalkozik,
kiilonos tekintettel az egyéni modellre. A cs6dvaloszintiségek szamitasa, a kockazati
folyamatok elmélete tradiciondlis része a biztositasi matematikdnak, a kutatasok
egyik nagyon aktiv teriilete napjainkig. Elgszér Lundberg foglakozott kiemelten
ezzel a teriilettel. Gyakorlati szempontbol is fontos teriiletrél van szo, kiilono-
sen most, a Solvency II bevezetése kapcsan, hiszen ennek célja, hogy a biztositok
szavatolotGkéje az eddiginél érzékenyebben fedje le a valos kockazatokat, és ezért
minél pontosabb becslésekre van sziikség a cs6d bekovetkezését illetGen. Szamos
kiilonb6z6 megkozelitési mod létezik a probléma kezelésére, amelyek egy részét is-
mertetni fogom. A modszerek kiilonbozgsége abbol adodik, hogy minden karfolya-
matnak megvannak a sajatossdgai, amit nehéz lenne k6z6s modellben tokéletesen
kezelni.

Az elsé fejezet bemutatja a két legelterjedtebb lehetséges megkozelitést, illetve
roviden Osszefoglalja a cs6dvaloszintiséggel kapcsolatos ismert eredményeket a sza-
munkra nem olyan fontos esetben, valamint felsorolom a biztositasmatematikaban
leggyakrabban hasznalt valoszintségi eloszlasokat, amelyek koziil tobbet hasznalni
is fogunk a jegyzetben. A masodik részben olyan ismert matematikai modelle-
ket targyalunk, melyek segitségével tobbé-kevésbé jol modellezhetd egy biztosito
karfolyamata, egy biztositéintézet miikodése soran felmeriil6 pénziigyi kockazat. A
harmadik rész pedig roviden ismerteti a biztositasi tartalékkal kapcsolatos fogalma-
kat, a tartalékolas jelent&ségét, majd egy tartalékolassal kapcsolatos, eddig nem
vizsgélt probléméat fogalmaz meg, amelyet a kordbban ismertetett modszerekkel

probalunk meg kezelni.



1. fejezet

Bevezetés

1.1. Kockazati modellek

A klasszikus kockazati modellekben a pénzforgalomnak 3 elemét kiilonboztet-
jiik meg, amik a f6 szerepet jatsszak: a karkifizetés, a biztositohoz befolyt dij és
a biztosito kezdeti t6kéje. A jovében bekovetkezd karok idGpontja és nagysaga
elére nem hatarozhaté meg pontosan, ezért alkalmazunk sztochasztikus elemeket
tartalmazé modelleket. Fontos még megjegyezni, hogy a gyakorlatban mind a kér
tényleges nagysaga, valamint a bejelentett kar értéke is fontos, ez utobbit nevezziik
karigénynek.

Mostantol az egymés utan bekovetkezs karokat, illetve modelltél fliggen adott
évben bekdvetkezs, egy adott biztositotthoz kapcsolodo karok 6sszegét jelolje X,
Xo, ... X, eloszlasfiiggvényiik legyen F;. A modellekben altalaban feltessziik, hogy
az X; valészintiségi valtozok egyméstol fiiggetlenek és azonos eloszlastak. Ezek a
feltételek persze altalaban nem teljesiilnek a gyakorlatban, ezért megprobéljuk
méasként is megkozeliteni a feladatot. Két f6 modelltipust kiilonboztetiink meg, az

egyéni és az Osszetett kockazati modellt.

1.2. Egyéni kockazati modell

Az an. egyedi kockazati modellekben minden egyes egyed, kotvény, vagy min-
den egyes év esetén csak egyetlen karnagysigot vizsgalunk, amely igy tobb karbol

szarmazé Osszeget jelent. Ha n darabot vizsgalunk egyszerre, akkor az Osszkar, a



teljes veszteség:
i=1

Ha tehat az X;-k fiiggetlenek, akkor az Osszeg eloszlasat, vagyis a konvolu-
ciot kell ismerniink. Ezt altalaban elég bonyolultan lehet kiszamolni, de speciélis
esetekben lehet alkalmazni példaul a De Pril-rekurziot. Azt persze tudjuk, hogy
véges varhato érték esetén a varhato értékek osszeadddnak, ha a szoras is véges,
akkor korreldlatlansag esetén a szordsnégyzet is additiv, illetve fiiggetlenség esetén

a karakterisztikus-fiiggvények, Laplace-transzformaltak szorzdédnak.

1.3. Osszetett kockazati modell

Az Osszetett kockazati modellekben minden egyes egyénhez, szerzGdéshez tobb
karesemény tartozhat, ezek szama, IV, maga is valoszintiségi valtozo. Azt feltessziik,
hogy az egyes karokkal kapcsolatos kifizetések azonos eloszlasuak. Illetve, hogy N
eloszlasa fliggetlen az X, sorozattol. Ha X;-k azonos eloszlasuak, véges varhato
értékkel, és N varhatéd értéke is véges, akkor az S, = Zf\il X, Osszeg varhato
értéke:

E(S)=E(N)E(Z).

Ha még a szorasnégyzetek is végesek, és a sorozat elemei egymastol fiiggetlenek,
akkor
D*(S) = E(N)D*(Z) + D*(N)E(Z)

S karakterisztikus fliggvényét, Laplace transzformaltjat igy kaphatjuk meg, ha
N generatorfiiggvényébe beleirjuk a kareloszlasok kozos karakterisztikus fliggve-
nyét, ill. Laplace-transzformaltjat. S eloszlasat pedig a kovetkezs formuléval kap-

juk:
Qs =>_ P(N=k)Q5".
k=0

1.3.1. Modell

Modelljeinkben a karszamot megadd N valtozo az id§ fiiggvénye, azaz szto-

chasztikus folyamat. Jelolje ezt N;, ez masképpen a karszamfolyamat. Ekkor az



Osszkar is az id6 fliggvénye,
Nt
St - E Zz
i=1

A Z; valoszintiségi valtozok varhato értéke p. Ez az Gn. karfolyamat, ami egy &ssze-
tett Poisson-folyamat. A kockazati tartalék lefrasanak eleme a dijbevételt megadd

P, folyamat és a kezdeti tke értéke. Azaz
Ut =u-+ F)t — St,

ahol u a kezdeti t6ke értéke, P, a dijbevétel értéke, S; a karfolyamat, U, a riziko-
folyamat.

Klasszikus rizik6folyamatrol beszéliink, ha P, = ct, ¢ dllando, N; A paraméteri
Poisson-folyamat, azaz az N; — N, novekmények Poisson-eloszlasiak, a folyamat

fiiggetlen névekményt, és

RNY
P~ N, = k) = A vy

A szokasos modon jeloljiik a cs6dvaloszintiséget :
Y(u)=P(3t>0:U, <0),p(u) = P(Vt >0:U; >0).

Konnyen lathato, hogy ¢ és A\u viszonyatol alapvetGen fiigg a tonkremenés valo-

ct—St
t

loszintiséggel. Ezért ¢ < A esetén U, 1 valoszintiséggel el6bb vagy utobb negativ

szintisége. Ugyanis a nagy szamok torvénye alapjan lim; .., =c—A\u 1 va-

lesz, igy barmely u kezd6toke mellett ¢(u) = 1. Ha ¢ = Au, akkor a hatéarérték 0.
Ekkor ct — S; fluktuacioja igen nagy, tetszéleges nagy porzitiv, ill. negativ értékeket

is ttlng 1 valoszintiséggel. Tehat megint csak 1(u) = 1.

1.3.2. A cs6dvalészintiség aszimptotikus viselkedése
¥ (u)-nak létezik egy integraleldallitasa, mégpedig a kovetkezo:

W(u) = i/00(1 — F(z))dz + % /Ouzb(u —2)(1 = F(2))d=.

C

Mivel 2 [*(1 — F(z))dz = 2 értéke nem feltétleniil 1, ezért ez nem tiszta feldji-

tasi egyenlet. Bizonyos feltételek mellett azonban atalakithato felijitasi egyenletté.



Legyen h(r) = [7 e"dF(z) — l,azaz h(r) a Z; valtozok kézbs momentumgeneralo
fiiggvényének 1-gyel csokkentett értéke. F'(z) nemnegativ valoszintiségi valtozok ko-
z0s eloszlasfiiggvénye, ezért r < 0 esetén h(r) biztosan véges, h(0) = 0. Ugyanakkor
vegyiik észre, hogy h(r) szigortian konvex fiiggvény, ezért a h(r) = § egyenletnek

legfeljebb egy pozitiv gydke lehet.

1.3.1. Tétel (Cramer-Lundberg-approximacio). Tegyiik fel, hogy

egyenletnek létezik pozitiv megolddsa. Jelolje ezt R. Tegyiik fel, hogy h(r) véges R

valamely pozitiv sugarid kornyezetében. Ekkor
. c— A\
1 Ru - "
s e () = SR —e

Igy tehat e adja meg a pontos konvergenciasebességet a v(u) — 0 Osszefiiggés-

ben. R-et szokds Lundberg-kitevének, vagy illeszkedési egyiitthatonak nevezni.

1.3.3. Kiemelkedé egyedi karok esete

Ez az eset nem kezelhet6 Ggy, mint az el6zG, mert ekkor nem alkalmazhat6 a
felujitasi egyenletek elmélete. Mi torténik akkor, ha a kiemelkedd kar valoszintisége
nagyobb, mint példaul az exponenciilis eloszlas esetén? A teljes kirnagysag értékét
lényegében az egy-két nagy kar értéke hatarozza meg. Ekkor a szubexponenciélis
eloszlasok segitségével adhatunk becslést a csédvaloszintiségre. G eloszlasfiiggvény
szubexponenciélis, ha G(0) = 0, G(z) < 1, és tetsz6leges n > 2 esetén

1 —G™(z)

=00 1 —G(2)
Legyen F a fiiggetlen karnagysagok kozos eloszlasfiiggvénye, tovabba

Fo(z) = / (1 F)t,

Ju

valamint Ay < c teljesiil. Ekkor az Fy eloszlasfiiggvény akkor és csak akkor szub-

exponencialis, ha

g YW A



1.3.4. A Lundberg kitevd

A gyakorlatban tébbnyire nem ismerjiik sem az N; Poisson-folyamat paramé-
terét, sem a karigények nagysagat leird Z; valoszintségi valtozo eloszlasat. Igy
az R Lundberg-kitev§ értékét sem tudjuk pontosan meghatarozni. Vezessiik be a
g(r) = h(r) — < jeldlést, ahol h(r) = E(e"?) — 1. Mivel tudjuk, hogy R a g(r) =0
egyenlet egyetlen pozitiv gyoke, ezért a g(r) fiiggvényt becsiiljiik elgszor, és ennek
gyoket keressiik meg. Ahhoz, hogy az igy kapott gyok konvergéljon g(r) gydkéhez,
nem elég azt tudni, hogy a becsls fiiggvénysorozat minden pontban konvergél a g

fiiggvényhez, kell, hogy g derivaltja a gyokhelyen pozitiv legyen. Legyen

1 2l rZ Nr -1
GT(T) = N_T ZG —1- C’I"(T) .
k=1

Feltessziik, hogy a Z; valoszintiségi valtozok 1-nél kisebb valdszintiséggel vehetik
csak fel a 0 értéket, és ¢ > A\u. Ekkor ha h(r) véges R egy pozitiv sugart kornyeze-
tében, akkor a Gr(r) = 0 egyenletnek 1-hez tarto valoszintiséggel egyetlen pozitiv
gyoke létezik. Jelolje ezt Rp. Ekkor Ry — R 1 valosziniiséggel. Ha h(2R) véges,
akkor VT(Ry — R) — N(0,0?) eloszlasban, ahol

Ennek segitségével ha ¢ (u)-t akarjuk becsiilni, akkor bevezetve a

. cl — ST
NG (Rr)

—Rru

Yr(u)
jelolést, a Cramér-Lundberg approximécié alapjan
Yr(u) — ¥(u)

1 valoszintiséggel.

1.3.5. A cséd silyossaga

Az is fontos kérdés, hogy mekkora lesz a rizikofolyamat kérdése, amikor atugrik

pozitivbol negativba. Legyen T, = inf(t : U; < 0). Ez tehat a cs6d idGpontja.



Legyen
U(u,y) = P(T, < 003 Ur, > —y),

annak valoszintisége, hogy a tonkremenés pillanatdban a hidny értéke nem na-
gyobb, mint y. Gerber és Goovaerts igazoltak, hogy v (u,y) kielégiti az alabbi

integralegyenletet:

Wy) = / S 2 )L Pz + / - P

Tegyiik fel, hogy ¢ > Au. Legyen R a 22 = % egyenlet pozitiv gyoke. Ha h(r)

r

véges R egy pozitiv kérnyezetében, akkor

A [0 Ru [uty
a 1— F(z))dzd
lim eRu¢(u7 y) = < fo € Ju ( (2))d2 u'

o LW (R) =3

1.4. Karnagysag eloszlasok

Ebben a fejezetben felsoroljuk a kirok nagysaganak modellezésénél elgfordulo
legnépszeriibb eloszlascsaladokat. Két {6 csoportot szokas megkiilénboztetni, az
un. vékony- és vastag-farka eloszlasokat. Az elsG azt jelenti, hogy a tulélésfiiggy-
vényre, ami F(z) = 1 — F(x), teljesiil, hogy F(z) = O(e™**) valamilyen s > 0
esetén. Ezzel ekvivalens, hogy a momentum-generalo fiiggvény véges valamilyen
s > O-ra. A vastag-farku eloszlasoknak pedig altaldban azokat nevezik, melyekre a
momentum-generalo fiiggvény végtelen Vs > 0 esetén, de masfajta megszoritasok
is el6fordulhatnak: szubexponenciélis, reguléris valtozasu. Ma az aktuarius gyakor-
latban azokat tekintik vastag-farku eloszlasoknak, amelyeknél a karok 20 szazaléka
felelgs az Osszkarnagysag 80 szazalékaért. Azaz

1 [

— xF(dz) > 0.8,
HE Jbo.

ahol F(byo) = 0.2 és pup F véarhato értéke.

1.4.1. Vékony-farki eloszlasok

1. Exponenciélis eloszlas: a stirtiségfiiggvény f(x) = le . A gyakorlatban
ezt hasznaljak a legtobbszor, azért is, mert egyszeri szamolni vele. Fontos

megemliteni az orokifju tulajdonsédgot, ami karakterizalja az exponencialis



eloszlast:
PX <t+s|X>s)=P(X <s).

s . . |
Az exponencialis eloszlds momentumai: F(X*) = /’\“—k

Azl g
T ¢ , ha

x > 0. Specidlis esete az an. Erlang-eloszlas, ha o pozitiv egész, ekkor spe-

2. Gamma-eloszlas: T'(a, A) eloszlas striségfiiggvénye f(x) =

cidlisan p darab fliggetlen A paramétert exponencialis 0sszege. A Gamma-

eloszlas momentumai: F(X*) = E((Z;;F/\kk), specialisan E(X) = £, D*(X) = \/Tﬁ.

3. Hiperexponencialis eloszlas: véges sok exponenciélis eloszlas keveréke, a stirt-
ségfiiggvény f(z) = >F | a;6;e7%% ahol Y ey =1,0< oy < 1,0 =1,...,p.

4. Korlatos tartoju eloszlasok: ez a legtrivialisabb eset, amikor létezik xy < oo,
hogy F(z) = 0,2 > xy, illetve F(z) > 0,7 < x( esetén. Ezek az eloszlasok
viszontbiztositasokkal kapcsolatos szamolasok esetén fontosak, hiszen példaul
excess of loss vb esetén a biztosité szaméra fontos kidrok nagysiga nem a

tényleges karnagysag, U, hanem U A xy.

1.4.2. Vastag-farku eloszlasok

1. Weibull eloszlas: L
_ F e ()
fla) =15
2. Lognormalis eloszlas: az X valdsziniiségi valtozo eloszlasa lognormaélis, ha
elséll €V alakban, ahol Y normalis eloszlast valtozo, Y ~ N(u,0?), vagy

ekvivalensen e?Ut# alakban, ahol U ~ N(0,1). Ennek megfeleléen X stirt-

ségfiiggvénye elall a kovetkezd alakban:

xoy/2m 2 o
A tulélésfiiggvény pedig aszimptotikusan:

)~ e
x)~ ———exp(—=(——
logx\/271 Py o

A lognormélis eloszlas minden momentuma létezik, mégpedig

E(Xk) _ E<€kY) _ euk+a2k:2/2



Kénnyen lathato, hogy a,b > 0 esetén aX? is lognormalis eloszlast. Fon-
tos még,hogy a centralis hatareloszlas-tétel kovetkezményeként tetszGleges
fiiggetlen, azonos eloszlast, pozitiv értékeket felvevs valdszintségi valtozok
szorzatanak eloszlasa, a megfelel§ feltételek teljesiilése esetén, lognormalis

eloszlassal kozelithetd.

. Pareto eloszlas: Az X valoszintiségi valtozo eloszlasa o és A paraméterekkel

rendelkez6 Pareto eloszlas, ha eloszlasfiiggvénye:

1

Fla)=1— —— > 0.
(%) (1+ Az)~ v
Ebbdl a stirtiségfiiggvény: f(x) = M#, ha x > 0, egyébként 0. Pareto el-

oszlashoz jutunk, ha egy exponencialis eloszlas paraméterét Gamma-eloszlas

szerint valtoztatjuk meg.

. Loggamma-eloszlas: p, 0 paramétertd loggamma-eloszlasnak nevezziik X-et,

ha elsall ¥ alakban, ahol V Gamma-eloszlasi. A stiriségfiiggvény:

oP(logz)P~*
o) = S

A p-edik momentum véges, ha p < 0. Ha p = 1, akkor Pareto-eloszlast
kapunk.

. Eloszlasok regularis valtozasu tulélésfiiggvénnyel: a F(x) tilélésfiiggvényt re-

gularis valtozastinak nevezziik o exponenssel, ha

L(tz)
L(z)

ilyen tipusi példaul a Pareto- és a loggamma-eloszlas.

ahol L(x) lassu valtozast, azaz — 1,2 — 00. A korabbi eloszlasok koziil

. Szubexponencialis eloszlas: Legyen X valoszintiségi valtozd F' eloszlasfiiggve-
nye olyan, melyre G(0) =0 és G(z) < 1, x > 0 esetén. Ha tetszleges n > 2

esetén teljesiil, hogy
1 — GU™(z)
lim —————=
s 1— G(x)

akkor G szubexponencidlis eloszlasfiiggvény. Lathato, hogy minden regula-

:n’

ris valtozasa tulélésfiiggvénnyel rendelkezé eloszlas ide tartozik, de példaul



szubexponencialis a lognormélis eloszlés is, vagy a Weibull eloszlas 0 < r < 1
esetén. Vagyis a szubexponencidlis eloszlasok vizsgélataval a vastag-farki el-

oszlasok nagy részérsl kaphatunk informaciokat.

A cs6dvaloszintiségek vizsgalatdban megfigyelhets, hogy teljesen eltérd eredmeé-
nyeket kapunk attol fliigg6en, hogy a kirnagysag exponencidlisan korlatos vagy
vastag farkd. Gyakorlati szempontbél ez jelenti a teriilet egyik igazi problémaéjat.
A probléma val6jaban az, hogy a karnagyséageloszlasok meghatéarozas statisztikai
adatokon alapul, és igy persze megkérdgjelezhets, mennyire tudjuk a farokeloszlast

becsiilni.

10



2. fejezet

Egyéni kockazati modellek

2.1. Lundberg eredménye

Tekintsiik Y,,-t, n = 1, .., ez valosziniségi valtozok sorozata. Legyen R), az az
esemény, hogy Y,, > M valamilyen n > 1 esetén. Tehét Y, tekinthets a bevétel és
kiadas kiilonbségének az n-dik kar bekovetkezése utéan, vagy ahogy kés6bb hasz-
naljuk, az n-dik év, iddszak végén. M pedig a biztositd kezdeti t&kéje. Minket a
cs6d valészintisége érdekel nagy M esetén.

Lundberg eredménye a kovetkezs:

—logP(Ru)

lim —————~ =w
M—o0 M

akkor teljesiil valamilyen w > 0 esetén, ha a kovetkez6 feltételek teljesiilnek:

(L1) (Y;)n=1p2,. véletlen bolyongas, azaz Y, = > " X;, ahol (X;) fiiggetlen,
azonos eloszlasa valoszintségi valtozok sorozata.

(L2) X; momentumgeneralo fiiggvényére Eexp(uX;) = exp(c(u)).

(L3) 3! w > 0, hogy c(w) = 0.

Vezessiink be egy jelolést: legyen a,, és b, két szamsorozat. Azt mondjuk, hogy
a, < b, akkor és csak akkor, ha limsup,, . 17logay < liminfy_o 17logbyr. Ha
a, = b, és a, = b,, akkor a, = b,. Nyilvanval6, hogy minden z > 0 esetén igaz,
hogy: N

P(Yig) < P(Ru) <) P(Yo > M).
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Elemien bizonyithato, hogy

exp(—wM) = P(Yioa) = P(Ry) XY P(Y, > M) < exp(—wM),

n=1

z= m esetén. Ebbdl pedig egyszeriien kévetkezik Lundberg eredménye.

Ennek az egyenl6tlenségsorozatnak az altalanositéas felirhato nem fiiggetlen X;-
k esetére is. Feltéve Y,, momentumgenerald fliiggvényének létezését, a fenti 3 tulaj-
donséagot helyettesithetjiik a kdvetkezd kettovel:

(A1) c(u) := lim, o0 log(Fexp(uY,))/n létezik 0 < u < uq esetén.

(A2) 31 0 < w < wg, hogy c(w) = 0.

Ekkor a fenti egyenlGtlenségsorozat ebben az esetben is felirhato, csak z-t kell
lecserélni, mert ebben az esetben nem tudjuk feltétleniil, hogy ¢ derivalhato, ezért
z meghatarozasaban a baloldali derivalt szerepel.

Most vegyiink két sorozatot, Y7, Ys, ... és 371,572, ... Azt vizsgaljuk meg, az X;
és Z sorozatok egymashoz valo viszonya hogyan befolyasolja a Lundberg egyiitt-
hatokat. Ha pedig azokat rendezni tudjuk, akkor meg tudjuk mondani, melyik
esetben lesz nagyobb a csdd valdsziniisége, legalabbis aszimptotikusam, abban az
értelemben, hogy ha w < w, akkor My, hogy M > My esetén P(Ry) < P(EJE)
My nagysagarol nem tudunk semmit mondani.

Az X, és X, véges varhato értéki valoszintségi valtozokrél azt mondjuk, hogy
X, dominalja X;-t konvex rendezés szerint, jelolésben X7 <., Xo, ha E(f(X;)) <
E(f(X3)) minden f: R — R konvex fliggvényre, amelyre a varhato értékek létez-

nek. Ezt a definiciot felhasznalva igaz a kovetkezo tétel:

2.1.1. Tétel (lasd 8). Tegyiik fel, hogy az Y1,Ys, ... és 371,372, ... sorozatok teljesi-
tik az (A1) és (A2) feltételeket. Ekkor, ha Y, <. /};;, Vn, akkor w > w.

Ezzel az eredménnyel arra a probléméra jutunk, hogy a kovetkez&t elég lenne

=1 i=1

Ha a két sorozat fliggetlen, akkor elég, ha X; <., 551

latnunk:

Most tegyiik fel, hogy a két sorozat Osszefiiggé komponensekbdl all, de ugyan-
olyan struktarajiaak, azaz léteznek f, : R — R monoton nové fiiggvények, hogy
j(vn = fn(X,). Ebben az esetben azt kell feltenniink a sorozatrol, hogy feltételesen
névekvd, hogy a fenti kivetkeztetést kapjuk.
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Az X, ..., X, valoszintiségi véaltozok feltételesen novekvd sorozatot alkotnak,
ha E[¢(X;)| X1 = 21, ..., X;—1 = x;_1] novekvd fiiggvénye x4, ..., z;_1 — nek, minden
¢ novekedd fiiggvényre, amelyre a kifejezés értelmes. Egy véletlen vektor, X =
(X1, ..., X;,) feltételesen névekeds, ha X = (Xr (1), ..., Xr(n)) feltételesen novekeds

minden 7 permutaciora.

2.1.2. Tétel (lasd 8). Legyen X és Y két véletlen vektor ugyanazzal a feltétele-
sen novekvd dsszefliggdségi struktiraval, és tegyik fel, hogy X; <. Y, 1 < i < n.

Ekkor minden nemnegativ aq, ..., o, esetén

n n
Z 0; X <¢p Z ;Y.
i1 i—1

Specialisan a; = ... = a,, = 1 esetén a fenti tétel egyszerd kévetkezményeként

kapjuk a kovetkezét:
2.1.3. Tétel (lasd 8). Ha:

1. Xy,..., X, feltételesen néovekedd minden n € N esetén.

2. X, = falX,)

3. X gcxﬂ,neN

4. Az (A1) és (A2) feltételek teljesiilnek mindkét sorozatra.
Ekkor w > w.

A feltételek teljesiilésének ellendrzéséhez sziikségilink van egy egyszerii elégséges
feltételre ahhoz, hogy f kielégitse a X,, <. f(X,) feltételt. Egy ilyen példaul az
az eset, ha F(X,) = E(f(X,)), és létezik t valos szam, hogy f(z) < x, ha = < t,
és f(x) >z, ha = > t.

Egy mésik fontos kérdés dsszehasonlitani két olyan sorozatot, ahol az Gsszefiig-
gés struktiraja nem egyezik meg, eltérGen az el6z6 esettél. Ehhez a szupermodu-
laris rendezés fogalmat hasznéljuk.

Egy f: R" — R fiiggvény differencidloperatora: AS f(x) := f(x + ce;) — f(x),
ahol e; az i-edik egységvektor, ¢ > 0. Egy f fiiggvényt szuupermodularisnak neve-
ziink, ha AfA?f(x) > O0minden x € R" és ¢, > 0 esetén. Két véletlen vektor, X és
Y szupermodularisan rendezettek, jelolésben X <, Y, ha E(f(X)) < E(f(Y))

minden szupermodularis f fiiggvényre.
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Megjegyzendd, hogy az f(x) = x;x; fiiggvény nyilvanvaléan szupermoduléris,
igy egybdl kovetkezik, hogy X <, Y esetén cov(X;, X;) < cov(Y;,Y;) minden

1 <7< j < nesetén.

2.1.4. Tétel (lasd 8). Tegyik fel, hogy X <, Y, és legyen S = > " | X;, S =
S Y. Ekkor S <. S

Ebbdl pedig nyilvanvaloan koévetkezik az alabbi tétel:

2.1.5. Tétel (lasd 8). Ha:

—

1. (X17--'7Xn) Ssm (X\/la 7Xn)
2. (A1) és (A2) feltételek teljesiilnek a két sorozatra.

Ekkor w > w.

Megemlitiink még egy egyszeri elégséges feltételt. Egy X véletlen vektor asszo-
cialt, ha cov(f(X), g(X)) > 0 minden f, g névekedd fiiggvény esetén. Ezt a defini-

ciot hasznalva igaz a kovetkezs:

2.1.6. Tétel (lasd 8). Tegyiik fel, hogy (X1, ..., X,,) asszocidlt minden n € N ese-
tén, valamint )A(/l, ,5\(; fiiggetlen valdszinidségi vdltozok sorozata ugyanazokkal a

margindlis eloszldsokkal. Ekkor w < w.

2.2. Negativ driftes véletlen bolyongas 0sszefiiggd

vastag-farki 1épésekkel

A negativ driftes véletlen bolyongas modellje természetes moédon meriil fel
tobb alkalmazasi teriileten, igy a biztositasi matematikiban is. Példaul egy ho-
mogén Osszetételd biztositasi portfolio cs6dbemenési valoszintisége pontosan egy
ilyen bolyongés szuprémumanak meghatarozasaval irhato le, de példaul a pénz-
iigyi matematikaban is elGkeriil, tobbek kozott az ARCH és GARCH egyenletek
megoldasainak farokvalosziniiségeinek meghatéarozasakor.

Terjedelmes irodalma van a csédvalészintiségek témajaban az aszimptotikus

viselkedés meghatarozasanak a vékony- és vastag farkt eloszlasok esetén is. Az
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eredmények nagy része a szokdsos esetet vizsgélja, vagyis a fliggetlen, azonos el-
oszlasi lépések esetét. Vastag farka eloszlasok esetén a legfontosabb eredmény
Embrechts és Veraverbeke nevéhez kothets. Legyen X, fiiggetlen, azonos elosz-
last szubexponenciélis valosziniiségi valtozok sorozata, amik tehat generalnak egy

véletlen bolyongést,
So =0, Sp=X14+..+X,, n > 1.

Jelolje F' a kozos eloszlastiiggvényt, és —u < 0 a kozos varhato érték. Ekkor

P(sup X,, > \) ~

n>0

==

7(1 ~ F(a))dz, A — oo

A legtobb gyakorlati alkalmazésban persze a fiiggetlenség feltételezése nem tiik-
r071 a valos élet koriilményeit, igy a biztositasok esetében sem. De persze remélhetd,
hogy a fiiggetlenség feltételezése esetén az eredmények nem térnek el nagyon az
altalanosabb esett6l. Megmutathato, hogy bizonyos struktiraju osszefiiggést felté-
telezve a fenti eredmény érvényben marad.

Tekintsiik a kovetkezd modellt: X,, most legyen egy kétoldalu linearis folyamat,

azaz elGall a kovetkezd alakban:
X, =—p+ Zcpn,jej,

ahol ¢; 0 varhato értéki fiiggetlen, azonos eloszlasi valoszintiségi valtozok sorozata,
1> 0 allando. A szokasos értelemben persze ez méar nem véletlen bolyongas, mert a
lépések nem fiiggetlenek egymastol. e-r6l pedig feltessziik, hogy regularis valtozasi,
azaz

P(le[>A) = LA™,

valamint a kovetkezdt:

I P(e > \) lim Pe < =X\)

1 —_— = 1 _— =

wPle>2) " s Plel>a "

ahol > 1, 0 < p < 1, L pedig lassu valtozasu fiiggvény, azaz lim,_. . % = 1.

A p; egyiitthatokrol pedig, amelyek kozott van 0-t6l kiilonbozs, pedig feltessziik,
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hogy kielégitik a kovetkezdt:

> g |< .

j=—o0

A fenti feltételek és Fe = 0 implikaljak, hogy a fenti végtelen sor abszolut

konvergens 1 valoszintiséggel és hogy X varhato értéke —p. Tovabba

P X > )\ ey
ﬁw S s 0l + alioren) =1 [

j=—00

Tehat mi a kovetkezd mennyiségre vagyunk kivancsiak:

P(A) = P(sup S,, > \).
n>0
Fiiggetlen lépések esetén, ha a varhatd érték ugyanaz, és a farokviselkedésrdl is

feltessziik a fentieket, akkor megmutathato, hogy
BO) ~ — P > N~ 2 Ia Ly b sy A — .
p(or —1) a—1p ’

Latni fogjuk, hogy ez az eredmény nem marad érvényben altalanos esetben, Ossze-
fiiggs lépések esetén.

Vezessiik be a kovetkez6 két mennyiséget:

= sup > g

—oo<n<oo e

+ _
my,

o)

mo= s S ()

—oo<n< o0 e —
Valamint a szokésos jelolést hasznalva + = max(0, z), 2~ = —min(0, z). Az eddig

bevezetett jelolésekkel és feltételekkel a kovetkezs tétel igaz:

2.2.1. Tétel (lasd 9). Legyen X, en, ©n olyan, amelyek kielégitik a fent emlitett
feltételeket. Ekkor igaz a kévetkezd:

BV ~ [p(mg)* + q(mg)°] %A [p(mg)* +q(my)*] 1 AP(X > ))

a—1 Plel>N == we=D
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A képlet jobb oldala tehat AP(X > \), ha az els6 tényezGje eltiinik. Abban
az esetben, ha a valoszintiségi valtozoink fiiggetlenek, ez a tényezG pontosan 1,
vagyis ekkor visszakapjuk az erre az esetre korabban emlitett eredményt. Ez az els6
tényez6 igazabol a hosszutavi viselkedés intenzitasat probélja megmagyarazni a
véletlen bolyongasban. Minél nagyobb ugyanis az m:g értéke, annél nagyobb lehet a
befolyasa a zaj pozitiv értékének a bolyongés helyzetére, illetve minél nagyobb m.,
annal inkdbb nagyobb hatésa lehet a zaj negativ értékeinek a bolyongas helyzetére.

Fontos megjegyezni, hogy a p = 1,m = 0 esetben ¢(\) végtelenben valo
viselkedése kisebb rendti, mint a fiiggetlen esetben. Ez példaul akkor fordulhat
el6, ha o = 1,901 = —1,¢; = 0 egyébként. Ez azzal magyaradzhato, hogy a zaj
nagyon kicsi negativ értékeinek van lehetGségiik befolyasolni a bolyongést, mielGtt
a hatasuk elmilna a kévetkezs lépésben, mig p = 1 esetén a zaj nem vesz fel ilyen
értékeket.

Maésrészt az egyoldala linearis folyamat esetében, azaz amikor ¢; = 0, ha j <0,

valamint ¢y > 0, azt kapjuk, hogy
m:; > g > 0.

Ebbdl kovetkezik, hogy 1(\) rendjének nagysaga nem lehet kisebb, mint a fiigget-
len esetben.

A fenti tétel allitasa akkor is érvényben marad, ha az X, sorozatot, vagyis az .S,
véletlen bolyongas lépéseit, kicseréljiik X, +Y,, valészintiségi valtozok sorozataval,
ahol Y, fiiggetlen, azonos eloszlasu sorozat, amelynek tagjai az X, sorozattol is
fiiggetlenek, és olyanok, hogy P(Y; > z) = P(X; > z), ha z — oo, valamint
—o0 < E(X; 4 Y1) < 0. Ekkor csak annyival modosul a tétel allitasa, hogy -t
— E(X;1+Y7)-el kell helyettesiteni, ezzel pedig megkapjuk az eredményt a klasszikus

csGdvaloszintiség feladatara is.
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2.3. (Cso6dvaloszintiség stacionarius, ergodikus fo-

lyamattal modellezett karokkal

Legyen X1, X, ... valoszintiségi valtozok stacionérius, ergodikus folyamata, vé-
ges varhato értékkel, és legyen p > EX;. A részletosszegek sorozata modositva egy
negativ drifttel: Sy = 0,5, = X;+...+ X,, —nu. Legyen a biztosito kezdeti t6kéje

u, ekkor a cs6dvaldszintiség:

Y(u) = P(sup S, > u).
n>0
A cs6dvaldszintiségek vizsgélatdban nagyon fontos szerepet jatszanak a vastag-
farku eloszlasok, aminek az a gyakorlati alapja, hogy ezekkel lehet a nagy karokat
a legjobban figyelembe venni. Ezért legyen az folyamatunk stacionérius, ergodi-
kus SaS-folyamat, o € (1,2). Ez azt jelenti, hogy minden valoszintiségi valtozo

karakterisztikus fiiggvénye el6all a kovetkezs alakban:
Eexp(ir\X;) = exp(—a® | A |).

Ekkor a tagoknak ugyan véges a varhato értékiik, de a szérdsuk nem létezik. A

tény, hogy X, SasS tipusi, azt jelenti, hogy reprezentalhaté a kovetkezd alakban:
X, = / Jo(2)M(dz),
E

ahol M egy SasS véletlen mérték az (E, ) mérhetd téren, egy m o-véges meértékkel
g-on, valamint f, € L%*(m,e). Valamint létezik az ilyen tipust folyamatoknak

integral-reprezentacidja:

dm o ¢,

Xo = [ an(o) (2R @) £ o 0n(a) M (da),

ahol ¢y az identitds E-n, ¢, = ¢,_1 o ¢, ahol ¢ egy mérhet6 nem-szingularis
térképezés, a, értéke 1 vagy -1 lehet, ag = 1, ap1(z) = an(z)(a1 0 ¢,)(x), f €
L*(m, ). Ennek az elGallitasnak az az elénye, hogy a folyamat vizsgalatdhoz f és
on vizsgalata sziikséges.

Vezessiik be a kovetkezdket: ho(x) = 0, by () = >, fe(x), valamint

m, — cé(/E | () |“m(da)).
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Legyen 7y egy valoszintiségi mérték, amely ekvivalens m-el, g = %. Ennek a

felhasznaldsaval az X folyamat integralalakja atirhato:

X, = /E 673 (@) fu ) Mo (d),

ahol My egy SaS véletlen mérték ny mértékkel. Azt felhasznalva, hogy ny valoszi-

niiségi mérték, a kovetkezd alak kaphato:
1 1
Xy =C& ) el g = (Vi) falVy),
j=1

ahol ¢, fliggetlen, azonos eloszlasi Rademacher valtozok sorozata, '), egy Poisson-
folyamat pontjainak szama, V,, pedig E-értéki fiiggetlen, azonos eloszlasi valoszi-
niiségi valtozok sorozata, amelyek kozos eloszlasfiiggvénye ng. Ezekkel a jelolésekkel

a csGdvaloszintiség a kovetkez6 alakban is irhato:

0(w) = Plsup(3 7 07 ho (V) = np) > ).

A folyamat vastag-farku tulajdonsiga miatt az a gondolat meriilhet fel, hogy
valoszintleg a cs6d a Poisson-pontfolyamat egy kiugroan nagy értéke miatt kévet-

kezhet be, igy az varhato, hogy
Y(u) ~ o) = P(sup(e;l; = hn(V;) — npp) > u).

Ezt az értéket pedig bizonyos esetekben mar kénnyebben tudjuk kiszdmolni, pél-
daul, ha X, Lévy-folyamat, E = [0,00),m(dx) = o®(dz), fo(r) = Ijp_1n)(2).
Ekkor ha u — oo:

1 1
= — (o —(Oé—].)
%(U) 20040_ ,LL(CY — 1)u .

A kovetkezd tétel mondhato ki az intuitiv tulajdonsaggal kapcsolatban:

2.3.1. Tétel (lasd 7). X, staciondrius, ergodikus SaS folyamat, o € (1,2). Te-
gyiik fel, hogy m, = O(n”),n — oo, € (0,1). Ekkor a ¢(u) ~ o(u) reldcic

fenndll uw — oo esetén.
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2.4. Szubexponencialis val6szintiségi valtozék vé-

letlen stlyozasu Gsszegei

Legyen (Xj),1 < k < n fiiggetlen valoszintiségi valtozok sorozata, a kozos
eloszlasfiiggvény legyen F', és legyen minden X Osszeparositva egy Oy pozitiv
értékd valoszintiségi valtozoval gy, hogy az (Xi) és ©y sorozatok fiiggetlenek
egyméstol. Ami minket érdekel, az SO, 1 < m < n Osszeg farokviselkedése, kiilonos

tekintettel az M9 maximumra, ahol tehét

5522: 2{:()k)(k> A{S = Imax sz'
k=1

1<m<n

Valoszintiségi valtozok sorozatarol azt mondjuk, hogy:

1. tipust, ha P(a < Xj < b) = 1 fennall valamilyen 0 < a < b < oo esetén, ha
1<k <n;

2. tipusi, ha P(0 < Xy < b) = 1 fennall valamilyen 0 < b < oo esetén, ha
1<k <n;

3. tipust, ha P(a < Xy < oo) = 1 fennall valamilyen 0 < a < oo esetén, ha
1<k <n.

Ebben a fejezetben feltessziik, hogy F' szubexponencialis. A szubexponencialis
eloszlasfiiggvények csaladjat jelolje S. Azaz F' € S, ha F a [0,00) intervallumra

van koncentrélva, és L
Pwn
lim — (z) =n
T—00 }T(x)

Ebbdl a tulajdonsagbdl kévetkezik, hogyha X valdszintségi valtozok sorozata ko-

z0s F' € S eloszlasfiiggvénnyel, akkor

P(S, > ) ~ P(max X; > x).

1<k<n

A {6 eredmény a kiovetkezs:

2.4.1. Tétel (lasd 11). Ha F € S, és a Oy sorozat elsd tipusi, akkor

P(My > x) ~ P(Sy) > z) ~ P(max 0, X; > z) ~ Y _ P(0;X; > )

1<k<n
k=1
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Ha F' € S, akkor F' vastag farkd, abban az értelemben, hogy

lim FEY)

Jeloljiik azon eloszlasfiiggvények csaladjat, amelyekre igaz a fenti, L£-el. Vezessiik
még be a domindlt variancidju eloszlasfiiggvények csaladjat, jelélésben F' € D,
amelyekre -

F(zy)

lim sup — < 00, 0<y<l1.

Koézismert, hogy LND C S. Fontos szerepet jatszanak az LND-be tartozo regularis
valtozasu eloszlasfiiggvények, amelyeket jeloljiink R-el. Pontosan F' € R, ha létezik

0 < a < oo, hogy

- Flry)
hm —_ = 047 O <.

Ha F' egy adott a-val teljesiti az egyenlGséget, akkor ugy jeloljiik, hogy F' € R,.
L ND egy nagyobb csaladja, a reguléris valtozésu eloszlasfiiggvények kiterjesztése,
ERV (extended regular variation), F' ERV(—a«, —f3) osztalyba tartozik, valamilyen
0 <a<f < oo esetén, ha
F(xy)

# < liminf = < limsup — < , > 1.
PSR T T e Fa) ’

Fontos megjegyezni, hogy a biztositismatematikaban fontos szerepet jatszo elosz-
lasok, mint a lognormalis és a Weibull szubexponenciélisak ugyan, de nem taroznak
D-be, vagyis ez az osztaly nem elég gazdag, hogy ezzel modellezziik a vastag-farka
eloszlasokat, ezért szokis még bevezetni a rapid variacioju eloszlasfiiggvények de-
finiciojat, jeldlésben F' € R_,, amelyekre

F(ay)

lim — = 0.

Most megemlitjiik a fejezet f6 allitasanak egyszeri kévetkezményeit a beveze-

tett eloszlascsaladok specidlis eseteire.

2.4.2. Tétel (lasd 11). Ha F € LN D, ©y mdsodik tipusi, akkor igaz a 2.4.1

tétel dllitdsa.
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Legyen F' € D eloszlasfiiggvény, vezessiik be a kovetkezd jelléseket:

£i(y) = iminf 2 pr) — Tim sup )

e—oo F(z) oo F(x)

2.4.3. Tétel (lasd 11). Tegyiik fel, hogy O mdsodik tipusi. Ekkor:

1. Ha F € LND, akkor

n

Z E(/f < P(M > @) ~ P(ST > ) 2 F(2) ) B(f(6;1))

k=1

2. Ha F € ERV(—a, —f3) valamilyen 0 < a < 3 < oo, akkor

ZE min(09),00) < P(M® > z) ~ P(S° > z) <

k=1

3. Ha F € R_,, valamilyen 0 < o < oo esetén, akkor

HM?>@~P@S>@~F@)nE@@

A rapid valtozasu esetben pedig a kivetkezé tétel igaz:

2.4.4. Tétel (lasd 11). Ha F € S N R_, O elsd tipusi, valamint P(©) =
Or) =i > 0, ahol © = sup(y : P(© <y) < 1), akkor a © = max(Oy) jeliléssel

— T "
P(M® > z) ~ P(S° > z) Zka —)~F(=2)) milg—s)
O e =
Most tekintsiik a kovetkez8 modellt:
SO =, Sn = gnSnfl + (nn - Zn)y n>1

a biztositd nyereségét leiré rekurziv egyenlet, x > 0 a kezd6tdke, 7, a dijbevétel,
Z, a karkifizetések Osszege az n-edik idéperiodusban, &, pedig az eddigi nyereség
befektetési kockazatat adja meg. Tegyiik fel, hogy (n,, Z,,) figgetlen, azonos elosz-
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lastiak, és fiiggetlenek &,-t6l. A fenti egyenlet a szokésos kockézati modellt adja
meg, ha &, = 1.

Legyen X,, = Z,, — n,, fiiggetlen, azonos eloszlasi valoszintiségi valtozok soro-
zata, kozos F eloszlasfiiggvénnyel. Vezessiik be az Y, = £, jelolést. Ekkor a fenti

rekurzid a kovetkezd formaban irhato:

STL—xH§z+ZXk H 517

i=k+1

S, visszadiszkontalt értékét tekintve pedig

n n k
Se=S[[Yi=z-Y X ]]¥
i=1 k=1 =1

A cs6dbemenési valosziniiség véges horizonton:

w(a:,n):P(mmS <0|Sy=2)=P(min S, <0|S=ux)=

0<m<n 0<m<n

P(max. Z Xi H Yo).

Legyen O = Hle Y;, ekkor a fejezet korabbi &llitasainak egyszerd kovetkez-

ménye:

2.4.5. Tétel (lasd 11). 1. Ha F € S és & elsd tipusi, akkor

n k
n)~ > PX,[[Yi> )
k=1 =1

2. Ha F € R_, és & harmadik tipusi, akkor
. n k
Uz, n) ~ Fl) ) E(] ]V
k=1 =1

3. Ha F € SNR_,, & elsd tipusi, P(©y, = ©y) = pr > 0, akkor a 0= max(0y)

jeloléssel:

<
Y(z,n) ~ F(?)Zpkl(@i:é)
@ k=1



2.5. Véletlen bolyongas osszefiiggé 1épésekkel

Legyen 7, fiiggetlen, azonos eloszlast, 0 varhato értékd valdszintiségi valtozok

sorozata, a kozos eloszlasfiiggvény F. Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

G.w) = | TF)dy,  Go(2) = / " P(—y)dy,

ezek a varhato érték végessége miatt értelmesek. Legyen B > 0,b > 0 valos sza-
mokra Gpy(r) = BG(5) + bG_(3), ezzel a jeldléssel Gy = G19,G_ = Goy,
és

Guslo) = [ F)+ F(- Ly

Legyen a > 0,c; € R,k € N valos szdmok, nem mindegyik 0, és definidljuk a

kovetkezd valoszintségi valtozod sorozatot:

k

Sk = ch—jm’ - a,

j=1

a részletosszegek sorozata: Sp = 0,5, = & + ... + &,. Az S, sorozatot nevezziik
véletlen bolyongésnak aszimptotikusan stacionarius Gsszefiiggd lépésekkel, negativ
drifttel. Hasznosabb a kovetkezd alak:

k

Sk =Y Thjn; — na,

Jj=1

ahol ¢, = Z?:o ¢j. Mostantol mindig feltessziik, hogy > 7o, | ¢, |< oo. Ezzel
a feltétellel az S, sorozat kielégiti a nagy szdmok erds torvényének feltételeit, igy
% — —a < 0, 1 valészintséggel. Igy a sup,cn Sn egy jol definiélt, 1 valoszintséggel
véges valoszintiségi valtozo.

Legyen L azon nemcsokkend, f : R — (0,00) fiiggvények osztéalya, amikre

lim flz+y)

T

minden valos y esetén. Egy F eloszlasfiiggvényt jobbrol vastag-farkinak neveziink,
ha F(z) € L. Jegyezziik meg, hogy G, € L, ha F € L. Ezekkel a jeldlésekkel
megfogalmazhatjuk a kovetkezd tételt a bolyongas szuprémumaéanak also korlatjat

illetGen:
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2.5.1. Tétel (lasd 12). Legyen my,my € N kiilonbizd természetes szamok, C' =
max(0,Cp,) > 0,¢ =min(0,¢y,,) <0. Ho C+ | c|> 0 és Ge € L, akkor

lim inf P(sup,, S, >x) _ 1
T— 00 chlcl (I)

|

Ha létezik m > 0, hogy ¢,, > 0, G+ € L, akkor

P(sup,, S, > x) S 1

lim inf 1
lgri’g’} EmG+(ELm) Sa

Ha létezik m > 0, hogy ¢, <0, —G_ € L, akkor
lim inf Pssupn Sn >mx) > E
P Ton [Gi(Z) ~a

Jeloljiik a szubexponencialis eloszlasok osztalyat a szokésos modon S-el. Ekkor

a kovetkezs tétel igaz a bolyongas felsg korlatjarol:

2.5.2. Tétel (lasd 12). Legyen

C' = sup(0,¢, k € N) >0, c=1inf(0,¢,k € N)<0.

Ha Gz € S, akkor

! P(sup,, S, >x) 1
im sup —.
T—00 Gé,\a (x) a
Hat,>0,G. €8S, C=supc) >0, akkor
: P(sup, S, >z) 1
lim sup —— -~ < -
T—00 OG—’_(E) a
Hac, <0,G_€S,, ¢c=1inf(c) <0, akkor
. P(sup,, S, >x) 1
| n < —.
TP TIElGL(E) T

A két tétel egyiitt a kdvetkezGket mondja a bolyongasrol aszimptotikusan, fel-

hasznélva, hogy S C L: ha Gg 5 € S, és a kovetkezd feltételek valamelyike teljesiil:

1. létezik mq, mo, hogy
Cmy = C = sup(0,6,k €N) >0, ¢, =c=1inf(0,c,,k€N) <0,
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P(sup S, > x) ~ a_lGam (x), x— o0.

Egy f: Ry — R, fiiggvényt kozepesen reguléris valtozastnak neveziink, jelo-

lésben f € IR ha
lim lim z — OOM
510 f(z)

Ha Gz, € S, €a a kovetkezd feltételek valamelyike teljesiil:

= 1.

Ql

1. C > 0,C > ¢y, letezik my, hogy € = G, < 0, G4 € IR,

Ql

2.

ol

m, > 0,6<0,c<¢y, G_ €IR,;
3. C>0,C >, ¢<0,C<Cp, Ggp € IR.

Ekkor

P(sup S, > x) ~ a_lGaH (x), T — 00.

n

2.6. Sztochasztikus egyenletek

Tekintsiik a kdvetkezd sztochasztikus rekurzios egyenletet:
Y; =AY 1+ By,

ahol (A, By) fiiggetlen, azonos eloszlasi, nemnegativ valdszintségi valtozok soro-
zatai. A mi esetiinkben a B; sorozat az éves eredmény Gsszegét adja meg, mig az
A, sorozat egy diszkontal6 tényezd, ami meghatarozza a tartalékolt Gsszeg jelenér-
tékét.

Vezessiik be a kovetkez§ jeldlést:
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Ismert eredmény, hogy az Flogt A < oo, Elogt B < oo feltételek teljesiilése mellett

pontosan akkor 1étezik egyértelmi erésen stacionarius megoldas, ha
—o0 < ElogA < 0,

ezért a tovabbiakban ezt mindig feltessziik. Ebben az esetben a megoldas a kdvet-

kez6 alakban irhato:

t t—1
Y, = Z ;1B = By + Z Iy 14B;.

A szokasos modon legyen
S,=Yi+...+Y,, n>1,
és minket a cs6dbemenési valosziniiség érdekel, azaz

¥(u) = P(sup[(S, — ES,) — pn] > u).

n>1
A fenti jeloléssel:
So=D (Yot ) MeiB) =Yo) Miity By Ty
i=1 t=1  i=t

=1 t=1

Vezessiik be a kovetkezd valosziniiségi valtozo sorozatot:

o0
Cy = E g1
i=t

Ezekkel a jelolésekkel megfogalmazhat6 a kdvetkezs tétel:

2.6.1. Tétel (lasd 10). Tegyiik fel, hogy az A; és B, fiiggetlen azonos eloszldsii,
nemnegativ valdosziniségi valtozok két sorozata, amelyek eqymdstol is fiiggetlenek,
B reguldris vdltozdsu k > 1 indexel, EA® < 1, EA?** < co. Tegyiik fel, hogy létezik
eqy pozitiv szamokbdl dllo sorozat, hogy nP(B > x,) — 0, valamint minden ¢ > 0

esetén

lim sup | (P(Blj(B) ZCE > cx? Jlogx)+P(| Z(Ct—EC’) |> cx))/(nP(B > x))|=0

n—oo
T2Tn t=1 t=1
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Ekkor fenndll, hogy

. P(S, — ES, < —x)
11 su =
n—oo IZEL nP(B > 1)

Most tekintsiik a ¢ (u) cs6dvaloszintiséget, a kezdeti t6ke v — oo, p > 0. Ha
Ay és By teljesitik az el6z6 tétel feltételeit, akkor B < oo, valamint FA < 1,
hiszen EA® < 1.Ekkor EY = EB(1 — FA)™' = EBEC joldefinilt. Ekkor igaz a

kévetkez tétel:

2.6.2. Tétel (lasd 10). Tegyiik fel, hogy az elézd tétel feltételei teljesiilnek, va-
lamint hogy az x, = cn sorozat megfeleld minden ¢ > 0 esetén. Illetve tegyiik fel

még, hogy létezik v > Kk, hogy EC"™" < oo. Ekkor minden p > 0 esetén:

. Y(u) 1 1
lim —————— = EC"—
uggouP(B>u) C,u/i—l
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3. fejezet

A tartalékolasi probléma

3.1. A biztositasi tartalék jelentGsége

Egy biztosito tarsasag biztonsagos miikodéséhez (varhato kotelezettségek tel-
jesitése, karok ingadozasabol eredd, illetve egyéb varhato biztositasi veszteségek
enyhitése) szorosan kapcsolodik az an. biztositastechnikai tartalékok kezelése (kép-
zés/feloldas). Erre a biztosito speciélis iizleti tevékenysége miatt van sziikség.
A kiilonb6z§ formaban képzett tartalékok a dijbevétel és a karkifizetés kozotti
id6beli eltéréseket hidaljak at. A biztositdé a biztositasi szerz6dések megkdtésé-
vel kockazatot vallal bizonytalan, jovébeli események bekovetkezésébdl, illetve is-
mert, de pénziigyileg még le nem zart kariigyekbdl szarmazo karok kifizetésekre.
A biztosito a kockazat atvallalasanak fejében iigyfeleitdl (rendszerint a biztositasi-
kockazatviselési iddszak kezdetén) el6re biztositasi dijat szed be, amelybdl tarta-
lekot (is) képez egyéb kotelezettségeinek teljesitése mellett.

Alapvet6 kovetelmény a biztositoval szemben, hogy az altala vallalt (és meg-
tartott, azaz viszontbiztositasba nem adott) kockidzatokbol szarmazé kotelezett-
ségeinek megfeleld mértékd tartalékkal rendelkezzen (Bit 118. -120.§), de ez nem
jelentheti azt, hogy lemond a helyes kockazatvallalasi politika kovetésérsl. A tar-
talékok jovGbeni (varhato vagy ismert) kifizetések anyagi fedezetét jelentik, azaz
a biztositod fizetGképességét szolgaljak (jovbeli funkeid), egyuttal egy-egy tizleti
év korrekt, a szamviteli elveket kielégité mérleg- és eredmény kimutatasat adjak
(multbeli funkcit), egyes tartaléktipusok a dijbevételt, masok a karkifizetést és
akad olyan tartalékfajta is, ami a befektetésekbdl szarmazo bevételt korrigélja.
Ezért nagyon fontos, hogy a sziikséges tartalékok kell6 pontossaggal, biztonsago-

san legyenek megallapitva. A tartalékokat azonban nem csak meghatarozni, hanem
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megteremteni is sziikséges, azaz biztositani kell a megfelel6 eszkoz lefedettségét,
és ez iizleti szempontbdl akkor nem jelent igazdn gondot, ha a biztositasi dijak a
biztosité altal szervezett veszélykozosség kockdzatabol szarmazo kifizetéseknek és
egyeb raforditasoknak (szerzési, igazgatasi és karrendezési koltségek) kell§ bizton-
sagi fedezetét nyujtjak.

A tartalékok eszkoz-lefedettségének nem csak egy adott id6pontban kell fenn-
allnia, hanem folyamatosan és tartésan. Ehhez megfelels és biztonsagos befekteté-
sekre van sziikség. A befektetések soran figyelemmel kell kisérni a kotelezettségek
lejarati struktarajat, a mindenkori likviditas megGrzését, a jovedelmezGséget és
természetesen a befektetési kockazat mérseklését, megosztasat (diverzifikacio). Ez
a tartalékokra vonatkozo méasik nagyon lényeges szabaly (Bit 132.§).

A tartalékok adott id6pontban torténd (mérlegforduld napi) meghatarozasat
hazdnkban pénziigyminiszteri rendelet szabalyozza. A tartalékolas fontosségat az
is mutatja, hogy minden tarsasignak Tartalékolasi Szabalyzatot kell készitenie, és
abban rogzitenie azokat a modszertani megoldasokat is, amelyeket a képzésben
felhasznalasra keriiltek. A tartalékok konkrét értékérdl, és targyévi valtozasarol
(lebonyolitasi eredmény) a Feliigyelet részére az aktuariusi jelentésben be kell sza-
molni.

A meg nem szolgélt dijak tartaléka, a torlési tartalék, és az eredménytdl fiig-
getlen dij-visszatéritési tartalék a dijeléirasi korrekcioval az elszamolasi év korrekt
dijbevételét teremti meg.

A meg nem szolgalt dijak tartaléka a biztositasi-kockazatviselési idGszak és az
elszamolasi idGszak eltérése miatt sziikséges, ezért nevezhetjiik dijatviteli tarta-
léknak is. Az elszamolasi idGszakban elSirt dij azon részét, ami a fedezeti idGszak
pénziigyi éven tulnyulod részére esik, azaz nem a pénziigyi évet érinti (multbeli
funkcio), ebbe a tartalékba kell elhelyezni, igy megteremtédik a jovGben felmeriils
kotelezettségek (karok, koltségek kifizetése) fedezete (jovobeli funkcio). Ez a tar-
talékfajta alapvetGen szamviteli jellegd, bar aktuariusi problémékat is rejt (szezo-
nalitas, inflacio, kozelitd modszerek). A biztosito dijelGirasa a targyévben esedékes
(elvart) dijakbol (pozitiv tételek) és a torolt dijakbol (negativ tételek) all.

A torlési tartalék altalaban az elgirt, de be nem folyt (hatralékos) dijak és a nem
fizetés miatt (jov6ben) varhatod torlések - jovs évi dijeldirasban varhatéan megje-
lend negativ tételek ellentételezését - fedezetéiil szolgal (jovibeli funkeio), valamint
a targyév dijbevételének korrekt kimutatasat biztositja azaltal, hogy megadja az

esedékes dijakbol mar befolyt és a még varhatéan befoly6 részek Osszegét. A tor-
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lési tartalékot az elmilt évek statisztikajat alapul véve célszerti meghatarozni. Az
aktuarius igényességén milik, hogy az adatokat milyen aprolékossiggal részletezi.

Az eredménytdl fiiggetlen dij-visszatéritési tartalék - kiillonosen karmentesség,
alacsony karalakulas miatt - az iigyfeleknek szerzddési feltétel szerint jard, a jové
évi dijvisszatérités fedezeteként szolgal (jovibeli funkeio), mig ha a targyév végén
hozzék létre, a dijeldiras korrekcidja (a szerz6dés kezdetén elGirt dij a biztositas
tartama alatt tapasztalt kirmentesség miatt a biztositot teljes egészében nem illeti
meg) valosul meg (multbeli funkcio).

A matematikai tartalékok, a fligg6kar tartalékok és a kiringadozasi tartalék a
biztosito esetleges karat fedezi. A matematikai tartalékot a szerz6déshdl kovetkezd,
jovében (a biztositasbol hatralévs idgben, ami akar 20-25 év is lehet) varhato ki-
adéasok (kiilonosen a biztositasi eseményekbdl adodo szolgaltatasok) és bevételek
(biztositasi dijak) tartalékképzés idGpontjara - a technikai kamatlab felhasznalasa-
val - diszkontalt jelenértékek kiilonbozetekként (prospektiv modszer) egyénenként
(szerz6désenként, jaradékosonként) hatarozzak meg. A targyévi dij nem csak a tar-
gyévben bekovetkezett biztositasi események fedezetét szolgédlja, hanem késGbbi
(halaleseti, elérési) karokét is, a targyévi karkifizetés korrekciojanak tekinthetd
(multbeli funkcié). A technikai kamatlab, amit a tartalékszamitasban diszkonta-
laskor hasznalnak, valojaban egy garantalt hozamot is jelent, amit a matematikai
tartalékok segitségével sziikséges érni ahhoz, hogy a tartalék képzésére ne kelljen
plusz forrasokat bevonni.

Igen érdekes és lényeges kérdés, hogy kié is a tartalék. A tartalékok a biztositod
jovebeni kotelezettségeinek fedezeteként funkcionalnak, tehét ha a kockézatban
vagy a technikai hozam biztosithatosdgaban negativ valtozas varhato, a legegysze-
riibb médja a probléma kezelésének a halandosagi feltételezések illetve a technikai
kamatlab megvaltoztatdsa, ami a tartalék novekedéséhez vezet. Mivel a tartalék
azonban az tligyfelek elsGsorban megtakaritasi célbol torténd befizetéseibdl képzo-
dik, ezért e valtoztatasok miatt megné a maradékjogok (visszavasarlas, dijmentes
leszallitas) szerinti érték és az esetleges tobblethozambol valo tigyfélrészesedés is.

Az életbiztositasi dijtartalékok képzésénél a szerzési koltségek miel6bbi meg-
tériilése érdekében szokésos eljarés a zillmerezés. Egy adott idéponti zillmerezett
tartalek valojaban a (netté dij alapa) netto tartalék (pozitiv érték) és az adott
id6pontban fennallo (a szerzési koltségre kalkulalt dijrészbdl még) meg nem tériilt
szerzési koltségek (negativ érték) Osszege. Ebbdl kévetkezik, hogy a zillmerezett

tartalék (a lejarati id6pont kivételével) kisebb, mint a nett6 tartalék, és a tartam
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elején (1-2 évig) negativ is lehet. Természetesen a mérlegben ez az érték a tartalék
soron nem szerepeltethets, de lehetGség van aktiv idGbeli elhatarolasokat (a Bit
szerint akéar eszkozfedezetként is 139.§ (3)) is figyelembe venni, mivel a biztosi-
tasi szerz6dés megkotésekor felmeriils kezdeti koltség a jovében befolyd biztositéasi
dijakbol tériil meg.

Egyes nézetek szerint a zillmerezés célja (a szerzési koltségek miel6bbi megté-
riilése) ugy valosul meg, hogy a biztosito kdlesonveszi az iigyfél dijtartalékanak egy
részét, amit azutan a tartam sorén fokozatosan és kamatostul visszatérit az tigyfél-
nek. A kdlesonvett dijtartalék utdn a biztosité az iigyfélnek technikai kamatlabat
biztosit, ami kiilénosen inflaciés idGkben elmarad a piaci kélecsonkamatlabtol, és
igy a biztositonak némi kamatnyeresége keletkezik (rejtett nyereségforras).

A matematikai tartalékot szerzddésenként hatarozzuk meg, de valojaban a ve-
szélykozosség szintjén relevans, ugyanigy, mint a(z éves) biztositasi dij, ami szer-
z6désekre meghatérozott, de a(z éves) biztositasi idGszakban bekovetkezd karokkal
kapcsolatban felmeriils karigények fedezetét teremti meg a veszélykozosség szint-
jén. Valojaban a zillmerezéssel a biztosito a veszélykozosség szintjén "safarkodik"
a beszedett pénzzel, s mivel a tartam elején kockéazati tobblettel szamolhat a bizto-
sito (6regedeési tartalék), a lejarati szolgaltatashoz pedig elegendd a tartam végén
megfeleld (szolgaltatas nagysagaval azonos) Osszegii tartalékkal rendelkezni, ezért
a zillmerezés nem veszélyezteti a kotelezettsegek teljesithetGségét. A kisebb (zill-
merezett) tartalék kisebb kotelezettséget, de pl. kisebb befektetési eredményt is
jelenthet. A visszavéasarlasi dsszeg nagysagat nem feltétlen befolyésolja a zillmere-
zés, - bar a visszavasarlasi Osszeg szamitasanak alapja a rendelkezésre allo tartalék
- mivel a visszavasarlas "biintetéssel" jar egyiitt, aminek mértékét a biztosito sza-
badon hatarozza meg, azaz nettd tartalékolds mellett akar maga a zillmerezett
tartalék lehet a visszavasarlasi Osszeg (a visszavasarlas biintetésének indoka az an-
tiszelekcio is lehet). A zillmerezés mellett megemlithetd még az un. x+1 modszer,
ami szintén a netto dijtartaléknal alacsonyabb dijtartalékot allit be kotelezettség-
ként. Ennél a modszernél a tartamtol fiiggetleniil az elsé éves dijat elvonjak és az x
éves egyén n éves biztositasara egy x+1 éves egyén n-1 éves tartamu biztositasdnak
megfelel6 nettd tartalékot képeznek, ahol is az els6 éves tartalék automatikusan
nulla. Hatranya a zillmerezéssel szemben, hogy ebben a moédszerben nincs meg a
kezdeti a koltség megvalasztasdnak rugalmassiga és szabadsidga. Mindkét modszer
azonban képes forrast teremteni a cég miikdéséhez.

A befektetési egységekhez kotott (unit linked) tartalék elsGsorban megtakari-
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tasra szolgél (jovobeli és miltbeli funkcidja azonos a matematikai tartalékaval),
a kockazati tobbletszolgaltatas tartaléka (amennyiben sziikség van ra) tébbnyire
matematikai tartalék forméajaban jelenik meg. Aktuariusi szempontbol ugyanuigy,
mint a hagyoményos életbiztositasoknal, a szerzési (kezdeti) koltség miel6bbi meg-
tériilése jelent megoldandé problémat. Erre megoldést az aktuariusi alap (actuary
fund) nyujt, - ami specialisan meghatarozott technikai kamatlab mellett egyszeri
dijas vegyes életbiztositas formuldjanak segitségével képezhets - azaz az egysége-
ket kezdeti és felhalmozasi egységekre bontjak fel. Erdekes befektetési és biztositasi
jelleghdl fakadd szamviteli problémat jelent az, hogy a unit linked tartalék csak
ténylegesen befizetett dijakbol képezhets, mig a biztosité dijbevételét alapvetGen
az esedékes dijak elGirasaval hatarozza meg. Igy tehat a még be nem fizetett (de
méar elSirt) dij és a mar (biztositasi éven beliil) befizetett (de még elg nem irt)
dijak miatt nem lesz 6sszhang a dijbevétel és a tartalék kozott, amit természete-
sen orvosolni kell. Ezt féként a dijbevétel befolyt dijra torténd korrigilasa, vagy
egyeb tartalék (pl. meg nem szolgalt dijak tartalék) képzése segitségével lehet el-
érni. A unit linked biztositasok esetében a tobblethozam visszajuttatisa a napi
arfolyamképzés és az elvonasi szabaly alkalmazasa alapjan valosul meg.

A fliggkar tartalékok esetében a targyévi karkifizetést korrigald multbeli funk-
cio, és a bekovetkezett (ismert vagy ismeretlen) karok varhato kifizetésének fede-
zete nyilvanvalo és egyértelmd. A tételes fiiggékar tartalék képzésének oka, hogy
a bejelentett karok rendezése elhizodo folyamat (peres tigyek esetén akar ez tobb
év is lehet). A kései karok (IBNR) tartalékképzését az indokolja, hogy a karesemé-
nyek bekovetkezése és bejelentése kozott tobb honap, de akar évek is eltelhetnek,
és a korrekt elszamolas megkoveteli, hogy ezeket a karokat az elszamolas évében
vegyiik figyelembe, amit természetesen csak statisztikai modszerrel (3 éves kar-
tapasztalat esetén a kifutési haromszogek felhasznalasaval) lehet meghatarozni.
Ismert kifutasi hdromszogon alapul6 eljarasok a lanc-1étra, a szeparacios, cape cod
és a Bornhuetter-Ferguson modszerek. Mivel a rendelet nem nevesit konkrét mod-
szert, ezért akar az aktuarius maga is kidolgozhat sajat modszert az IBNR tartalék
képzésére. Erdemes egyébként tobb modszert is kiprobalni, és csak a megfelels biz-
tonsagot nytjté megoldast figyelembe venni. Természetesen legjobb eset az, ha az
aktuarius tisztaban van az egyes modszerek hatterében meghizod6 hipotetikus
feltételezésekkel, illetve az adott biztositasi 4gazat, valamint a tapasztalati adatok
sajatossagaival.

A karingadozasi tartalék egy-egy dgazat évenkénti karkifizetéseinek (idGbeni)
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kiegyenlitésére, az egyes évek karsziikségletének "atlagos" szintre hozasara szolgal.
A tartalék figyelembevétele nélkiil szamitott biztositastechnikai eredmény szerint
eredményes évek karsziikségletét noveli (képzés révén), a veszteséges évek karsziik-
ségletét csokkenti (feloldas altal).

Az eredménytdl fiiggd dij-visszatéritési tartalék a biztosito targyévi, illetve a
targyévet megel6z§ évei eredményébdl megillets dijvisszatérités fedezetére szolgal.
A visszajuttatas modjat (visszafizetés, dijjovairas, tobbletszolgaltatas - biztositési
Osszeg novelése, kiilon szamlan torténd gytjtés) a biztositasi szerzédeési feltételek
hatérozzak meg. Az életbiztositdsi 4gban a matematikai tartalékok hozamabol a
biztositottaknak visszajuttatando, de ki nem fizetett részt a targyév mérleg fordu-
lonapjan az eredménytél fiiggs dij-visszatéritési tartalékba kell helyezni. Igy ez a
tartalék tipus az esetek tobbségében a befektetési bevételbdl szarmazéd eredményt
"helyesbiti", mivel annak jelentGs része nem a biztositot, hanem a szerz6ddket il-
leti meg (multbeli funkci6), mig altalaban a j6vé évben torténd szerzddésekre valo
szétosztasakor e tartalék felszabaditasa "fedezi" a matematikai tartalék noveke-
dést.

Az 0j Bit a befektetési szabalyozasban is szamos eltérést mutat a kordbbi tor-
vényhez képest. Ilyenek példaul a tartalékok mogott eszkozként figyelembe vehetd,
a biztositasi iigyletekb6l szarmazd 3 honapndl nem régebbi kdvetelések, azaz a
dijhatralékok. Ez torlési tartalék esetén régota elvart volt, hiszen be nem folyt
pénzbsl "képzett" tartalék mogé valos eszkozoket tenni nem célszerd. Egyéb di-
jelGiras alapt tartalékképzésnél - meg nem szolgalt dijak tartaléka, matematikai
tartalék- is felmertilhet probléma. A biztositok mérlegében jelentés nagységrenddel
bir6 matematikai tartalék esetén a prospektiv képzési szabély miatt valojaban a
dijhéatralékbol is képzodik tartalék, mégsem valoszini, hogy e tartalékfajta mogott
megjelenne a fenti kovetelés, mert egyrészt csdkkenne a portfolié hozama, mas-
részt ebbdl kifolyolag ez a nem héatralékos szerz6déseket is biintetné, ha a hatralék
a tartalék értékéhez viszonyitva jelentGs Osszeget képvisel.

A két biztositasi agat egyiittvéve a matematikai tartalék meghatarozo jelen-
tGsége (b5 szazalék) szembetling (ez igaz magéara az élet agra is). A fiiggs karok
tartaléka 20 szézalékot képvisel, és a unit linked tartalék 2000-ben mér elérte a
15 szazalekot (1997-ben vezették be a hazai biztositasi piacon a unit linked ter-
mékeket). Természetesen, ha csak a nem-élet agat néznénk a fiiggskar tartalékok
valnanak jelentGsebbé (kb. 75 szazalék).
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A biztositastechnikai tartalékok képzési céljainak ismerete mellett érdemes a
tartalékok értékére hatéassal levs tényezdket is szamba venni gy, mint:

1. a szerz6désenként képzendd tartalékok (meg nem szolgalt dijak tartaléka,
Matematikai tartalékok, és lényegében az Eredménytol fiiged dij-visszatéritési tar-
talék) esetében természetesen a szerzédéses allomany valtozéasa (1j szerzések, meg-
sziinések biztositasi eseménybdl, visszavasarlasbol, egyéb torlésbol), ide sorolhato
még a dijmenetes leszéllitas is ( a szerzddésre tovabbi dijak mar nem érkeznek),
valamint a szerzédésmodositasok,

2. az indexalas hatassal van a dijakra és a szolgéaltatasra, ezért ez valojaban az
Osszes tartalékot befolyasolja,

3. a befektetési hozam mértéke, ami kézvetleniil érinti a unit linked és az ered-
ménytol fiiggs dij-visszatéritési tartalékot és a szolgaltatasnovekményen keresztiil
a matematikai tartalékot,

4. a fiigg6kar tartalékoknal és a karingadozasi tartaléknal értelemszertien a
karalakulas (karhanyad), ami adodhat a kar darabszam (karvaloszintiségek) illetve
a kdrnagysag objektiv alakulésatol, vagy a karigények szdmanak és nagysaganak
valtozasabol, amit valoszintileg a magyar lakossag biztositasi tudatanak erGsodése
eredményezhet az EU csatlakozas utan,

5. a tételes fiiggdkar tartalék nagysidganak idébeli alakuldsara erGsen hat a
biztositdé karrendezési folyamatanak mindségére, gyorsasagara, tovabbi némileg
ebbdl kévetkezGen a peres ligyek szamara, valamint kartigyek bonyolultsagara (pl.
jogalap tisztazaséanak kérdése elsGsorban a nem-élet dgban),

6. az IBNR tartalék alapveten a karesemény bekovetkezése (s annak észlelése)
és a karigény bejelentése kozott eltelt id6 alakulésa,

7. dijfizetési moral, ami befolyasolja az elGirt dijbol befolyo dij, illetve a hat-
ralék nagysagat (unit linked és torlési tartalék), a torlési tartaléknal ezen kiviil
kozvetleniil még a specidlis torlési arany (el6z8 évet érintd, adott évi dijeldiras
torlés és a hatralék aranya),

8. a nettd tartalék szintet természetszeriileg befolyasolja a viszontbiztositasi

arany is.
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3.2. A probléma

A tartalékolas tehat jelentésen befolyasolhatja a biztosité cs6dbemenési va-
loszintiségeit, mert biztositékot nyijt példaul a kiemelkedd karok esetére, vagy
ha egy adott évben a karok szama jelentésen magasabb, mint az varhato, az el-
oszlas varhatod értéke, korabbi évek tapasztalatai alapjan. Nem véletlen, hogy a
Feliigyelet szigortuan ellenérzi a biztositok tartalékképzését. A hamarosan beveze-
tésre keriilg Solvency I szabélyozas is kiilonos figyelmet fordit a cséd elkeriilésének
modszereire, és a tartalék mellett egy mésik biztositékot, a minimalis szavatolotGke
pontosabb szdmolasat teszi kotelezové.

A bemutatott modellekben a tartalékolast semmilyen tekintetben nem vettiik
figyelembe, igy jogosan meriil fel a kérdés, modosithatja-e a biztosito fizetéképes-
ségét rovidebb vagy hosszabb tavon a tartalékolas ténye. Mi eddig a kovetkezd

valdszintiséget vizsgaltuk:
Y(u) = P(3In: Zﬁk —nc>u),
k=1

ahol u a biztositd kezdeti t&kéje, ¢ az egy évben befolyo dij, & pedig a k-adik
évben kifizetendd, bekovetkezett karok osszértéke. Most tegyiik fel, hogy a biztosito
tartalékol. Minden évben a bekdvetkezd karokat két részre osztjuk, az alapjan, hogy

melyeket fizetik ki az adott év bevételébdl az adott évben. Azaz formalisan
& =Yi1+ Yo,

ahol az 1j Y valoszintiségi valtozok egymashoz valo viszonyaroél kiilonféle felteveé-
seket lehetségesek, de kiilonbo6z6 évhez tartozok mindenképpen fiiggetlenek.

Vezessiik be a kdvetkez6 valoszintiségi valtozo-sorozatot, a &; sorozat "eltoltjat":
m = Y1,1,

Tlo = }/1,2 + 5/2,17

n;=Y_12+ Y1, J>1

Ez lesz az 0j, modositott karfolyamat. Az persze nyilvanvalo, hogy az els6 évben igy
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mindenképpen kisebb valoszintiséggel megy csédbe a biztosito, de mi azt szeretnénk

vizsgalni, hogy hogyan viszonyul egyméashoz ¢ (u) és

n—1

Yy(u) == P(3In: an —nc>u)=P3n: Zék + Y1 —ne>u).
k=1 k=1

Nézziink elGszor a kovetkezs esetet: tegyiik fel, hogy Yo = (1 +9)Y; 1. Ebben
az esetben
= (24 90)Ys, = (140)Yie1 + Y5

Alkalmazzuk a 2.2 pontban leirt modellt mindkét valoszintiségi valtozo sorozatra.
Az e valtozok helyére az Y valtozdkat irva megkapjuk, megfelelen Gsszegezve
megkapjuk, aszimptotikusan hogy viszonyul egyméshoz a két csédvaldsziniiség.
(Az e-ra vonatkozo feltevéseket a valosziniiségi valtozok koziil példaul a Pareto-
eloszlas teljesiti, amelyet nagyon gyakran alkalmaznak kiemelked$ karok becslése

esetén, ugyanis

P(le]>2) = Ple > 0) = Fla) = (o) =2 ()
és AA—& — 1, ha x — 00.) Az els6 esetben a ¢ egyiitthatok a kovetkezok:
o =2+, v; =0, i #0,
a masodik esetben
wo =1, 1 =149, w; =0, 1# 0, 1.

Ezzel azt kapjuk, hogy m;’f = 2+ 9,m, = 0 mindkét esetben, vagyis a cs6d
valoszintisége aszimptotikusan ugyanaz marad, értéke:

(2+0))] iqu e 1> ).

() ~

a—1

Még mindig ugyanezt az esetet vizsgalva ugyanerre az eredményre jutunk a 2.5
fejezetben leirt modell segitségével, egyéb vastag farki eloszlasok, példaul Weibull

vagy lognormélis eloszlés esetén. Ebben az esetben a megfelels egyiitthatok az elsé
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esetben a kovetkezsk:

00:2+(5, C; 0, Z?é(),

a masodik esetben
CQ:1, 01:1+5, Ci:O, 2#071

A 2.5.1, illetve a 2.5.2 tételben szerepls C,c, illetve C,¢ szamok megegyeznek,
C =249, c =0 mind a két sorozatra, igy a cs6dvaloszintiségek aszimptotikaja is

megegyezik, mégpedig:

. P(sup, S, > z) . P(sup, S, >z) 1
lim = lim o = —,
im0 Gly(x) voeo [T F(y)dy  a

ahol az Y valo6sziniiségi valtozok kozos varhato értékének 2 + -szorosa.
Ugyanebben az esetben szintén megkaphatjuk ezt az eredményt szubexponen-
cialis valtozokra, de ott egy érdekesebb esetet vizsgalunk, amikor a 0 nem egy
konstans szam, hanem maga is egy valoszintiségi valtozd, ami —1-nél nagyobb, de
egy korlatos b szamnél kisebb értékeket vehet fel. Minden k-ra vesziink egy ilyen
8, valoszintseégi valtozot, amik azonos eloszlastak és fiiggetlenek egymastol. Igy az

1 + 0 sorozat a 2.4 fejezetben bevezetett definicié szerint 1. tipusi, hiszen
PO<1+d<b+1)=1,

ezért alkalmazhatoak a fejezet eredményei. Ebben az esetben véges n-re nézve a

csGdvaloszintiséget, a két sorozatnal az eltérés

Szubexponencialis esetben ennek a tételnek a segitségével arra az esetre is ugyanezt
az eredményt kapjuk, ha most Y ; Y o-t6l fiiggetlen, de azonos eloszlast.

Fontos eset még a Lundberg-kitevs segitségével szamitott cs§dvaldsziniiség. Ezt
azoknal a valoszintiségi valtozokndl tudjuk alkalmazni, amelyekre teljesiil, hogy:

(Al)c(u) := lim,, . log(Fexp(uYy,))/n 1étezik 0 < u < ug esetén.

(A2) 31 0 < w < g, hogy c(w) = 0.

A konvex rendezésre vonatkozo feltétel természetesen teljesiil az eddig emlitett
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esetek mindegyikében, igy a 2.1.1 tétellel azt kapjuk, hogy a tartalékolas esetén a
cs6d valoszintisége nem nagyobb, mint az eredeti esetben, amit eddig is tudtunk.
De példaul abban az esetben, ha Y) normaélis, mégpedig N (u, 0?), és azt az esetet
nézziik, amikor Y} ; Yj o-t6l fiiggetlen, akkor mindkét sorozatra ugyanazt a c(u)

fiiggvényt kapjuk. Ezt pedig konkrétan ki is tudjuk szamolni, hiszen:

w1 _e=w? 1,5,
Eexp(uY,) = e e 22 dr = exp(up — —u‘o”),
—00 oV 2T 2
amibdl
5 1—e?
w = :
" +e 7
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4. fejezet

Osszefoglalas

A szakdolgozatban megprobaltam Osszefoglalé képet adni a cs6dvaldszintisé-
gek becsléseinek legelterjedtebb modszereirdl, az elsé fejezetben bemutatva a két
alapvetd megkozelitést, az egyedi és Osszetett modellt, a méasodik részben olyan
ismert matematikai modelleket irtam le, melyek az egyéni megkozelités esetén ad-
nak hasznos eredményeket, felsorolva a legfontosabb, az ismertetett modellekkel
kapcsolatos korabbi ismert eredményeket. A harmadik rész pedig réviden ismer-
teti a biztositasi tartalékkal kapcsolatos fogalmakat, a tartalékolds jelent&ségét,
majd egy tartalékolassal kapcsolatos, eddig nem vizsgalt problémat fogalmaz meg,
amelyet a korabban ismertetett modszerekkel probaltam meg vizsgalni, és a vizs-
galt esetek mindegyikében azt az eredményt kaptam, hogy aszimptotikusan nem

valtozik a cséd valdszintisége.
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