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Kivonat

A kovetkezs grafelméleti problémét vizsgaljuk: adva van egy G graf
n szamozott csicson. Keressiik azt a minimalis a-t, hogy egy n-részes
grafban, amelyben barmely két kupac kozott legalabb o az élsirtség,
biztosan megtalalhaté G gy, hogy a szamozott cstcsok a megfelel§
sorszami kupacboél valok. E keresett kritikus élstrtiséget pontosan
meghatarozzuk a korokre és a fakra, dltaldnos G-re pedig alsé és fels6

becslést adunk ra G maximaélis fokszamanak fliggvényében.

1. Bevezetés

Turan Pal tétele inditotta el a grafelmélet egy 1j 4gét, az extremalis grafel-
méletet. Tételének altalanos kérdésfelvetését tgy fogalmazhatjuk meg, hogy
egy m-pontu egyszerti graf maximélis élszaméat keressiik azzal a feltétellel,
hogy a graf ne tartalmazzon egy adott R (tiltott) részgrafot. Ezt a maxima-
lis élszamot jeloli ex(n, R). Turan 1941-ben megfogalmazott tételében R a

(k + 1)-cstcsu teljes graf.

1.1. TETEL. (Turdn) [2], [3] Ha egy n-ponti grafban nincs Ky, 1, akkor az

élszdma legfeljebb - 1n?.



A maximélis élszadm is meghatarozhaté6 pontosan n és k fliggvényében.

Legyen n = kq + r alakban irva, ahol 0 < r < k.

1.2. TETEL. (Turdn) [2], [3]

€x<n7Kk+l) = n-— )

és ez az élszdm egyetlen n-csicsi graf élszdimdra, a T (n, k) Turdn-grifra véte-
tik fel, amely k kéozos elem nélkili csucshalmazbol dll, melyek csicsszdama leg-
feljebb eqgyel tér el eqymdstol, és a kiilonbézd csicshalmazok kozott minden

él be van hizva.

Erdés és Simonovits minden R tiltott grafra meghatirozta aszimptotikusan

az ex(n, R) értékét, pontosabban a kovetkezt igazoltak:

1.3. TETEL. (Erddés-Simonovits), [1] ex(n,R) = (1 — ﬁ)(g) +o(n?)

Ha R kromatikus szama legalabb harom, akkor tehat ex(n, R) n-es nagysag-
rendid. Paros grafokra azonban a tétel csupan annyit allit, hogy

ex(n, R) = o(n?), azaz a pontos nagysagrendet nem mutatja meg. A paros
grafokra a kérdés altaldnossidgban is megoldatlan, specilis paros grafokra

ismert csupan a pontos nagysagrend; ezek kozé tartoznak a fak is.

1.4. TETEL. Ha R eqy fa, akkor léteznek olyan ar €és bgr konstansok R-tdl

fiiggden, melyekre agn < ex(n, R) < brn fenndll.

A tételbeli konstansok konnyen megvalaszthatoak a fa élszamanak fiiggvényé-
ben [4]. Az élszam maximuménak pontos értéke csak specialis fakra ismert,

mint példaul a csillag, vagy az ut (Erdds és Gallai tétele 6] ).

A Turan-tétel nyoman kifejl6ds extremalis grafelmélet altaldnosabb kérdése-

ket is vizsgal. Altalaban néhany graftulajdonsag felsorolasa utan az a kérdeés,



hogy egy n-csticsi, a tulajdonsigokkal rendelkezd grafnak legalabb vagy leg-
feljebb hany éle lehet.

Dolgozatunkban a kovetkezd valtozatat vizsgaljuk a probléménak. n-részes
grafokban tiltjuk meg adott n-csticst graf 1étezését abban az értelemben,
hogy a graf i. csticsanak az elére megszdmozott ¢. kupacba kell esnie. Mint
latni fogjuk, a maximélis élszdm ebben az esetben viszonylag konnyen meg-
hatarozhato, ezért az élstirliség minimumanak legnagyobb értékét keressiik

majd az n-részes grafban.

1.5. PROBLEMA. Legyen adott eqy n-particios grif a véges X1, Xo,..., X,
csucsosztdlyokkal.  Tegytik fel, hogy minden csiucsosztily N-elemid. Arra a
kérdésre keressiik a vdlaszt, hogy legfeljebb hdny éle lehet a grdfnak, ha nem

tartalmazza részgrafként a K, teljes grdfot.

Vilagos, hogy ha két cstcsosztaly kozott nem huzunk be élt, tehat N? él
hidnyzik az Osszes lehetséges (Z) N? koziil, akkor az igy kapott graf nem tar-
talmazza a K, grafot. A kovetkez§ tételben megmutatjuk sokkal altaldno-
sabb koriilmények kozott, hogy ennyi élnek valoban hidnyoznia kell.
Vezessiik be az élstirtiseg fogalméat, észrevehetjiik ugyanis, hogy ennek
segitségével altalanosabban megfogalmazhatjuk a probléméat, eltekintve a
csucsosztalyok mérete egyenlGségének feltételétsl. Két cstcsosztaly kozott
definialjuk az élsturiséget, mint a behuzott és a lehetségesen behuzhat6 élek
hanyadosa, tehat d(X;, X;) = ]T)((Xw)(iﬂ)

Tovabbi altalanositéssal kiterjesztjiik a feladatot tetszdleges gréfra.

Legyen G = G(n,m) egy egyszer( Osszefiiggé graf, amelynek n csicsa és
m éle van. A csicsait azonositsuk az {1,2,...,n} halmazzal. Az i. csics-
hoz rendeljiik hozza az X; cstucsosztalyt, és kossiik ki, hogy két csticsosztaly
kozott akkor mehet él, ha a nekik megfelel§ csticsok szomszédosak G-ben.
G = G(n,m)-hez tehat egy olyan G* n-particiés grafot rendeliink hozza,

amelyre a kovetkezd teljesiil: z € X;, y € X, csticsok kozott akkor mehet



csak él, ha ij € E(G); tehat ha X; és X, szomszédosak. G-t a G* tobbrészes
grdf faktorgrifjdnak hivjuk, G* pedig a G felfjtja.

Azt mondjuk, hogy az n-particids grif a G grdfot fesziti, ha létezik az
n-particiés grafnak n csicsa kiilonboz6 csicsosztalyokbol, amelyek altal fe-
szitett graf tartalmazza G-t. Jeloljiik d.-vel az e € E(G) élhez tartozod
G*-osztdlyok kozotti élsiriséget.

Keressiik az élstirtisegek Osszegének maximumat azzal a feltétellel, hogy az
n-particios graf ne feszitse a G grafot.

Vil4gos, hogy az eredeti probléméban G a teljes graf, és az n-particios graf
élszama éppen az élstirtiségek Osszegének N2-szerese.

Az igy megfogalmazott probléma még nem altalanositja azt az esetet, amikor
a csucsosztalyok kiilonboz6 szdmossiguak lehetnek, hiszen ekkor az élstirt-
ségek Osszege nem linearis fiiggvénye a maximalis élszamnak. Bevezetjiik
ezért a sulyozott grafok fogalmét.

A G(n,m) graf i. csicsdhoz rendeljitk hozza az X; csiicsosztéalyt, melyben
minden = € X; csucshoz tartozik egy w(x) nemnegativ sily is. Egy cstcs-
halmaz silydt a halmazbeli csticsok sulyOsszegeként értelmezziik. A sulyo-
zast kiterjeszthetjiik az élekre is a kovetkez6 mddon: legyen az zy él siulya
w(zy) = w(z)w(y). Az élstriséget két particidosztaly kozott ugy definial-
juk, hogy Osszeadjuk a két osztalyt Osszekots élek silyat, és ezt a két osztaly
silyanak szorzataval leosztjuk. Feltessziik a tovabbiakban, hogy minden par-
ticiosztalyban a silyok Osszege 1, ez a feltétel az élsiirtliség vizsgalataban
nem jelent megszoritast, hiszen egy csiicsosztdlyon beliil a silyokat adott
konstanssal szorozva az élsiiriiség nem valtozik.

A stlyozott graf fogalma egyrészt a grafok fogalménak természetes kiter-
jesztése a konstans 1 silyozas mellett, masrészt a segitségével egyszeriien
megoldhaté a kérdés akkor is, ha a csticsosztalyok elemszaméara vonatkozbéan
nincs feltételiink.

Az 1.5 probléma altalanos megoldéasat irja le a kovetkezd tétel.



1.6. TETEL. Legyen G = G(n,m) egyszeri, dsszefiiggd grdf. Tekintsik az
olyan (n-particids) siulyozott grifokat, melyeknek G a faktorgrdifja, és a G

grdfot nem feszitik. Az élsiriségek dsszege ekkor legfeljebb (m — 1) .

Bizonyitds. Tekintsiink egy, a feltételnek megfelels G* grafot. Legyen G az
a graf, amelynek csticshalmaza és silyozasa megegyezik G*-gal, és ahol min-
den élet behuzunk, ahol G-ben ment él. Tehat G a G grafnak is faktorgrafja
lesz. Tekintsiik G* G*-ra vonatkoz6 komplementerét, azaz G* = G+ \ G¥,
tehat ebben a grafban két pont kozott pontosan akkor van Gsszekotve, ha
G*-ban 0sszekotottek, de G*-ban nem. Mivel a G grafot nem fesziti a G*
graf, ezért minden G-vel izomorf G+ altal feszitett részgrafnak van éle G*-
ben. Azt mondjuk, hogy ez a komplementerbeli él fedi a G*-beli G részgrifot.
Feladatunk tehat annak megmutatésa, hogy a fedd élek Gsszstlya legalabb 1.
Az élek silyozésat, amely a csiicsok silyainak szorzata volt, terjessziik ki a
G csucsai altal feszitett olyan részgrafokra is, amelyeknek kiilonb6z6 cstcs-
osztalyba esnek a csicsai. Legyen a feszitett graf silya a feszité cstucsok
stlyainak szorzata. A definiciobdl adodik, hogy ekkor az Gsszes GH-beli G-
vel izomorf feszitett részgraf silya-nak 6sszege éppen a csticsosztalybeli stly-
Osszegek szorzata, tehat 1.

Tekintsiik most a G*-beli éleket, amelyeknek egyiitt fednie kell az 6sszes G-
beli G-vel izomorf feszitett részgrafot. Egy xy fed6 él éppen w(xy) dsszsulyt
G™T-beli G-vel izomorf feszitett részgrafot fed le, hiszen azokat fedi, amelyek
tartalmazzak az x és y csicsot, a tobbi csiicshalmazboél barmelyik repre-
zentans csucsot valaszthatjuk.

Ez éppen azt jelenti, hogy a 6sszes G-vel izomorf részgraf fedéséhez legalabb
1 6sszstlyu élre van sziikségilink, amibd6l az allitas kovetkezik, hiszen ekkor a

tobbi él osszsulya, tehat az élstirtiségek Gsszege legfeljebb (m — 1) lehet. [

A tétel ismeretében megvalaszolhatjuk az eredeti, élszdim maximumaéra vo-

natkoz6 kérdésiinket is, a csticsosztalyok szamossaga egyenlGségére vonatkozo



feltétellel, vagy anélkiil.

1.7. KOVETKEZMENY. Tetszdleges G(n,m) grif esetén, egy n-particids G-t
nem feszitd grdf, amely G felfijtja N csiucsszami osztdlyokkal, legfeljebb
(m — 1)N? é€lt tartalmazhat.

Bizonyitds. G*-ban minden csticsnak egységesen % silyt adva, minden cstics-

osztaly silya 1 lesz, és minden él silya ﬁ Alkalmalmazva a tételt, az
élstirtiségek Osszege legfeljebb (m — 1), azaz legfeljebb (m — 1)N? élt tartal-
mazhat G*. O]

A tétel bizonyitasabol latszik az is, hogy nem egyediil az olyan grafoknak lesz
(m—1)N? éle, amelyekben G egyik élén az élstirtiség 0, mint a fenti példank-
ban lattuk. A sziikséges feltétel az, hogy ne legyen két feds él, amelyekhez
talalhato G-vel izomorf részgraf G*-ban, amit mindketten fednek. Ellenkezs
esetben ugyanis az élek Osszesen 1 Osszsilyt G-izomorf részgrafot fednek, de
van koziiliikk olyan, amelyik tobbszordsen fedett, emiatt van nem fedett is,
szemben a feltevésiinkkel. Emiatt létezik egy X; csticsosztaly, amelyre illesz-
kedik minden fedé él, tovabba minden x € X;-b6l csak egy csicsosztalyba
vezethet feds él. Mivel a fedd élek osszsilya 1, illetve esetiinkben N2 fedd
él van, ezért minden x € Xj-hez létezik egy X;-vel szomszédos csicsosztaly,
melynek minden eleme ssze van kitve z-szel a G* grafban. Az ilyen grafok
valoban nem tartalmaznak feszitett GG grafot, hiszen X; egyik csticsat sem
tartalmazhatja ilyen. Ezzel leirtuk az egyenl&tlenséget élesen teljesitd grafok

struktirajat.

1.8. KOVETKEZMENY. Tetszdleges G(n,m) grdf esetén eqy n-particios G-t
nem feszitd grdf, amely G felfijtja | X1|, | Xa|, ..., | Xn| csicsszdami osztdlyok-
kal, legfeljebb .. p(qy | Xil| X5 -mingerq) {|Xil|X;|} élet tartalmazhat.

ijEE

Bizonyitds. Ismét alkalmazzuk a tételt, legyen minden i-re az X;-beli csiicsok

ﬁ. Mivel minden él siilya legfeljebb ——— arra az e = kl élre, amelyre

stlya XAl
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a kovetkezménybeli minimum felvétetik, ezért legalabb | X||X;| feds élnek
kell lennie. Ebbdl az allitas kovetkezik. ]

Az élstirtiségek Osszegének maximumat a G* G-felfajt grafban ezzel altalanos
koriilmények kozott is meghataroztuk, ha G* nem tartalmaz tiltott G rész-
grafot.

Az el6z6 probléméanak a kovetkez6 rokonét vizsgaljuk a tovabbiakban: az
élstirtiségek legkisebbikének maximumat keressiik a G* G-felfajt grafban az-
zal a feltétellel, hogy G* nem tartalmazza a tiltott G részgrafot. Ennek

megoldasat keressiik a kovetkez§ fejezetekben.

1.9. PROBLEMA. Legyen adott G grdf n szdmozott csicson.Azt a legnagyobb
d szamot keressiik, amelyre teljesiil hogy létezik eqy n-particios silyozott grdf
a véges Xy, Xo,..., X, csucsosztilyokkal, melynek minden osztdlya kézétt az
élstriség legaldbb d, és amely nem tartalmazza részgrifként G-t gy hogy G

1. csucsa az X; osztdlyba esik.

Az 1.5 problémahoz hasonléan feltehetd a kérdés tugy is, hogy adott egy
n-particios sulyozott graf a véges Xi, Xo,..., X,, csucsosztalyokkal, minden
cstcsosztaly N-elemii. Melyik az a maximalis M, amelyre az egyes csucsosz-
talyok kozott behtizhato M él tgy, hogy az igy kapott n-particios graf nem
tartalmazza G-t a fent leirt modon.

Lathaté hogy ez a kérdés a 1.9 probléméanak nem specialis esete, de nagyon

szoros kapcsolatban van vele, hiszen M maximumanak megkeresése ekviva-
M
N2
A probléma megoldésa nyilvanval6an fiigg a csicsosztalyok elemszamatol,

lens d = maximuménak keresésével, ami éppen az élsiirtiség.

ugyanakkor aszimptotikusan fiiggetlen téle, ezt fogjuk belatni, tehat ha N

nagy, a két kérdés lényegében ekvivalens.

Bevezetjiink a megoldas soran hasznalt jeloléseket:



Jeloljiik A(G)-vel, vagy révidebben A-val a G graf mazimdlis fokszamdt, D;-

vel az i. csucs fokszamat, ['(z) pedig legyen a z csics szomszédainak halmaza.

A felfujt G* grdf minimdlis élstrisége a G faktorgraf élei 4ltal meghatéarozott
osztalyparok élstiriiségeinek minimuma.

A G graf d(G) kritikus élsirdségén azt a legnagyobb d szamot értjiik,
melyre G-hez létezik olyan G* felftijas, hogy G* élsiirtisége legalabb d, és
G* nem fesziti G-t, azaz nincs olyan n-ponti reprezentansrendszer az egyes
osztalyokbol egyesével valasztva, hogy a pontok G-t feszitsék. A definicio
nyilvanvaloan ekvivalens azzal a megfogalmazassal, hogy d(G) az a legkisebb
szam, melyre d(G) < d esetén a G graf minden d-élstiriségi felfujtja fesziti
G-t. A G* G-felfjtat az egyszeriiség kedvéért G-hez tartozo konstrukcionak
nevezziik, ha teljesiti azt a feltételt, hogy G-t nem fesziti részgrafként; az
optimdlis konstrukcio pedig az, amelyen emellett a d(G) kritikus élsiirtiség

is felvétetik.

Vildgos, hogy minden G n-particios graf felfoghato sulyozott grafként;
minden csicsnak 1 stulyt adva ugyanis az élsiirtiség definicioja ekvivalens
lesz az eredeti definicidval, és csticsosztalyonként 1-re normalva a silyokat
az élstriség valtozatlan marad. Ugyanakkor minden stlyozott n-particios
grafot tudunk kozeliteni olyan silyozatlan graffal, ahol minden csticsosztaly
N-elemii: a silyozott graf silyainak aranyaban bontjuk kisebb alosztalyokra
a csucsosztilyokat, és a stulyozott graf altal megadott élstruktira szerint tel-
jes paros grafokat illesztiink be azon alosztalyok kozé, amelyek az optimalis
konstrukcioban 6sszekotott csicsnak feleltiink meg. Konnyen lathato, hogy
ha N elég nagy, akkor az igy kapott grafot silyozott grafként tekintve az
élsiirtiségek a stlyozott graf élstirtiségeit kozelitik; s6t ha N tart a végtelenbe,
akkor az élstiriiségi szamok a kapott N-elemszamu csicsosztalyokbol kapott

grafon tartanak a silyozott n-particios graf éltirtiségeihez.



Igy egyrészrél minden G(n,m)-hez tartozé n-particiés graf konstrukciot
ad, amelyek minimdilis d élstirisége nem nagyobb a kritikus élstirtiségnél,
masrészt az optimaélis konstrukcié médot ad arra, hogy a kritikus élstirtiséget
megkozelitsitk olyan G(n,m)-hez tartozé n-particios grafban, ahol minden

csucsosztaly N elemii.

A dolgozatban a kritikus élstirtiség meghatarozasara tesziink kisérletet
kiilonb6z§ grafosztalyok esetén. A 2. fejezetben tesziink néhany jelentds
redukcios 1épést, amely a megoldando6 feladatot lényegesen egyszertisiti,
majd ennek segitségével a d(G)-re fels6 becslést adunk A(G) fiiggvényében,
végiil ismertetjiik Adrian Bondy, Jian Shen, Stéphan Thomassé és Carsten
Thomassen eredményét, akik a kritikus élstirtiség kérdését a haromszégmen-
tes, haromosztéalyu grafok esetében vizsgaltak [5]. Jellemezziik az optimélis
konstrukciokat, melynek segitségével megmutatjuk hogy a d(G) grafallando
monoton a részgrafokon. Kitériink a kritikus élsiirdiség joldefinialtsaganak
kérdésére is. A 3. fejezetben a 2. fejezet eredményeire tamaszkodva megold-
juk a probléméat az n-pontd tutra és n-pontu korre (G = C,, és G = P,).
Kimutatjuk, hogy a kritikus élsiirtiség n-ponta korre és (n — 1)-pontu tutra
megegyezik, és megadjuk az élstirtiséghez tartozé optimalis konstrukciot is.
A 4. fejezetben numerikusan kiszamoljuk az egzakt megoldast a 3. fejezet
probléméajara. Az 5. fejezetben megvizsgaljuk a kérdést teljes grafokra
(G = K,). A 6. fejezetben megoldjuk a problémét minden fara. Ennek
segitségével d(G)-re als6 becslést adunk A(G) fiiggvényében, valamint a fak
esetén élesitjiik a fels§ becslést is. Végiil a 7. fejezetben Gsszefoglaljuk az

eddigi eredményeket, és kitériink a nyitott problémakra.

Végig a stlyozott valtozatat vizsgaljuk a problémanak, amely aszimptotiku-

san ekvivalens a silyozas nélkiilivel.
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2. A probléma egyszertisitése.
A K3 graf vizsgalata.

A felfjas miiveletében nem korlatoztuk, hogy G egy csiicsanak hany ponti
osztaly lehet a képe. Az aldbbiak szerint a kritikus élstirtiség olyan konstruk-

cion is felvétetik, amelynek relative kevés pontja van.

2.1. LEMMA. Legyen G* a G(n,m) grdf felfijtjinak silyozott vdltozata, és G
fokszdmazi legyenek D1, Do, ..., D,. Ha G-t nem tartalmazza részgrdafként a G*
felfigt grdf és az eqyes élstriségek élenként rendre vy, «ua,..., oy, akkor létezik
olyan G' G-felfujt grdf is, ahol a D; foki csics képének elemszama legfeljebb

D; (V¥ i-re) és az élsiriségek rendre nem kisebbek mint v, o, ..., Q.

A lemma bizonyitasi technikija a [5] cikkbél szarmazik, a szerzk a Kj
haromszoggrafrol igazoltik a lemma allitasat, az ltalanos lemma bizonyitasa

ennek egyszerd altalanositésa.

Bizonyitds. Cstcsosztalyonként kiilon-kiilon bizonyithatunk. Legyen példaul
G-nek az i. csticsa olyan, amelynek a képe a G* felfdjtban tobb mint
D; elemt, specialisan az i képe legyen X; = (z1,29,...,x) ahol k > D,.
Jeloljiik tovabba [j-vel az x; cstcs j. osztalybeli szomszédainak Osszsi-
lyat, mig o,;-vel az i. és j. osztaly kozotti élstirtséget. (definici6 szerint
a;; = > w(xs) - wye) : zs € Xi, ye € X, xsyr € E(G*).)

Ezzel a jel6léssel a kovetkez6t kapjuk: o;; = lezl w(ws) - Bsj-

Tekintsiikk most a kovetkezd R™ -beli vektort: (g1, Os2, .-, Bsn), azaz
s€{l1,2,..., k} fix, igy meghataroztunk az i osztélydhoz tartozd k darab
vektort. Azon koordinatak, amelyekhez tartozo csiccsal G-ben i nincs Gssze-
kotve, egységesen 0 értékiiek, ezeket a koordinatdkat hagyjuk el, igy D; di-
menziés vektorokat nyeriink, azaz k > D; pontot a D; dimenzios térben. A
G* felfujtbol tovabbra is érvényes felfujast kapunk, ha kupaconként a stlyo-

zast megvaltoztatjuk. Tekintsiik a k£ pontunk konvex burkat, ebben a konvex
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burokban van el6z6 megéllapitasunk szerint az A;(ij,, Qij, -, Qijp, ) pont is,
ahol 71, jo, ..., Jp, jeloli az i cstics szomszédait G-ben. Az A;-csticsi pozitiv
térszogletet elmetszve a konvex burok hataréval, olyan pontokat kapunk,
amelyek a fenti k£ pont koziil legfeljebb D; pont linearis kombinaci6jaként
elgallnak. Véalasszunk egyet a pontok koziil, és vegyiik a hozza tartozo
elgallitast. Ezt az elGallitast tekintve egy olyan siilyozéast kapunk, ahol a
nem-0 sulyt elemek szama legfeljebb D;, és az igy nyert Gj ay; élstirtiségi
szamok rendre nem csékkentek az el6z6ekhez képest.

Ezt az eljarast G minden csticsara alkalmazva kapjuk az allitast. O

s

2.2. KOVETKEZMENY. A G grdf kritikus élstirisége G egy olyan G* felfugtjin
is felvétetik, ahol ¥ x; € V(QG) képe legfeljebb D; ponti a G* grifban. A

kritikus élstriség meghatdrozdsdhoz tehdt elég az ilyen korldtozott pontszimi

felfugt grifok vizsgdlata.

Most visszatériink a kritikus élstirtiség jol-definidltsdganak kérdésére. A 2.2
kovetkezmény miatt a d(G) szam kiszdmolhaté egy zart halmazon értelmezett
fiiggvény maximumaként, hiszen

d(G) =max{max{min{d, : e € E(G), ahol G* rogzitett konstrukcio, amiben
az i. csucsosztaly D; elemi és adott w a stulyozas, ahol csiicsosztalyonként az
osszeg 1}: w: V(G*) — R4} : G* konstrukei6. }

Az utols6 maximum véges sok szam maximumként vehets, hiszen véges sok
ponton csak véges sok élstruktira felelhet meg a feltételnek, igy Weierstrass

tétele szerint a maximum valéban felvétetik.

2.3. TETEL. d(G) < (1 — 35).

Bizonyitds. Tekintsiik a kritikus élstirtiséghez tartozo6 egyik optimélis konst-
rukciot. Feltehetjiik, hogy ebben minden osztély legfeljebb A elemt. Valasz-
szuk ki minden osztalybol a legnagyobb stlyt csiicsot, ezen stilyok mindegyi-

ke legalabb %. A feltétel szerint ezek a csticsok nem feszitik a G grafot, ezért
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valamelyik G-beli él hidnyzik az altaluk feszitett részgrafbol, ez azt jelenti,

hogy a hianyz6 élhez tartozé élstrtség legfeljebb (1 — =5). O

A G-hez tartoz6 optimélis konstrukcié egy masik tulajdonsdgat mutatja a

kovetkezs lemma.

2.4. LEMMA. Tetszdleges G grdfhoz tartozo bdrmely G* optimdlis konstruk-
cid rendelkezik azzal a tulajdonsdggal, hogy minden G-beli élhez tartozo

d. élsiriség egyenld, tehdt megegyezik d(G)-vel.

Bizonyitds. Indirekten igazoljuk az allitast. Tegyiik fel, hogy van egy olyan
e € E(G) él, amelyre d.>min (df : f € E(G))=d(G). G*-bodl ekkor
el6allitunk egy olyan G’ konstrukciot, amelyre min (d; : f € E(G))nagyobb
mint G* esetében.

Valasszunk G-ben két olyan élet, jeloljiik 6ket e-vel és f-fel, amelyek a ko-
vetkezGt teljesitik: d. > dy = d(G), tovabba e = zy és f = xz ugyanarra az
x € V(G) csticsra illeszkednek. G Osszefiiggdsége és a feltételiink miatt ilyet
biztosan talalunk. Allitsuk el6 a G’ konstrukciét G*-bol ugy, hogy az = cstcs
képéhez még egy z’' pontot vesziink hozza, amelyet Gsszekétiink I'(z) — {y}
teljes képével. G’-ben a csticsok silyai x képén kiviil megegyeznek a G*-beli
sulyokkal, x’ stlya legyen egy kés6bb jol megvalasztott € > 0, x G*-beli képe
csucsainak silyat pedig szorozzuk meg (1 — €)-nal. Mivel d(G)<1, ezért e
kivételével az x-re illeszked§ éleken az élstirtiség novekszik, mikoézben d. pon-
tosan e-nal csokken. Valasszuk meg e-t gy, hogy € < d. — d(G) teljesiiljon.
Az igy létrehozott G-felfijt nyilvin nem fesziti GG-t, hiszen G*-beli cstcsok
nem feszitették, és 2’ sem feszitheti, mivel y képével nincs Osszekotve. A
d(Q) élstirtiség kevesebb G-beli élen vétetik fel mint G* konstrukciojaban,
emiatt a lépést véges sokszor végrehajva olyan G’-t kapunk val6ban, ami-
ben az élsiirtiségek mind meghaladjak d(G) értékét, ami a kritikus élstirtiség

definicidjanak ellentmond. O]
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2.5. KOVETKEZMENY. Ha eqy G-hez tartozo konstrukcioban
min{d, : e € E(G)} # mazx{d. : e € E(G)}, akkor a konstrukcié nem op-
timdlis, és ezért d(G) > min{d. : e € E(G)}.

2.6. TETEL. Ha G' G-nek valodi részgrdfja, akkor a neki megfeleld d kritikus

élstiriségre d' < d teljesiil.

Bizonyitds. Tekintsiink egy G'-h6z tartozo optimalis G™* konstrukciot. Eb-
b6l G-hez tartoz6 konstrukciot fogunk létrehozni, amelyben a minimaélis
élstirtiség d', de létezik olyan e éle G-nek, amelyre d. > d’, ebbdl az allitas a
2.5 kovetkezmény felhasznaladsaval kovetkezik.

G* konstrukcioban V(G') C V(G) képe legyen V(G'™), és hagyjuk meg a
G’ konstrukciobeli stlyozast és éleket is. (V(G)\ V(G')) cstcsoknak a képe
legyen 1-1 pont 1 stllyal, tovabba (E(G)\ E(G")) élein legyen 1 az élstirtiség,
tehat minden olyan pontot kosslink 6ssze, amelyek G-beli Gsképei olyan élt
feszitenek, ami G’-ben nincs benne.

Mivel az igy létrehozott konstrukcié toviabbra sem tartalmazza a feszitett G’
grafot a neki megfelel6 osztalyokon, ezért G* sem feszitheti G-t, hiszen a
részgrafjat sem fesziti. Ezért az igy létrehozott G-hez tartoz6 nem optimélis

konstrukcion min {(d.) : e € E(G)} = d’, amit igazolni akartunk. O

Bondy, Shen, Thomassé és Thomassen cikkében [5] a stlyozott 3-particios
haromszogmentes grafok kritikus élstirtiségérsl kimutatjak, hogy az éppen
az aranymetszési szam, (@) Bevezetik a ciklikus hdrmas fogalmat; egy
(e, B,7) harmas ciklikus, amennyiben teljesiti a kovetkez6 feltételeket:
af+y>1,y+a>1,vya+ 5> 1.

Ha G*-hoz tartozo élstirtiségek ciklikus hdrmas-t alkotnak, akkor G*-ot cik-
likus-nak hivjuk. Ennek a fogalomnak a felhasznilasaval a kovetkezd jellem-

zést bizonyitottak be:
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2.7. TETEL. Ha G* ciklikus, akkor tartalmaz hdromszdget (azaz fesziti
G = Ks-at).

Amennyiben wviszont «, (3,7 nem alkot ciklikus hdrmast, tehdt példdul
af +v <1, akkor létezik olyan hdromrészes silyozott G' grdf, melynek az
o, B, élstiriségi szamaira teljesil, hogy

o >a, B >0,9 =7,

ugyanakkor G' nem tartalmaz hdromszdget. (Az dltaldnos terminoldgia

szerint tehdt olyan Ks-felfugt, amely nem fesziti a Ks-at.)

A tétel elsG felébdl kovetkezik, hogy d(Cs) < @ mig a masodik fele

igazolja hogy d(C5) > ‘/52_1, emiatt d(C3) = ‘/52_1. Ugyanakkor ennél

joval altalanosabbat bizonyit: sziikséges és elégséges feltételt ad arra, hogy

megadott hdrom élsiirtiségi szam garantalja a feszitett haromszog létezését.
Erre a tipust altaldnosabb megkozelitésre az 5. fejezetben tériink vissza,

nagyobb pontszamu teljes grafokon vizsgalva a problémat.
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3. AG=C, és a G =P, esete

Ebben a fejezetben meghatarozzuk az n-pontu kor és az n-pontu ut kriti-
kus élstirtiségét, és megadjuk a hozzajuk tartoz6 optimalis konstrukciot is.
A fejezet felépitése a kovetkezs lesz. Egy optimalis konstrukciét szeretnénk
meghatarozni elGszor a fenti tipust grafokhoz, mégpedig elGszor annak él-
struktiraja, majd a silyozdsa megadasaval. A 2.2 kovetkezmény felhasz-
nalasaval az optimalis konstrukciot elég az olyan G-felfujtak kozott keresni,
ahol minden grafcsics képe legfeljebb kételemt, specidlisan az utak végpont-
jarol feltehetd, hogy képiik egyelemt. Megmutathato, hogy az ilyen felfujtak
kozott az optimalis konstrukcid izomorfia erejéig 1ényegében egyértelmt. Ezt
a kor esetében két lépésben tessziik meg, elGszor a konstrukcidk lehetséges
szaméat kettére redukaljuk, majd megmutatjuk, hogy val6jdban optimalitas
esetén ez a kett6 lényegében egybeesik, azaz a 0-stulyd csicsoktoél eltekintve
a két konstrukcié izomorf.

Belatjuk ezutan, hogy az n-pontu kor kritikus élstiriisége megegyezik az
(n + 1)-pontu ut kritikus élsiirtiségével. Végiil megadjuk azt az egyenle-
tet, aminek a d(C,,) gyoke lesz, és meghatarozzuk, hogy melyik gyokrsl van
S70.

Jeloljiik a G(n,m) graf cstcsait az {1,2,...,n} halmaz elemeivel. Az alta-
lunk vizsgalt grafok esetében minden csics képe legfeljebb kételemii, legyenek
ezek x; és (1 — x;) szimbdélummal jelélve, melyek egyuttal a csticsok sulyat
is kifejezik. Most csak annyit tesziink fel, hogy ezek a siilyok a [0, 1] in-
tervallumba esnek, tehat virtudlis 0-silyd csicsokat is megengediink. n-rél
feltessziik, hogy legalabb 3. Kor esetén ez nem jelent tovabbi feltételt, P,

esetében d(P,) = 0 nyilvanvalo.

3.1. KONSTRUKCIO. A P, ttra vonatkozo konstrukcioban az it két végpont-
jardl feltehetd hogy egyelem, igy azokat x1-gyel és (1 — x,,)-nel jeldljik, ezek

1-sulyu pontok. A P} konstrukcioban legyenek az élek a kovetkezdk:

16



o x; 6s x4 0ssze van kotve i =2, ..., (n — 2)-re,
o (1—ux;) és (1 —x;y1) dssze van kitve i = 2, ..., (n — 2)-re,

o x; és (1 —x;4q) Ossze van kétve i =1, ..., (n — 1)-re.

Tl

2

1. abra. P, optimalis konstrukcioja

3.2. KONSTRUKCIO. A C} konstrukcioban legyenek az élek a kévetkezdk:
o x; 6s x4y 0ssze van kotve i =1,...,(n — 1)-re,
o (1—ux;) és (1 —x;y1) dssze van kitve i =1,...,(n — 1)-re
o x; és (1 —x;q) dssze van kitve i = 1,...,(n — 1)-re

e 1, és (1 —x) dssze van kotve.
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geeieg

2. abra. C), optimalis konstrukcioja

3.3. TETEL. A 3.1 konstrukcid megfeleld sulyozds mellett optimdlis P,-re.

Bizonyitds. A 2.2 kovetkezmény alapjan tudjuk, hogy a fokszamok &ltal
korlatozott nagysagi képhalmazokkal is 1étezik optimélis konstrukci6. Azt
fogjuk bizonyitani, hogy ha 1 és n csics képe egyelemii halmaz, a tobbi
csucs képe legfeljebb kételemii, akkor a konstrukcidoban a fenti élstruktiraji
az optimalis felfajt P graf.

Az optimélis konstrukcio élstruktiraja maximaélis, tehat minden aj él
hozzavételével feszitett P,-et talalnank a felfajt grafban. Azt is tudjuk,
hogy a 2.4 Lemma miatt az optimalis konstrukciok olyan tulajdonsiguak,
hogy minden d. élstirtiségiik egyenlé. Emiatt az x; csics pontosan egy
Xs-beli csticesal van Gsszekotve, ellenkezd esetben d(FP,) = 0 vagy d(P,) =1
lenne, mérpedig a konstrukcié tetszéleges pozitiv stlyozasabol latszik hogy
d(G) > 0, emellett d(G) < 1 is trividlis a feszitett P,-mentesség miatt.
Feltehets tehat hogy x; és (1 — x9) vannak Gsszekotve X és X halmazok
k6zott.

Altalanos lépésiinkben, ha meghataroztuk az éleket az X;-t6l egészen az
X, osztalyig, és a fenti élstruktira szerint haladnak 1 < j < i-re, akkor
megvizsgaljuk az optimélis grafban a lehetséges éleket X; és X, | kozott.
Megfigyeltiik, hogy x;-n 4t nem vezethet ut X;-b6l X,,-be. Az x; csics X,

minden pontjaval Gssze van kotve, mivel az élstruktira maximaélis, és x;-t
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nem tartalmazhatja feszitett P,. (1 — x;) emiatt legfeljebb egy X;.i-beli
ponttal lehet 0sszekotve, ellenkezd esetben ezen az élen 1 volna az élsiirtiség,
ezért feltehets, hogy x;,1-gyel nincs 6sszekotve. Ebbél adodik hogy x;,1-en
at nem vezethet ut X;-b&él X,-be, hiszen X; felé csak z;-be léphetnénk,

amin at nincs feszitett tut.

Ha i = (n — 1), akkor a jellemzéssel kész is vagyunk, ugyanis (1 — x;)-b6l
vezet 1t Xi-be, ezért X,,-nel nem lehet Gsszekotve.

Ha i < (n — 1), akkor X;;; 2-ponta. Ha (1 — z;)-b6l nem vezetne él
X,;11-be, akkor X;.; egyik pontjiba sem lehetne X;-bdl tton eljutni, ezért
az élstruktira maximalitasi tulajdonsaga miatt X;,; és X;, o minden pontjat
Osszekothetnénk, ami ellentmondéast jelentene, hiszen minden d. < 1, amint

azt a bizonyitas elején megallapitottuk.

Ezzel belattuk hogy valéban a 3.1 konstrukci6 szerinti az optimélis élstruk-
tura.
O

3.4. TETEL. A 3.2 konstrukcio megfeleld siulyozds mellett optimdlis C,-re.

Elgszor azt bizonyitjuk be, hogy ha nincs optimalis konstrukcié, amelyben
C, valamelyik csiicsanak képe egyelemi, akkor az optimalis élstruktira a
3.2 konstrukcionak felel meg. Késébb latni fogjuk, hogy val6jaban nem ez a
helyzet, mert belatjuk, hogy a 3.2 konstrukcio6 rogzitett élstruktiraja mellett
a minimalis d. élstiriiség maximuma akkor vétetik fel, ha lesz 0-stlyt pont is,
tehat az optimalis konstrukciorol feltehetd, hogy lesz egyponti kupac is. Ezt
kovetGen belatjuk, hogy az optimalis konstrukcié C),-re valamilyen értelem-
ben megfelel a P, -hez tartoz6 optimalis konsrukciénak, eziltal a 3.3 tételt
hasznalhatjuk a bizonyitas befejezéséhez.

A bizonyitas soran megelGlegezziik, hogy d(C,,) > %, ami a konstrukcié meg-

felel sulyozasabol kovetkezik, ezt a tétel bizonyitasat kovetGen fogjuk latni.
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3.5. LEMMA. Feltehetjiik, hogy az optimdlis konstrukcioban minden cstcs-
osztdly legfeljebb kételemi. Ha nincs olyan optimdlis konstrukcid, amelyben
C,, valamelyik csicsdnak képe eqyelemii, akkor az optimdlis élstruktira a 3.2

konstrukcionak felel meg.

Bizonyitds. A lemma feltételét a 2.2 kovetkezménnyel Osszevetve kapjuk,
hogy minden ¢ cstcs képe a felfujt C grafban két pozitiv silyt csics. Ismét
kihasznalhatjuk, hogy az optimélis konstrukcié élstruktiridja maximalis,
tehat minden 1j él hozzavételével feszitett C,-et talalnank a felfajt grafban.
Tudjuk tovabba, hogy a 2.4 Lemma miatt az optimélis konstrukcioban
minden d. élsiirtiség egyenld.

Ha a felftjt grafban minden csicsnak lenne szomszédja mindkét szomszédos
osztalyban, akkor z;-bél elindulva a koér mentén éleken lépkedve a 2n
csucson egy 2n hosszu kort kapnank; és a C,-mentesség miatt ekkor méar
nem is lehetne tobb éliink. Valasszunk minden kupacbdl egy legalabb %
silyu pontot, jeloljiik ezeket y;-vel. Ezek nem feszithetik C),-et, emiatt lesz
egy olyan e = ij éle a (), grafnak, amit nem feszitenek a pontok. Az e élen
a d. élstirtiség nem haladhatnd meg az %—et, szemben a kés6bb mutatott

konstrukciénkkal, mivel
de = (1= y;)y; + (1 —y:)y; < 5 hiszen 0 < 2(y; — 3)(y; — 3)-

Feltehets tehat, hogy Xi-ben egy csicsnak nincs X,,-beli szomszédja, ez a
fenti megallapitas miatt %-nél kisebb siilyu lehet csak, x1-gyel jeloljiik. xi-et
a feltételezésiink miatt nem tartalmazhatja C;-ban feszitett (), emiatt az
élstruktira maximalitasabol kovetkezik hogy x; X, mindkét pontjaval Gssze
van kotve. % < d(C,) < 1 miatt (1 —z1) pontosan eggyel lehet X, két pontja
koziil 6sszekotve, jeloljiik ezt (1 — x)-vel.

Altalanos lépésiinkben, ha meghataroztuk az éleket az X;-t6l egészen az X;
osztalyig, és a fenti élstruktiura szerint haladnak 1 < ¢ < n-re, akkor meg-

vizsgéljuk az optimalis grafban a lehetséges éleket X; és X, kozott. Meg-

20



figyelhettiik, hogy x;-n &t nincs feszitett C),, mert x; X; ;-gyel csak z;r; 1
éllel van Osszekotve, és x;_1-r6l mar tudtuk ezt.

Az x; cstics X, minden pontjaval 6ssze van kotve, mivel az élstruktiira ma-
ximalis, és z;-t nem tartalmazhatja feszitett C,. (1 — ;) emiatt legfeljebb
egy X,1-beli ponttal lehet 6sszekotve, ellenkezd esetben ezen az élen 1 volna
az élsiiriliség, ezért feltehetd, hogy x;,1-gyel nincs Osszekotve. Ebbsl adodik
hogy x;,1-en 4t nem vezethet feszitett C),, hiszen X, felé csak z;-be léphet-
nénk, amin at nincs feszitett C,. Két esetiink marad annak fliggvényében,
hogy (1 — x;)(1 — x;41) él-e vagy sem.

Ha (1 — 2;)(1 — x;41) él, akkor X;-t6l egészen az X, osztalyig az altalunk
megadott médon haladnak az élek. Amennyiben ily médon X,,-ig eljutunk,
X, és X; kozott mar automatikusan adodik, hogy a C,-mentesség miatt csak
az x,(1 — x1) él lehet behuzva, és d(C,,) > 0 miatt ez valéban sziikséges él.
Ha (1 —2;)(1 — x;41) nem éle az optimalis C-nak, akkor azt lathatjuk hogy
X1 egyik csticsan sem mehet 4t C,, mert X;-vel csak x;-n 4t vannak Gssze-
kotve, emaitt az élstruktira maximalitasa miatt X, ; mindkét csicsat X, o
mindkét csticsaval 6sszekothetnénk, ami Vd, < 1 miatt ellentmondast jelente-
ne, kivéve ha i = (n —1). Am ekkor is az élstruktiira maximalitdsa miatt x,,
és (1 — x,) szomszédai: x,_; illetve (1 — x1) megegyeznek, ami azt jelentené,
hogy az n € V(C,) cstics képe egyelemii lehetne, szemben a feltevésiinkkel;
igy ez az eset nem allhat fent.

Ezzel a bizonyitast befejeztiik. O]

3.6. LEMMA. A 3.2 C,-konstrukcio csak akkor lehet optimdlis, ha van a

pontok kézétt 0-sulyi is, nevezetesen x1=0 vagy (1 — x,,)=0.

Bizonyitds. Indirekten igazolunk. Tegyiik fel, hogy allitdsunkkal szemben az
optimalis konstrukci6 a fent leirt, de nem tartalmaz O-stlyd pontot. Jeloljiik
d-vel a miniméalis élstirtiséget a konstrukciéban, amely feltételezésiink

szerint a kritikus élstirtiség. A 2.4 lemmat hasznélva tudjuk hogy minden
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e € E(Cy)-re d, = d. Felirva minden élre az ezt kifejezs egyenletet, n egyenle-

tet nyeriink, és (n+1) ismeretleniink van: {x;, zs, ..., z,,d}. Az egyenleteink:

o (1—d)=(1—z1)xs

o (1—d)=(1—uxz9)xs

e (1—-d)=1—2,(1 —x9)

x1-et és d-t paraméternek véilasztva sorban egyértelmien kifejezhetGek a to-
vabbi stlyok ezek segitségével, hiszen az i. egyenlet az els6 (i+1) stlyt tartal-
mazza csak, és indukcio szerint az els6 i silyt mar kifejeztiik a paraméterek
segitségével. Azt allitjuk, hogy teljesiilni fog z; < z;.1 1 < ¢ < n-re. Ez
1 = l-re teljesiil mivel

(1—x1) > 2,(1 —21) =d > (1 —x2) az 1. és az n. egyenlet miatt, tehat
(1 —z1) > (1 — z5) amit igazolni akartunk. Indukcioval kapjuk az alitast
minden i-re, hiszen az (i — 1). és i. egyenletet Gsszevetve

e “(;f’;-i;).) Ebbél kivetkezik, hogy 0 < 21 < ... < x, < 1.

Ha virtudlis 0 salyt pontokat is megengednénk, akkor a levezetésiinkben az

egyenlGség is minden ponton megengedett, amibdl viszont latszik az allitas
masodik fele, hiszen ha a sulyok kozott van 0, akkor x; vagy (1 — z,) is
az. Ez azért van, mert ha x; = 0, akkor zq,...,2; mind 0, hasonl6képpen
ha (1 — ;) = 0, akkor (1 — x;),..., (1 — x,) is mind 0. Azonban ha t&liik
kiilénbo6z6 O-stilyt pontot taldlnank, akkor az egyenl&tlenséglanc garantalna
hogy x1 = xo = 0 vagy (1—z,) = (1—x,_1) = 0, amib&l d = 1 ellentmondast
kapnank.

Feltehetjiik, hogy xoxs...x, 1 < (1 —22)(1 —x3)...(1 —x,_1), hiszen ellenkezd
esetben z; = (1 — z,,.1_;) sulyozast valasztva, az eredetivel izomorf sulyozott

grafot kapnank, ahol a feltételiink méar teljesiil.
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Valasszunk egy (e1,¢€9, ...,£,) e-sereget, amely teljesiti a kovetkezs feltétele-
ket:

En Tn
° —
En—1 (1—CCn_1)
€4 __ x4
o &4 —
€3 (1—1‘3)
€3 __ x3
o —= =
e9 (1—1‘2)
o 52 — I2-€

€1 (lfwl) °

ElegendGen kicsinek valasztva e,-t, elérhetd, hogy (z; — &;) > 0 teljesiiljon
minden i-re.
Készitsiik el most az 4j x, = x; — ¢; stlyozést. Vizsgaljuk meg hogyan

valtoznak az egyes élsiirtiségek.

o X és Xy kozott 1 —d = (1 —xp)xe = (1 —2))a), azaz az élstirtiség nem

valtozik.

o iési+1kozott 1 <i<mesetén 1 —d = (1—x;)zip1 > (1 —x)wi01 +
€iiv1 —Eip1(1 =) —gigipn = (1 —2) i1 — €851 = (1= x;)xlﬁrla azaz

az élstirtiség nd.

o X, és X, kozott kell csak garantalni, hogy nem csokken az élstirtiség,

és ellentmondést kapunk.

Az kell tehat, hogy

d=z,(1 —z) <zl (1—-2)) = (v, —en)(l — 21 + &), azaz
(1 —z1) +e1)en < xper.

Alakitsuk 4t ezt a kifejezést: = < (@n—¢n)




Itt a baloldalt pontosan ismerjiik: az e-ok aranyara vonatkoz6 egyenlete-

ket Gsszeszorozva a baloldalt kapjuk. Vagyis a kovetkez&t elég bizonyitanunk:

(x9 — €9)x3...70 (T, —€n)
(1 — ZL‘l)(l — 172)(1 — mn—l) - (1 — fL’l)

Feltettiik, hogy % < L ezért elég ha belatjuk, hogy

z2)...(1—=zpn—1) — x2

(9«“2;522)_% < (xy — &) & Tag, < Tpen.

Ez pedig szintén a feltételbdl kovetkezik, hiszen az c-os egyenletek ujboli
Osszeszorzasaval
En TpTp_1---T3 1

& Oz )(l—z)(1—m) = "0

ekvivalens azzal amit igazolni akartunk.

A stlyozas modositasaval tehat olyan konstrukciot kaptunk, ahol az élstirtisé-
gek nem egyenl&ek, hiszen x,x, és xixo élek kivételével az élsiirtiség nove-
kedett, e két élen pedig nem csokkent. Ez ellentmond a 2.5 kévetkezmény

miatt a kiindulasi feltevésiinknek, tehéat az allitas igaz. O
3.7. TETEL. d(P,1) = d(C),)

Bizonyitds. Optimalis konstrukci6bo6l indulunk mindkét irdnyba. Ha P,
egy n hosszu ttnak megfelel6 optimélis, 2.1 lemma szerinti konstrukcié, ak-
kor az ut két végpontjat egymassal Gsszeragasztva C), korre is kapunk egy
konstrukciot, amiben a minimalis élsiirtiség éppen d(P, 1), és feszitett C,,-
et nem tartalmaz. Masrészt a C), kornek megfelel§ optimalis konstrukciorol
feltehets, hogy van egy olyan osztaly, amely csak egy csticsbol all; ezt a
csucsot kettéosztva éppen egy P, i-hez tartozé konstrukciot nyeriink, amely-
ben a minimalis élstriség d(C,,), és ez a konstrukcio sem feszit P, 1-et. Ebb6l

kovetkezik, hogy a kritikus élstirtiség a két grafra megegyezik. O
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Azt kaptuk tehat, hogy a 3.1 konstrukcidobol a lemma ragasztasi triikkje adja
C,, optimélis konstrukci6jat. Vegyiik észre, hogy ez éppen megegyezik a 3.2
konstrukcioban a 3.6 lemma &ltal leirt virtualis (O-silyt) ponttal kiegészitett
felfajt graffal. Igy valoban bebizonyosodott, hogy a 3.2 konstrukeié optimalis
konstrukci6 a C,, grafra, azzal a feltétellel, hogy x; vagy (1 — z,,) sulya 0.
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4. A kritikus élsirtiség egzakt meghatarozasa

korokre és utakra

Az el6z6 fejezet tételei nyoman kiszamolhatjuk a korokre és utakra a kritikus
élstirtiséget. A 3.7 tétel értelmében mostantol elég utakkal foglalkoznunk,
feltehetjiik tehat hogy G = P, 11 az (n + 1)-cstcst, n-éld at. (n > 2)
Miutan a 3.1 konstrukciorol a 3.3 tételben belattuk, hogy optimalis a meg-
felelg silyozassal, ezért a silyok segitségével d(C,,) = d(P,41)-re élszamnyi
egyenletet felirva kifejezziik a kritikus élstiriséget. Jeloljiik az egyszeriiség
kedvéért ezt az élsiirtiséget d,-nel. Felhasznalva hogy 1 = (1 —z,41) =1, a
kovetkezd egyenletrendszerhez jutunk:

(1—d,) = x9

(1-d,) =(1—z;)r;y hai=2...,(n—1)

(1—d,) = (1 —umz,).

Vezessiik be az F;(d) = xz; fiiggvényt, amely a d élsiirtiség fiiggvényében
megadja az z; silyt. Felhasznalva a fenti egyenleteket, a kovetkezs rekurzio-

hoz jutunk:

* F(d) = 5 ha2 <i<n.

—

Ugyanakkor az utolso egyenlet alapjan F,(d) = d (*),

tehat d,, a (*) egyenlet megoldasa lesz. A rekurziv definici6 szerint F,, egy
egyvaltozos racionélis tortfiiggvény lesz, amelynek a nevezd§jével felszorozva
d,-re egy egyenletet kapunk. Az alabbi tétel jellemzi a kapott egyenletet, és

pontosan megadja, hogy az egyenlet melyik gyodke lesz a megoldés.
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4.1. TETEL. Az F,(d) = d raciondlis tortfigguénybdl kapott egyenlet leg-

nagyobb pozitiv gyoke lesz a d,, kritikus élstiriség.

Bizonyitds. A bizonyitést tobb lépésben végezziik. ElGszor belatjuk, hogy a
legnagyobb gydk a (0, 1) intervallumba esik, majd megmutatjuk hogy csak
egy olyan d megoldas lehet, amelyre x; € (0,1) minden i-re. Végiil belatjuk,
hogy ez a d lesz a legnagyobb megoldas a valés gyckok kozott.

4.2. LEMMA. d > 1= F,(d) # d.

Bizonyitds. Ha d > 1, akkor F»(d) = o < 0 a méasodik egyenlet miatt, innen
indukcioval Fi(d) = 1—1}2__?(11) < 0. Tehat F;(d) < 0 < 1 < d, ebben az
esetben az allitas igaz.

Ha d = 1, akkor Fy(d) = 0, innen indukciévalF),(d) = 0, ami ellentmond az

F,.(d) = d egyenletnek.

O

4.3. LEMMA. Egyetlen olyan d € (0, 1) megolddsa van az egyenletnek, amely-
rex; € (0,1) Vi € {1,2,...,n}.

Bizonyitds. Az el6z6 fejezet kombinatorikus tton igazolja, hogy a kritikus
élstirtiségre a feltétel fennall. Tegyiik fel, hogy &llitasunkkal szemben két
ilyen d megoldas is létezne: dV) < d®. Az egyenletekbél adodéan ekkor
Fy(dV) = (1 —dW) > (1 - d?) = F,(d?), majd innen indukciéval

Fi(dV) = J20 > S — F(d®) (i < n)-re. Kihasmaltuk
kozben, hogy feltételezésiink szerint z; € (0,1), azaz minden nevezs po-

zitiv. (i = n)-re alkalmazva F,(dV) > F,(d®)-t kapjuk, ami ellentmond
d®) < d®-nek. Tehat csak d, rendelkezik a lemma &ltal megkivant tulaj-

donséggal. O]

4.4. LEMMA. d,, az F,(d) = d egyenlet valds gyokei kizil a legnagyobb.

27



Bizonyitds. Azt fogjuk igazolni, hogy d, < d < 1 szintén teljesiti az
x; € (0,1)Vi € {1,2,...,n} feltételeket, ezért nem lehet az el6z6 lemma miatt
d,-nél nagyobb gyok. Ismét az egyenleteket hasznaljuk:

0< Fy(d)=(1—-4d) < (1—d,) = Fx(d,) <1, tovabba az i. egyenletbdl

0< Fi(d) = 1_%___‘?((1) < 1_%__‘??31”) = F;(d,) < 1, felhasznélva

F,_1(d) < F;_1(d,)-et indukcioval. Ezzel az allitasunkat igazoltuk. O

A harom lemma egymaés utani alkalmazasabol a tétel allitasa kovetkezik. [

4.5. ALLITAS. d(,—1) < dp,.

Bizonyitds. A 2.6 tételbdl kovetkezik az allitas, hiszen P, részgrafja P, -
nek. O]

Egyuttal a 3.7 tétel miatt a kritikus élstirtiség korokre is né.

Ezen a ponton visszautalunk a bizonyitas egy megel&legzett 1épésére: d,, > %

ha (n > 2), hiszen mar n = 3-ra is d3 = @

Kiszamolva kis n-ekre a konstrukcié altal bizonyitott egyenleteket, a kovet-
kez6 élsiirtiségi szamokat kapjuk:

ds = @ ~ 0.618 [d2 + d — 1 = 0 egyenletbdl]

dy = 2 ~ 0.667 [(1—d)=(2d—1) — 3d—2=0 egyenletbdl]

ds =~ 0.
dg = \/% ~ 0.707 [(1—d)(d®+d—1)=d(3d> —2d) — 4d> —2d> — 2d + 1 = 0 egyenletbd]]|
dr = 0.717 [(1—d)(3d—2) = (d3 +3d% — 4d + 1) — d3 + 6d% — 9d + 3 = 0 egyenletbél.]
dy = Y5 ~ 0.724.

D

92 [(1—d)(2d—1) =d(d2+d—1) — d3+3d2 —4d+ 1 = 0 egyenletbdl]

A d,, sorozat korlatos és monoton nd, ezért létezik hatarértéke, melyet meg

is tudunk hatéarozni.
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4.6. TETEL. d,, < 3 ésd, — 3.

Bizonyitds. Az allitas els6 fele kovetkezik a 2.3 tételbdl, a d,, szigorian mo-
noton noévekedése mutatja, hogy a tételben nem &llhat egyenlGség sem. A
konvergenciarél szolo allitast dtfogalmazhatjuk a kovetkezGképpen: minden
d < % élstirtiségi szamra létezik olyan n, melyre d < d,.

Valasszunk ugyanis egy tetszéleges d < % szamot. Kezdjik felépiteni a
3.1 konstrukciot az ennek a d szamnak megfelel§ stulyozassal, tehat F;(d) = x;
legyen definidlva a korabbi rekurzi6 szerint. A 3.6 lemmaéban igazoltuk, hogy
a rekurziv egyenletek biztositjak F;(d) monoton névekedését, amig F;(d) < 1.
Vizsgaljuk meg, lehetséges volna-e, hogy F;(d) < 1 Vi-re teljesiiljon. A mo-
noton névekedési tulajdonsag miatt ekkor létezik egy 0 < h < 1 hatarértéke
az F;(d) sorozatnak, melyre fennall a rekurziv egyenleteink alapjan, hogy

(1 —d) = (1—h)h.

Am vegyiik észre, hogy feltételezésiink szerint (1 —d) > 1 > (1 —h)h a
szamitani-mértani kozepek kozti egyenlStlenség miatt; tehat ez az eset nem
allhat fenn. Létezik tehat egy N szam, melyre i < N esetén Fi(d) < 1
(fl:;l]\)l) > 1. Tekintsiik ekkor a 3.1 konstrukciot
Py y1-re, ahol legyenek az z; stulyok a fent szamitott F;(d) értékkel egyenlGek
ha 1 < i < (N + 1), legyen tovabba z; = 1 és (1 — xy41) = 1. Ekkor a

teljesiil, azonban Fni =

stlyozas érvényes, hiszen minden sily (0, 1]-be esik, és x; definici6ja miatt
minden élen az élstirtiség pontosan d, kivéve N(N + 1) élen, itt azonban
de = xn(1 —xn11) = Fx > d az N definicioja miatt. Tehat d < dy, amit

igazolni akartunk. O
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5. A teljes grafok kritikus élstirtisége: G = K,
eset

A 2. fejezetben Bondy, Shen, Thomassé és Thomassen eredményét idézve
a K3 graf kritikus élstirtiségét mar meghataroztuk, s6t a ciklikus hdrmas
fogalméaval egy Altalanosabb jellemzést tudtunk adni a K3 grafot feszits
és nem feszit6 haromparticios grafokrol. Késébb a 3. fejezetben lattunk
egy mésik utat is, K3-at mint a korgrafok specialis esetét tekintve. Ebben
a fejezetben a K, grafokra megadunk egy rekurziv konstrukciot, amely
sejtésiink szerint optimaélis, és a 2.7 tételhez hasonl6 tételt is belatunk a Ky

grafot nem feszit négyrészes grafokrol.

5.1. KONSTRUKCIO. A K, eqy K konstrukcidjdt rekurziv modon adjuk meg.
n = 2-ben a feltétel szerint nem mehet €l, tehdt Ko optimdlis konstrukcidja
lehet a kétcsicsu tires grdf, 0 kritikus élsiriséggel. Legyenek a csiucsosztdalyok
X1, X, ...y Xy, melyek kiozil X,, = {x,} egyelemd, a tobbi legaldbb kételemi
csucsosztaly. Vilasszunk az elsé (n — 1) osztdlybdl egy-egy csucsot: x; € X;,

ezek seqgitségével definidljuk a konstrukcio élstrukturdjdt:

o xx, € E(K}) (Vo e X;\ {x;},Vie{1,2,....,(n—1)}),
o r,x € E(K)) (Vi<n,z e X;,i#j<n),

o Xi\ {z1}, Xo\ {x2},...,. X0 1 \ {zn_1} osztdlyokra megszoritva legyen
az €élstruktira a K,_1 konstrukcidja szerinti, mely nem fesziti a K, 1

grdfot.

Mivel a konstrukcioban egyik i < n esetén sincs z; és x, OsszekOtve, ezért

csak olyan n pont feszithetné a K, grafot, melyek koziil (n—1) az X3 \ {z;},
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3. dbra. K, konstrukcidja

Xo \ {z2},..,. X1 \ {zn_1} halmazokba esik, &m a rekurzi6 miatt ez az

(n — 1) cstcs nem fesziti a K,,_; teljes grafot.

Jeloljiikk a K, teljes grdf kritikus élsiriségét d,)-nel.

5.2. SEJTES. A K, teljes grdf d,) kritikus élsiriségét a kovetkezd rekurziv

egyenlet adja meg:

d%n)(l - d(n,l)) + d(n) —1=0, ahol d(g) =0

Ha valoban a fenti konstrukci6 az optimalis megfelels sulyozassal a K, grafra,
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akkor a 2.4 lemma szerint minden élstirtiség egyenld, emiatt w(z;) = 1 —d(y)
(i < n) esetben és w(x,) = 1. Felirva egy X,,-re nem illeszkedd élhez tartozo

élsiirtiséget, kapjuk a fenti egyenletet.

5.3. MEGJEGYZES. Ha a sejtésiink igaz, akkor

deg) = @ ~ 0.61803 - ezt igazoltuk us.

digy = 0.77222

dis) ~ 0.83948

Tovdbbd a konstrukcio miatt a kritikus élsdriség a fenti esetekben nem lehet

kisebb, mint a rekurziv egyenletek megfeleld megolddsa.

A konstrukciot némileg altalanosabb formaban is hasznosithatjuk. Ha egy
G graf d(G) kritikus élstirtiségét ismerjiik, vagy van ra als6 korlatunk, akkor
tekinthetjiik a G grafot, melyet ugy kapunk, hogy G cstcshalmaziahoz egy

1j z csicsot adunk, majd ezt a csiicsot az Osszes csticcsal Osszekotjiik.

5.4. LEMMA. A GT grdf d(G™") kritikus élsdriségére teljesil a d(GT) > §
egyenldtlenség, ahol § az

22(1 —d(Q)) + 2 — 1 = 0 egyenlet pozitiv gydke.

Bizonyitds. Induljunk ki egy G-hez tartoz6 optimalis konstrukciobol, igy G
minden csucsédhoz tarozik egy csicsosztaly. A G graf egy konstrukciojat gy
kapjuk meg, hogy minden csticsosztalyhoz egy extra csticsot hozzavesziink,
beleértve a G graf G-ben nem szerepls z csicsanak egyel6re iires csiicsosz-
talyat. A G-beli konstrukcié élstruktirajat egészitsiik ki gy, hogy a z-nek
megfeleld csucsot a G-beli konstrukeid 6sszes csicsaval kossiik dssze, a tovab-
bi extra cstucsokat pedig minden mas csiiccsal, eltekintve a sajat csticsosztaly
elemeitdl, és a z-nek megfelel§ csticstol.

Ekkor egyik extra csics sem lehet feszitett GT-nak csicsa, mivel egy feszi-

tett Gt grafnak a z-nek megfelel§ csticsot tartalmaznia kellene, de az csak

32



G-hez tartozo konstrukciobeli csiicsokkal van 6sszekotve. Mivel a G-hez tar-
toz6 konstrukcié nem fesziti a G grafot definicio szerint, ezért az igy kapott
1j konstrukci6 nem feszitheti a G* grafot. Legyen az extra cstcsok stlya
egységesen (1 — x), kivéve a z-nek megfelels egységsilyu cstcsot, és a G-beli
konstrukci6 csiicsainak stlya pedig legyen az eredeti stuly z-szerese. Ekkor a
konstrukciéban rendre x és (v2d(G)+1—x?) lesz a kétféle élsiiriiség a G*-ban
1j illetve régi éleken. Ha z-et gy valasztjuk meg, hogy ez a két mennyiség
megegyezik, tehat x gydke az 2%(1 — d(G)) + 2z — 1 = 0 egyenletnek, akkor ez
a gyok also becslésiil szolgéal a d(G™) kritikus élstiriiségre.

O

5.5. MEGJEGYZES. A mdsodfoki egyenlet megolddképletébdl adodik a fenti §

szdm becslésével, hogy
d(GT) > d(G) + (1 —d(@))*(5d(G) — 3)

A 2.7 tételben megvizsgaltuk, hogy egy haromrészes graf élsiiriiségeire milyen
sziikséges és elégséges feltételnek kell teljesiilnie ahhoz, hogy garantéiltan
feszitsen haromszoget. A kordbbiakban a kérdést tetszGleges G gréafokra
ugy altalanositottuk, hogy milyen sziikséges és elégséges feltételt adhatunk
a felfiajt G* graf élstirtiségeinek minimumaéra, hogy a felfijt graf garantaltan
feszitse a G grafot. A kovetkezSkben a tétel altalanosabb megkdzelitését
alkalmazzuk a teljes grafokra.

El6szor Bondy, Shen, Thomassé és Thomassen cikke alapjan a G = K3
esetet tekintsiik at.

Legyen a felfajt G* grafban az i csics képe X;. Jeldlje d;; az X; és X kozti

élstirtiséget.

5.6. TETEL. [5]/ Minden olyan élsiiriség-sorozatra, amelyre az aldbbi egyen-

lotlenségek valamelyike teljesiil, létezik K3-at nem feszitd haromrészes G* grdf
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a megadott élsiuriségekkel:
dijd;, + djk <1, ahol {i,j, k} = {1, 2, 3}

Bizonyitds. Feltehets, hogy ¢ = 1, 5 = 2, k = 3. Megadunk G*-ra olyan
konstrukciét, melyre az élstirtiségek teljesitik a diadiz + doz < 1 egyenl6t-
lenséget, és nem fesziti a G* graf Ks-at.

Legyen a harom osztaly X; = (a), Xy = (b1,bs), X3 = (c1,¢9). Vélasszuk
meg a sulyokat a kovetkezSképpen:w(a) = 1, w(by) = dy2, w(bs) = (1 — di2),
w(cy) = dyz, w(cy) = (1 — dy3), és legyenek az élek aby, bica, cabs, bacy, cra.
Vilagos hogy G* haromszégmentes lesz, emellett G*-ben az élsiiriiségek az
17, ik, 7k élen rendre dis, dy3, és 1 —diadi3. 1 —dyadi3 > dog a feltétel szerint,
ezért X, és X3 kozott az élstrtiséget esetlegesen csdkkentve megkaphatunk

egy dia, di3, dog élsiirtiségi szamiu konstrukcidt. O

4. dbra. K3-mentes graf

5.7. TETEL. Minden olyan élsiiriség-sorozatra, amelyre az aldbbi eqyenldt-
lenségek valamelyike teljestil, létezik K4-et nem feszitd négyrészes G* grdf a

s

megadott élstriségekkel:
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dijdi, + dji, <1, ahol i,j és k az {1,2,3,4} halmaz kilonbozd elemei,
(dijdi, + dji, — 1)(dijdy +dj — 1) < (1 — dkl)dfj, ahol {i,7,k, 1} ={1,2,3,4}.
Bizonyitds. Megadunk G*-ra olyan konstrukciot, melyre az élstirtiségek tel-
jesitik a fenti egyenl6tlenségek egyikét, de nem fesziti a G* graf Ky-et.

A tétel elsg feltételrendszerének elemei azt fejezik ki, hogy harom csics
altal feszitett él élstirtiségei nem ciklikus harmast alkotnak. Ekkor a 5.6.
tétel szerint konstrualhato olyan haromparticios graf, melynek az élstirtiségei
egyenként elérik a harom kivant szdmot, és a graf nem feszit haromszoget.
Ebbél a grafbol megfelel6 konstrukciot nyerhetiink az allitdsunkhoz, ha a
negyedik csiicsra illeszked§ éleken az élstirtiséget tetszGlegesnek Aallithatjuk
be, a negyedik cstcstol fiiggetleniil nem feszithet K4-et.

Amennyiben barmely harom csics altal feszitett élek élstirtiségei ciklikus har-
mast alkotnénak, akkor tegyiik fel, hogy

(diadis + dog — 1)(di2dig + dog — 1) < (1 — da4)d3,. (*)

Legyen ekkor X; = (a), Xy = (b1, b2), X3 = (c1, ¢2,¢3), X4 = (91, g2, 93)-
Legyenek G* komplementerében az élek a kovetkezok:

aby, acs, ags, bica, bi1gs, c191.  Végezetiil legyenek az egyes silyok csiicsai a
kovetkez6k: w(a) = 1, w(by) = dia, w(be) = (1 — dia), w(c1) = Adys,
w(cz) = (1 = A)diz, wles) = (1 = dug), w(gr) = pdia, w(gz) = (1 — p)d,
w(gs) = (1 — dy4), ahol X és p egyiitthatok értékei:

N = dudatbal g — dedutlic]l A gilyok ekkor pozitivak lesznek, hiszen
feltettiik, hogy barmely harom cstics altal meghatarozott harom él élsiirtisége
ciklikus harmast alkot, ezért A és u szamléaloja is pozitiv.

Ilyen stlyozéas mellett az X; és X; kozotti élstirtiség éppen d;; lesz, kivéve X3

és X, kozott, melyre az élstiriség a konstrukcioban

(1 _ ,u)\d13d14) —1_ (d12d13+d23_]2%(512d14+d24_1).
Feltételiinket(*) atrendezve azt kapjuk, hogy ez az élsiirtiség legalabb day,
igy konstrukcionkbol élek esetleges elhagyasaval valoban létrehoztunk egy

Ky-et nem feszit6 felfajt grafot, ahol az élsirtiségek az elére megadottak.
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A Kj-et azért nem fesziti ez a graf, mivel X;-bél csak a-t valaszthatjuk
reprezentansnak, emiatt by, c3 és g3 nem lehetnek benne feszitett K -ben.
Am a {b1,c1, 2,91, go} csticsok altal indukalt graf az el6z6 tételben megadott
haromparticios graffal izomorf, amely nem feszit haromszoget, ezért semelyik

négy csucs sem feszitheti a Ky-et. O

5. dbra. Kj-mentes graf

Mindkét tétel lényegében az 5.1. konstrukcio élstruktirajan alapul, amely
K,-et nem feszit6 K,-felfajt grafot adott meg; azt latjuk, hogy valaszthatjuk
ugy a sulyozast, hogy az éleken egy kivétellel egyenl6ség teljesiiljon a
megadott élstirtiségi szamokkal, majd erre az utols6 élre kapunk egy egyen-
16tlenséget a tobbi élstirtiség fiigvényében, amelyet teljesitve jo konstrukciot
kapunk. Ezt az &ltalanos modszert alkalmazhatjuk minden K, teljes

grafra, kiegészitve az igy nyert feltételt a kisebb teljes grafokra vonatkozo
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feltételekkel. FEzek azt mondjik, ha K, egy teljes K} részgrafjara elGirt
élsirtségek (n > k > 2) teljesitik a K} nem feszitésének feltételét, akkor a

tObbi élstirtiségre nincs is megkotés.
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6. Fak kritikus élstirtisége

A 3. és 4. fejezetben az utak kritikus élstiriiségét meghataroztuk, megad-
van egy hozzajuk tartozo6 optimalis konstrukciot. Ebben a fejezetben minden
fagrathoz adunk meg optimélis élstruktirat, amely mint latni fogjuk, gyakor-
latilag meghatarozza a kritkus élstirtiséget is.

Vizsgaljuk meg el8szor egy specialis fagraf, az (n + 1) cstcst (n-agu) csillag

kritikus élstirtségét!

6.1. ALLITAS. Ha S, (n+ 1)-csicsi csillag, akkor d(S,) = L.

n

Bizonyitds. Tekintslink egy optimalis S konstrukciot! Vegyiik észre, hogy
"T’l-nél nagyobb lenne a kritikus élstirliség, akkor az élstirliségek Osszege
(n — 1)-nél tobb lenne, 4m ez ellentmond az 1.6 tételnek.

Ezutdan megadunk egy olyan konstrukciot, amelyen fenti érték felvétetik.
Legyen a csillag centruménak képe az S} felfujt grifban n-elemd, a csillag
agai egyelemtiek.Az élstruktira komplementere legyen olyan, hogy minden
csillagag kiilonb6z6 centrumbeli csticcsal legyen Gsszekotve, és legyenek a
centrum képében a cstucsok %—sﬁlyl’lak. Ekkor nyilvan a centrum képében se-
melyik cstics sincs az Osszes csiicsosztallyal osszekdtve, ezért S” nem feszitheti
az (n+ 1)-csucsu csillagot, mésrészt minden élstiriiség "T’l, tehat ez valoban

optimaélis konstrukcio. [l

A 2.6 tétel szerint egy graf részgrajanak a kritikus élsiirtisége a graf
élstirtiségénél kisebb lesz. El§z8 eredményiinket ezzel egybevetve alsé kor-
latot adhatunk a A maximalis foka grafokra A fiiggvényében, hiszen egy
A-foku csiccsal biro grafnak részgrafja a A-agu csillag. A tovabbiakban
mindig éliink azzal a trivialis feltevéssel, hogy a grafunk tobb élbédl all, ami
a kordbban feltett OsszefiiggGséget figyelembe véve azt is jelenti hogy A > 1.

A 2.3 tétel eredményével mindezt Gsszevetve kapjuk a kovetkezd allitast.
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6. abra. Csillag optimélis konstrukciojanak komplementere

6.2. KOVETKEZMENY. (1 — %) < d(G) < (1 — 33).

Lattuk a 4. fejezetben, hogy A = 2 esetén mindkét korlat éles még akkor
is, ha a feltételnek megfelels fakat, tehat az utakat vizsgéaljuk, hiszen
d(Ps) = d(Ss) = 1, és d(P,) — 2. A A > 2 esetben viszont a fak kritikus
élsiirtiségére jobb fels6 becslést is fogunk tudni adni A fiiggvényében, amely
szintén éles lesz.

Megadunk most egy optimélis konstrukciét minden fahoz. Legyen
T(n,m = (n—1)) egy fa, melynek csiicsait jeloljik az {1,2,3,...,n} halmaz

elemeivel.

6.3. KONSTRUKCIO. Legyenek a T} grif Xy, Xo,..., X,, csucsosztdlyai rendre
Dy, Da,...,Dy-elemiek. Jeléljik az X; csucsosztdly elemeit x;;-vel azon j-kre,
melyre ij € E(T). Legyen €l x;, €s xj kézitt, ha ij € E(T), de nem teljestiil,
hogy k = j ésl =1i. Tehdt az élstruktirdt a lehetséges élekre komplementdlva

az x5 Eleket kapjuk.
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7. abra. Egy 3-szintes fa optimalis konstrukciéjanak komplementere

6.4. TETEL. A 6.3. konstrukcico megfeleld silyozdssal optimdlis konstrukcio
a'l fihoz.

Bizonyitds. A 2.2. kovetkezményt figyelembe véve az optimalis konstruk-
ciordl feltehetd, hogy az egyes csticsosztalyok rendre legfeljebb fokszamnyi
elemszamuak. Vélasszuk ki a fa egyik cstcsat gyokérnek, feltehets, hogy
ez az 1 cstics, és a gyokértdl vett tavolsag alapjén szintezziik be a fat, il-
letve ezzel egyiitt a fa felfajtjat is. Jelolje L a szintek szamét, feltehetjiik
hogy L > 1. A szintezésbdl adodik, hogy a gyokéren kiviil minden csticsosz-
talynak pontosan egy szomszédja alacsonyabb szintd. Tekintsiik elGszor az

L. szinten 1év6 csticsosztilyokat. Ezek a faban leveleknek felelnek meg, ezért
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egyelemtiek. Hasznaljuk a 2.4 lemmat, mely szerint az optimalis konstrukcio-
ban minden élstirliség egyenls. Emiatt minden élstirtiség egynél kisebb, azaz
az L. szinten 1év6 csticsok mind legalabb egy cstccsal nincsenek 6ssszekotve
az (L — 1). szintii szomszédos csticsosztalybol. Vegyiik észre, hogy optimalis
konstrukcidéban ezek a hianyz6 élek csticsdiszjunktak. Ugyanis ha egy z cstics-
ra az (L +1). szintrdl illeszkedik az optimélis konstrukci6 komplementerében
két él az L. szint irdnyaba, akkor az egyiket tetszélegesen hozzavehetnénk
a konstrukcidhoz, és még mindig nem feszitené a 7' fat. Ezzel a megfeleld
élstirtiség novekedne, ellentmondasban a 2.4 lemmaéval.

Mi tobb, az L. szinten 1év6 csiicsok mind pontosan egy csiccsal nincsenek
Ossszekotve az (L — 1). szintid szomszédos csucsosztalybdl. Indirekt ha a
J csucsra illeszkedd i levélre az X;-beli cstics két X -belivel sem lenne 6ssze-
kétve, akkor X, minden csicsdhoz tartozik rad nem illeszkeds levél, hiszen
(D; — 1) levél illeszkedik X;-re és |X;| < D;. Ekkor X; és (L — 2). szintd
szomszédja 1-es élstirtiséggel 6sszekothetd volna, hiszen semely X ;-beli cstcs
nem lehetne benne feszitett T-grafban, &m ez ismét ellentmond a 2.4 lem-
manak. Tehat az optimaélis konstrukcioban az (L — 1). szint cstcsosztalyai
olyanok, hogy egy kivétellel mindegyik megfelel egy-egy j-cstcsra illeszke-
d6 levélnek - tudniillik annak, amelyikkel nincs 0sszekotve. Ez indokolja a
konstrukciobeli jelolést. Ekozben belattuk azt is, hogy az optimélis konsruk-
cibban az (L — 1). szint cstcsosztalyaiban is pontosan fokszamnyi csics van.
Ezzel igazoltuk, hogy az optimalis konstrukci6 a tétel szerinti lehet csak az
(L —1). és L. szint kozott.

Indukcioval végezziik az 4llitas bizonyitasat az eggyel kisebb szintre. Feltesz-
sziik, hogy a (t+1).-t6l az L. szintig az élstruktira a konstrukciobeli, belatjuk
hogy ekkor a t. és (t + 1). kozott is ez a helyzet. Szét kell valasztanunk a
t >0 és t =0 eseteket.

Feltessziik el6szor, hogy ¢t > 0. Legyen X, tetszGleges csticsosztaly a . szin-

ten, X; pedig ennek (¢ + 1). szinti szomszédja. Mivel az élstirtiség az ij élen
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egynél kisebb, ezért az optimalis kontrukciéban hidnyzik él X; és X, kozott.
A kezddlépéshez hasonléan ez a Dj-elemi Xj-ben csak zj;-re illeszkedhet,
hiszen indukci6 szerint az X; tobbi csicsa nem lehet benne feszitett 7T-ben.
Ez i-nek minden (t+1). szintd j szomszédjara igaz. Ugyanakkor ez a legalabb
(D; — 1) él kiilonb6z6 cstcsokra illeszkedik X;-ben, és minden X csticsosz-
talybol pontosan egy hidnyz6 él indul X;-be.

Ez a kezdGlépéshez hasonloan abbol kévetkezik, hogy egyrészt ¢ egy j szom-
szédjat rogzitve, és x;;-vel jelolve az x;;-bdl indulo (egyik) hianyzo él végpont-
jat, z;; sem lehet csicsa feszitett T-nek, mivel X;-ben xj-vel nincs Gssze-
kotve, indukcidval a tobbi csicson at pedig nincs feszitett T-graf. Emiatt
optimélis konstrukciéban minden mas lehetséges szomszédjaval x;; Ossze van
kotve, ellenkezG esetben novelhetS lenne valamely élstirtiség; tehat minden
mas (¢t + 1). szint csicsosztéaly elemeivel szomszédos. Ugyanakkor ¢ > 0 mi-
att kell hogy maradjon X;-ben olyan cstcs, amelyre nem illeszkedik hianyz6
él a (t+1). szint felé, ellenkez§ esetben X; egyik csticsat sem tartalmazhatna
mar feszitett T graf, igy a (t — 1). szinttel 1 stirtiségii éllel lehetne 6sszekotni,
ami ellentmondés. Tehat legfeljebb (D; —1) olyan él lehet, ami X; és a (t+1)
szintl szomszédai kozott hianyzik, ez épp azt jelenti, hogy minden szomszéd-
jabol egy hidnyzo él indul, és | X;| = D;. Jeldljiik ezeket a jol meghatéarozott
X;-beli cstcsokat a konstukcié szerint z;;-vel; igy megkaptuk az indukcios
allitasunkat a t. szintt6l felfelé.

Amennyiben ¢t = 0, annyi valtozik, hogy a gyokér csiicsosztalyanak, X;-nek
D, szomszédja van, ezért a belGle indulé pontosan D; él, melyeknek az
X;-beli végpontjai kiilonbozsek, lefedik a teljes X;-et. Ennélfogva X; egyik
pontjat sem tartalmazhatja indukci6 szerint feszitett 1" graf, azaz tobb él mar
nem hidnyzik a konstrukciobol; ezzel tényleg visszakaptuk a 6.3. konstrukcio

élstruktirajat. O

Megkaptuk tehat, hogy a 2.2. kovetkezménynek megfelelg optimalis konst-

rukcio élstrukturaja csak az altalunk leirt lehet. Val6jdban a silyozést
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is meg tudjuk hatarozni. A konstrukcioban Gsszességében 2(n — 1) csics
szerepel, hiszen minden élhez pontosan kett6 tartozik. Felirhatunk rajuk
n egyenletet arra vonatkozoan, hogy egy csiicsosztalyban a silyok Osszege
1 (speciélisan a levelek 1-sulytak). Felirhatunk emellett a d(7") paraméter
segitségével tovabbi (n — 1) egyenletet, melyek azt fejezik ki, hogy minden
élen d az élstirtiség, igy nyeriink 2n — 1 egyenletet és ugyanennyi ismeretlent.
Eszrevehetjiik, hogy a stlyokat szintenként lefelé haladva egyszeriien meg-
hatarozhatjuk, mint d(7') racionéalis tortfiiggvényét, ily modon végiil d(T')-t
egy polinom gyokeként kifejezhetjiik. A gyokok koziil az lesz a kritikus
élstirtiség, amely pozitiv, és a stilyokba az értékét visszahelyettesitve szintén

pozitiv szamokat kapunk.

A kritikus élstirtiség pontos kiszamitasa nagyobb fak esetén abba a probléma-
ba iitkézhet csak, hogy az egyenletrendszerbdl kapott polinomnak a gyokeit
nem tudjuk pontosan meghatirozni. Ezért is lehet érdekes megvizsgalni,

hogy altalanosan hogyan becsiilhets a fak kritikus élsiirtisége.

6.5. TETEL. Egy A mazximdlis foku T fa d(T) kritikus élsiiriségére teljestil

a kovetkezd egyenldtlenség: (1 — ) < d(T) < (1 — m).

Azt latjuk tehat, hogy %—ban valojaban linearisan térhet el az 1-t6l a kri-
tikus élstirtiség, nem négyzetesen, amit korabban altaldnosan minden grafra
bizonyitottunk. A felsé korlat esetén utakra visszakapjuk a 4. fejezet ered-

ményét.

Bizonyitds. Ismét a 2.6 tételt fogjuk alkalmazni, mely szerint graf valédi
részgrafjanak kritikus élsirtisége a graf kritikus élstirtiségénél kisebb. Az
also korlatot mar lattuk korabban. A felsé korlat igazolasahoz talalunk egy
olyan fat, amelynek az élstrtiségét jol tudjuk becsiilni, és tartalmazza az

altalunk vizsgalt T' fat.
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Nevezziink egy fat A-requldris t-szintes fanak (t > 0), ha egy jol meg-
valasztott gyokérpontjatol vett tavolsag szerint szintezve a csdcsait, a
0.,1.,...,(t = 1). szinten a csticsok A-fokuak, a legmagasabb ¢. szinten pedig
els6fokaak. Jeloljiik ezt T;-vel. Trivialis, hogy minden legfeljebb A maxima-
lis foku fa részgrafja lesz elég nagy t esetén a A-reguléris t-szintes fanak.
Elég tehat a 2.6 tétel alapjan azt igazolnunk, hogy minden A-regularis
t-szintes fa kritikus élstirtiségére érvényes a felsG becslés.

Az X gyokér kivételével minden X; csticsosztalyban van pontosan egy olyan
cstcs, amely a szomszédos, eggyel kisebb szinti X; cstcsosztallyal nincs
teljesen Osszekotve, nevezetesen x;;. Ezt a csticsot nevezziik az X; kittuintetett
csticsdnak, és jeloljiik x(V-vel. Az egyszeriség kedvéért jellje egyszersmind
a cstics silyat is (9. Feltehetd, hogy Xi, Xo, ..., X;41 rendre a 0., 1., ....t.
szinten vannak.

Irjuk fel a optimalitasbol adodo egyenleteket az egyes silyokra.

(1) 1 — x5, = d(1}) minden ij € E(T}) élre,

(2) > pxi =1 minden i € {1,2,3,...,n}.

Belatjuk, hogy a konstrukcié és az egyenlet szimmetridi miatt az egyezd
szintd kitiintetett csticsok silya egyenls, és ugyanez teljesiil az egyezd szint
nem-kitiintetett csucsok silyara, azaz (2)-t alkalmazva

a k. szintt (k>0) kitiintetett csics stlya x(*+1)

1—z(*+1)
A-1 -~

a k. szintd (k>0) nem kitiintetett csucs silya
Emellett X; minden eleme egyenld, % silya.
Mindezt szintenként igazolhatjuk az (1) és (2) egyenletek felhasznalaséval.
A t. szinten minden csucs kitiintetett és 1 silyn, igy arra éallitAsunk igaz.
Ha a (k + 1). szinten mar lattuk az allitast, akkor a k. szintre attérve
az (1) egyenlet mutatja, hogy a nem kitiintetett csucsok sulya egyenld,
ezért stulyukat a (2) egyenletet hasznalva fejezhetjiik ki a kitiintetett csics
silyanak segitségével. Végiil pedig a 0. szinten nincs kitiintetett csics, ott

minden cstucs sulya egyenld.
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Az optimalitasbol ad6do egyenleteket tehdt a szintek szaméval megegye-
z6 szamu egyenlettel helyettesithetjiik a A-reguléris t-szintes fa kritikus
élstiriiségének és az optimalis sulyozas meghatarozasa céljabol, az (1) egyen-
let atirdsaval:
(%) 22 = 1 d(T)
() 2220+ =1 —d(T) hal < k <t + 1,
(RH) (1) =
Vezessiik be a 4. fejezethez hasonléan az F;(d) = = fiiggvényt, amely a d
élstiriiség fiiggvényében megadja az () stlyt. A fenti egyenletekbdl kapjuk,
hogy
Fy(d) = A(1 —d)

1-d
Fip(d) = (A -1 5%, hal <k <t+1
ugyanakkor (***) szerint Fi,1(d) = 1 egyenlet teljesiil a T, graf kritikus

d = d(T;) élstirtiségére, amely d-re egy rekurziv polinomegyenletet ad.

Tekintsiink el részben az utolsé egyenlettsl (F,q(d) = 1), és vizsgaljuk a re-
kurziv Fj,(d) sorozatot rogzitett d mellett. d-r6l feltessziik, hogy a 6.2 kivet-
kezmény szerint (1— <) < d < (1—R3), hiszen mindez a kritikus élstirtiségrol
mar ismert.

A kovetkezGkben igazolni fogjuk, hogy az Fj(d) sorozat ezen feltételek mel-
lett szigortian monoton noévekedd lesz, amig Fi(d) < 1 fennall.

Ha d egy A-regularis, t-szintes fa kritikus élsiirtisége volna, akkor ez nem &ll
fenn minden k-ra, hiszen k = ¢ esetén egyenl@ség all. S6t, mint latni fog-
juk, ennél t6bb igaz: ha d nem nagyobb, mint egy A-regularis, t-szintes fa
kritikus élstriisége, akkor sem allhat fenn Fj(d) < 1 minden k-ra. Emiatt,
amennyiben egy d értékre a kapott sorozat a konstans 1-gyel feliilrél korlatos
lesz, akkor d > d(T") minden T A-regularis, ¢-szintes fara.

Meghatarozzuk azokat a d értékeket, melyre Fj(d) < 1 minden k-ra, és ebbdl
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kapjuk majd az allitas fels6 korlatjat.

6.6. LEMMA. Ha (1 — %) < d < (1 — 33) teljesiil, akkor az Fy(d) sorozat

monoton névd, amig tagjar 1-nél kisebbek.

Bizonyitds. Az allitast indukcioval latjuk be. Fs3(d) = (A — 1) a-d_

1—-F»(d)
Fy(d) = (1 — d)A teljesiil, hiszen a feltevés szerint (1 — Fy(d)) > 0, igy
dtrendezve és Fy(d) definicidjat Gjra befrva (A—1) > (1—Fy(d))A & A%(1—

d) > 1-et kapjuk, ami feltevésiink szerint igaz.

Az indukciés lépés pedig az altaldnos rekurziobol kévetkezik, hiszen ha

1> Fk(d) > kal(d), akkor

(A—=1){4=%s > (A—1)3=%, amibdl az indukciés dllitas, Fy11(d) > Fi(d)
kovetkezik. O

Ha d egy A-regularis, t-szintes T fa kritikus d(7) élstirtiségénél kisebb volna
valamilyen ¢-re, akkor Fj(d) < 1 nem allhatna fenn minden k& < (¢t + 1)-
re. Ellenkez§ esetben ugyanis indukcioval lathato, hogy Fi(d) > Fi(d(T)),
ugyanakkor 1 = F,1(d(T)) < Fi+1(d), ami ellentmondés volna.

Mindent elGkészitettiink az allitds bizonyitasdhoz. Tegyiik fel indirekt, hogy

d>1- m teljesiil valamely fa kritikus élstirtiségére, amelynek maximalis
1

foka A. Belatjuk, hogy ekkor Fj(d) < 5 < 1 fennéll minden & > l-re, ez

ellentmondés az el6z6 megfigyelés fényében.

k = 2-re fennall, hiszen Fy(d) = A(1 —d) < ﬁ < i, ha A > 1, amit

feltettiink. A rekurzié szerint

B (1-d) 1
Fk+1(d) = (A - 1)1—Fk(d) < 4(1-Fy(d))"

Szorozzunk a pozitiv nevezével, igy a kdvetkezs egyenlGtlenséghez jutunk:
Fraa(d)(1 - Fi(d)) < .

A 2. tényez6 indukei6 szerint legalabb 1, ezért az elsS tényezs, Fiyq(d) < 1

minden k-ra, amit bizonyitani akartunk.
[
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Ha tehat a G graf fa, akkor A fiiggvényében jobb fels§ becslést tudunk adni,

mint a korabbi. Belatjuk, hogy ez a fels§ becslés raadasul éles becslés is.

6.7. LEMMA. Had < 1— m, akkor létezik olyan fa, amelynek mazrimdlis

foka A és a kritikus élsirisége legaldbb d.

Bizonyitds. Azt fogjuk belatni, hogy alkalmas ¢ esetén egy A-regularis,
t-szintes fa kritikus élstiriisége legalabb d. Indirekt bizonyitunk, tegyiik fel,
hogy minden A-regularis t-szintes fa kritikus élsiiriisége kisebb d-nél.
Tekintsiik most az Fy(d) sorozatot, és hasonlitsuk ssze az elemeit F},(d(T}))
megfelel6 elemeivel.

Fy(d) = A(1 —d) < A(1 — d(T})) = F»(d(T})) teljesiil feltevésiink szerint
minden t-re.

Fie(d) = (A = )55 % < (A = D55 = Frea(d(T)) az indukeis

szerint igaz, szintén minden t¢-re.
Mivel Fy1(d(T})) = 1, ezért Fyq(d) < Fiyq(d(Ty)) = 1. Tehat d-re a 6.6 lem-

ma feltételei teljesiilnek, ezért azt kapjuk, hogy Fj(d) sorozat monoton névé,

és az 1 fels6 korlatja, igy a sorozatnak létezik torlodasi pontja, jeloljiik ezt

T-val. Az Fji1(d) = (A — 1)1(_152” rekurzié miatt 7 < 1, és a torlodési
pontra teljesiil a 7 = (A — 1)M egyenlet. 7 tehat egy masodfokud egyenlet

1—7

megoldasa lesz, ezért a diszkriminans nemnegativ:
1 —4(A = 1)(1 —d) > 0. Atrendezve d > 1 — yz—, ami ellentmond a

feltevésiinknek. Ezzel az allitast igazoltuk. O
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7. Osszefoglalas, nyitott kérdések

Dolgozatunkban arra kerestiik a valaszt, hogy egy n-particiés grafban
mekkora minimalis élstirtiség garantéilja, hogy az n-particiés graf feszit a
megadott mdédon egy adott n-csiicsi G grafot. Megoldottuk a probléméat
abban az esetben, amikor G fa vagy kor, tovabba a keresett kritikus élstirtisé-
gekre altalanos becslést is adtunk. Nem ismeretes a kritikus élstirtiség értéke
a fentiektdl kiilonboz6 grafokra, specidlisan a K, teljes grékra is nyitott a
kérdés n > 4 esetén. A 2.3 tétel felsG korlatjanak élességét csupin A = 2

esetén igazoltuk, altalanossagban a kérdés nyitott.

Mindvégig feltételeztiik, hogy a tobbrészes graf particidosztalyainak szama
megegyezik a tiltott G graf csiicsszamaval, és hogy a G cstcsai elGirt mo-
don helyezkednek el az egyes particidosztialyokban. Ha ez utobbi feltételtsl
eltekintiink, akkor G teljes graf esetén nem valtozik a kérdés, mas esetben
azonban igen. Szintén érdekes a problémanak azon altalanositasa is, ha az
elsé feltételtdl is eltekintiink, tehat G csiicsszama lehet kevesebb a tobbrészes
graf particio-osztalyainak szdmatol. G = K3 esetét vizsgilva Bondy, Shen,
Thomassé és Thomassen [5] cikkiikben belatjak, hogy minden n-particios

grafban a Kj3-mentesség kritikus élstirtisége legalabb %
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