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1. fejezet

Bevezetés

Ez a dolgozat Hilbert-téren értelmezett korlatos illetve nemkorlatos lineéris
operatorok kiterjesztéseivel foglalkozik. Az els§ fejezetben roviden Gssze-
foglaljuk a dolgozat megértéséhez sziikséges alapvets jeldléseket, definiciokat
illetve tételeket. Ez utobbiakat bizonyitasok nélkiil, de hivatkozasokkal ko-
z0ljiik.

A mésodik fejezetben korlatos operatorok kiterjesztéseinek kérdéseit tar-
gyaljuk. FEls6ként arra adunk sziikséges és elégséges feltételt, hogy egy zart
altéren értelmezett pozitiv operatornak mikor létezik mindeniitt definialt kor-
latos pozitiv kiterjesztése. Bizonyitjuk, hogy ha létezik ilyen, akkor létezik
legkisebb ilyen is, s6t meg is konstrualjuk ezt. Ez a Sebestyén Zoltantol szar-
mazo6 konstrukeio ([16], 1983) képezi az alapjat ennek a fejezetnek. Segitségé-
vel bizonyitjuk M. G. Krein tételét ([6], [7], 1947), mely szerint korlatos szim-
metrikus operatornak mindig létezik normatarté énadjungalt kiterjesztése,
majd jellemezziik is ezen kiterjesztéseket. Ugyancsak ennek a konstrukcio-
nak a felhasznélasaval egyszerti feltételt adunk arra, hogy egy operator mikor
terjeszthetd ki kompakt onadjungaltta, onadjungélt unitérré valamint orto-
gonalis projekciova. Végiil agynevezett dualis kiterjesztésekkel foglalkozunk,
majd alkalmazésként bizonyitjuk S. Parrott tételét ([9], 1978).

A harmadik fejezetben réviden Osszefoglalunk néhany alapvetd tényt a
nemkorlatos operatorok elméletébdl. Ezek nagy része megtalalhato a [2],
|10] illetve 13| kényvekben, a nem kozismert allitasokat bizonyitassal egyiitt
kozoljiik. Bevezetiink egy rendezést a pozitiv onadjungalt operatorok hal-
mazan, majd igazoljuk, hogy ha egy operatornak létezik pozitiv 6nadjungalt
kiterjesztése, akkor létezik legkisebb ilyen is, az tgynevezett Krein-von Neu-
mann kiterjesztés. Bizonyitjuk, hogy egy pozitiv operator legnagyobb, tgy-
nevezett Friedrichs-kiterjesztése pontosan akkor létezik, ha az operator stirtin
definialt.

A 3.4 alfejezet kizarblag sajat eredményeket tartalmaz. Bevezetjiik egy



operator zart altérre torténd lehetséges pozitiv onadjungalt kiterjesztésének
fogalméat. Megadjuk a sziikséges és elégséges feltételét annak, hogy ez létezzen,
megmutatjuk, hogy ekkor létezik a legkisebb lehetséges kiterjesztés is, majd
jellemezziik ennek értelmezési tartomanyéat, mag- illetve képterét. Megmu-
tatjuk, hogy ha K C M olyan alterek, melyekre 1étezik lehetséges kiterjesztés,
akkor az M-en értelmezett legkisebb kiterjesztés segitségével két ijabb K-ra
vett kiterjesztés adhatd, majd megvizsgaljuk ezek kapcsolatat. Végiil vissza-
tériink a korlatos operatorok esetére: a lehetséges pozitiv 6nadjungalt kiter-
jesztés fogalmanak segitségével a masodik fejezet alapjat képezd 2.1.1 Tétellel
ekvivalens allitast fogalmazunk meg.

Szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek, SEBESTYEN ZOLTAN ta-
nar arnak, aki a figyelmembe ajanlotta a témat, és akinek a dolgozat megirasa
soran nyujtott segitsége nélkiilozhetetlennek bizonyult.

1.1. Jelolések, definici6k

A kovetkezo jelolésekkel éliink: N jeloli a nemnegativ egész, Q a racionélis,
R a valos, C pedig a komplex szamok halmazat. Ha Hy, H, K tetszGleges
halmazok, ahol Hy C H, f: H — K fliggvény, akkor f|g, jeloli f Ho-ra vett
megszoritasat, tovabba f(Hy) := {f(z) : * € Hp}. Ha g : Hy — K fiigg-
vényre f|p, = g teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy f kiterjeszti g-t, jel6lésben
g C f. Egy f fliggvény értelmezési tartomanyat dom f, értékkészletét ran f
jeloli. Ha & és F vektortér, A : & — Z linearis operator (vagy réviden ope-
rator), akkor mindig feltessziik, hogy dom A linearis altér. Az A operator
magterét ker A jeloli. Legyen M C & tetsz6leges halmaz, akkor az M altal
generalt linedris altérre a span(M) jelolést alkalmazzuk.

Ismertnek tekintjiik a valés vagy komplex Banach- illetve Hilbert-tér il-
letve az ezek f6l6tt értelmezett korlatos linearis operatorok elméletének olyan
alapvetd elemeit, mint Riesz reprezentacios tétele, korlatos operator adjun-
galtjanak illetve spektrumanak fogalma, kompakt, onadjungalt, normalis,
unitér operator, ortogonalis projekcié definicidja, stb.

Ebben a dolgozatban kizarolag komplex Hilbert-terekkel foglalkozunk.
Ha 7 Hilbert-tér, akkor a s#-beli skalarszorzatot (-, -).», vagy ha nem okoz
félreértést (-,-) jeloli. Ha M C 2 tetszéleges halmaz, akkor M ortogondlis
kiegészitGjére az M*L jelolést, a s#-beli x kozépponti r sugari gémbre a
Bys(z,r) jelolést hasznaljuk. Ha 52, J# Hilbert-terek, akkor a & — %
korlatos operatorok Banach-terét B(.7, %), a S — I korlatos operé-
torok Banach-terét B(.2) jeloli. Egy A € B(J, %) operator esetén mindig
feltessziik, hogy dom A = 7. Ha A € B(%), akkor Sp(A) jeldli az A ope-
rator spektrumat.



Azt mondjuk, hogy az A : 5 O dom A — JZ operator pozitiv, ha
minden z € dom A esetén (Ax,x) > 0, illetve A szimmetrikus, ha minden = €
dom A esetén (Ax,z) = (v, Azx). A B(7)-beli pozitiv operatorok halmazat
B(A), jeloli. A, B € B(), operatorok esetén azt mondjuk, hogy A < B,
ha minden =z € J# esetén (Az,x) < (Bz,z) teljesiil. Nyilvanvalo, hogy
A € B(), pontosan akkor, ha A > 0. Egy A € B(J) korlatos operator
numerikus sugaran a w(A) := sup{|(Az, x)| : (z,z) < 1} szamot értjiik.

1.2. Felhasznalt tételek

Ebben a fejezetben bizonyitas nélkiil kézliink néhany alapvets tételt a Hilbert-
tér operatorok elméletébdl. Ezekre a késgbbiek soran hivatkozni fogunk ([1],
[2], [13], illetve [14]).

1.2.1. Tétel (Schwarz-egyenl6tlenség). Legyen & vektortér, (-, -) fél-ska-
larszorzat & folott, legyen A Hilbert-tér, T : # O dom T —  (nem
feltétleniil korldtos) pozitiv operdtor, illetve A € B(),. Ekkor

(i) Tetszdleges x,y € & esetén |(z,y)|? < (z,z){y,y).
(i) Tetszdleges v,y € dom T esetén |(Tx,y)]* < (Tz,z)(Ty,y).
(iit) Tetszdleges x € A esetén || Az||* < ||A||(Az, z).

1.2.2. Tétel. Legyen 5 Hilbert-tér, legyenek A, B € B(J¢) pozitiv operd-
torok, melyekre A < B illetve B < A teljesil. Ekkor A = B. (Azaz a” <7
reldcid rendezés a korldtos pozitiv operdtorok halmazdn.)

1.2.3. Tétel. Legyen s Hilbert-tér, A € B(J) normdlis operdtor, ekkor
w(A) = [|A]l.

1.2.4. Tétel (Banach-Steinhaus). Legyen X Banach-tér, Y normdlt tér,

legyen o/ C B(X,Y) olyan operdtorhalmaz, hogy tetszéleges x € X esetén
sup{||Az|| : A € &} < co. Ekkor

sup{||A|| : A € &} < o0}.
1.2.5. Tétel. Legyenek 74,4, 74 Hilbert-terek, ekkor K € B(J8,.965)

kompakt operdtor, A € B(7, 73), B € B(J4,54), illetve L € B(J4, 753).
Ekkor



(1) AK € B(J4,56) és KB € B(J, 96) kompakt.
(1) K* € B(5,76) kompakt.

Ha pedig tetszdleges © € 4 esetén ||Lx||nm < c||Kz| . teljesil valamely
¢ > 0 konstansra, akkor L kompakt.

1.2.6. Tétel (Riesz). Legyen X végtelen dimenzids Banach-tér, A € B(X)
kompakt operdtor. Ekkor A-ra az aldbbi dllitdsok kozil pontosan eqy teljesil:

(a) Sp(A) = {0}.

(b) Sp(A) = {0, A1, Ao, ..., A}, ahol minden k =1,2,... n esetén A\, # 0
sajdtértéke A-nak, tovabbd dimker(A — \g) véges.

(¢) Sp(A) ={0, A1, Aa, ...}, ahol tetszdleges k € N esetén A\, # 0 sajdtértéke
A-nak, dimker(A — \g) véges, tovdbbd lim A, = 0.

1.2.7. Tétel. Legyen A € B(J) pozitiv kompakt operdtor. Ekkor az AY? €
B(5€) operdtor is kompakt.



2. fejezet

Korlatos operatorok kiterjesztése

Ebben a fejezetben az alapprobléma a kiévetkezd: Legyen 7 Hilbert-tér,
D C 7 linearis altér, A : D — ¢ korlatos linearis operator, amely vala-
milyen specidlis tulajdonsaggal bir (pl. pozitiv, szimmetrikus, stb.). Kérdeés,
hogy kiterjeszthet6-e ez az operator 77-ra ennek a specialis tulajdonsagnak a
megtartasaval. Es ha igen, akkor a lehetséges kiterjesztések kozott - bizonyos
szempontok szerint - extremalis kiterjesztéseket keresiink.

Ha A : D — 2 korlatos operétor, akkor ismeretes, hogy A-nak egyértelmtien
letezik folytonos kiterjesztése a D linearis altérre. Ezért a tovabbiakban
feltessziik, hogy dom A zart altere . -nak.

2.1. Pozitiv operatorok kiterjesztése

A kovetkezd tétel pozitiv operator kiterjeszthetGségérdl és a tétel bizonyitasa-
ban szerepld konstrukeio (Sebestyén, [16]) alapvetd szerepet jatszik az egész
fejezetben:

2.1.1. Tétel (Sebestyén). Legyen 5 Hilbert-tér, A : D — F szimmetri-
kus korldtos linedris operdtor. Ekkor ekvivalens:

(i) Létezik A € B() pozitiv operdtor, melyre A D A.

(i) M = {Az:z € D,(Az,z) < 1} C A korldtos.

Bizonyitds. (i) = (ii): Ha létezik A pozitiv kiterjesztés, akkor a Schwarz-
egyenlGtlenség szerint:

| Az < || Al|(Az, z) (Vo € ).



Ha tehat x € D akkor Az = Zx, igy
| Az|| < || A|"*(Az, z)"/? (Ve € D).

Ezért ha € D olyan, hogy Az € M, akkor ||Az|| < ||A||Y2, azaz M korlatos
J-ban.
(1) = (7): Tekintsiik ran A-n a kovetkezo fél-skalarszorzatot:

(Az, Ay) := (Az,y) (z,y € D).
Ez jol definialt, ugyanis x, ', y,y" € D illetve Ax = Az’, Ay = Ay’ esetén
(Az, Ay) = (Az,y) = (v, Ay) = (v, Ay') = (Az', Ay'),

hiszen A szimmetrikus operator. Tegyiik fel, hogy (Az, Az) = 0, ekkor
tetszbleges t € R-re

(A(tz), A(tr)) = t*(Ax,2) = 0,

vagyis ekkor tAx € M. Azonban (ii) szerint M korlatos, igy Az = 0. Tehat
(-,-) skalaris szorzat ran A-n és (ran A, (-,-)) pre-Hilbert-tér. Jelblje .74
ennek teljessé tételét. Legyen Jy @ 54 O ran A — 7 a kiovetkez§ operator:

Ja(Azx) := Ax € I

Jelolje My = {Ax € €y : x € D, (Ax, Az) < 1} C . Nyilvanvalo, hogy
Ja(Ma) = M, tovabba hogy M4 C By, (0, 1) stirt, hiszen ran A C J#) siirf.
Emiatt

Ja(By, (0,1)) = Ja(Ma) C Ja(Ma) =M C 2,

ami a feltételek szerint korlatos, igy J4 : 74 2 ran A — J stirtin definialt
folytonos linearis operator, ami folytonosan kiterjed JZ-ra. Jelolje az egy-
szeriiség kedvéért ezt az egyértelmi kiterjesztést is J4. Ekkor J} 1 7 — 5,
szintén korlatos operator, és minden y € D esetén Jy = Ay. Legyen ugyanis
x,y € D, ekkor:

(Az, Ay) = (Az,y) = (Ja(Az),y) = (Az, Jy).

Mivel ran A C 2 stird altér, igy a fenti egyenlGségbdl valéban a kivant
Osszefiiggés adodik. Nyilvanvalo, hogy J4J pozitiv operator, tovabba z € D
esetén

JAJZLL’ = JA(ASIZ> = Al’,
ami éppen azt jelenti, hogy JaJ} D A. |

Az alabbiakban megvizsgaljuk, hogy a J4J} operator milyen ”szép” tulaj-
donséagokkal bir:



2.1.2. Lemma. Legyen B : 7€ O dom B — JZ korldtos szimmetrikus ope-
rator, melyre teljesiil a 2.1.1 Tétel ekvivalens feltételeinek valamelyike. Ekkor
tetszdleges x € € esetén:

(JpJpz,z) = sup {|(By,z)| : (By,y) <1,y € dom B} (2.1)
illetve
(JoJir,x) = sup {(z, By) + (By,2) — (By,y) -y € dom By, (22)
Bizonyitds. (JpJpr,x) = (Jhx, Jhx) =

= sup {|(By, Jpz)| : (By, By) < 1,y € dom B} =
= sup {|(By,z)| : (By,y) < 1,y € dom B},
ugyanis ran B C J#p stirtd, amivel (2.1) egyenlGséget bebizonyitottuk. A

(2.2) formula az inf{||Jzz+Byl|%,, : y € dom B} = 0 azonossagbol kévetkezik,
ugyanis ezt kibontva:

(JpJpz,w) = _yeiﬁﬁ (@ By) + (By,z) + (By,y)} =
= Sup B{(fv, By) + (By,z) — (By,y)}.

OJ

2.1.3. Allitas. A JaJ operdtor a legkisebb pozitiv kiterjesztése A-nak, azaz
ha A € B(J€) pozitiv, A D A, akkor JaJ} < A.

Bizonyitds. Legyen tehat A pozitiv kiterjesztés. Ekkor nyilvanvaloan A=
JiJ%, gy a (2.1) formulat alkalmazva A-ra és dom A = #-ra, majd pedig
A-ra és dom A = D-re:
(Az,2) = (J3J52,2) = sup {|(Ay,2)| : (Ay,y) < Ly e A} >
> sup {|(Ay,2)| : (Ay,y) <1,y € D} =
= sup {|(Ay,2)| : (Ay,y) <1,y € D} =
= (JaJyz, x),
ami épp azt jelenti, hogy JaJ} < A. 0J

2.1.4. Allitas. Legyen A : D — J olyan operdtor, mely teljesiti a 2.1.1
Tétel valamelyik feltételét. Ekkor



(a) [|JaJ4]l = sup {(Ah, Ah) : h € D,(Ah,h) < 1}.
(b) Ha A pozitiv kiterjesztése A-nak, akkor v € J esetén

(Az,z) = (JaJiz, ) + inf{(ﬁ(x +y),x+y):y €D} (2.3)

Bizonyitds. Mivel ran A C 77 stri, igy

ITaTs)l = 14l = sup { (a(AR), Ja(AR)) : b € D, (Ah, ARy < 1} =
= sup {(Ah, Ah):h € D,(Ah,h) < 1},
amivel az (a) 4llitast belattuk. N
Tegyiik fel, hogy létezik A C A € B(J¢),. Egy ilyen A létezése az eddigiek

értelmében tehat ekvivalens azzal, hogy létezik A-nak legkisebb pozitiv kiter-
jesztése. Legyen x € 77,y € D. Ekkor:

0 < |3z + Ay[lh = (JaTse, @) + (2, Ay) + (Ay,x) + (Ay,y) =
= (JaJsz,z) + (A(x 4 y), z +y) — (Az, z).
Mivel ran A C ) siird, igy inf{||Jiz + Ay||4 : v € D} = 0, vagyis

0= (JaJhz,z) — (Az, x) + ig]g {(g(x +y),z+y)},
y
amivel a (b) allitast is igazoltuk. O

Megjegyezziik, hogy a (2.3) formula egy jabb bizonyitasat adja annak, hogy
JaJ} a legkisebb pozitiv kiterjesztése A-nak. Ebbdl és a korabbiakbol az
alabbi eredményt kapjuk:

2.1.5. Tétel. Legyen ¢ Hilbert-tér, A : D — I szimmetrikus korldtos
linedris operdtor. Ha A-nak lélezik pozitiv kilerjesziése, akkor létezik legkisebb
pozitiv kiterjesztése is. Tovdbbd eqy A € B(H ), operdtorra ekvivalensek:

(1) A a legkisebb pozitiv kiterjesztése A-nak.
(ii) A= JuJ5.
(1ii) Minden x € F-ra inf{(;{(x—i-y),x—i-y) ry € D} =0. O

A 2.1.1 Tétel bizonyitasabol jol lathato, hogy az M halmaz korlatossaga a
Ja operator folytonossagéaval volt ekvivalens. A kovetkezs Tételben megmu-
tatjuk, hogy M teljesen korlatossaga ekvivalens a J4 operator kompaktsaga-
val, és ennek kovetkeztében pozitiv kompakt kiterjesztés létezésével:
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2.1.6. Tétel. Legyen A : D — 3¢ szimmetrikus korldtos linedris operdtor.
Ekkor ekvivalens:

(i) Létezik A€ B(),A>0,AD A kompakt.
(it) M :={Az:z € D,(Az,x) < 1} C A prekompakt.
Bizonyitds. (i) = (ii): Ha A kompakt operator, akkor
M C {Zx:xé%”,(ﬁx,x) <1} =
= {AV2(AY2z) 1z € 2, || AV2|? <1} C
C APy y e A, |yl <1} = A2 (B (0,1)),

ami prekompakt, hiszen A kompakt, igy A2 is az.
(77) = (i): A 2.1.1 Tétel bizonyitasaban lattuk, hogy

Ja(B,(0,1)) C M,
ami a feltételek szerint kompakt. Azaz J4 kompakt operator, igy A C JaJ}
is kompakt. 0
Az eddigiek alkalmazasaként kapjuk a kovetkezd nevezetes Tételt:

2.1.7. Tétel (Krein). Legyen ¢ Hilbert-tér, K C J€ zdrt linedris altér,
legyen tovabba A € B(J) pozitiv operdtor. Ekkor létezik a legnagyobb olyan
B* = B € B(J), melyre

B<A, ran BCK.

Bizonyitds. Ha B* = B, akkor a ran B C K feltétel ekvivalens a ker B D K+
feltétellel, illetve B < A a 0 < A — B-vel. Tehdat a B < A, ran B C K
feltételek egyenértékiek az alabbival:

Az pedig, hogy B a legnagyobb ilyen, azzal egyenértékd, hogy A — B a
legkisebb porzitiv kiterjesztése az A|x1 operatornak. Ez pedig létezik a 2.1.5
Tétel szerint. 0

2.2. Szimmetrikus operatorok kiterjesztése

Ebben a fejezetben egy S : D — 2 korlatos szimmetrikus operatorbol in-
dulunk ki, és olyan S € B(J¢) operatort keresiink, mely 6nadjungalt kiter-
jesztése S-nek.

11



2.2.1. Tétel. Legyen S : D — € korlditos szimmetrikus operdtor. FEkkor
léteznek olyan Sy, Sy € B() dnadjungdlt operdtorok, hogy ||Smll = ||Sm]| =
IIS||, tovdbbd egy S € B(A) onadjungdlt operdtorra ekvivalensek:

(@) S5, IS = 1Sl
(ii) Sp < S < S
Bizonyitds. (i) = (i1): Vezessiik be a kiovetkezd két operatort:

Ay = |S|ldp+ S : D — 2,
A_ = |S|ldp —S:D — .

Ekkor felhasznélva S szimmetrikussagat, tetszéleges h € D esetén

1ALRI* = (817 + Sh, |SlIh+ Sh) = [|S|*[IA]* + 2[1S||(Sh, h)+
+ (Sh, Sh) < 2|[S|I*||R[* + 2[|S[|(Sh, h) =
=2|[SII((ISlZdp + S)h, h) = 2||S||(A+h, h).

Ugyanez igaz A_-ra, igy tehat minden h € D-re
[A£hl* < 2||S]|(Axh, h). (2.4)

Ebbdl konnyen lathato, hogy az My := {Aih : h € D, (ALh,h) < 1} C
halmaz korlatos, igy a 2.1.1 Tétel szerint léteznek a JyJi D Ay legkisebb
pozitiv onadjungalt kiterjesztések. Ha tehat S C S, ||S|| = ||S||, akkor

As =S| Idp £ S C ||S|[Id + 5,
igy mivel JyJI a legkisebb kiterjesztés
JoJt < ||S|[Idy + S illetve J_J* < ||S||Idw — S,
amit atrendezve
S = JyJt = S| Idw < S < ||S|Idy — J_J* =: Su. (2.5)

(i1) = (1): Jelolje S, illetve Sy a (2.5)-ben definialt énadjungalt opera-
torokat, legyen S = S*, melyre

(S, ) < (S, z) < (Sya,z)  (x € ). (2.6)
Ekkor a Schwarz-egyenlGtlenséget hasznalva minden z € J-re

||(§_ Sm)$||2 < ||§_ Sm”((g_ Sm)Lx)) < ||§_ Sm”((SM - Sm)xax))>

12



igy h € D esetén S,,h = Syyh = Sh miatt

1(S = S)Al* = IS = Sm)hll* < 1S = Sl ((Sar — Sw)h, b)) =0,
azaz S C S. Be kellene még latnunk, hogy S| = 1S]|. Nyilvanvalo, hogy
(2.6) illetve S C S miatt ||S]| < [|Swll < IS < |ISuml|; igy elegendd belat-
nunk, hogy ||Sui|| < ||S||. Mivel Sy, 6nadjungalt, ezért ||Sy|| = w(Sar), ahol

w(Sy) az Sy operator numerikus sugara. Emiatt elegendd azt megmutat-
nunk, hogy

=151 < (Sm,z) < 15]] (x € A, ||zl = 1),

hiszen w(Sy) = sup {|(Syz,z)| : @ € A, |z| = 1}. Ez pedig a (2.5)
formulabol kovetkezik, ugyanis J, J} pozitiv, ezért

Su = |S|Hdy — Je JL < (|S||1de,
mésrészt J_J* is pozitiv, ezért
Sy > J_J* = ||S|Idw > —||S||Id .

Vagyis —||S||Idx < Sy < ||S||Idr, amibél mar a kivant egyenlGtlenség
adodik. H

A kovetkezd tétel azt vizsgalja, hogy egy S : D — S korlatos szimmet-
rikus operatornak mikor 1étezik kompakt onadjungalt kiterjesztése:

2.2.2. Tétel. Legyen S : D — € kompakt szimmetrikus operdtor. Ekkor

= Su+Su

S e B(x) (2.7)

normatarto onadjungdlt kompakt kiterjesztése S-nek, ahol S, illetve Sy a

(2.5) formula dltal definidlt operdtorok.

Bizonyitds. A 2.2.1 Tétel szerint S,, + Sy DO S Onadjungalt kiterjesztés,
tovabba minden x € S esetén

(Smzx,z) = (@x,x) < (Sz,z) < (W@:ﬁ) = (Syz, x),

igy ugyanezen Tétel szerint ||S]| = ||S||. Vagyis csak S kompaktsagst kell
bizonyitanunk. Az altalanossig megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy S-nek
+[|S|| nem sajatértéke, vagyis

Sk==+|S|k (k€D) =k=0. (2.8)
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Megmutatjuk, hogy ekkor Ay := ||S||[Idp £ S alulrél korlatos operétorok,
azaz létezik olyan ¢ > 0 szam, melyre

cllhll* < [|ALhl* (k€ D).

Az egyszeriisiig kedvéért az allitast csak A -ra bizonyitjuk. Ugyanigy bi-
zonyithato A_ alulr6l korlatossaga. Legyen indirekte (h,)neny € D olyan
sorozat, melyre

nll = 1, Tlim A hy = lim (|[S][n + Shi) = 0. (2.9)

Mivel S kompakt, (h,).en C© D korlatos, igy feltehetd, hogy Sh, — k € .
Ezt, D zartsagat valamint a (2.9) Osszefiiggést felhasznalva létezik

lim [|S||h, = —lim Sh, = —k € D = dom S. (2.10)
neN neN

Masrészt nyilvan feltehetd, hogy ||.S|| # 0, igy
%[} = lim [S]{[7a]] = [IS]| # ©. (2.11)

A fentieket figyelembe véve tehat 0 # k € dom A, olyan, melyre

k k k
0=IlmA_h,=A, limh, =A (——):— S (—>+S<—),
i A = Ay limhn = A { =757 ) = =181 {757 B

ami ellentmond a (2.8) sszefiiggésnek. Ezek szerint tehat Ay alulrol korlatos,
igy ezt a tulajdonséagot illetve (2.4) egyenlStlenséget felhasznélva

cl|hl* < | ALhl® < 2[S[[(Ath k) (h € D),
vagyis

17]1* < 2|[Sllc™ (Ash,h) (R € D). (2.12)

A (2.5) formula szerint
3. Sm+Su  JyJy —JJE
= 5 = 5 .
Ennek az operatornak a D-re vett lesziikitése kompakt a feltételek szerint,
ezért elegend6 megmutatnunk, hogy JiJi|p: kompakt. Ennek igazolasdhoz

(2.13)

pedig elég Ji kompaktsagat belatnunk. Legyen tehat k € DL, ekkor
|J2k|2 = sup {|(J2k, ALk : h € D, (Ash,h) <1} <
<sup {|(Jik,ALh)[> : h € D,||R|* <2||S|c'} =
= sup {|(k, Ash)|* s h € D, ||h[|* < 2||S]jc™"} =
= sup {|(k, |S|h £ Sh)]* : h € D, |[n]* < 2| S|}
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Itt pedig (k, ||S||h & Sh) = (k, Sh), hiszen kLD, igy

I 73 E(1* = sup {|(%, [|S]|h £ Sh)[* : h € D, ||A]|* < 2||S[lc™"}
= sup {|(k, Sh)[: h e D, |2 < 2||S|c'} =
= sup {|(S°k.h)* : h € D, |h] < 2| Sl } <
<sup {[|S*k|[*|R]* : h € D, [|AlI* < 2||S|c™'} <
< 2[[S|[eH S K>

Ebbél pedig mar J; kompaktsaga kovetkezik, hiszen S kompaktsaga miatt
S* is kompakt. |

A most kdvetkez6 Tétel szimmetrikus izometria kiterjesztésérdl szol:

2.2.3. Tétel (Kapos). Legyen S : D — J szimmetrikus izomteria. Ekkor
létezik R € B(J€) dnadjungdlt unitér kiterjesztése S-nek, azaz

SCR=R'=R",
méghozzd az R := S, illetve Sy operdtorok ilyenek.

Bizonyitds. Mivel S izometria, igy ||S|| = 1, emiatt a 2.2.1 Tételben definialt
AL operatorokra AL = Id £ S egyenlGség all fenn. Ugyancsak a 2.2.1 Tétel
bizonyitasaban latottakhoz hasonléan igazolhatd, hogy létezik a JLJi D Ay
legkisebb pozitiv kiterjesztés. Jelolje 74 az Ay operatorokhoz tartoz6 kon-
strudlt Hilbert-tereket. Legyen z € D, ekkor az S operator szimmetri-
kussagat illetve izometrikussagat felhasznalva

(Arz, Ayz) = (£ Sz, + Sz) =
=2||z||> £2(Sz,z) = (2(S £ Idy)z,z) =
=2(Asx, Arx)a, = 2(Idy (Asx), Axx)a, .
Masfelsl ugyancsak tetszéleges x € D-re

<2Id);ﬂi (Aix), A:tI>Ai = (A:t[E, Ail') =
== (Ji(A:tl‘)7 J:t(A:tZL‘)) :<Jiji(AiI)7Aix>Ai-
Vagyis JiJi|ran 4y = 21dz |van 4., amelybdl a Tan Ay = % Osszefiiggést
felhasznalva JiJr = 21d,, kovetkezik. Jelolje S, illetve Sy a (2.5)-ben
jelolt operatorokat. Ekkor a 2.2.1 Tétel szerint 5, és Sy, 6nadjungalt kiter-
jesztései S-nek. Tovabba
S2 = (JpJL = 1dy)(Jy 7 — Idy) = Jp(J1 ) —2J0 05 + 1dyw =
=2J Idy J. —2J.J0 + 1dy = Idy,
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illetve

S2, = (Idy — J_JVIdyy — J_J?) = Idy — 2J_J* + J_(J*J_)J* =
= Idy —2J_J +2J_Idyy J* = Id.

Tehat S C S, = Sk, = S;tilletve S C Sy = Sty = Sy O

2.2.4. Tétel (Projekci6 kiterjesztése). Legyen p : D — J pozitiv line-
daris operdtor. Ekkor ekivalens:

(i) Létezik p C P = P* = P? ortogondlis projekcid.
(ii) ||phl* = (ph,h) ~ (h € D).

Bizonyitds. (i) = (ii): ||ph||* = (ph,ph) = (Ph, Ph) = (Ph,h) = (ph,h)

tetszGleges h € D-re.

(i1) = (1): A feltételek szerint p : D — . pozitiv linearis operator, tovabba
M :={ph:he€ D,(ph,h) <1} ={ph:h € D,(ph,ph) <1} CH

korlatos, igy veheté a J, : J¢, — I operator, mely izometria. Legyen
ugyanis h € D, ekkor

175 (ph)|I* = (ph, ph) = (ph. h) = (ph. ph),.
Ekkor viszont JJ, = Id,, hiszen ran p C 4, siiri, tovabba
(JyTp(ph), ph) = || Ty (ph)I* = (ph, ph), = (Id.s, (ph), ph) -
Emiatt pedig a J,J; 6nadjungalt operétor idempotens is, ugyanis
(Sp I ) (Jpdy) = Jp( Sy )y = Jpld, I, = JpJ,).

Vagyis P := J,J} jeloléssel p C P = P* = P2, O

2.3. Dualis kiterjesztések

2.3.1. Tétel. Legyeneck ¢, % Hilbert terek, Hy C 7, Ky C & zdrt li-
nedris alterek. Legyenek Ty : Hy — & To. + Ko — F€ folytonos linedris
operdtorok. Ekkor az aldbbi két dllitds ekvivalens:
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(i) Létezik T : A — A korldtos operdtor, melyre Ty C T, To, C T* illetve
17| = max{{[|To|, [[To«]|}-

(ZZ) (Tgho, k’())/ = (hO,T[)*kO)jf (Vho < Ho,V/{f() € Ko)

Ha tovabbd a fenti feltételek eqyike teljesiil, a Ty és Ty, operdtorok pedig kom-
paktak, akkor T s vdlaszthato kompaktnak.

Bizonyitds. (i) = (ii): Ha létezik ilyen T' € B(J,. %) operator, akkor
tetszéleges hg € Hy, ko € K esetén

(T0h07 kO)Jf/ - (Th07 k())/ = (hU7T*k0)jf = (h07 TO*kO)Jf'
(1) = (1): Vezessiik be a kovetkezd Sy : Hy & Ky — € & ¢ operatort
So(h() b k’o) = T()*k’o © T()ho. (214)

Ekkor Sy szimmetrikus, ugyanis ho @ ko € Ho® K esetén a (ii) egyenlGséget
felhasznalva
(So(ho @ ko), h() @ k’o)%‘;@e%, — (TO*kO @ Toho, ho @ ko)ff@,%/ =
= (Toiko, ho).w + (Toho, ko).w = (ko, Toho).x + (ho, Toko) w =

= (ho ® ko, Touko © Toho)%n@f = (ho @ ko, So(ho @ ko))jf@%-

Tovabba ||So|| = max{||To||, [| 7o« }, ugyanis

150]1? = sup {||So(ho @ ko)||* : ho ® ko € Ho & Ko, ||ho ® ko> =1} =
= sup {HTO*]ﬂoH2 + ’lTohon . h(] € Ho,ko € K(], HhoH2 + HkOHQ = 1} 2
> max{||To||*, || To.|*}-

Masrészt ha ||ho @ koll2 = [|holl? + |[kol|? = 1, akkor

1S0(ho & ko)lI* = | Toukoll* + | Toholl* < [IToul|*lkoll* + 1 TolI* [ 20
< (Ioll® + [lko]l*) max{ || Tol*, [ To-[*} =

= max{||To||*, [|To«||*}-

Ezekbdl pedig mar ||So|| = max{||To||, || Z7o«||} kovetkezik. A fentiek miatt
illetve a 2.2.1 Tétellel tehat létezik B(Z® . %) 2 S D So, ||S|| = ||:So|| 6nad-
jungalt kiterjesztés. Legyenek P : 77 ® % — 5 illetve QQ : DK — K a
megfeleld kanonikus sziirjekciok. Ekkor nyilvan P € B( & , ) illetve
Q € B(J @, ). Tovabba h € S esetén P*h = h @ 0 illetve k € &
esetén Q*k = 0@ k. Ugyanis h,h' € 7 k € X esetén

(PR h & k) yon = (W, P(h&K)) , = (W, h) = (h ©0,h & k) o
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Hasonl6an bizonyithat6 a QQ*-ra vonatkoz6 Gsszefiiggés. Jelolje T := QSP* €
B(s). Megmutatjuk, hogy ez a T teljesiti az (i) kijelentésben mondottakat.
Legyen ugyanis hg € Hy, ekkor

Thy =QSP"hg=QS(ho®0) =QSo(ho ®0) = Q(0& Toho) = Toho.
Ugyanigy ko € K esetén
T ho = (QSP*)'ky = PSQko = PS(0® ko) = PSp(0 ® ko) =
= P(Touko @ 0) = To.ko.

Azt kell még belatnunk, hogy ||T|| = max{||To||, || To«||}.- Konnyen lathato,
hogy [[P*] = Q] = 1, ozért

171 = [QSP| < [QUISTHIL = 151l = max{ | Toll, [| 7o}

Mivel Ty C T, igy ||To|| < [|T||, illetve To. C T* miatt ||To.|| < ||| = |7,
vagyis || T < max{[|To|, || To.|}-

Tegyiik fel végiil, hogy a Tj illetve T, operatorok kompaktak, ekkor nyilvan
a (2.14) formulaval definialt Sy is kompakt szimmetrikus, igy a 2.2.2 Tétel
szerint S D Sy valaszthaté normatartd kompakt énadjungaltnak. Ezzel pedig
a T = QSP* is kompakt. O

2.3.2. Tétel (Parrott). Legyenek 5, % Hilbert-terek, Hy C °, Ko C A
zdrt alterek, tovdbbd leqgyen T € B(A, %) olyan, hogy a Ty, : Hy — A
illetve a T* |k, : Ko — F€ operdtorok kompaktak. FEkkor létezik olyan L €
B(s, ), melyre

(a) Hy Cker L, Ky C ker L*,
(b) T + L kompakt,
() 17"+ LIl = max {| 7|, I [T oI}

Bizonyitds. Jelolje To := T|p,, To« = T*|k,. Ekkor az el6z6 Tétel szerint
letezik T € B(S,.# ") kompakt, melyre

T>Ty="T|g, T DT =Tk
17| = max { 7|z [, 17| o ]| }-

Legyen ezutan L := f—T, ekkora T+L =T operatorra az eddigiek alapjan
nyilvanvaloan teljesiil (b) és (¢). Tovabba hy € Hy és ko € K esetén:

Lho = Tho — Thy = Thy — Thg = 0,
L*ko = T"ko — T"ko = T"ko — T"ko = 0.
Ezzel pedig (a)-t is igazoltuk. O
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2.3.3. Tétel (Parrott - Foias - Tannenbaum). Legyenek 7, % Hilbert-
terek, Hy, Hi C 7, Ko, K1 C & zdrt alterek. Legyenek tovdbbd Ty : Hy —
K, Tow : Ko — F€ kontrakciok illetve V . Hy — Ky unitér operdtor. Ekkor
az alabbi két dallitds ekvivalens:

(1) Létezik T € B(A, %), melyre Ty, = To, Tlg, =V, Tk, = Tox,
Tk, = V*.

(17) A Ty, To. illetve V' operdtorokra teljesilnek a kivetkezdk:

(Toho, ko) = (ho, Toxko) (Yho € Hy,Vko € Ky),
(Toh(_), k’l) - (ho, V*k'l) (Vho E H(),Vk'l G Kl),
(Vhy, ko) = (hy, Tosko) (Vhy € Hy,Vko € Ko).

Bizonyitds. (i) = (ii): Ha létezik az (i) feltételnek eleget tevs T, akkor
(T0h07 kO) = (Th07 kO) = (h07T*k0) = (h()aTO*kO)'

A t6bbi azonossag ugyanilyen egyszeriien igazolhato.

(17) = (i): Jelolje Hy := span (Hy + H;) illetve Ky := span (K, + K;).
Vezessiik be a kovetkezd Ho-ben illetve Ks-ben siirtin definialt operatorokat:
Ty: Hy — X, Ts(ho + hy) := Toho + Vh,

Ty : Ky — €, Ty (ko + k1) := Tosko + V7ky.

Ekkor Ty, Ty, joldefinialt korlatos operatorok (s6t kontrakciok), ugyanis hg €
Hy, hy € H; esetén felhasznalva, hogy V unitér illetve T" kontrakcio

[ Toho + VR |? = | Tohol|* + VR ||* + (Toho, V1) + (Vha, Tohe) =

= | Toho|l* + [|ha]1* + (ho, V (V1)) + (V* (V) ho) =

= || Tohol|* + I7]|* + (ho, ) + (ha, ho) <

< lholl* + [[PalI* + (ho, ha) + (1, ho) = [[ho + M.
Hasonloan ||To.ko + V*Eki]|> < ||ko + k1]|?>. Emiatt tehat a Ty illetve Tb,
stirtin definialt korlatos operatorok egyértelmtien kiterjednek a Hs illetve Ky
alterekre a folytonossag megtartasaval, jelolje ezeket is Ty valamint T5,. Meg-
mutatjuk, hogy ezen operatorok teljesitik a 2.3.1 Tétel (i7) feltételét. Legyen
ugyanis hg € Hy, hy € Hy, ko € Ko, k1 € K1, ekkor

(Tg(h() + hl),]{io + kl) = (T()hg + th ko + ]{31) =

== (Tgho, ko) + (Tohg, k1> + (Vhl, ko) + (Vhl, k1> -

= (ho, Toxko) + (ho, V'k1) + (h1, Tosko) + (ha, Vi) =

= (ho + hi, Tou (ko + k‘1))
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gy tehat a 2.3.1 Tétel szerint létezik T € B(A, ), melyre T D Ty il-
letve T* D Tb,. Ez a T operator pedig nyilvanvaloan eleget tesz a kivant
feltételeknek. OJ
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3. fejezet

Nemkorlatos operatorok
kiterjesztése

3.1. Nemkorlatos operatorok

Mivel az egyetemi torzsanyagban nem szerepel a nemkorlatos operatorok
elmélete, ezért ebben a fejezetben kozliink néhany alapvets definiciot illetve
tételt e témakorbdl, melyekre a tovabbiakban sziikségiink lesz. Az itt szerep-
16 allitasok bizonyitdsa megtalalhato a [1], |2], [10] illetve |14] konyvekben.
Felhasznéljuk tovabba a [3], [8] illetve [15] cikkek eredeményeit.

3.1.1. Definicié. Legyenek ¢, % Hilbert-terek, T : 7 — & linedris ope-
rator, melyre dom T' C J¢ linedris altér. Ekkor a

gra T := {x@Tz:xEdomT} CHoxX
alteret T grafjainak nevezziik.
Nyilvanvalo, hogy két operator pontosan akkor egyenld, ha a grafjuk meg-
egyezik. Tovdbba T illetve T" operatorok esetén T' C T' pontosan akkor

teljesiil, ha gra T" C gra T. Az alabbiakban nemkorlatos operatorok egy
specialis tipusat vezetjiik be.

3.1.2. Definicié. Fgy T : 5 — & linedris operdtort zdrt operdtornak
neveziink, ha gra T C A & A zdrt. Tovdbbd T-t lezdrhaldnak hivjuk, ha
létezik olyan T operdtor, melyre

graT =gra T.

Ekkor a T operdtort T lezdrdsdnak nevezziik.
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3.1.3. Allitas. Legyen T : A — ¢ linedris operdtor. Ekkor ekvivalensek:
(i) T zart.
(it) (dom T, (-,-)r) Hilbert-tér, ahol z,y € dom T esetén

(1ii) Ha (p)neny € dom T, x,, — x, Tx,, — y, akkor x € dom T és Tz = y.

A fenti Allitas (4ii) pontjabol trivialisan adodik, hogy minden korlatos ope-
rator zart. Egy operdtor zartsagabol a korlatossagéara viszont csak nagyon
specialis esetekben kovetkeztethetiink. Ezzel foglalkozik a kovetkez6 Tétel.

3.1.4. Tétel (Zart graf tétel). Legyen T : & — K zdrt operdtor, melyre
dom T = 5. FEkkor T korldtos.

Az aldbbiakban bevezetjiik nemkorlatos operator adjungaltjanak fogalmat.
Kiilon felhivjuk a figyelmet arra, hogy mig a fentiekben dom 7" C 57 tet-
sz6leges lineéris altér volt, a most koévetkezd definicio csak akkor értelmes,
ha dom T stird.

Legyen T': 7 — J stirlin definidlt linedris operator. Ekkor

dom T :={k € J : |(Th,k)x| <m|h| (Vh € dom T)}, (3.2)

ahol my > 0 k-t6l fiiggd konstans. A fenti definicié értelmében rogzitett
k € dom T* esetén a ¢ : h +— (Th,k), dom T-n értelmezett linearis
funkcionél folytonos. Mivel dom T stird, igy ¢ egyértelmiden kiterjed 2-
ra a folytonossag megtartasaval. Igy viszont a Riesz reprezentécios tétele
szerint létezik egyetlen k, € €, melyre p(h) = (h, k,).» tetszbleges h €
esetén. Vagyis

3.1.5. Definici6. Jeldlje T azt a # — F€ linedris operdtort, melynek ér-
telmezési tartomdnya a (3.2) pontban értelmezett dom T, tovdbbd

Tk =k, (k € dom T™).
Ekkor tehdt k € dom T™ esetén
(Th, k) .z = (h,T"k).» (Vh € dom T).

A kovetkezé Tételben jellemezni fogjuk az adjungalt operator értelmezési
tartomanyat.
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3.1.6. Tétel. Legyen T : 7 — & sirin definidlt, legyen tovdbbd z € K .
Ekkor az aldbbiak ekvivalensek:

(a) z € dom T*.
(b) sup {|(Tz,2) >z €dom T, (z,2) 0 < 1} < 0.
(c) sup{(z,Tx)» + (Tx,2) 4 — (z,3) 0 : x € dom T} < 0.

Bizonyitds. (a) = (b): Legyen z € dom T*, ekkor definici6 szerint minden
x € dom T esetén |(Tx,z) »|* < m.|z||>. Ebb6l pedig mar a (b)-beli szupré-
mum végessége adodik.

(b) = (a): Jeldlje m, a (b)-beli véges szuprémumot, illetve legyen x € dom T
tetszGleges nem nulla elem. Ekkor y := ||z| 'z jeldléssel nyilvan |jy||* = 1
teljesiil, igy

(T, 2) 0 [* = |(Ty, 2) o Pll2l* < mel]]?,

vagyis definici6 szerint z € dom T™.
(a) = (c): Ha z € dom T™, akkor tetszéleges x € dom T-re

<Z7T‘T)J/ + (T‘Tﬂ Z))f/ - (x,l‘);g/ - (T*Z,ZL‘)_%J + (%,T*Z)jg» - (I,Z‘)%z =
=—(Tz2—2,T 2 — ) + (T2, T*2) 5 < ||T*z||.

Vagyis a (c)-beli szuprémumra ||7*z|]? felsskorlat.
(¢) = (b): Jelolje m a (c)-beli szuprémumot. Elgszor megmutatjuk, hogy

m =sup {2|(Tz, 2) »| — (,2) 0 : © € dom T'}. (3.3)

Jelolje ugyanis M a fenti formula jobboldaldn all6 szuprémumot. Nyilvan-
vald, hogy m < M. A forditott iranyd egyenl6tlenség bizonyitasahoz legyen
x € dom T tetszbleges. Ekkor létezik olyan o € C, |o| = 1, hogy

o(T,2) = (T(ox),2) ,, = (2, T(0v)) ,, = (T2, 2) 2|
Jelblje y := ox € dom T, ekkor
2/(Tx, 2) x| — (@, 2) 0 = (Ty,2)0 + (2, TY)w — (Y, ) <.

Ebbdl pedig mar M < m kovetkezik. Legyen x € dom T és y = ox € dom T'
olyan mint fent. Ekkor tetsz6leges t € R esetén ty € dom T, igy

m > 2(T(ty),2) , — (ty,ty)r = 20Ty, 2).0 = *(y,9).
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Azaz a p(t) = t*(y,y) — 2(Ty, ) »t +m masodfoku kifejezés nemnegativ, igy
diszkriminansara a

0> 4(Ty, 2)27 —4dm(y,y)nr = 4|(Tx, z)|2y —dm(z, )

Osszefliggeést kapjuk. Ezt atrendezve pedig mar a (b)-beli szuprémum véges-
sége konnyen adodik, hisz az m szam egy felsé korlatja. O

3.1.7. Allitas. Legyenek 7, %, % Hilbert-terek, A,B : A# — K, C :
H — L sdrin definidlt linedris operdtorok, L € B( , L) korldtos operd-
tor.

(i) Ha dom ANdom B C 5 siri, akkor létezik (A + B)* = A* + B*.

(it) Ha dom (CA) := {z € dom A : Az € dom C'} C J# sird, akkor
létezik (CA)* D A*C*.

(1i1) (LA)* = A*L*.

3.1.8. Allitas. Legyen A : A — K sirin definidlt operdtor, ekkor
(ran A)* = ker A*.

Ha tovdbba A még zdrt is, akkor

(ran A*)* = ker A.

3.1.9. Allitas. Legyen T : A — & sdrin definidlt operdtor. Ekkor
(i) T* : dom T* — F zdrt operdtor.
(13) T pontosan akkor lezdrhatd, ha dom T™* sirin definidlt.

(iii) Ha T lezdrhatd, akkor T* = (T*)* =T.

A kovetkezd allitasban sziikséges és elégséges feltételt adunk siirin definialt
zart operator folytonossagara. Ehhez azonban sziikségiink lesz az aldbbi
lemmara:

3.1.10. Lemma. Legyen T : 7€ — & sdrin definidlt zdrt operdtor. Ekkor
(a) # =dom T + ran T*
(by # =dom T* +ran T
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Bizonyitds. Vezessiik be a kovetkez6 W : & & H — H & H operatort:
W(koh)=-hdk (he H keXx).
Megmutatjuk, hogy erre az operatorra teljesiil az aldbbi azonossag:
gra T = (W (gra T*))L. (3.4)

Jelolje ugyanis A := T, ekkor a feltételek szerint A : & — I siirtin
definialt zart operator, melyre A* = T. Ezzel a jel6léssel a kovetkezdt kell
igazolnunk:

gra A* = (W(gra A))l.
Legyen elészor k € dom A rogzitett, ekkor minden h € dom A* esetén

(h® ADW (kS AR)) .y, = (h® A'h, —AR & k) o =

= (h,—Ak) .y + (A"h, k) .y = —(A"h, k) » + (A"h, k) » =0,

azaz gra A* C (W (gra A))L. Legyen W' @ k' € (W (gra A))L, ekkor minden
k € dom A-ra

0= ek WkoAk) . =HOK, Ak S k) rer =

= —(N, Ak) s + (K, k).

Vagyis minden k& € dom A esetén (Ak,h'),» = (k, k') », ami éppen azt je-
lenti, hogy h' € dom A* és A*h' = k’. Ezzel a méasik iranyu tartalmazast is
belattuk. A (3.4) formula egyszert kivetkezménye, hogy

H DK =graT @ W(graT™). (3.5)

Ha tehat f € 7, g € & tetszbleges, akkor létezik olyan h € dom T és
k € dom T™, hogy

fog=(heTh)eWkaeTk)=haTh) & (-Tkok)=
=(h—T"k)® (k+Th).

Ebbdl pedig f = h—T*k € dom T'+ran T* és g = k+Th € dom T*+ran T,
amibgl mar a Lemma allitasa adodik. O

3.1.11. Tétel (Ota). Legyen T : A — K sirin definidlt zdrt operdtor.
Ekkor az alabbiak ekvivalensek:
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(i) ran T'C dom T*.
(12) T* korldtos.
(1ii) T korldtos.
() ran T* C dom T

Bizonyitds. (i) = (#i): Ha ran 7' C dom T, akkor a fenti Lemma szerint
K =dom T" +ran T =dom T C ¥,

azaz T mindeniitt definidlt zart operator, igy a zart graf tétel szerint foly-
tonos.

(17) = (iti): T = (T*)* korlatos.

(14i) = (iv): Ha T stirtin definialt, zart, korlatos operator, akkor sziikségkép-
pen dom T = 7, vagyis ran T* C s = dom T.

(iv) = (4i4): Ha ran T* C dom 7', akkor az el6z6 lemmaval

A =dom T +ran T" = dom T C 7.

Vagyis dom T = 72, azaz T mindeniitt definidlt zart operator, igy a zart
graf tétel miatt korlatos.

(14i) = (i): Ha T stirtin definialt, zart, folytonos linearis operator, akkor
sziikségképpen mindeniitt definialt. Tgy tehat 7* is mindeniitt definialt kor-
latos operator, vagyis dom T* = . Ebb6l pedig marran T C % = dom T
kovetkezik. OJ

3.1.12. Tétel (Sebestyén). Legyen T : 7 — JH sirin definidlt linedris
operdtor. Ekkor eqy z € € esetén ekvivalens:

(i) z € ran T™.
(17) Létezik m, > 0, melyre
|(z,2) | < m Tz, Tx) 4 (Vo € dom T). (3.6)
Bizonyitds. (i) = (i1): Ha z = Ty valamely y € dom T™ esetén, akkor

(@, 2)oe* = (2, T*y) e |* = | (T2, ) [* < [lyl1*[| A%,

vagyis m, := ||y||* valasztas megfelel.
(77) = (i): Tekintsiik ran T-n a kévetkezd lineéris funkcionalt:

o(Tx) = (x,2) (x €dom T).
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Ez joldefinialt folytonos linaris funkcional ran T-n, ugyanis z € dom T esetén
6(T2)* = [(z, 2)e|* < me||T|*.

Ekkor tehat ¢ folytonosan kiterjed Tan T-re, igy Riesz reprezentacios tétele
szerint létezik egyetlen y € Tan T' C JZ, melyre

¢(Tz) = (Tx,y)n (z € dom T'),
azaz minden x € dom T esetén
(x,2) 0 = ¢(Tx) = (Tx,y) -

Vagyis az © +— (Tx,y)» = (x,z)» leképezés folytonos linearis funkcional
dom T-n, ami azt jelenti, hogy y € dom T™ és Ty = z. O

3.1.13. Kovetkezmény. Legyeneck A : 7 — &, B : 5 — £ olyan sirin
definidlt operdtorok, hogy D := dom A = dom B, illetve

|Az|)* < || Bz|? (Vz € D)
Ekkor ran A* C ran B*.

Bizonyitds. Legyen z € ran A*, ez ekvivalens azzal, hogy minden x € D
esetén

(2, 2)[* < me||Az|* < m. || Bzf?,
amibdl z € ran B* kovetkezik, azaz ran A* C ran B* O

3.1.14. Definicié. Legyen ¢ Hilbert-tér, S : A — A (nem feltétleniil
sdrin definidlt) linedris operdtor. S-et szimmetrikusnak nevezzik, ha

(Sz,y) = (y, Sx) (x,y € dom S).

3.1.15. Definici6é. Egy A : 5 — F operdtort pozitivnak neveziink, ha
(Az,x) > 0 minden x € dom A esetén.

3.1.16. Allitas. Legyen S : S — A linedris operdtor. Ekkor ekvivalens:
(i) S szimmetrikus.

(i1) (Sz,x) = (x,Sx) minden x € dom S esetén.
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Ha tovdbbd S sidriin definidlt, akkor a fentiekkel ekvivalens a kiévetkezd:
(1ii) S C S*.

3.1.17. Definicié. Egy A : 7 — I sirin definidlt operdtort énadjungdlt-
nak neveziink, ha A* = A.

Nyilvanval6, hogy minden 6nadjungalt operator egyben zart és szimmetrikus
is, tovabba minden striin definialt szimmetrikus operator lezarhato.

3.1.18. Tétel. Legyen A : J€ — € pozitiv dnadjungdlt operdtor, ekkor
létezik egyetlen olyan AY? . A — H pozitiv dnadjungdlt, melyre

(AV?)? = A

Az A'/? operator definiciojabol kénnyen lathato, hogy dom A C dom A'/?
illetve ran A C ran A'/2,

3.1.19. Lemma. Legyen A : 7€ — F sirin definidlt szimmetrikus operd-
tor, melyre ran A = €. Ekkor A énadjungdlt.

Bizonyitds. Mivel A szimmetrikus, ezért A C A*, igy elegend6 azt belatnunk,
hogy dom A* C dom A. Legyen tehat f € dom A*, ekkor ran A = J7 miatt
létezik olyan hg € dom A, melyre Ahy = A*f. Ekkor tetszéleges h € dom A
esetén

(Aha f) = (ha A*f) = (ha AhO) = (Ah’a ho),
azaz (Ah, f — ho) = 0, vagyis f — hg € (ran A)t = 7+ = {0}. O

3.1.20. Tétel (von Neumann). Legyen T : # — A sirin definidlt zdrt
operdtor. Ekkor T*T : 7 — € pozitiv énadjungdlt, tovdbbd
dom (T*T)"? = dom T,
ran (T*T)Y? = van T".
Bizonyitds. Konnyen lathato, hogy T*T pozitiv operdtor. Kevésbé nyilvan-
valo azonban, hogy siiriin definialt. Mivel T zart, ezért (gra T, (-, )) Hilbert-
tér. Vegyiik ezen a kovetkez6 operatort:

JigraT — 2,

JxaeTr) = (3.7)
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Ekkor J nyilvan folytonos linearis leképezés (s6t kontrakeio). Konnyen lathato
tovabb4, hogy ker J = {0} illetve Tan J = JZ, ez utobbi miatt ker J* = {0}.
Ezekbdl pedig a JJ* € B(J) operatorra

ker JJ* = {0}, tan JJ* =

Osszefiiggések adodnak. Legyen ezutan x € 2 tetszéleges, y € dom T =
ran J, ekkor a J~ly = y @ Ty Osszefiiggést felhasznalva

(@, 9) = (2, JT ) = (2, T y)r = (JH (T T 2), T Yy), =
= (JJ*.%’, y)yf + (TJJ*JL‘, Ty);{/

Ezt pedig atrendezve a kovetkezs egyenlGséget kapjuk:
(TIT %, Ty) e = (x — JT 2, y) (x e H,yedomT)

Tehat az y — (Ty, TJJ*x) v = (y,x — JJ*x) » leképezés tetszbleges x € H
esetén folytonos linearis funkcional dom 7-n, ami éppen azt jelenti, hogy
TJJxz € dom T™ és

T*T(JJ*z) = (Id e — JJ*)x (z € ).

Ebbél pedig (Idy + T*T)JJ* = Idy illetve ran JJ* C dom T*T Ssszefiig-
gések adodnak. Vagyis Id» + T*T strtin definialt, szimmetrikus, sziirjektiv
operator, igy a 3.1.19 Lemma szerint 6nadjungalt. Emiatt

T°T = (Idy + T°T) — Idy

is onadjungalt. Ezzel belattuk, hogy T*T pozitiv 6nadjungalt, igy a 3.1.18
Tétel szerint létezik (T*T)Y/2. Jelolje ezt az egyszeriiség kedvéért A. Meg-
mutatjuk, hogy

m (T|dom T*T) = graT, (3 8)
gra (Algom 1) = graA. )

Legyen ugyanis € dom T olyan, hogy z ® Tz € gra(T|qom r~7)>. Ekkor
tehat minden y € dom 7™ 7T-re

O0=(@eTz,y®Ty)r = (v,y)n + T2, Ty) 0w = (x,Y) 00 + (2, T"Ty) 0 =
= (x,y+T"Ty)n = (x, (Id,y + T*T)y)%,.

Emiatt z Lran (Id,y + T*T) = S, vagyis x = 0. Az A grafjara vonatkozo
Osszefliggés pedig ebbdl mar trivialis, hiszen T helyett A-t irva az A*A =TT
azonossagot hasznalva

m (A|dom T*T) - m <A|dom A*A) - gl"aA-
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Térjiink ra végiil a dom (T*T)Y2? = dom T illetve ran (T*T)Y? = ran T*
Osszefiiggések bizonyitasara. Ha x € dom T*T', akkor

(

Legyen z € dom 7', ekkor (3.8) szerint létezik (z,)nen, hogy

|z @ Tz — 2, ® Tx,|j3 — 0.

Emiatt ||z, — z||,» — 0 is teljesiil. A fentiek szerint (z, ® Az,)meny C gra A
is Cauchy-sorozat, igy létezik y € dom A, hogy

ly & Ay — 2, & Az, || — 0.

Ebbdl ||z, — y|l» — 0 kovetkezik, vagyis ¢ = y, azaz dom T C dom A. A
masik iranya tartalmazas ugyanigy bizonyithato. A képterekre vonatkozo
egyenl@ség a 3.1.13 Kovetkezménybdl adodik, ha megmutatjuk, hogy minden
r € D :=dom T = dom A esetén ||[Tz|*> = ||Ax||?>. Legyen tehat z € D,
ekkor (3.8) szerint létezik (x,,)nen, hogy

|z ® Tx — z, ® T, |7 — 0.
Az el6z6ek szerint ekkor ||z @ Ax — x, ® Ax,||4 — 0 is teljesiil, igy
2 _ 1 2 _ 1 2 _
lz @ Tzll7 = lim [z, @ Tzal7 = lim [|lz, ® Az,[[3 =
= ||z ® Az},
ebbdl pedig konnyen adodik, hogy [|Tz||* = || Az|* O
3.1.21. Kovetkezmény. LegyenT : 7€ — X sirin definidlt zdrt operdtor.

Ekkor
(Id+T*T)"" = JJ* € B(A#), (3.9)

ahol J a (3.7) pontban definidlt kontrakcio.
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3.2. A Krein-von Neumann kiterjesztés

Az alabbi fejezetben azt vizsgaljuk, hogy egy adott T : dom T — 57 ope-
ratornak milyen feltételek mellett létezik pozitiv 6nadjungélt kiterjesztése.
El6szor bevezetiink egy rendezést a pozitiv 6nadjungalt operatorok halmazan,
majd megmutatjuk, hogy ha egy operatornak létezik pozitiv onadjungalt
kiterjesztése, akkor létezik legkisebb ilyen is, az tgynevezett Krein-von Neu-
mann kiterjesztés.

Megjegyezziik, hogy a Neumann- illetve Krein-féle elmélet csak stirtin definiélt
operatorok esetében alkalmazhat6. Ebben a dolgozatban azonban igazoljuk,
hogy a Krein-von Neumann kiterjesztés (és egyaltalan pozitiv 6nadjungalt
kiterjesztés) létezése ekvivalens azzal, hogy a 3.10 Definivibban bevezetett
D,[T] linearis altér stiri. (Ebbdl trividlis modon adodik a striin definialt
operatorok esetére vonatkozo tétel.)

3.2.1. Definicid. Legyenek A, B : 7 — F pozitiv dnadjungdlt operdtorok.
Azt mondjuk, hogy A kisebb mint B, jelélésben A < B, ha

(a) dom BY? C dom A'/?,
(b) ||AV22||? < ||BY?x||>  (Vx € dom BY/?),

Koénnyen lathato, hogy ha A és B pozitiv korlatos operator, akkor A < B
pontosan akkor teljesiil, ha A < B. Nem teljesen nyilvanvalé azonban, hogy
a = relacié rendezés a pozitiv onadjungalt operatorok halmazan, azaz hogy
ha A < B és B =< A, akkor A = B. Az aldbbiakban ezt fogjuk megmutatni.

3.2.2. Lemma (Douglas). Legyenek 5, 54, 75 Hilbert-terek, legyenek to-
vibba L € B(sA, ), K € B(%4, ) korldtos operdtorok. Ekkor ekvi-

valensek:
(a) Létezik C € B(JA, 76), melyre L = KC.
(b) LL* <m*KK* valamely m > 0 szdmra.

Bizonyitds. (a) = (b): Ha L = KC, akkor L* = C*K*, ezzel tetsz6leges
r € J esetén

(LL*z,z) = (L'z, L*x) = (C*"K*2,C"K*zx) <
< CHPIIK 2|)? = m* (K K z, x).

Vagyis LL* < m?KK*.
(a) = (b): Vezessiik be a kovetkezs A : ran K* — % operatort:

AK*z):= L'z (x € ).
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Ekkor A joldefinialt korlatos operator, ugyanis a (b) feltétel szerint teszéleges
x € I esetén

[ACK ) |* = [[L*2]]* < m?|| K|,

azaz ||A| < m. Emiatt létezik A-nak egyértelmii, normatarté kiterjesztése
tan K*-ra. Jelolje ezt is A. Mivel 5% = tan K* @ (ran K*)*, igy vehetjiik a

B=A®0:7an K* @ (ran K*)* — JA

operatort. Ekkor tetszéleges x € ¢ esetén tehat L'z = BK*x, vagyis
L* = BK*. Ebbdl pedig C' := B* valasztassal L = KC' kovetkezik. OJ

3.2.3. Allitas. Legyenek €, 7', 7" Hilbert-terek, T : A — A illetve
S H — A" sirin definidlt zdrt operdtorok. Ekkor ekvivalensek:

(i) dom T C dom S és minden x € dom T-re || Sz||* < || Tz|*.
(it) (Idy +T*T)' < (Idy + S*S)7".

Bizonyitds. Mivel T" és S zart operatorok, igy ¢ = gra T és 4 := gra S
Hilbert terek. Vegyiik ezeken a kovetkezG kontrakciokat:

K:graS— 5, Kx®Sz):=z
L:graT — 2, Lx®dTzx):==x

A (3.9) formula szerint KK* = (Idy + S*S)™! és LL* = (Idyy + T*T)7 1.
Ezek utan ratérhetiink az ekvivalencia bizonyitaséra.
(1) = (i1): Definidljuk a kovetkez6 C' : gra T' — gra S operatort:

Clx®Tz) =2 ® Sx (x € dom T).

Ekkor C' a (i7) feltétel szerint joldefinialt kontraktiv operator, tovabba L =
KC. Legyen ugyanis x € dom 7', ekkor

KClx®dTr)=K(x® Sx) =2 = Lz ® Tx).

Azaz KC = L. A 3.2.2 Lemma (a) = (b) implikacioja szerint illetve ||C] < 1
miatt minden x € 7 esetén

((Idy +T°T)'w,2) = (LL v, 2) < (KK*z,2) = ((Idy + S5*S) 'z, ),

azaz (Idy +T*T)" < (Idy + S*S) .
(17) = (7): Tegytik fel, hogy (i7) teljesiil, azaz hogy LL* < KK*. Ekkor a
3.2.2 Lemma szerint létezik olyan C' € B(gra T, gra S), melyre ||C]] < 1 és
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L = KC. Emiatt tetsz6leges © € dom T esetén C(z @ Tz) = y @ Sy alaku
valamely y € dom S-re. Igy

r=Lz@Tr)=KCx®dTr)=K(y® Sy) =y.
Ezzel pedig © € dom S illetve C(z & Tz) = v & Sx. Tovabba

l[I* + | Sz|* = ||lz & Sz[|* = |[C(z & Ta)|* <
<|ICIPlle & Tz|* < [l ® Txl* = [l«|* + | T

Vagyis ||z < || T/, ]

3.2.4. Kovetkezmény. Legyenek T : 7 — 4, S . H — A5 sirin
definidlt zart operdtorok. Teqytik fel, hogy

(a) dom S =dom T,
(b) ||Sz||*> = ||Tx||* minden x € dom S.

Ekkor §*S = T*T. Specidlisan ha A és B pozitiv dnadjungdlt operdtorok,
A=<B, B=<A, akkor A= B.

Bizonyitds. Az eléz6 Allitast alkalmazva minden z € J esetén
((Id{;f + 5*S) 1z, x) = ((Ide%o +T*T) ', x),

vagyis (Idy + S*S)™' = (Idy + T*T)~!. Ebbél pedig trividlisan kivetkezik
a 5*S = T*T egyenl6ség. Ha pedig A és B pozitiv 6nadjungaltak, akkor az
S := AY2 illetve T := B'? operatorok kielégitik az (a) és (b) feltételeket.
Igy tehat A = (S1/2)*SV/2 = (TV2)*T1/2 = B, O

3.2.5. Definicid. Legyen T : 7 — 5 nem feltétlendl sdrin definidlt pozi-
tiv operdtor. Ekkor

D.[T):={z € :|(Tz,z)]” <m.(Tz,z) (Vo € dom T)}. (3.10)

Megjegyezziik, hogy D,[T] olyan linearis altere #-nak, amely tartalmazza
dom T-t. Legyen ugyanis z € dom 7', ekkor felhasznalva a Schwarz-egyen-
16tlenséget

(Txz,2)|? < (Tx,2) (T2, 2) = m,(Tz, x) (Vo € dom T).
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3.2.6. Tétel (Sebestyén-Stochel). Legyen T : H — F pozitiv operdtor.
Ekkor az alabbiak ekivivalensek

(i) DT C S strd.

(17) Létezik Ty pozitiv onadjungdlt kiterjesztése T-nek, melyre tetszdleges
T DT poxitiv onadjungdlt esetén Ty < T' teljesiil.

(7i1) Létezik T pozitiv onadjungdlt kiterjesztése T -nek.
Bizonyitds. (i) = (ii): Vegyiik ran T-n a kivetkez§ fél-skalaris szorzatot:
(Tx,Ty) : = (Tz,y) (x,y € dom T)

Megmutatjuk, hogy ekkor (ran T, (-,-)) pre-Hilbert-tér. Tegyiik fel ugyanis,
hogy (Tx,Tx) = (Tx,z) = 0 teljesill valamely z € dom T-re. Ekkor minden
z € D,[T] esetén

(T2, 2)* < m.(Tx, ),

azaz Tx € D,[T|t = {0}, hiszen D,[T] C 7 siiri. Jelolje ezek utin %7 a
fenti (ran T, (-, >) pre-Hilbert-tér teljes burkat. Definidljuk ezen a kovetkezd
Jr » 7 O ran T — 2 operatort:

Jr(Tx) :=Tx (x €edom T). (3.11)

Ekkor Jr lezarhato, ugyanis ez azzal ekvivalens, hogy dom JJ. stiri .7-ban,
ez pedig

dom J; = {z € #: ‘(JT(TJU),zH2 <m.(Tz,Tz) (VzcdomT)} =
— {z c A :|(Tz,2)|> <m.(Tz,r) (Vo € dom T)} = D,[T].

Vagyis dom Ji = D,[T], ami a feltétel szerint stird. Igy tehat létezik a J&
Hr — H sirlin definialt zart operator, melyre J5*|an 7 = Jr. Masrészt
x € dom T C D,[T] esetén tetsz6leges Ty € ran T-re

(Ty, Jpz) = (J7(Ty),x) = (Jr(Ty),x) = (Ty,x) = (Ty, Tx).
Mivel ran T' C 77 stird, igy
Jrx =T € 7y (x € dom T). (3.12)

Vegyiik ezek utan a J3*J7 : S — 4 operatort, mely a 3.1.20 Tétel szerint
pozitiv énadjungalt. Legyen x € dom T, ekkor felhasznéalva a (3.11) illetve
(3.12) formulakat

T2 e = J2(Ta) = Jp(Ta) = Ta.
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Vagyis Ty := J5*J} pozitiv 6nadjungalt kiterjesztése T-nek. Be kell még lat-
nunk, hogy Ty a legkisebb kiterjesztés. Legyen tehat T szintén pozitiv 6nad-
jungalt kiterjesztése T-nek. Mivel dom T C D, [T], igy D, [T] stirii. Vagyis

a fentiekhez hasonléan T helyett T-ot véve elkészithetjiik a megfelels 7%
konstrualt Hilbert-teret illetve a J%*J% operatort, mely pozitiv énadjungalt

kiterjesztése T-nak. Emiatt J,}i* J% = T. Szintén a 3.1.20 Tétel szerint
dom Ty/? = dom (J3*J:)/? = dom Ji = D,[T]
illeteve
dom T2 = dom (Jf*Ji)l/2 =dom J; = D, 7.
Azaz a dom T2 C dom Tl/ tartalmazas igazolasihoz azt kellene megmu-
tatnunk, hogy D,[T] C D,[T]. Felhasznélva, hogy T C T
D,[T] = {z e (Tz, 2)]> < m.(Tz,z) (Vo € dom T) )} C
Clzen: (T, 2))? < m.(Tz,z) (Vz € dom T) )} =
={zeH :|(Tz,2)]? <m.(Tz,z) (Vz €dom T)} = D,

Azt kellene még megmutatnunk, hogy

|73l < |12 (x € dom T/%).
A 3.1.20 Tétel bizonyitasaban lattuk, hogy tetszéleges z € dom Tl/2 =
dom Ji = D,[T)] esetén | T z|? = | J72 )%, Mivel ran T C 27 siird,

igy x € D,[T]-re
0=inf {||Jjz — Ty|%, :y €dom T} =

— it {5l — (Jie, Ty) — Ty, Jya) + [Tyl -y € dom T} =
= ||J5z|%, +inf { — (2, Ty) — (Ty,z) + (Ty,y) : y € dom T} =
= ||J52|%, +inf {(z, Ty) + (Ty,z) + (Ty,y) : y € dom T'}.

Vagyis ezt atrendezve

T2l = | J3all% = — inf {(z,Ty) + (Ty,2) + (Ty, ) : y € dom T} =
= sup {(x, Ty)+ (Ty,x) — (Ty,y) : y € dom T}

Innen pedig 7-t T-ra cserélve illetve T C T Osszefiiggést hasznélva tetszdleges
x € dom T'/? esetén

T2 |* = | 732]1%, = sup {(z,Ty) + (Ty,x) = (Ty,y) : y € dom T} >
>sup{:vf +(Ty,x)—(fy,y):y€domT}:
= sup {(#, Ty) + (Ty,x) — (Ty,y) -y € dom T} = | T/ x>
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A fentiek pedig definicié szerint azt jelentik, hogy T = T.

(i) = (iii): A T := Ty vélasztés nyilvan megfelel.

(iii) = (i): Ha létezik T pozitiv énadjungalt kiterjesztése T-nek, akkor
dom T C D, [T]. Legyen ugyanis z € dom T, ekkor a Schwarz-egyenlGtlenség
szerint minden x € dom T-re

(Tz,2))? = |(Tz,2)]> < (Tx,2)(Tz, 2) = m.(Tz, z).

Vagyis dom T C D,[T)], igy D,[T] valoban stirt. O

3.2.7. Definicié. Legyen T : 7€ — € pozitiv operdtor, mely teljesiti a
3.2.6 Tétel (1) — (ii1) feltételeinek valamelyikét. Ekkor a Ty pozitiv dnad-
Jungdlt operdtort a T Krein-von Neumann kiterjesztésének nevezzik.

A kovetkezs Allitasban sszefoglaljuk a Ty Krein-von Neumann kiterjesztés
néhany tulajdonsigat. Ezek nagy részét mar a 3.2.6 Tétel bizonyitasaban
részeredményként megkaptuk, azonban érdemes ket kiilon is megfogalmazni.

3.2.8. Allitas. Legyen T olyan pozitiv operdtor, melynek létezik o Ty Krein-
von Neumann kiterjesztése. FEkkor dom T]{,Q = D.[T], tovdbbd tetszdleges

x € dom T]i,/z esetén
(a) (T, Ty*x) = sup {(x,Ty) + (Ty,z) = (Ty,y) : y € dom T}.
(b) (T2, Ty/*x) = sup {|(Ty,2)|* : y € dom T, (Ty,y) < 1)}.

Bizonyitds. A dom T]{/ > = D,[T] illetve az (a) egyenlGséget mér igazoltuk,
tgyhogy csak a (b) allitast kell belatnunk. Legyen tehat z € dom Ti/ ?. ekkor

(Tjif/QiU,T}V/ziﬁ) = (Jrx, Jx) =
=sup {|(Jjz, Ty)]> 1y € dom T, (T'y, Ty) < 1} =
=sup {|(z,Ty)|* : y € dom T, (Ty,y) < 1}.

O
A kovetkezd Tételben megvizsgaljuk a Ty operator értelmezési tartomanyéat
valamint képterét. Ehhez azonban sziikségiink lesz az alabbi definiciora:

3.2.9. Definicié. Legyen T pozitiv operdtor, ekkor

RT):={g9 € #: I(fp)nen C dom T,Tf, — g,

(Tfn - Tfmafn - fm) - 0}
R T :={g e s :Vfedom T,|(g, )] <my(Tf.Tf)}.
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3.2.10. Tétel. Legyen T : 7 — I pozitiv operdtor, melynek létezik a Ty
Krein-von Neumann kiterjesztése. Ekkor

(i) dom Tji/2 = D.[T].
(ii) ran T\/* = R[T).
(iii) ker Ty = (ran T)*.
(tv) dom Ty = {g € D.T]: 3h e RIT|,Vf edom T,(Tf,g) = (f, h)}
(v) ran Ty = R[T] N R*[T].
Bizonyitds. (i): Az el6z6 Allitasban mar bizonyitottuk.

(i1): Mivel Ty = J3*J5., igy a 3.1.20 Tétel szerint

ran TJ{/2 = ran (J3*J5)Y? = ran J3F =ran Jp =

= {g € I(hy)nen € dom Jr, (hy — hn, hyy — hiy) — 0,
(Jrhn — g, Jrh, — g) — 0} =

={g€ A Ifu)nen Cdom T, (Tf, =T fr,Tfn—Tfrn)— 0,
(Jr(Tfn) = g, Jr(Tfa) — g) — 0} =

={g€ A Ifu)nen Cdom T,(Tf, — g, Tf0—g) — 0,
(Tfo =T fm: fo — fm) = 0} = R[T].

(4i1): Tudjuk, hogy ker Ty = ker J3* J5. Ttt pedig ker J3* = (ran J3)+ = {0},
ugyanis ran J5. sirt J#p-ben. Ezért

ker Ty = ker J3* J5 = ker J3 = (ran Jr)* = (ran T)".
(iv): Tsmét felhasznélva, hogy Ty = J&*Jk és J& = Jrp

dom Ty = dom J3*Jj = {x € dom Jj : Jjx € dom Jr} =
= {z € dom D.[T]: 3(fn)nen C dom T,
|72 = T full 5%, — 0N Jr(Tfou = Tfa)|> — 0} =
= {z € dom D.[T]: 3(fn)nen C dom T,
172 = Tfalle — 0T (fo = f)l — 0}

A fenti formulaban a ||Jjz — T f,||%,. — 0 feltétel ekvivalens azzal, hogy tet-
sz6leges g € 7 esetén (g, Jrx —Tf,) — 0és (T foy =T fon, T f — T fr) — 0.
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Tovabba felhasznalva, hogy ran T C 777 strd, az el6z6 két feltétel ek-
vivalens azzal, hogy minden f € dom T-re (T'f, Jjxz — Tf,) — 0 illetve
(Tfn =T fon, fn — fn) — 0. Méasrészt (Tf, Jrx — Tf,) — 0 szerint

(Tf7 SL’) = <Tf7 Ji*“x> = }llé%«rfa Tfn> = }llgl\](Tfa fn) = }zlgl\ll(ﬂ Tfn)
Emiatt
dom TN = {LL’ € dom D*[T] : 3(fn)n€N - dom T; (Tfn - Tfm; fn - fm) - 07

A fentiben a (T f,, = T fun, T frn— T fi) — 0 feltétel miatt létezik h € 2, hogy
Tf, — h. Méasrészt definicio szerint a T'f,, — h, (T fo — T fomy fn — fn) — 0
feltétel azzal egyenértékii, hogy h € R[T]. Vagyis a fentieket figyelebe véve

dom Ty = {g € D,[T]: 3h € R[T|,Vf € dom T,(Tf,g) = (f.h)}
(v): ran Ty =ran J3*J5 = {J3n:n € ran J;r Ndom J5*} =

={Jrn:n€ran JiNdom Jrp} =
= {g € A : A fn)neny € dom T,3g € 5 ,3gr € ran J*,
1T fn = glI> = 0,(T fn — g7, T fn — gr) — 0}.

A 3.1.12 Tétel szerint a gp € ran J7 azt jelenti, hogy minden Tz € dom Jp =
ran 1" esetén

g, Tx)|? < m(Tz,Tx).
Maésrészt ha (T'f, — g,Tf, —g) — 0 illetve (T'f,, — g7, T f,, — gr) — 0, akkor
[{gr, Ta)|* = lim [(T f,, T) |* = lim [(T f, 2)|* = [(g, 2) *.
neN neN
Ezeket figyelembe véve

ran Ty = {g € A : I(fn)new C dom T, (T fry — g, T fr — g) — 0,
N{ge A :VfedomT,|(g,f) <m(Tf,Tf)} =
= R[T| N R*[T].
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3.2.11. Tétel (Sebestyén). Legyen T : 5 — A pozitiv S : H — H
pozitiv énadjungdlt operdtor. Ekkor az aldbbiak ekvivalensek:

(i) SOT.
(i1) (a) Létezik R DT pozitiv onadjungdlt, melyre R < S.
(b) dom T C dom S'/? illetve

|5Y%2||? < (Tx, x) (x € dom T).

Bizonyitds. (i) = (ii): Az R = S valasztas megfelel, hisz ekkor (a) nyilvan-
valoan teljesiil, illetve dom 7 C dom S C dom S2, valamint = € dom T
esetén

(Tx,z) = (Sz,z) = (Y%, SV%).

(17) = (i): Legyen S illetve R olyan pozitiv 6nadjungalt operator, amely
eleget tesz a (i1)-ben megfogalmazott feltételeknek. Vegyiik a kivetkezs for-
mét dom S'/2-en:

v(f,g) = (SY2f,S2g) — (RY?f, R'?qg).

Ekkor v az S =X R feltétel szerint fél-skalarszorzat, tovabba tetszéleges g €
dom T’ esetén

v(g,9) = (SY?g,S?g) — (R'*g, R"*g) < (Tg,9) — (Rg, ) =
=(Tg,9) — (Tg,g9) = 0.

Alkalmazzuk most y-ra a Schwarz egyenlétlenséget f € dom S'/? illetve g €
dom T esetén. Ekkor a fenti egyenlség szerint

v (f, 9)I? <A(f, F)v(g.9) =0.

Azaz g € dom T és tetszéleges f € dom S'/? esetén

(SY2f,5'g) = (R*f,R"?g) = (f,Rg) = (f.Tg).

Vagyis rogzitett g € dom T mellett az f — (SV2f, S'2g) = (f, Tg) leképezés
folytonos linearis funkcional dom S'/2-en, ami azt jelenti, hogy S'/%g €
dom (S'/2)* = dom S'/? és S'V/2(SY2g) = Tg. Ekkor pedig S'/? definicitja
szerint g € dom S illetve Sg = Tg, azaz T C S. O

3.2.12. Kovetkezmény. Legyen T : & — € pozitiv operdtor, S pedig
pozitiv 6nadjungadlt. Ekkor az aldbbi két allitds ekvivalens:
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(1) T CS.
(17) Léteznek olyan R illetve Q pozitiv énadjungdlt operdtorok, amelyek T -
nek kiterjesztései, és amelykre R < S < @Q teljesiil.

Bizonyitds. (i) = (11): A R := @ := S valasztas nyilvinvaloan megfelel.

(1) = (1): Megmutatjuk, hogy S teljesiti az el6z6 Tétel (i) pontjat. Az (a)
feltétel nyilvan teljesiil. Mivel T' C @ illetve S < @), igy dom 7' C dom @) C
dom Q% C dom S'/2, tovabba tetszéleges h € dom T-re

IS*2R]1* < |QY*AII* = (Qh, h) = (Th, h).
Vagyis S a (b) feltételnek is eleget tesz, igy T' C S. O

3.3. A Friedrichs-kiterjesztés

3.3.1. Tétel. Legyen T : 7€ — ¢ pozitiv operdtor. Fkkor ekvivalens:
(i) T strin definidlt.

(17) Létezik Tr pozitiv énadjungdlt kiterjesztése T'-nek, mely a 3.2.1 Defini-
cioban bevezetett rendezés szerint legnagyobb a T kiterjesztéser kozott.

Bizonyitds. (i) = (i1): Mivel dom T" C D, [T siird, igy vehetjiik a 3.2.6 Tétel
bizonyitasaban definialt 77 konstrualt Hilbert-teret valamint a Jr lezarhato
operatort. Lattuk, hogy dom J5 = D,[T]. Vegyiik a

QT = J’:]k“’domT dom T — ¢%0T (313)
operatort. Megmutatjuk, hogy Q)7 lezarhato, azaz hogy ran 7' C dom Q5. C

Jr, ami stird. Legyen ugyanis f € dom T, ekkor minden x € dom Qr =
dom T-re

(Qra, THP = [(J32, THI? = | (2, 7 (TH) " = (2, T < mllz].
Ez pedig éppen azt jelenti, hogy T'f € dom Q7, illetve
QT =Tfen (Vf € dom T). (3.14)
Vagyis létezik a QrQ% + A — I pozitiv 6nadjungalt operator, melyre a
3.1.20 Tétel szerint
dom (Q5Q3)Y? = dom Q3 = dom Qp =
={g€ A I(fu)new C dom Qr, fu — 9, |Qr(fo — fin)ll2s — 0} =
={9 €A+ Ifu)new € dom T, fu — g, |J7(fa = f) |50 — 0} =
(

:{g S A 3 fn)nGN g dom T; fn — 9, (T(fn - fm),fn - fm) - O} =
=: DI[T].
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Jeldlje tehat Ty := Q5.Q7, ekkor Ty kiterjeszti T-t, ugyanis felhasznalva a
(3.13) illetve (3.14) formulékat, tetszéleges = € dom T-re

Tpr = QrQ7r = QpJr v = Qn(Tx) =Tx.

Legyen most S pozitiv 6nadjungalt kiterjesztése T-nek. Megmutatjuk, hogy
S = Tr. Ugyanis a fentiekhez hasonléan erre az S-re is elkészithetjiik a
Q6Q% operator, mely pozitiv 6nadjungalt kiterjesztése S-nek, emiatt pedig
QQE = S. Masrészt a fentieket figyelembe véve

dom S*? = dom (Q5Q%) = D[S] =
={9 €+ Afo)nen C dom S, fr, = g, (S(fo = fm), fo = fn) — 0} 2
2{g€ A : Ifo)nen Cdom T, fo — g,(S(fu = fin)s fu = fn) — 0} =
={9 € Afu)new Cdom T, f — g, (T(fo — fn), fo — fn) — 0} =
=D[T| = dom T}/*.

Ha pedig 2 € dom T;ﬂ = DIT1], akkor definicio szerint létezik olyan (f,,)nen C
dom T C dom S sorozat, melyre f,, — z és (T'(fn— fm), fn—fm) — 0. Ekkor

1S 2 (fo = L) P = (S(fn = fn)s fo = Fn) = (T(fa = fin)s fo = fin) =
- (TF(fn - fm)7 fn - fm) = ”T}}ﬁ/Q(fn - fm)”2 — 0.

Ez pedig azt jelenti, hogy (S'/2f,) és (T}mfn) Cauchy-sorozat, igy ezen o-
peratorok zértsaga miatt SY2f, — SV2z valamint T} f, — T}/Qx. Ezzel
pedig

/2112 — 1 25 12 _ 1 _
157 2" = lm |SVZ )7 = Hm(T f, f)

. 1/2 1/2
= lim || 73 f,]|* = 1T %,

vagyis S = Tp.

(i1) = (i): Tegyiik fel, hogy létezik Tr, de dom T nem siiri. Ekkor tehat
(dom T)* Ndom Tx # {0}. Vegyiink tehat innen egy xo nem nulla elemet,
jelolje M az altala generalt egydimenzios alteret. Legyen P : 57 — M
ortogonalis projekci6. Vegyiikk a Tp + P : dom Tp — € operatort. Ez
nyilvanvaloan pozitiv és 6nadjungalt, hiszen (Tp + P)* =Ty + P* =Tp + P.
Tovabba T' C Tr + P is teljesiil, igy a (¢i) allitas miatt Tr + P <X Tp. Azaz
dom T3/* C dom (T + P)'/2, illetve tetszoleges = € dom T/ * esetén

(T + P)Y2|? < | T x|
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Azonban definici6 szerint 2o € dom Tr C dom T;/Q illetve Pxg = xo # 0, igy
T3 x0l* > (T + P)Y2wo, (T + P)Y2ag) = (Trxo, x0) + (Pao, 20) =
= (TFJ](), IE()) + (fL’O, .1]0) > (TFCL’(), ZL‘O) = ||TF1~/21E0||2,

ami ellentmondas. O

A kovetkezG Tételben jellemezni fogjuk a Friedrichs-kiterjesztés értelmezési
tartoméanyat és képterét:

3.3.2. Tétel. Legyen T : & — € strin definidlt pozitiv operdtor. Ekkor
a 3.3.1 Tétel szerint létezik T-nek a Tr Friedrichs kiterjesztése, tovdbba

(i) dom T}/* = D[T).

(ii) ran T/* = {g € A+ |(f.9)]* < m(Tf, f) Vf € dom T}.
(4ii) dom Tr = D[T] N dom T*.
(iv) ran Tp = {T*f : f € D[T] N dom T*}.

Bizonyitds. (i): Az el6z6 Tétel bizonyitasa soran belattuk.
(17): Felhasznélva a Tp = Q5Q4F azonossagot, a 3.1.20 illetve 3.1.12 Tételeket

ran T/* = ran Q5 = {g € - |(f.9)]" < m(Qrf.Qrf) Vf € dom Qr} =
={ge A |(f,9)P <m{Jpf,Jpf) Vfedom T} =
={ge A |(f.9)F <m(Tf,Tf) Vf€domT}=
={ge A |(f,9)P <m(Tf f) Vf€dom T},
(i73): dom Tp = dom QLQ% = {g € dom Q¥ : Q¢ € dom QF}. A 3.3.1
Tétel bizonyitasdban lattuk, hogy dom Q% = D[T], tovabba z € dom Q%

pontosan akkor teljesiil, ha minden f € dom Qr esetén [(Qrf, 2)|? < m| f]?
valamely m konstansra. Ekkor tehat

dom Tp = {g € D[T]: (Qrf. Q7 g)[* < m| f|* Vf € dom Qr} =

= {9 € DIT]: (T, Q7 )" <mllf|* Vf € dom T} =
QT F),g)l” <ml||fII* Vf €dom T} =
={g € DIT]: [(Tf.g)I <m|f||* Vf € dom T} =

1]
[T
={g € D|T]
1]
={9€D[I]:g9€cdom T*} = D[T]Ndom T".

(iv): Mivel T stirtin definialt, T C Tp, igy Tp = Ty C T*. Ezt és (iii)-t
felhasznélva

ran Tp = {Tpf: fedom Tp} ={T"f: f € D[T]Ndom T"}.
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3.3.3. Kovetkezmény. Legyen T : 7 — 7 sirin definidlt pozitiv operd-
tor. Ekkor egy S pozitiv onadjungdlt operdtorra ekvivalensek az alabbiak:

(1) T CS.
(it) Tn < S 2 Tp.

Bizonyitds. (i) = (ii): Ha T C S, akkor a 3.2.6 Tétel szerint Ty < S és a
3.3.1 Tétel szerint S < TF.

(17) = (i): R =Ty illetve @ = Tr valasztéssal teljesiilnek a 3.2.12 Tétel (i7)
pontjanak feltételei. Emiatt tehat T° C S. O

3.4. Pozitiv operator lehetséges kiterjesztései

Az alabbi fejezetben definidlni fogjuk pozitiv operator egy zéart altérre vett
tigynevezett lehetséges pozitiv 6nadjungalt kiterjesztését. A 3.2.6 Tételben
lattuk, hogy egy T operator pozitiv énadjungalt kiterjesztése pontosan akkor
letezik, ha a 3.10 Definicioban bevezetett D,[T] altér sird. Ebben a fe-
jezetben azt az esetet fogjuk vizsgalni, amikor a D,[T| = J feltétel nem
teljesiil.

Nyilvanval6, hogy ha dom T' C K zart linearis altér, P : 7 — K ortogonalis
projekcio, akkor a PT : K O dom T — ¢ leképezés pozitiv operator, ugya-
nis r € dom PT =dom T C K esetén

(PTx,x) = (Tx,Px) = (Txz,x) > 0.
Emiatt értelmes az alabbi definicio:

3.4.1. Definicid. Legyen 5 Hilbert-tér, T : dom T — 2 (nem feltétleniil
strin definidlt) pozitiv operdtor, dom T C K C S zdrt linedris altér, P :

H — K ortogondlis projekcio. Azt mondjuk, hogy a T:K>domT — K
operdtor eqy lehetséges pozitiv onadjungdlt kiterjesztése T-nek a K altérre,

ha
(i) dom T = K,
(ii) T D PT pozitiv énadjungdlt.

3.4.2. Tétel. Legyen ¢ Hilbert-tér, T : dom T — I pozitiv operdtor.
Legyen dom T' C K C J€ zdrt linedris altér, Q : 7 — K ortogondlis
projekcio. Ekkor ekvivalens:
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(i) T-nek létezik lehetséges pozitiv onadjungdlt kiterjesztése K-ra.

(17) Létezik o (QT)y Krein-von Neumann kiterjesztés.

)

)
(i) KN D,[T] =K.
(iv) Létezik olyan M C D,[T) linedris altér, hogy K = M.
Tovdbbd D.[QT] = D,[T] N K.

Bizonyitds. (i) < (ii): Alkalmazzuk a 3.2.6 Tételt a K Hilbert-térre és a
QT : K — K pozitiv operatorra.

(17) = (i11): Tegyiik fel, hogy QT-nek létezik a legkisebb pozitiv 6nadjungalt
kiterjesztése K-ra, azaz létezik (QT)y : K — K pozitiv 6nadjungalt. Ez az
3.2.6 Tétel értelmében azzal ekvivalens, hogy D.[QT] = K. Azonban itt:

<m,(QTz,z) (Vo € domT)} =
<m,(Tz,Qr) (VmEdomT}:
m,(Tx,z) (Vx € dom T) } D,[TINK,

D.[QT] = {z € K : |(QTx,2)[*
={z€eK:|(Tx, Qz)
={z€e K :|(Tz2)]* <

amivel K N D,[T] = K.

(13i) = (17): Az 3.2.6 Tétel szerint elegendd azt belatnunk, hogy D.[QT]| =
K. Ez pedig kévetkezik abbol, hogy D,[QT] = D.[T] N K.

(17i) = (v): M = DTN K

(iv) = (iii): K D DJTINK DM =K O

Megjegyezziik, hogy a fenti Tétel (i) feltétele miatt M = dom T illetve
M = D,[T] tetsz6leges T esetén olyan alterek, hogy létezik M-re lehetséges
pozitiv 6nadjungalt kiterjesztés.

A fenti tétel kovetkezményeként kapjuk az alabbi eredményt:

3.4.3. Kovetkezmény. A 3.4.2 Tétel (i)-(iv) feltételei barmelyikének tel-
jestlése mellett létezik a (QT)y : K — K Krein-von Neumann-kiterjesztés,
melyre

(a) dom (QT)y C DTN K.
(b) dom (QT)N* = D.[QT] = D,[T| N K.

Tovibbd D.[T] a legnagyobb olyan zdrt linedris altér, melyre T-nek létezik
lehetséges pozitiv dnadjungdlt kiterjesztése. O
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Legyen T : 3¢ — 2 pozitiv operator, K pedig olyan zart altér, melyre
létezik T-nek lehetséges pozitiv dnadjungalt kiterjesztése. Az alabbiakban
megvizsgaljuk (QT)y értelmezési tartomanyat, mag- illetve képterét. Ehhez
emlékeztetiink a kdvetkez6 definiciokra:

(CL) R[T] = {g S/ El(fn) C dom T, (T(fn - fm)vfn - fm) - 07
(Tfn - gann - g) - O}

(b) R*[T]:= {g e A NfedomT,|(g,f)]* < mg(Tf,Tf)}.

Lattuk a 3.2.10 Tételben, hogy ha létezik a T Krein-von Neumann kiter-
jesztése T-nek, akkor R[T] = ran (Tw)"/?. Ha pedig T siirtin definialt, akkor
a 3.1.12 Tétel szerint R*[T] = ran T™.

3.4.4. Kovetkezmény. Ha K DO dom T zdrt linedris altér, QQ : 7 — K
ortogondlis projekcio, akkor

(a,) R[QT} = {g € K: El(fn) C dom T, (T(fn - fm)7fn - fm) — 0,

() RQT)={g€ K :VfedomT|(g, f)I* <my(QTf,QTf)}.
Tovabbd R[QT)| 2 QR[T] illetve R*[QT] C R*[T.

Bizonyitds. Az (a') illetve (V') egyenlGség trividlisan kovetkezik abbol, hogy
dom T' C K. Ha g € R[T], akkor definici6 szerint létezik (f,) C dom T,

hogy
(T(fn - fm):fn - fm) —0, Tf,—g.

Ekkor pedig Qg € K-ra pedig (QT'f, — Qg, QT fn — Qg) — 0, vagyis Qg €
R[QT]. Ha g € R*|QT], akkor minden f € dom T-re

(g, /) < mg(QT £, QT f) < my(Tf,Tf),
azaz g € R*[T). O

A fenti Kovetkezménybdl illetve a 3.2.10 Tételbsl kapjuk a kdvetkezd ered-
ményt:

3.4.5. Allitas. Tegyiik fel, hogy T-nek létezik K -ra lehetséges pozitiv onad-
Jungadlt kiterjesztése.  Ekkor létezik a Krein-von Neumann kiterjesztés is,
melyre
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(i) ker (QT)y = (ran QT)* N K = (Q(ran T))* N K.

(ii) dom (QT)y =
— {g € DT)NK : 3h € RIQT),¥f € dom T, (Tf,g) = (f,h)}.

(t3i) ran (QT)ny = R[QT]| N R*[QT].
(iv) dom (QT)\? = D,[T| N K.
(v) ran (QT)N* = R[QT). O

Legyenek dom 7" C K C M C JZ zart linearis alterek, ) : 5 — K, P :
A — M ortogonalis projekciok. Tegyiik fel, hogy létezik (QT)y illetve
(PT)y (ez a fentiek értelmében ekvivalens azzal, hogy D.[T|NM = M il-
letve D,[T]N K = K). Az alabbiakban megvizsgaljuk, hogy mi a kapcsolat
e kettd kozott.

Lattuk, hogy létezik (PT)y* : M — M, melyre dom (PT)X* = D,[T| N M
illetve ran (PT)Jl\{2 = R[PT]. Vegyiik a Q(PT)%2 : M — K operatort. Ez
stirtin definialt, ugyanis dom Q(PT)%2 = dom (PT)]I\{2 C M siirti. Masrészt
lezarhato, ugyanis

dom (Q(PT)%Q)* = dom (PT)%QQ = dom (PT)}\?2 Nran Q) =
= (DTN M)NK = D,[T| N K.

Ekkor a 3.1.20 Tétel szerint létezik (Q(PT)N>)™*(Q(PT)X*)* : K — K po-
zitiv 6nadjungalt operétor.

3.4.6. Allitas. A (Q(PT)N*)*(Q(PT)X?)* operdtorra igazak az aldbbiak
(i) QT C (QPT)Y")™(Q(PT)y*)"
(ii) dom ((Q(PT)Y*)™(Q(PT)¥*))

Bizonyitds. Mivel (PT)Y?Q = (Q(PT)W) igy

(Q(PT)Y*)™(Q(PT)Y*)" = (QPT)N)™(PT)¥*Q > Q(PT)nQ =
= Q(PT)n|, D QPT =QT,

12 _

m (QT)y* = DTN K.

amivel (7)-t belattuk.

Jelolje A := (Q(PT)¥?)*, ekkor A*A = (Q(PT)¥*)*(Q(PT)N*)* az (i) al-
litds szerint pozitiv énadjungalt kiterjesztése QT-nek, igy a Krein-von Neu-
mann kiterjesztés definicija szerint

dom (A*A)"/2 C dom (QT)Y? = D,[QT] = D,[T| N K.
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Miésrészt szintén a 3.1.20 Tétel szerint dom (A*A)Y2 = dom A, amivel
dom (A*A)"? = dom (Q(PT)X?)* = dom (PT)’Q =
= dom (PT)Y*Nran Q = D,[T| N K,
amelybdl mar a (i7) egyenldség adodik. O
Legyenek tovabbra is K, M,Q, P olyanok, mint az el6z6 tételben. Vegyiik
a Q(PT)yQ : K — K pozitiv operatort. Nyilvanvald, hogy ez kiterjeszti
QT-t. A 3.4.2 Tételben megmutattuk, hogy Q(PT)y@-nak pontosan akkor

letezik lehetséges pozitiv nadjungélt kiterjesztése K-ra, ha D,[Q(PT)nQ)]
stiri K-ban. A fentiekben megmutattuk, hogy

Q(PT)nQ C (Q(PT)Y) ™ (Q(PT)N*)",

vagyis Q(PT)n@-nak van porzitiv 6nadjungalt kiterjesztése. Emiatt tehat
létezik a (Q(PT)NQ)N operator is. Megmutatjuk, hogy D,[QT]| = D,[PT|N
K C D,]Q(PT)nyQ)]. Legyen ugyanis z € D,[PT] N K. Ekkor tetszdleges
z € dom Q(PT)nQ =dom (PT)y N K vektorra

(Q(PT)nQz, 2)]* = |(PT)nx, 2)* = [(PT)y z, (PT) 2| <
< [(PT) ¥’ |P(PT)¥?2|* = m.((PT)nz,x) =
=m,(Q(PT)nQx, x).
1/2

Vagyis dom (QT)y* = D.[QT] C D.[Q(PT)xQ] = dom ((Q(PTx)Q)n)",

amibdl a Krein-von Neumann Kkiterjesztés definicidja szerint
dom ((Q(PTN)Q)N)1/2 = D,[T]N K = dom (QT)%2
kovetkezik.

Vizsgaljuk most meg a fent definialt operatorok képtereinek viszonyat. Lat-
tuk, hogy QT C (Q(PT)nQ)n, ezért a (QT)y Krein-von Neumann kiter-
jesztés definicidja szerint:

I@T)N*z|* < (QPT)NQ)Nz?  (Va € DTN K),
igy a 3.1.13 Kovetkezménybdl illetve az operatorok énadjungaltsdgabol
ran (QT)}\{2 C ran (Q(PT)NQ)%2

kivetkezik. Masfelsl Q(PT)nQ C (Q(PT)X*)*(Q(PT)Y?)*, emiatt pedig
a (Q(PT)nQ)n Krein-von Neumann kiterjesztés definicioja szerint minden
xz € D,T]N K esetén

HQPT)NQ) N z|)? < I((QPT)N*) ™ (Q(PT)N*)) x|,
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és ebbdl pedig szintén a 3.1.13 Koévetkezménnyel

ran (Q(PT)xQ)Y’ C ran ((Q(PT)N*) ™ (Q(PT)Y*))

Osszefiiggés adodik. Végiil foglaljuk Gssze az eddigi eredményeinket az alabbi
Tételben:

1/2

3.4.7. Tétel. Legyenek dom T' C K C M C € zdrt linedris alterek, Q) :
H — K, P : 7 — M ortogondlis projekcick. Tegyiik fel, hogy léteznek a
(QT)y illetve (PT) N operdtorok.

Ekkor léteznek a (QT)x, (Q(PT)nQ)y illetve (Q(PT)N*)™(Q(PT)N?)* ope-
rdatorok is, melyek lehetséges pozitiv onadjungadlt kiterjesztései T-nek, tovdbba

1/2

(i) dom (QT)N* = dom ((QPT)NQ)N) "™ =
= dom (@ < >1 U @QPTV)) = DTN K.
(i) ran (QT)X* C ran ((Q(PT)xQ)n)""” €
C ran ((Q(PT)1/2)**(Q( )1/2) )1/2
Il

Felmeriil a kérdés, hogy a fenti Tétel (ii) pontjaban a megfelels képterek kozé
mikor irhato egyenlGség. A kivetkezs Allitas ezzel foglakozik:

3.4.8. Allitas. Az el6z6 Tétel feltételeinek teljesilése mellett tegyiik még fel,
hogy a Q(PT)%2 : M — K operdtor zdrt. Ekkor

QUPT)NQ = (QPT)xQ)w = (Q(PT)Y) " (QPT)Y)",
tovdbbd ran (QT)N =ran (Q(PT)yQ)'? = Q(R[PT)).
Bizonyitds. Az el6z6 Tétel feltételei teljesiilnek, igy léteznek a (Q(PT)nQ)n
illetve a (Q(PT)%Z)**(Q(PT)%Q)* pozitiv énadjungélt operatorok. Méasrészt
(QUPT)*)™ = QIPT)Y, fay
(QIPT)*)*(Q(PT)N)" = QIPT)*(PT)*Q = Q(PT)xQ.

Tehat Q(PT)yQ pozitiv 6nadjungalt, igy Q(PT)nQ = (Q(PT)nQ) N, amivel
a Tétel els felét belattuk.

Vezessiik be az A .= Q(PT)}V/2 jeloleést, ezzel Q(PT)yQ = AA*. Felhasznélva
a 3.4.5 Allitast

ran (AA*)Y2 = ran A = ran Q(PT)}V/2 =
= Q (ran (PT){?) = Q (R[PT)).
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Itt pedig a 3.4.4 Kovetkezmény szerint

R[PT)={g € M :3(f,) Cdom T,(T(fn — fi), fn — fm) = 0, PT f — g}.

Ha g € R[PT], akkor Qg € K, illetve QT'f, = Q(PTf,) — Qg, vagyis
Qg € R[QT), azaz

ran (AA")Y? = Q(R[PT)) C R[QT) = ran (QT)}>.
A masik iranya tartalmazas az el6z6 Tétel (ii) pontjabol kovetkezik. O

A kovetkezSkben megvizsgéaljuk, hogy mi a helyzet, ha egy A : dom A — 57
korlatos operatorbol indulunk ki. Ismeretes, hogy ekkor A egyértelmiien
kiterjed a D := dom A zart altérre folytonos linearis operatorként. Emiatt a
tovabbiakban feltessziik, hogy D := dom A zart.

A 3.4.2 Tételben bizonyitottak szerint egy K C 7 zart altérre pontosan
akkor létezik A-nak lehetséges pozitiv 6nadjungalt (nem feltétleniil korlatos)
kiterjesztése, ha D,[A|N K stirtt K-ban. A kivetkez6 Tételben a D, [A] = 77
esetet vizsgaljuk meg.

3.4.9. Tétel. Legyen A : D — I korldtos operdtor. Ekkor az aldbbiak
ekvivalensek:

(i) D.JA] =27.
(17) Létezik Ae B(S2) pozitiv operdtor, hogy A C A.

) D
)

(i11) Létezik ma > 0 konstans, melyre ||Ax||? < ma(Az,x)  (Vz € D).
)

Tetszdleges D C K C J€. zdrt linedris altérre létezik A-nak lehetséges
korldtos pozitiv (onadjungdlt) kiterjesztése.

(1v

Tovabbd ha a fenti (i)-(iv) feltételek barmelyike teljesil, D C K C M C
zdrt linedris alterek, P : 7 — M, Q) : 7€ — K ortogondlis projekcidk, akkor
létezik a (QA)N korldtos pozitiv operdtor, tovibbd

(QA)N = QPANQ = (Q(PA )™ (Q(PA)) .

Specidlisan a 2.1.1 Tétel bizonyitdsdnak jeldléseivel

(QA)N = Joadoa = QJIAJ,Q.
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Bizonyitds. (i) = (i1): Ha D,[A] = S, akkor a kordbbiak szerint A-nak
letezik D.[A] = J-ra lehetséges pozitiv onadjungalt kiterjesztése. Azaz
I = Idy jeloléssel létezik A = [A C (IA)y = Ay @ H — I poritiv
onadjungalt operator. Lattuk, hogy dom A%Q = D,[A] = A, azaz AJIV/2
mindeniitt definialt zart operator (hiszen énadjungalt), ezért a zart graf tétel
szerint folytonos. Emiatt A C Ay = A%zA}V/Q € B(J), vagyis A= Ay
valasztas megfelel.

(ii) = (i): Tegyiik fel, hogy létezik A-nak A € B(J) korlatos pozitiv
kiterjesztése. Definicio szerint

D,[A]:={z € :|(Ax,2)|* < m.(Ax,z) (Va € D)} .

Legyen z € 7 tetszbleges, ekkor a Schwarz-egyenlGtlenség szerint tetszéleges
x € D esetén

(Az, 2)]* = |(Az, 2)|” < (Aw, 2)(Az, 2) = m.(Az, z),
ahol tehat m, = (Az, z). Bzzel z € D,[A], azaz D,[A] = 7.

(ii) < (iid): A 2.1.1 Tételben beldttuk.

(1) = (iv): Tegyiik fel, hogy D,[A] = . Legyen D C K C JZ tetszGleges
zart altér. A 3.4.2 Tétel szerint A-nak pontosan akkor létezik K-ra lehet-
séges pozitiv onadjungalt kiterjesztése, ha D JA]N K = # N K = K strd
K-ban, ez pedig trividlisan teljesiil. Legyen @ : 7 — K ortogonélis projek-
cio, ekkor az el6zdek szerint létezik a (QA)y : K — K pozitiv 6nadjungalt
operator. Az 3.4.5 Allitdsban lattuk, hogy dom (QA)%2 =D,AINK =K,
azaz (QA)%2 mindeniitt definialt zart operator, igy a zart graf tétel szerint
folytonos. Emiatt pedig (QA)y is az.

(iv) = (i): Tegyiik fel, hogy (iv) teljesiil, ekkor specidlisan K := J#-ra
is létezik A-nak lehetséges korlatos pozitiv 6nadjungalt kiterjesztése. Vagyis
letezik Ay == ([A)y @ H — . Ekkor létezik az A}f strin definialt
onadjungalt, igy zart operator is. Ez tehat korlatos, siirtin értelmezett, zart
operator, igy sziikségképpen mindeniitt definidlt. Ezért ¢ = dom A%z =
D.[A] N2, vagyis D.[A| = .

Tegyiik fel végiil, hogy a fenti (i)-(iv) feltételek barmelyike teljesiil. Legyenek
D C K C M C s zart linearis alterek, P : 5 — M, Q) : 5 — K orto-
gonalis projekciok. Ekkor tehat (iv) szerint léteznek a (QA)n, Q(PA)NQ il-
letve (Q(PA)%Q)**(Q(PA)%Z)* operatorok. Masrészt Q(PA)%2 € B(M,K)
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korlatos, specialisan zart operator, emiatt teljesiilnek a 3.4.8 Allitas feltételei,
ezért (Q(PAN™(Q(PAY?)* = Q(PA)NQ. Mivel a QA operatornak
letezik K-ra korlatos pozitiv kiterjesztése (hisz (QA)y ilyen), igy a 2.1.1
Tétel szerint létezik a JoaJhs < (QA)N operdtor. Masrészt definicio szerint
(QA)N = Jgadha is teljesiil. Ttt mindkét operdtor korlatos, igy kénnyen
lathato, hogy (QA)n = JgaJHa- Legyen tovabba x € K tetszéleges, ekkor a
2.1.2 Lemma (2.2) formulaja szerint

(QA) Nz, ) = (JoaHaz,z) =
= sup { (z, QAy) + (QAy,x) — (QAy,y) : y € dom QA} =
= sup {(z, Ay) + (Ay,z) — (Ay,y) :y € D} =
= (JaJyz,x) = (QJaJ3Qz, x),

vagyis (QA)y = QJaJ3Q. Ha most P : 7 — M ortogonalis projekcio,
akkor a fentiek szerint (PA)y = PJaJ4 P, emiatt tehat

QPA)NQ = Q(PJAT3P)Q = QJaT3Q = (QA)x.
UJ

Altalanos esetben egy korlatos pozitiv A operatorra még az sem teljesiil,
hogy D, [A] stiri altere .#-nak. A kovetkezd allitasban arra a kérdésre adunk
valaszt, hogy ilyenkor melyek azok az alterek, amelyekre létezik A-nak lehet-
séges korlatos pozitiv kiterjesztése.

3.4.10. Allitas. Legyen A : D — S korldtos pozitiv operdtor, D C K zdrt
altér. Ekkor ekvivalens:

(i) Létezik A-nak K-ra lehetséges korldtos pozitiv onadjungdlt kiterjesztése.
(11) K C D.[A].

Bizonyitds. (i) = (ii): Legyen @Q : 5 — K ortogondlis projekcio, ekkor
(i) szerint létezik (QA)ny € B(K) mindeniitt definidlt pozitiv énadjungalt.
Emiatt K = dom (QA)%2 = D.JA|N K, azaz K C D,[A].

(i1) = (1): Tegyiik fel, hogy K C D,[A], ekkor D,[A] N K = K, vagyis létezik
a (QA)y Krein-von Neumann kiterjesztés. Masrészt létezik a (QA)%2 onad-
jungélt operator is, melyre dom (QA)%2 = D.AINK = K. Azaz (QA)}V/2
mindeniitt definidlt zart operator, igy a zart graf tétel szerint folytonos. Mas-
részt B(K) > (QA)JI\P(QA)%Q = (QA)n, vagyis A-nak létezik K-ra lehet-
séges korlatos pozitiv (6nadjungélt) kiterjesztése. O
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