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1. fejezet

Bevezetés

Normélt térb6l normalt térbe képezd fiiggvények differencidlhatdsdga tobbféle értelemben
vizsgédlhatd; lehetnek példaul Fréchet-derivadlhaték vagy Gateaux-derivalhatok. Természete-
sen vetOdik fel a kérdés, hogy lehet-e ezen fogalmakat altaldnositani topologikus vektorterekre,
kommutativ topologikus csoportokra, esetleg altalanos topologikus csoportokra. Elegendd6-e
egy vektortéren a linedris topolégia, vagy egy csoporton a csoporttopoldgia ahhoz, hogy a deri-
valast6l megszokott tulajdonsdgokkal rendelkezé differencialds fogalmakat alkothassunk?

Az irodalomban t6bb alkalommal szerepel a Fréchet-derivalt ilyen médon térténd 4altalé-
nositdsa. A 2. fejezetben attekintem a topologikus csoportokra térténd altalanositasokat, és a
topologikus vektorterekre valé dltalanositasok koziil néhényat.

A 3. fejezetben definidlom a Fréchet-derivaltnak egy dltalanositasat teljesen altalanos topo-
logikus csoportok esetére. Ezen differencidlhatésdgnak megvizsgdlom néhany tulajdonségat,
majd pedig azt, hogy milyen tovabbi tulajdonsdgai vannak a kommutativ topologikus csopor-
tok és a topologikus vektorterek specialis esetében. Ezek segitségével megvizsgalom, hogy ho-
gyan viszonyul a 2. fejezetben ismertetett definicikhoz. Végiil megvizsgdlom, hogy ezen diffe-
rencidlhat6sédg Lie-csoportok esetén hogyan viszonyul a Lie-csoportok differencidlhaté sokasag
mivoltdbdl kovetkezd derivalthoz.

Az [1] jegyzetben megtaldlhato fogalmakat és allitdsokat ismertnek tételezem fel, azokat ma-
gyardzat és kiilon hivatkozas nélkiil alkalmazom. A dolgozatban, ahol csak lehetséges, igyek-
szem ezen jegyzet jeloléseit kdvetni.






2. fejezet

Differencialas topologikus vektorterekben
és topologikus csoportokban

2.1. Differencialas topologikus vektorterekben

Az irodalomban topologikus vektorterekkel kapcsolatos differencidlhatésdgot el6szor Michal
definialt a [2] cikkében:

1. definicié. Legyenek E és F topologikus vektorterek, és f: E — F. Az [ fiiggvény
M-differencidlhaté az x € D(f) pontban, ha teljesiilnek a kovetkezd feltételek:

1. létezik olyan ue £ (E, F),
2. létezik olyane: E x E — F, melyre

(a) minden h € E eseténe(0g, h) =0p,

(b) minden h;-re a Og valamely kérnyezetébdl, minden hy € E és minden A > 0 esetén
€(hl)ﬂ/h2) = A/E(hl) h2);

(¢) € folytonos {Og} x E-n,
3. minden h-ra aOg valamely kirnyezetébdl

fx+h) - f(x)—u(h)=€e(h,h). (2.1)

Az M-differencidlhat6sdg tulajdonsiagai kozé tartozik, hogy ha egy filiggvény M-
differencidlhat6 egy pontban, akkor ott Gateaux-differencidlhaté és folytonos is, ha F
szeparélt, akkor az u derivalt egyértemd, tovabba két M-differencidlhat¢ fiiggvény kompozici-
Oja is M-differencialhat6, és a kompozicio-fiiggvény derivdltja a derivéaltak kompozici6ja lesz.
Ezen feliil az is igaz, hogy ha E és F véges dimenzids vektorterek, akkor egy fliggvény pontosan
akkor M-differencidlhaté egy pontban, ha ott Fréchet-differencidlhat6. Végtelen dimenzi6s
normadlt terek esetében a Fréchet-differencidlhat6sagboél kovetkezik az M-differencidlhatésag,
a forditott irdny azonban nem feltétlentil igaz, amint azt a [3] cikkben taldlhat6é példa mutatja:
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8 2. FEJEZET. DIFFERENCIALAS TOP. VEKTORTEREKBEN ES CSOPORTOKBAN

2. példa. Legyen E = R™ = {x = (x1,x2,...) | [x; # 0] véges }, F = {xe RN | SUpP ey %0l < 00} 2 E,
és mindkettén a norma legyen | x|| = sup,,cn | Xnl. Legyenaz f: E— F az

fx) = (hx), fa(0),...), Jn(x) = (2.2)

Vn+nd2x?
Osszefiiggéssel adott. Beldthato, hogy f M-differencidlhat6 a 0r pontban, a derivéltja u =0, és

vihykn

hyk)n = -
el K 1+nh?

(2.3)

teljesiti az 1. definici6 feltételeit. f azonban nem Fréchet-differencidlhat6, legyen ugyanis
h™ e E,

1
'™ =10,0,..., 0 ,—, 0 ) 2.4
T (2.4)
1. 2. (m-1). m. (m+1).
Ekkor )
Jim | = ngli{l)o\/—m =0, (2.5)
viszont 5
Je(r, mm)) 1 V(] ,
||h(m)|| - v (2.6)
v 1eme ()

tehdt f valéban nem Fréchet-differencidlhato.

Hyers a [4] cikkében definidl egy differencidlhatdsdgot, az F-differencidlhat6sag fogalmat.
Ezt pszeudo-normak segitségével adja meg, ezért el6szor [3,5] alapjan megvizsgaljuk, hogy mi-
ként lehet linedris topologiét pszeudo-normaval ill. pszeudo-félnorméval megadni.

3. definicié. Egy {pi} ;1 Tendszert az E vektortér feletti pszeudo-normdnak neveziink, ha I egy
felfelé irdnyitott rendszer, minden i € I esetén p;: E — R, és teljesiilnek a kdvetkezé tulajdonsd-
gok:

(1) Minden x € E és minden i € I esetén p;(x) = 0; ha valamely x € E -re minden i € I esetén
pi(x) =0, akkor x = 0.

(2) Minden a € K, minden i € I és minden x € E esetén p;(ax) = |al- p;(x).

(3) Minden i € I -hez létezik olyan j € I, hogy minden x,y € E esetén p;(x+y) < p;j(x)+p;(y).

(4)Hai,jelésiz= j, akkor minden x € E esetén p;(x) = p(x).

Ha nem csak szepardlt topologikus vektorterekkel kivinunk foglalkozni, akkor érdemes a
pszeudo-norméhoz hasonléan a pszeudo-félnorma fogalmat is bevezetni:

4. definici6. Egy { p,-}l. ¢ Tendszert az E vektortér feletti pszeudo-félnormdnak neveziink, ha I
egy felfelé irdnyitott rendszer, minden i € I esetén p;: E — R, és teljesiilnek a kovetkezd tulajdon-
sagok:

(1) Minden x € E és minden i € I esetén p;(x) = 0.

(2) Minden a € K, minden i € I és minden x € E esetén p;(ax) = |al- p;(x).

(3) Minden i € I -hez létezik olyan j € I, hogy minden x,y € E esetén p;(x+y) < p;j(x)+p;(y).

(4)Hai,jelésiz= j, akkor minden x € E esetén p;(x) = pj(x).
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5. allitds. Legyen E vektortér és{p;},., pszeudo-félnorma az E-n.

(i) Ekkor
#={|pi<e]|icre>0} 2.7)

olyan rdcs, amely teljesiti az (EVy), (EVry) és (EVrry) tulajdonsdgokat, azaz egyértelmiien
létezik olyan I linedris topoldgia E-n, hogy 9 a I szerint kornyezetbdzisa 0-nak.

(i) AT linedris topoldgia pontosan akkor szepardlt, ha {p;} .., pszeudo-norma.

iel
Bizonyitds. (i) Eloszor belatjuk, hogy 98 racs. Legyen U,V € 8. Ekkor létezik olyan i,j € I
és €,6 >0, hogy U = [p; <e| és V = [pj <6]. I felfelé iranyitott, igy 1étezik k € I, hogy k = i
és k = j. Ekkor a pszeudo-félnorma (4) tulajdonsaga miatt py = p; és py = pj. Legyen W =
[pr <minf{e,8}] € B. Ekkor ugyanis W = [py <minfe,8}| < [pr<e] S [pi<e] =Ués W =
[px <minfe,8}] < [pr < 8| = [pj<b] =V, tehat W cU NV, igy 9B rdcs.

(EV)): Legyen V € 98. Ekkor létezik i € I és € > 0, hogy V = [p; <¢|. V kiegyensulyozott,
ugyanis ha xe Vés A ek, [A] =1, akkor x € V < p;(x) < e = || - pi(x) < € < pi(Ax) <
€ < Ax e V. Legyen x € E tetsz6leges. Mivel V kiegyenstlyozott, igy V pontosan akkor nyeli
el x-et, ha létezik @ > 0, hogy x € aV. Ha p;(x) = 0, akkor p;(x) < ¢, tehat x € V. Ha p;(x) > 0,
akkor p;(x) < ZPTM <€, vagyis x € ZPTM - V. Tehét V elnyeld.

(EVip): Legyen V € 9B és A € K\ {0}. V-hez létezik i € I és € >0, hogy V = [p; <¢|. Legyen
W= [pi<ﬁ] € B. Ekkor x e W <= p;(x) < ;j <= pi(Ax) <e <= Ax e V, vagyis W = 1.V,
tehat Wc A-V.

(EVrrn): Legyen V € 8. Ekkor létezik i € I és € > 0, hogy V = [pi < 8]. A pszeudo-félnorma
(3) tulajdonsédga miatt 1étezik j € I, hogy minden x, y € E esetén p;(x+y) < p;j(x)+p;(y). Legyen
W = [pj < g] € %. Ha ze W+ W, akkor létezik x,y € W, hogy z = x + y. Ekkor p;(x) < % és
pj(y) <5.Tehat p;(2) = pi(x+y) < pj(x) +p;j(y) <5+5=¢,vagyisze V.IgyW+Wc V.

(ii) Tételezziik fel, hogy {p;},.; pszeudo-norma. Legyen x € E\ {0} tetszéleges. A pszeudo-
norma (1) tulajdonsaga alapjan x-hez létezik i € I, hogy p;(x) > 0. Legyen V = [p; < p;(x)] € %,
ekkor x ¢ V. fgy minden x € E\ {0} -hez létezik V € %8, hogy x ¢ V, tehat a 9 linedris topoldgia
Tp tulajdonsagu, tehat szeparalt is.

Tételezziik most fel, hogy a 9 linedris topolégia szeparélt. Ekkor a 0 28 kornyezetbézisara

fenndll, hogy () V = {0}, vagyis {0} = ([ [pi<e] =) [pi=0]. Igy ha valamely x € E -re
Ve iele>0 iel
pi(x) =0 minden i € I esetén, akkor x = 0, tehét a { pi} iel pszeudo-félnorma pszeudo-norma.

O

Ha egy vektortéren adott egy pszeudo-félnorma, akkor az el¢z6 4llitdsban szereplé I topo-
l6giat nevezziik a pszeudo-félnorma dltal meghatérozott linedris topolégidnak.

6. allitas. Legyen E egy topologikus vektortér, B a 0-nak egy kiegyenstilyozott halmazokbdl dllé
kornyezetbdzisa, tovdbbd vegyilik B-naz U <V <= V < U természetes rendezést, és jelolje py az
U kirnyezet Minkowski-funkciondljdt. Ekkor {py} Ues €8y pszeudo-félnorma E-n.

Bizonyitds. Mivel 98 kornyezetbazis, igy ha U,V € 98, akkor létezik W € 8, hogy W< UNV,
vagyis W = U és W =V, tehat 28 egy folfelé irdnyitott rendszer.

s s,

esetén py(x) = 0.
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(2): Legyenek U € 48, x € E és a € K \ {0} tetszOlegesek. Ekkor U kiegyensulyozottsdga miatt

A
PU(ax):inf{/1>0|axexl-U}:inf{7L>0 xem-U}:
) A A
=la|-inf{—>0|{xe—-U;=lal -pyx). (2.8)
|l ||

(3): Legyen U € & tetsz6leges. Ekkor létezik V € 98, hogy V+V < U. Legyenek x,y € E
tetszOlegesek. Haa € {A>0|xeA-V}ésfe{1>0|yeA-V}, akkor £ eV és % e V,igy

B
xX+y X a y B
== + < . eEV+VcU, 2.9)
a+p a a+f B a+p
M~ e~ N N —
ev <1 eV <1

vagyis a+ € {1>0|x+yeA-U}. Tehdtmindena € {1 >0|xe AV} és minden € {1 >
0| y€A-V}esetén
pulx+y)=inf{d>0|x+yel-U}<a+p, (2.10)

igy a jobb oldalon infimumokat véve is fenndll, hogy
pulx+y) <inf{d>0|xeA-V}+inf{d>0|ye -V} = py(x)+ pv(y). (2.11)

(4): Legyenek U,V € %8 olyanok, hogy U = V, vagyis U V. Haa € {1 >0|x€e A-U},
akkor £ e Uc V, tehdt a € {1 > 0| x € A-V}, igy py(x) =inf{A > 0| x € A- V} < a. Tehat
minden a € {1 >0 | x € A- U} esetén py(x) < a, igy a jobb oldalon infimumot véve is fenndll az
egyenldtlenség,

pv(x) <inf{A>0|x€A-U} = py(x). (2.12)

Tehat {py} .4 valoban egy pszeudo-félnorma E-n. O

7. allitas. Legyen E vektortér ésrajtad linedris topologia, tovdbbd legyen 9 a0-nak egy kiegyen-
stilyozott halmazokbdl dllé, a I~ topoldgia szerinti kirnyezetbdzisa. Ekkor a {py} Ueq PSzeudo-
félnorma dltal meghatdrozott ' linedris topologia megegyezik I -vel.

Bizonyitds. 98’ = { [pu < €] ’ UeB,e> O} a 0-nak egy a ' topoldgia szerinti kbrnyezetbazisat
alkotja.

Ha U € 8, akkor V = [py < %] € %' olyan, hogy V < U. Ha V € %', akkor létezik U € % és
€ >0, hogy V = [py <e]. Ekkor §-U < [py <¢] = V, és mivel § - U is kornyezete a 0-nak a I~
topolégia szerint, ezért létezik W € 8, hogy W £-Uc V.

Tehat minden U € 98 -hoz létezik V € 98', melyre V < U, és minden V € %’ -hez létezik
W e B, melyre WV, tehat I =T, O

A [4] cikkben Hyers a kovetkez6képpen definidlja az F-differencidlhat6sag fogalmat. (Hyers
csak szepardlt topologikus vektorterek esetére definidlta a differencidlhat6sagot, igy a defini-
cidjadban pszeudo-normdk szerepelnek. A definiciét azonban kdonnyen altaldnosithatjuk nem
feltétleniil szeparalt topologikus vektorterek esetére is, ha pszeudo-félnormékat is megenge-
diink.)
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8. definicié. Legyenek E és F topologikus vektorterek, melyeken a topoldgidt rendre a {p;}, ; és

{ai} jej Pszeudo-félnormdk adjdk. Az f: E — F fiiggvény F-differencidlhat6 az x D(f) pont-
ban, ha létezik u e £ (E, F), hogy minden j € ] -hez létezik olyan i € I, melyre minden € > 0 -hoz
létezik 6 > 0, hogy ha p;(h) <6, akkor

qgi (fx+h) - f)—uh) <e-p;i(h. (2.13)

Az F-differencidlhat6sdg tulajdonsdgai kozé tartozik, hogy ha egy fiiggvény F-
differencidlhat6é egy pontban, akkor ott M-differencialhato is, tehat Gateaux-differencidlhat6
és folytonos is. Ha F szepardlt, akkor az u derivélt egyértemti, tovdbba két F-differencidlhat6
figgvény kompozicidja is F-differencidlhatd, és a kompozicio-fiiggvény derivéltja a derivaltak
kompoziciodja lesz. Ezen feliil az is igaz, hogy ha E és F normalt terek, akkor egy fiiggvény
pontosan akkor F-differencidlhat6 egy pontban, ha ott Fréchet-differencidlhat6. Emiatt a 2.
példat figyelembe véve lathatd, hogy egy fiiggvény M-differencidlhat6sagabdl altaldban nem
kovetkezik az F-differencidlhat6sdga.

Michal a [6] cikkében kommutativ topologikus csoportokkal kapcsolatosan bevezette az M-
differencidlhat6sdg fogalmadnak egy moédositott valtozatat, az M’-differencidlhatoségot. A defi-
niciot topologikus vektorterek esetére az 1. definiciobdl a 2(d) pont hozzdaddsaval kaphatjuk:

9. definicié. Legyenek E és F topologikus vektorterek, és f: E — F. Az f fiiggvény
M’-differencidlhaté az x e D(f) pontban, ha teljesiilnek a kdvetkezé feltételek:

1. létezik olyan u € £ (E, F),
2. létezik olyane: E x E — F, melyre

(a) minden h € E eseténe(0g, h) =0p,

(b) minden h;-re a Og valamely kérnyezetébdl, minden hy € E és minden A > 0 esetén
€(hy1, Ahy) = Ae(hy, hy),

(c) € folytonos{0g} x E-n,

(d) létezik olyan W € JE(0g) kérnyezet, hogy minden V € 9 (0F) -hez van olyan U €
TE0g) , hogye(UxW)c V.

3. minden h-ra aOg valamely kirnyezetébdl

fx+h)—f(x)—u(h)=¢e(h,h). (2.14)

Az M’-differencalhatésdgra is igaz, hogy ha egy fiiggvény M’-differencidlhat6 egy pontban,
akkor ott M-differencidlhato is, tehat Gateaux-differencialhato és folytonos is. Ha F szepardlt,
akkor az u derivélt egyértemt, tovabba két M’-differencidlhat6 fiiggvény kompozicioja is M’-
differencialhatd, és a kompozicio-fliggvény derivéltja a derivdltak kompozicidja lesz. Ezen feliil
azisigaz, hogy ha E és F normalt terek, akkor egy fiiggvény pontosan akkor M’-differencialhat6
egy pontban, ha ott Fréchet-differencidlhaté. Altaldnos topologikus terek esetében az M’-
differencidlhat6sagbdl kovetkezik az F-differencidlhat6ség, a forditott irdny azonban nem fel-
tétleniil igaz, amint azt a kovetkez6, a [4] cikkben taldlhaté példahoz hasonl6 példa mutatja:
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10. példa. Legyen E = RN, és minden d € N esetén legyen p;: E — R;, pa(x) := maxj<j<q|x;l.
Ekkor {p,} Jen €8Y pszeudo-normat ad E-n, amely altal meghatarozott topologia megegyezik a
szorzat-topolégidval. Legyen az f: E — E az

fx) = (Hx), f2(0,...), fa(x) =x2 (2.15)
Osszefiiggéssel adott. Rogzitslink egy tetszdleges x € E pontot, ekkor
u: E—E, (u(h), :=2x,hy (2.16)
egy folytonos linedris leképezés, és
(fx+h) = fx)—uh), = hi. 2.17)

f E-differencidlhat6, ugyanis ha e € N tetszéleges, akkor legyen d = e. Ha € > 0 tetszdlleges,
akkor legyen 6 = €. Ekkor ha p;(h) < 0, azaz max,<;<¢4|h;| < 8, akkor

pe(f(x+h) = f(x)—uh) = pa(f(x+h) - f(x)—ulh) = f?ii’é“f(“ h) - f(x) - u(h),| =

= max |h?| <& max || =6-pa(h) =¢-pa(h). (2.18)
1<i=<d 1<i=d

Vagyis tetszéleges e € N -hez taldltunk olyan d € N -t, hogy minden ¢ > 0 -hoz 1étezik § > 0, hogy

ha pa(h) <8, akkor pe(f(x+h) — f(x) — u(h)) <e- pa(h), tehat f valoban F-differencidlhato.
Megmutatjuk, hogy f semmilyen x € E pontban nem M’-differencidlhat6. Ha W € 95 (0g)

tetszdleges, akkor létezik d € N és € > 0, hogy [p4 < €] = W, mivel az ilyen alaki halmazok 0p-

nek egy kornyezetbazisét alkotjak. Legyen V = [pg11 < 1| € I£(0g). Ha U € I5(0p) tetszbleges,

akkor létezik e € N és § > 0, hogy [p. < §] < U. Legyen

h=(0,0,...,0, 2, 0 ,.)eUnW. (2.19)
1. 2. d. (d+1). (d+2).
Ekkor )
e(h,h):f(x+h)—f(x)—u(h):(0,0,...,0,(g) 0 ) (2.20)
1. 2. d. (d+1). (d+2).

és a 9. definici6 2(b) tulajdonsdga miatt

2
e(h,Ah) =A-e(h,h) =(0,0,...,0,A(3), 0 ,...) (2.21)
1. 2. d. (d+1). (d+2).

TetszOleges A € R esetén Ah € W, igy tetszbéleges A € R esetén (h,Ah) € U x W, viszont ha 1 > (%,

akkor € (h,Ah) ¢ [pa+1 < 1| = V. Igy tehat nem létezik olyan W € JE(0p), melyre a 9. definicié
2(d) tulajdonsaga teljesiilne, igy f valoban nem M’-differencidlhato.

2.2. Differencialas topologikus csoportokban

A Fréchet-derivalt altaldnositdsaként topologikus csoportokkal kapcsolatos differencidlhat6-
sag fogalmat szintén Michal definidlt el6szor a [6, 7] cikkekben. A 9. definicibban megadott
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M'’-differencidlhat6sdg fogalmat — azzal a médositdssal, hogy a derivalt egy folytonos csoport-
homomorfizmus, és a 2(b) pontban A csak természetes szam lehet — olyan kommutativ topo-
logikus csoportok esetén értelmezte, amelyekre igaz a kovetkezd tulajdonsdg: tetszdéleges x
csoportelem és az egységelem tetszbéleges U kornyezete esetén létezik olyan n € N és y € U,
hogy x = ny. Ez utébbi tulajdonsdg megkovetelése a derivélt egyértelmiiségének bizonyitdsa-
hoz sziikséges. A derivélt egyértelmtiiségén feliil ezen differencidlhat6sdg fogalom rendelkezik
azzal a tulajdonsaggal, hogy egy differencialhato fiiggvény folytonos is, tovabba differencidlha-
to fiiggvények kompoziciéja differencidlhatd, és a kompozicié derivaltja egyenld a derivaltak

A Michal éltal bevezetett differencidlhatésag fogalmét Millsaps a [8, 9] cikkeiben kiterjesz-
tette nem kommutativ topologikus csoportokra is oly médon, hogy a derivalt néla a kiindul6 tér
centrumdroél az érkezési térbe képez6 folytonos homomorfizmus.

Reid a [10] cikkében kidolgozta a kompakt csoportok és a lokdlisan kompakt kommutativ
csoportok feletti disztribuciéelméletet. Ennek sordn definidlta az ilyen tipust csoportok Lie-
algebrdjat, amelynek segitségével értelmezett a Gateaux-derivalt dltaldnositasaként tekinthetd
irdinymenti derivaltakat.






3. fejezet

A Fréchet-derivalt altalanositasa
topologikus csoportokra

Ebben a fejezetben definidlunk egy altaldnos topologikus csoportokkal kapcsolatos differenci-
alhat6sag fogalmat. Az dltaldnos vizsgélat utan tekintjiik azokat a specidlis eseteket, amikor az
indulési és az érkezési terek kommutativ topologikus csoportok, majd valds topologikus vektor-
terek. Ezek utdn megnézziik, hogy mi a kapcsolat az igy kapott differencidlhat6sédg és a korab-
ban madr ismert differencidlhatosag fogalmak kozott, majd megvizsgdljuk azt a specidlis esetet,
amikor a sz6ban forg6 csoportok Lie-csoportok.

3.1. Altal4anos topologikus csoportok

11. definicié. Legyenek G és H topologikus csoportok. Az w: G — H fiiggvény kisordé, ha
e €D(w), és minden V € Ty(ey) -hez van olyan U € F;(eg) és N: N — N, melyekre U < D(w),
lim,—c Nl(ln) = +00, és ha valamely n € N -re h € U olyan, hogy minden 1 < j < n esetén h’/ € U,
akkor minden 1l < k < N(n) esetén w(h)k eV.

12. megjegyzések.

(@) A 11. definiciéval ekvivalens definiciét kapunk, ha N-r6l azt is megkoveteljiik, hogy
monoton novo legyen. Ugyanis ha N megfelel a 11. definiciéban szerepl6 feltételeknek,
akkor legyen N'(n) := inf,,>, N(m) = min,;>, N(m). Ekkor N’ monoton né6v6, N’ < N és
lim;, .o @ = +oo, tehat N’ val6ban megfelel a 11. definiciéban szerepld feltételeknek.

(b) Egy kisord¢ fiiggvény folytonos eg-ben.

(c) Ha G és H tetszOleges topologikus csoportok, akkor a D(w) € g(eg), w(h) := ey fligg-
vény kisord6.

(d) Haa G topologikus csoport diszkrét, akkor tetszdleges olyan w: G — H fliggvény kisor-
do, amelyre w(eg) = ey, ugyanis ekkor az U = {eg} minden V € Iy (ey) -hez j6 valasztas.

Léteznek azonban olyan nem diszkrét topologikus csoportok is, amelyeknél a 11. definici6-
ban megadott kisordé tulajdonsdg nem erésebb kévetelmény az e-beli folytonossagnal:

13. példa. Legyen G egy véges diszkrét csoport, I egy végtelen indexhalmaz, és legyen H := G' a
szorzat-topolégiaval ellatva. Ekkor ha f: H — H olyan, hogy ey € D(f), f folytonos ey-ban és

15
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f(eq) = ey, akkor f kisord6. Legyen ugyanis

B = { M w (teh ‘ J < I véges } (3.1)
ie]

ahol u;: H — G jeloli a kanonikus projekciot. 28 egy olyan kdrnyezetbazisat adja ey-nak, hogy

minden U € 28 -ra igaz, hogy ha h € U, akkor minden n € Z esetén h" € U. Ha V € Jy(ep)

tetszbleges, akkor létezik V' € &, melyre V' < V. f ey-beli folytonossaga miatt létezik U € %,

hogy U < D(f) és f(U) < V'. Ekkor ha h € U, akkor f(h) € V', és igy tetszbleges k € N esetén

f(* e V' cV, tehat f kisordo.

14. definicié. Legyenek G és H topologikus csoportok, f: G— H és x eD(f).

» [ jobbrol differencidlhaté az x pontban, ha létezik olyan ®r: G — H folytonos lokdlis
csoporthomomorfizmus, hogy a

h— Or(h)~! f(0)7" f(xh) (3.2)
fiiggvény kisordo. Ekkor ®p jobboldali derivdltja f -nek x-ben.

* f balrdl differencidlhaté az x pontban, ha létezik olyan ®1: G — H folytonos lokdlis cso-
porthomomorfizmus, hogy a

h— f(hx) f(x)" ()~ (3.3)

fiiggvény kisordo. Ekkor ®; baloldali derivdltja f -nek x-ben.

15. allitas. Legyenek G és H topologikus csoportok, f: G — H és x €D(f). Ha f jobbrol vagy
balrol differencidlhaté x-ben, akkor folytonos is x-ben.

Bizonyitds. Elegendd azt az esetet beldtni, amikor f jobbrdl differencidlhat6, az allit4s a bal-
oldali differencidlhat6sdgbdl hasonléan kovetkezik. Legyen tehéat f jobbrdl differencidlhat6 x-
ben, @5 egy jobboldali derivéltja, és w(h) = Pr(h)~! f(x)~! f(xh). A

h— f(xh) = f(x)Pr(Ww(h), heDw) (3.4)

fliggvény harom olyan fiiggvény szorzata, amelyek mindegyike folytonos eg-ben, igy f folyto-
nos x-ben. O

16. megjegyzések.

(@) Ha G diszkrét, akkor az f: G — H fiiggvény D(f) minden pontjdban mindkét oldalrol
differencidlhat6, és D(®) = {eg}, ®(eg) := ey jobb- és baloldali derivéltja is lesz.

(b) Ha G és H kommutativ topologikus csoportok, akkor egy f: G — H fiiggvény pon-
tosan akkor differencidlhat6 jobbrol az értelmezési tartomanyédnak egy bels6 pontjéban,
ha ott balrdl is differencidlhat6, és ekkor a jobboldali derivaltak halmaza megegyezik a
baloldali derivéltak halmazaval.

(c) Egy folytonos csoporthomomorfizmus minden pontban differencidlhat6, és jobb- és
baloldali derivaltja is 5nmaganak.
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(d) Legyenek G és H topologikus csoportok, f: G — H jobbrdl (balrél) differencidlhat6 az

x €D(f) pontban, és ®p(;) jobboldali (baloldali) derivéltja f-nek x-ben. Ha U € J;(eg)
olyan, hogy U < D(®p(1,), akkor ®g(z) | y is jobboldali (baloldali) derivaltja f-nek x-ben.

Jogos elvardsnak tinhet a differencidlhatésag folgalmaval szemben, hogy egy fliggvény dif-
ferencidlhat6sdga lokdlis tulajdonsag legyen, és azt ne befolydsolja a csoportok globdlis szer-
kezete. Amint azt a kovetkezd példa is mutatja, nem minden folytonos lokdlis csoporthomo-
morfizmus egészithet6 ki az egész csoportra folytonos csoporthomomorfizmussd, ezért a 14.
definicibban meg kellett engedni, hogy a derivélt nem feltétleniil az egész csoporton, hanem az
egységelem egy kornyezetén értelmezett lokdlis csoporthomomorfizmus legyen.

17. példa. Legyenek G és H ivszerlien 0sszefiiggd topologikus csoportok, éslegyen f: G — H az
a fedéleképezés, amely egyben csoporthomomorfizmus is. Ekkor f-nek létezik olyan f leszii-
kitése, hogy f: G — H egy olyan folytonos injektiv lokélis csoporthomomorfizmus, amelynek
inverze f~': H — G szintén egy folytonos lokalis csoporthomomorfizmus. Ha azonban a fedés
rétegszama egynél nagyobb, akkor f~! nem terjesztheté ki H — G folytonos csoporthomomor-
fizmussa.

A 16(d) megjegyzés mutatja, hogy a derivélt nem egyértelmu, egy derivalt megfeleld leszii-
kitése is derivalt. Ezért érdemes megfogalmazni, hogy mikor tekintjiik a derivaltakat egymads-
tol nem lényegesen kiillonb6zének. Azt mondhatjuk példdul, hogy a derivélt 1ényegében egy-
értelmq, ha tetszdleges két derivaltat kivalasztva létezik az egységelemnek olyan kornyezete,
amelyen ezen két derivalt megegyezik. A kovetkez6 példa olyan esetre mutat példat, amikor a
derivélt nem lényegében egyértelmi.

18. példa. Legyen G egy véges diszkrét csoport, I egy végtelen indexhalmaz, és legyen H := G!

a szorzat-topologidval ellatva. Ha f: H — H folytonos valamely x e D(f) pontban, akkor ott
mindkét oldalrdl differencidlhat6, és minden ®: H — H folytonos lokdlis csoporthomomorfiz-
mus jobb- és baloldali derivaltja is lesz. Ugyanis

wgr(h)
wr(h)

oM f0) T fxh),  he[x'-D(H]ND@) és (3.5)
fho) fooem™,  he[Df) x| nD@) (3.6)

olyanok, hogy ey €D(wg), ey €D(w1), wr és wy folytonosak ey-ban és wr(ey) = wr(ey) = ey,
tehat a 13. példa alapjan kisordok. Igy tehat a

®;(h)
D, (h)

h, heH és 3.7)
ey, he H (3.8)

mindegyike bal- és jobboldali derivaltja f-nek az x-ben, azonban [®; = ®,] = {ey} ¢ Ty(en),
tehdat a derivélt nem lényegében egyértelm.

Ha a bal- ill. jobboldali derivélt 1ényegében egyértelm (péld4ul Lie-csoportok esetében, 1d.
3.6. szakasz), nem kommutativ csoportok esetében akkor is el6fordulhat, hogy a jobboldali és a
baloldali derivalt egymdstél kiillonb6z6:

19. példa. Legyen G tetszdleges topologikus csoport, g, k € G rogzitett csoportelemek, és legyen
D(f) =G, f(x) = gxk!. Ekkor f mindkét oldalrél differencidlhaté minden x € G pontban, és
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®g(h) := khk™! jobboldali derivaltja, ®; (h) := ghg ™! baloldali derivéltja lesz. Ugyanis
wp(h) = 0r() " ()" fxh) = (khk™) ™ (gxk™) ™" (gxhk™") =
= (kh'k7Y) (kx7'g™Y) (gxhk ™) = e, (3.9)
és

wL(h) = f(hx) f) T @ ()" = (ghxk™) (gxk™) " (ghg™) ' =
= (ghxk™) (kx'g!) (gh™'g™) =ec. (3.10)

3.2. Ajobb- és a baloldali differencidlhat6sag kapcsolata

20. lemma. Legyenek F, G, H és K topologikus csoportok, f: G — H olyan fiiggvény, melyre

eg €D(f) és f(eg) = ey, tovdbbd ¥: F — G és Z: H — K folytonos csoporthomomorfizmusok.
Ha | jobbrdl differencidlhato eg-ben és ®r jobboldali derivdltja, akkor g := Zo f oW is jobbrol
differencidlhaté ep-ben ésT'p := Zo ®g oWV jobboldali derivdltja lesz.

Bizonyitds. f jobbrél differencidlhaté eg-ben, igy

wgr(h) :=®r(h) 7" fleg) ™ flegh) = Pr(W)~' f(h) (3.11)

kisord6. Legyen

pr() =Tr(D) " gler) ™  gler) =2 (@YD) E(f(W(er)) ' Z(FO¥W)) =
=E(Qr(YD) ' FOP (D)) =E(wr(P (D). (3.12)

-1
Legyen V € Jk(ek) tetszoleges. E folytonos, igy = (V) € Iy(ey). Mivel wpg kisordd, igy

N _
n

-1
= (V)-hez léteznek olyan W € J(eg) és N: N — N, melyekre W < D(wpg), lim,,— = +00,

és ha valamely n € N -re h € W olyan, hogy minden 1 < j < n esetén h/ € W, akkor minden

-1 -1
1 <k < N(n) esetén a)R(h)k €= (V). Mivel ¥ folytonos, igy ¥ (W) € Jr(er). Legyen tehat
-1 .
U :=¥ (W). Ekkor ha ] € U olyan, hogy minden 1 < j < nesetén I’ € U, akkor minden1 < j<n
) , -1
esetén W (1) =¥ (I/) € W, igy ekkor minden 1 < k < N(n) esetén wr(P()* e= (V), tehat min-
den 1 < k< N(n) esetén pg(Df = Z(wr(Y (D)) = Z(wr(¥ (1)) € V. A V-hez vélasztott U és N

tehdt megfelel a 11. definici6ban szerepl6 feltételeknek, emiatt pup valéban kisordé, igy g jobb-
r6l differencidlhat6 er-ben és I'r jobboldali derivaltja. O

21.lemma. Legyenek G és H topologikus csoportok, f: G — H és x eD(f). Ekkor az fr: G— H,

fr(h) := f(x)7! f(xh) fiiggvényre fr(eg) = en és e eD( fR), tovdbbd fr pontosan akkor diffe-
rencidlhaté jobbrol eg-ben, ha f jobbrdl differencidlhaté x-ben, és ekkor a jobboldali derivdltak
halmaza megegyezik.
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Bizonyitds. Az &llitas elso része trividlis, igy elegendd csak a differencidlhat6saggal kapcsolatos
részét bizonyitani. Legyen ®r: G — H folytonos lokdlis csoporthomomorfizmus, legyen

wr(h) =@r(M) 7 f(x)7! f(xh) (3.13)
és

dp(h) = Or() " frleq)™ falegh) = @r() ™" (F(0) ™" fxeq) ' (F0)~) flxegh)) =
=07 f(0)7 f(xh) = wr(h). (3.14)

wr pontosan akkor kisord6, ha f jobbr6l differencidlhat6 x-ben, és @ jobboldali derivaltja, @ r
pedig pontosan akkor kisordd, ha fr jobbrol differencidlhat6 eg-ben, és @ jobboldali derivalt-
ja. O

22. lemma. Legyenek G és H topologikus csoportok, f: G — H és x eD(f). Ekkor az fy: G —

H, fi(h) := f(hx) f(x)7! fiiggvényre fi(ec) = ey és ec €D (fL), tovdbbd f; pontosan akkor dif-
ferencidlhaté balrdl eg-ben, ha f balrél differencidlhaté x-ben, és ekkor a baloldali derivdltak
halmaza megegyezik.

Bizonyitds. A bizonyitds a 21. lemma bizonyitdsdban az oldalak felcserélésével adodik. O

23. lemma. Legyenek G és H topologikus csoportok, és f: G — H olyan fiiggvény, melyre

e €D(f) és f(eg) = ey. [ pontosan akkor differencidlhatoé jobbrol eg-ben, ha ott balrdl is diffe-
rencidlhatd, és ekkor a jobboldali és baloldali derivdltak halmaza megegyezik.

Bizonyitds. Elegendd az egyik irdnyt bizonyitani, a mésik hasonléan toérténik. Legyen tehat f
jobbrdl differencidlhat6 eg-ben, és @ jobboldali derivaltja. Ekkor

wr(h) :=®h)7 fleg) ™! flegh) =d(M) ! f(h) (3.15)
kisordé. Legyen
wr(h) = f(heg) fleg) *@(h) ™ = fF(H) (M)~ = d(h) wr(h) (k). (3.16)

Azt kell belatnunk, hogy w; kisordé. Legyen V € 9 (ep) tetszéleges. Ehhez 1étezik W € I (efy)
szimmetrikus, melyre WW W < V. @ folytonos, igy W-hez 1étezik Uy € T (eg) szimmetrikus,
melyre ®(Ugp) € W. wp kisordo, igy W-hez van olyan Uy € I(eg) és Ny : N — N, melyekre
Uw € D(wg), lim; .« w = +00, és ha valamely n € N -re h € Uy olyan, hogy minden 1< j <
n esetén h' € Uy, akkor minden 1 < k < Ny (n) esetén a)R(h)k eW.

Legyen U = Up N Uy és N = Ny. HaneN, és h € U olyan, hogy minden 1 < j < n esetén
hi € U, akkor minden 1 < k < N(n) esetén

wL(F = (@) wr( ©h) ™) = d(W wr(W* O e WWW V. (3.17)

A V-hez vélasztott U és N tehat megfelel a 11. definici6ban szerepl6 feltételeknek, emiatt wy,
valoban kisordé, igy f balrél differencidlhat6 eg-ben és ® baloldali derivaltja. O
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24. tétel. Legyenek G és H topologikus csoportok, f: G— H és x eD(f). [ pontosan akkor dif-
ferencidlhaté jobbrol x-ben, ha balrdl differencidlhaté x-ben, és ekkor @ pontosan akkor balol-
dali derivdltja f -nek x-ben, ha®g = Intg (f(x) ') o @ o Intg(x) jobboldali derivdltja.

Bizonyitds. A 22.lemma alapjan f pontosan akkor differencidlhat6 balrél x-ben, ha f; balrél
differencidlhaté eg-ben, és @ pontosan akkor baloldali derivaltja f-nek x-ben, ha baloldali
derivaltja f;-nek eg-ben. A 23.lemma alapjan f; pontosan akkor differencidlhaté balrél eg-
ben, ha ott jobbrél is differencialhaté, és ekkor ®; pontosan akkor jobboldali derivéltja f;-nek
eg-ben, ha baloldali derivaltja.

e =f) " fxh) = fFO7 flxhx™ %) f0 7 fx0) = £ fi(xhx ™) f(x), (3.18)

tehat ) .

fr=Inty (f(x)"!) o frolntg(x) (3.19)
és ) .

fo=Intg (f(x))o frolntg (x71). (3.20)
A 20. lemma alapjén a (3.19) és (3.20) dsszefliggések miatt fi. pontosan akkor differencialhaté
jobbr6l eg-ben, ha fg jobbrdl differencialhato eg-ben, és ekkor 7, pontosan akkor jobboldali
derivéltja fr-nek eg-ben, ha @ = Inty (f(x)™) o @ o Intg(x) jobboldali derivéltja fz-nek eg-
ben. A 21. lemma alapjén fr pontosan akkor differencidlhat6 jobbrdl eg-ben, ha f jobbroél dif-

ferencidlhaté x-ben, és @ pontosan akkor jobboldali derivaltja fz-nek eg-ben, ha jobboldali
derivéltja f-nek x-ben. O

3.3. Kommutativ csoportok

A kommutativ csoportokat gyakran additiven szokas irni, igy tesziink mi is ebben a szakaszban:

a csoportmtuveletet + fogja jelolni, az inverzképzést —, a csoport neutralis elemét 0, és ha x egy

csoportelem, akkor tetszlleges n € Nesetén n-x:= nx:= x+ x+---+ x. Ekkor a 11. definici6 igy
n

irhat6:

25. definicié. Legyenek G és H kommutativ topologikus csoportok. Az w: G — H fiiggvény ki-

sordé, ha 0 €D (w), és minden V € Iy(0y) -hez van olyan U € 95(0g) és N: N — N, melyekre
U < D(w), lim;,_ qu") = +00, és ha valamely n € N -re h € U olyan, hogy minden 1 < j <n

esetén jh e U, akkor minden1 < k < N(n) esetén kw(h) e V.

Ha a sz6ban forg6 topologikus csoportok kommutativak, akkor a 14. definiciéban meghata-
rozott jobboldali derivalt egybeesik a baloldali derivalttal, és ekkor a 14. definici6 a kovetkez6-
képpen irhat6:

26. definicié. Legyenek G és H kommutativ topologikus csoportok, f: G — H és x eD(f). [
differencidlhaté az x pontban, ha létezik olyan ®: G — H folytonos lokdlis csoporthomomor-
fizmus, hogy a

h— f(x+h) - f(x)-®(h) 3.21)

fiiggvény kisordo. Ekkor ® derivdltja f -nek x-ben.
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27. tétel. Legyenek G, H és K kommutativ topologikus csoportok, f: G — H, g: H — K,

xeD(f), f(x) (—:DEg), f differencidlhato x-ben, derivdltja ®, és g differencidlhaté f(x)-ben, deri-
vdltja\¥. Ekkor g o f is differencidlhato x-ben, és ¥ o ® derivdltja lesz g o f -nek x-ben.

Bizonyitds.
w(h):=f(x+h) - f(x)-D(h) (3.22)
és
p)=g(f)+D-g(f(x)-Y() (3.23)
kis6rdok. Legyen

v(h) = g(fx+ M) - g(f () - ¥(@(M) = g(f () + [f (x+ ) = f()]) - g(f(x) ~¥(@(h) =
W (ot )= F )+t )= )
=W(f e+ ) = f) +pu(f (x+h) = f(x) = V(@) =
q)(h)rw(h) CD(h)rw(h)
=P (@(h) +w(h) + p(@h) + w(h) = ¥ (@) = ¥ (@(h) + p(@(h) + w(h).

Azt kell belatnunk, hogy v kisordé. Legyen V € Tk (0k) tetszbleges. Ehhez létezik olyan V' €
Tk (0k), hOgy V'+V'cV.

V¥ folytonos, igy 3W; € Iy (0g), hogy ¥ (W;) € V'. w kisordd, igy W;-hez van olyan U, €
J:60g) és N1: N — N, melyekre U; € D(w), lim,,—.c w = +00, és ha valamely n e N -re h € U;
olyan, hogy minden 1 < j < n esetén jh € U;, akkor minden 1 < k < N (n) esetén kw(h) € W;.
Ekkor, ha valamely n € N -re h € U; olyan, hogy minden 1 < j < n esetén jh € U;, akkor minden
1<k<Nj(n)esetén k¥ (w(h)) =¥ (kw(h)eV'.

u kisordé, igy V'-hoz van olyan W, € 9 (0g) és No: N — N monoton névé, melyekre W, <
D(w), lim,—. Nz}in) = +00, és ha valamely n € N -re [ € W, olyan, hogy minden 1 < j < n esetén
jl € Wy, akkor minden 1 < k < N»(n) esetén ku(l) € V'. Legyen W, € I(0) olyan, hogy W, +
W, € W,. @ folytonos, igy W»-hoz létezik U, € T;(0¢), melyre ®(U,) < W,. Ekkor, ha valamely
neN -re h € U, olyan, hogy minden 1 < j < n esetén jh € Uy, akkor minden 1 < j < n esetén
j®(h) = ®(jh) € W).

w kisordd, igy W,-hoz van olyan Uz € J;(0g) és N3: N — N, melyekre Uz < D(w),
N3(n)
n

lim,—c = 400, €és ha valamely n € N -re h € Us olyan, hogy minden 1 < j < n esetén
jh € Us, akkor minden 1 < k < N3(n) esetén kw(h) € WZ’.

Legyen U := U; n U, N Us, és legyen Né(n) := N> (min{n, N3(n)}). N, monotonitdsa miatt

N, < Ny, tovabbd lim,, . W _ 4 oois fennall. HaneNés he U olyan, hogyminden1<j<n

esetén jh € U, akkor minden 1 < m < min{n, N3(n)} esetén m®(h) = ®(mh) € WZ’ és mw(h) €
W,, vagyis ekkor minden 1 < m < min{n, N3(n)} esetén m (®(h) + w(h)) € W, + W, < W>, tehat
minden 1 < k < N> (min {n, N3(n)}) = N, (n) < No(n) esetén kpu(®(h) +w(h) e V'.

Legyen N(n) := min{N;(n), N,(n)}. Ekkor ha valamely n € N -re h € U olyan, hogy min-
den 1 < j < n esetén jh € U, akkor minden 1 < k < N(n) esetén kv(h) = k¥ (w(h)) +
ku(@Mh) +w(h) € V'+ V' < V. A V-hez vélasztott U és N tehat megfelel a 25. definiciéban
szereplo feltételeknek, emiatt v valéban kisordd, igy g o f differencidlhat6 x-ben és W o ® deri-
valtja. O
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3.4. Valés topologikus vektorterek

Egy val6s topologikus vektortér az 6sszeaddsra, mint csoportmiiveletre nézve, egy kommutativ
topologikus csoport. Az 6sszeadason feliil azonban rendelkezésre 4ll a val6s szamokkal torténd
szorzds is, ami miatt a differenciédldssal kapcsolatos fogalmak egyszertisodnek.

28. allitas. Legyenek E és F valos topologikus vektorterek, w: E — F és0g EDEcu). w pontosan ak-
kor kisordo a 25. definicié értelmében, ha rd a kovetkezo tulajdonsdg teljesiil: minden V € I (0F)
-hezvan olyan U € IE(0g) kiegyensiilyozottésr: [0,1] — R, melyekreU < D(w), limg\o7(a) =0
ésr(0) =0, és minden a € [0,1] esetén ha h € U olyan, hogyhe a-U, akkorw(h) e a-r(a)-V.

Bizonyitds. (I) Legyen w kisord6 a 25. definici6 értelmében. Legyen V € 95 (0F) rogzitett. V-
hez van olyan U € 9E(0g) és N: N — N, melyekre U < D(w), lim,,—. % = +00, és ha valamely
neN -re h e U olyan, hogy minden 1 < j < n esetén jh € U, akkor minden 1 < k < N(n) esetén
kwh)eV.

U’ € I(0g) kiegyensulyozott, melyre U’ < U. Legyen

l- 11 haO<a =<1,
r@:=<a N(|z]) (3.24)
0 ha a =0.
Ekkor
limr(a)—liml L < lim é + lim L = lim n + lim L =0. (3.25)
a0 a0« N([E]) " aNon([1)) a\ON(\_%J)_n—'OON(n) n—co N(n)

Ha a € [0,1] és h € U’ olyan, hogy h € a-U’, akkor 1 h € U'. Mivel U’ kiegyenstilyozott, igy min-
denl<j<|i|<1leseténjneU’ tehdtmindenl<k=N(|1|)esetén kw(h) € V. Specidlisan

N([éj) -w(h) e V,azaz w(h) € m -V =a-r(a)-V. Tehét a V-hez valasztott U’ és r megfelel

a kovetelményeknek, igy w-ra val6ban teljesiil az dllitdsban megfogalmazott tulajdonsag.

(IT) Legyen most w olyan, hogy teljesiil rd az allitisban megfogalmazott tulajdonsag. Legyen
V € Jr(0F) rogzitett, és V' € Ir(0F) kiegyensulyozott, melyre V' < V. V'-h6z van olyan U €
It (0g) kiegyensulyozott és r: [0,1] — R, melyekre U € D(w), limgor(a) =0 és r(0) =0, és
minden « € [0, 1] esetén ha h € U olyan, hogy h€ a- U, akkor w(h) € a-r(a)-V'.

Mivel limg\ o (@) = 0, igy 1étezik olyan 0 < § < 1, hogy r([0,6]) < [0, 1[. Legyen U’ :=6 - U és
r'(a@) :=r(0 - a). Ekkor U’-re és r’-re is igaz, hogy minden « € [0, 1] esetén ha h € U’ olyan, hogy
hea-U', akkor w(h) € a-r'(a)- V'. Két esetet kell megkiilonboztetniink.

1. eset: létezik 0 < ag < 1, hogy r'(ag) = 0. Ekkor ha h € ay - U’, akkor w(h) € ag-1r'(ap) - V' =
0- V' ={0g}. Vagyis ekkor w az ay - U’ € I (0g) kornyezetre megszoritva a konstans 0 fiiggvény,
tehét ekkor w valéban kisordé.

2. eset: minden 0 < @ < 1 esetén r'(a) > 0. Legyen ekkor

N(n):= {WJ , neN. (3.26)

S|
—~
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Mivel minden 0 < a < 1 esetén 0 < r'(a) < 1, igy a (3.26) egyenletben a nevez sosem nulla, és
minden n €N -re N(n) = 1. Tovibba

\‘ : J :
1 (1 1 (1
N(n L.opr(2 —=.r'(- 1 1 1
limL:Iim ”—(")zlim 57 () — lim — = lim —— =lim = 400.
n—oo n n—00 n n—o0 n n—ocoy n—oop! (%) aNo ' (@)

(3.27)

Ha n € N és h € U’ olyan, hogy minden 1 < j < n esetén jh € U’, akkor specidlisan nh € U’,
vagyis h € 1. U’. Ekkor

1 1 1 1

w(h)e—-r’(—)-V’g V= .

n n { 1 J N(n)

TG

1748 (3.28)

igy V' kiegyensulyozottsdga miatt minden 1 < k < N(n) esetén kw(h) € V' € V. A V-hez vé-
lasztott U’ és N tehat megfelel a 25. definiciéban szerepl6 feltételeknek, emiatt w valéban kis-
ordo. O

A 28. 4llitas kovetkeztében valds topologikus vektorterek esetében a 25. definicié a kovetke-
zO0képpen atfogalmazhato6:

29. definicid. Legyenek E és F valos topologikus vektorterek. Azw: E — F fiiggvény kisordd, ha

0r €D(w), és minden V € Ir(0F) -hez van olyan U € I (0g) kiegyenstilyozott ésr: [0,1] — R,
melyekre U < D(w), limg~ o7 (a) =0 ésr(0) =0, és minden a € [0,1] esetén ha h € U olyan, hogy
hea-U, akkoro(h)ea-r(a)-V.

Kommutativ topologikus csoportok esetében a derivéltak folytonos lokalis csoporthomo-
morfizmusok. Topologikus vektorterek esetében viszont folytonos lineéris leképezéseket szo-
kés derivéltnak tekinteni.

30. allitas. Legyenek E és F valds topologikus vektorterek és ®: E — F folytonos lokdlis cso-
porthomomorfizmus. Ekkor létezik egyetlen olyan ®: E — F folytonos linedris leképezés, hogy
minden I5(0g) 3 U < D(®) kiegyenstilyozott kornyezet esetén ®|, = @|,.

Bizonyitds. Egyértelmtség: Legyenek ®;: E — F és ®,: E — F folytonos linedris leképezések,
melyekre minden 9 (0p) 3 U < D(®) kiegyensulyozott kornyezet esetén ®1|U = §)2|U = <I>|U.
Legyen x € E tetszéleges, és I5(0g) 3 U < D(D) tetszbleges kiegyensulyozott kornyezet. U el-
nyeld, igy léteznek ne N és x' € U, hogy x = n- x'.
O1(x)=®; (n-x)=n-® (&) =n-®(x)=n- Dy (x') =Dz (n-x') =Dy (x) (3.29)
Tehét Vx € E esetén @, (x) = ®, (x).
Létezés: Rogzitsiink egy U € Jg(0g) kiegyensulyozott kornyezetet, melyre U < D(®D).
Ha x € U, és p,q € N olyanok, hogy gx € U, akkor U kiegyensulyozottsdga miatt minden

1 < k <max{p, g} esetén gx € U, és igy ® lokdlis csoporthomomorfizmus volta miatt

P o :B-cp(q-lx) :B-q-q)(lx) :p-q)(lx) :@(Bx). (3.30)
q q al q q q q
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x € E -hez léteznek n € N és x' € U, hogy x = n-x'. Legyen ®(x) := n-®(x’). Ez j6l definilt,
ugyanis ha m € N és x” € U olyanok, hogy m-x" = x = n- x’, akkor

n-o®(x')= n-@(%x”) = n-%-q)(x”) =m-®(x"). (3.31)

Belatjuk, hogy ® csoporthomomorfizmus. Legyen x, y € E tetszéleges. Legyenek n,, Ny, Nyy €N
és x',y' € U olyanok, hogy x = ny - x', y = ny- y', nyy = ny, nyy = ny és any -(x+y) € U. Ekkor

d‘)(JC)'F&)()/):nx'(l)(xl)+ny-(I)(y'):nxy. ﬁ.@(x’)+&_q)(yl)]:
Nyy Ny
_ ny , (ny ,) _ ( 1 ) 1 ) _
=nyy- |0 x|+ @[ Ly || = ngy- | 0| —x|+D|—y]|| =
Xy ( nxy nxy Yy Xy nxy nxy y
1 -
:nxy-q)(n—xy-(x+y)):(1)(x+y)’ (332)

tehdt ® valoban csoporthomomorfizmus. ®|,, = ®|,,, igy @ folytonos 05-ben, emiatt folytonos
E-n.

Legyen JE(0g) 3 U’ < D(®) kiegyensulyozott. Belatjuk, hogy ®|,, = ®|,,. Legyen x € U'.
U n U’ elnyeld, igy léteznek n e N és x' € Un U’, hogy x = n-x'. U’ kiegyensulyozottsaga miatt
minden 1 < k < nesetén k- x' € U’, igy ® lokélis csoporthomomorfizmus volta miatt

PxX)=@(n-x)=n-@(x)=n-d(x)=d(n-x') =0 ). (3.33)

Belatjuk, hogy tetszdleges @ € R és x € E esetén « - d(x)=D(a-x). Legyen el6szor a € R™.
Ehhez létezik olyan {r,},cn S QF sorozat, melyre lim,,—., 7, = @. Ekkor Vx € E és Vy € F esetén
lim,.corpXx=a-xéslim,_.ry=a-y.

O(rp-x)=rp-®(x) VneN, (3.34)
igy @ folytonossdga miatt
(@ 0= lim r,x)= lim &(ry-x) = lim r,® () =a-d . (3.35)
Ha a € R_, akkor
(@)= (al-(-0) =lal|- ®(-x)=~la|- P() =a - (x). (3.36)
Tehat ® egy olyan folytonos linedris leképezés, melyre teljesiilnek az allités feltételei. O

A 30. allitds miatt valos topologikus vektorterek esetében a 26. definiciéban definidlt diffe-
rencidlhat6sdg fogalma atfogalmazhato:

31. definicié. Legyenek E és F valos topologikus vektorterek, f: E — F és x eD(f). f differenci-
dlhaté x-ben, ha létezik u € £(E, F), hogy a

h— f(x+h)—- f(x)—u(h), heD(f)—x (3.37)

fiiggvény kisordo.
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32. allitas. Legyenek E és F valos topologikus vektorterek, és f: E »— F differencidlhaté az

x €D(f) pontban. Ha F szepardlt, akkor a derivdlt egyértelmii.

Bizonyitds. Legyen V € J(0F) tetszéleges. Ekkor létezik olyan V' € I5(0p), hogy V' + V' c V,
és V' kiegyensilyozott. Legyen uy, up € £ (E, F) két derivaltja f-nek az x pontban. Ekkor igaz,
hogy 1éteznek olyan U;, U, € 9E(0g) kiegyensulyozottak és ry,72: [0,1] — R, hogy minden a €
[0,1]esetén hea- Uy = f(x+h) - f(x)—ui(Wea-r(a)-V,éshea-U,= f(x+h)— f(x)—
uh)ea-rna)- V.

Legyen U := Uy N U, és r(a) := max{r;(a), r2(a)}. Ekkor minden a € [0,1] és minden h € a-U
esetén f(x+h)— f(x)—ui(h) € a-r(a)- V' és f(x+h)— f(x) —ux(h) € a-r(a)-V'. A kettét
egymadsbdl kivonva tehdt Va € [0,1] és Vh € a- U esetén u;(h) —ux(h) e a-r(a)-V, azaz Va €
.
u1(z) — ux(z) € r(a) - V. Két esetet kell megkiilonboztetniink.

1. eset: 3ap €]0,1], hogy r(ag) = 0. Ekkor Vz € U esetén u, (z) — u(z) = 0, és mivel U elnyeld,
ezért ebbdl adédik, hogy Vz € E esetén u; (z) — uz(z) =0, azaz u; = up.

2. eset: Va €]0,1] esetén r(a) > 0. Ekkor Va € ]0,1] és Vz € U esetén (u; — uy) (ﬁ) eV.
Mivel U elnyeld, és limg\ o 7 (@) = 0, ebbdl ad6dik, hogy Y w € E esetén (u; — uz)(w) € V. Mivel
V € 9 (0F) tetszbleges volt, igy azt kaptuk, hogy Vw € E esetén (u1 — up) (W) € Nyegyp0p V = {0}.
F szeparilt, igy@ = {0}, tehat u; = u,. O

0,1] és V2 € U esetén us (2) - u (L) € r(@)- V. Mésképpen irva Ya € [0,1] és ¥z € U esetén

33. allitas. Legyenek E, Eo, ..., E, és F valds topologikus vektorterek, és f: Ey x Ex x---x E, — F
folytonos n-linedris leképezés. Ekkor minden x = (x1,X2,...X,) € Ey x --- x E,, esetén f differenci-
dlhato az x pontban, és a derivdltja

u(hl,...,hn) :f(hl,xZ,.-.,Xn) +f(x1’h2yx37---rxn)+"'+f(x1’---rxn—l)hn)- (338)

Bizonyitds. Legyen w(h) := f(x+ h) — f(x) —u(h) = f(x1 + hy,...,xp + hyp) = f(x1,...,x,) —
f(hl,xg,...,xn) — e = f(xl,...,xn_l,hn) = f(hl,hz,X3,...,xn) + f(hl,xg,hg,...,xn) + .- +
Fh, hay o hy) = f2 M)+ 2 (h) +---+ £ (h), ahol f? (h) egy folytonos bilinedris fiiggvény
a (h, h) pontban, £ (h) egy folytonos trilinedris fiiggvény a (h, h, k) pontban, stb.
Legyen V € Jk(0F) tetszbleges. Létezik hozza V' € Ir(0f), melyre V'+ V' +---+ V' c V,
n-1
és V' kiegyenstlyozott. Mivel minden i = 2,...,n esetén f\” folytonos, igy léteznek W@ e
Tk, xxE, OF <-xE,) kiegyenstlyozottak, hogy fi” (W) c V/, minden i = 2,...,n -re. Legyen
U:=n", W9 € g v.xp, Op x-xE,). Ekkor Ya € [0,1] esetén w(a -U) = fi7(a-U)+ -+
WUy =a? fEOU) +---+a fU) c a?- [V+a-V'+--+a" 2. V| ca-a-V. Tehat
minden V € 9 (0f) -hez az el6bbi U és r(a) := a valasztds megfeleld. O

34. allitas. Legyenek E és F valds normadlt terek, w: E — F és0p € D(w). w pontosan akkor kisor-
dé a 29. definicio értelmében, ha
w(h)

im =0r. (3.39)
n—og IRl "

Bizonyitds. (I) Legyen w kisordé a 29. definicié értelmében. Ekkor B;(0r)-hez létezik U €
JEe(0g) kiegyensulyozott és r: [0,1] — R,, melyekre U € D(w), limg\or(a) =0 és r(0) =0, és
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minden « € [0,1] esetén ha & € U olyan, hogy h € a-U, akkor w(h) € a-r(a)-B1(0F) = Bg.ra) (0F).
Létezik 6’ > 0, hogy Bs/(0g) < U. Ha a € [0,1] és h € U olyan, hogy k| < a-§’', akkor
he By.s(0g) € a-U,igy ekkor |w(h)|l < a-r(a).

Ha |kl < %, akkor Z ||kl <1és [kl < (&-hl)-&", igy lo(WIl < (& - IAl)-r (& - | hl), vagyis
ekkor | 48] < 2 (- 11).

Legyen € > 0 tetszbleges. Mivel limg\ o7 () = 0, igy 36, > 0, hogy ha % -kl < 67, akkor
r(% I Rll) < %8, tehat (% . r(% -Ihll) < e. Legyen & := min{’s—’ 6,'26,5’}. Ha tehat | k| < &, akkor

2 ’
“ wik) ” < €. Mivel tetszéleges € > 0 -hoz van ilyen 6, > 0, ezért val6ban limy,_.¢, (W(T}Ill) =0r.

Al
(ID Legyen limy,_.q, (KIT(T}III) = 0r. Legyen ekkor

Al (3.40)

w(h)
o(h) = ha he D(w) \ {0g},
0 hahZOE.

Mivel limj,_q, @(h) = OF, igy 36 > 0, hogy Bs(0g) < D(p) és ¢ korldtos Bs(0g)-n. Ekkor a
p: [0,6] — Ry, p(@) := supy, . (M) fiiggvény monoton névé, és p(0) = 0. Ezen feliil
limg\ o (@) = 0, ugyanis legyen &’ > 0 tetsz6leges. Ehhez létezik 6’ > 0, hogy ha || k|l < §', ak-
kor ||(p(h) || <¢'.Hatehat 0 < a < &', akkor p(a) < p(8") = supy <5 ||(p(h) || <é.

Legyen V € 9 (0r). Ekkor 3¢ > 0, hogy B:(0r) < V. Legyen U := Bs(0g). Ha a€[0,1]
és h € U olyan, hogy h € a-U = Bys(0g) < Bs(0p), akkor |@(h)| < e(lhl), igy ekkor
loW) I <llhl-o(lhl) < (a-6)-p(a-0). Tehdtha he a- U, akkor w(h) e -6 -p(a-6)-B1(0F) =
a-2-p(a-8)-B.0p)ca-2-p(a-6) V.

Legyen tehat r: [0,1] — Ry, r(a) := %-Q((X'5). Tehat tetszlleges V € I (0F) -hoz talal-
tunk olyan U € 9% (0g) kiegyensulyozottat és olyan r-et, melyekre U < D(w), limg o r(a) =0
és r(0) =0, és minden a € [0,1] esetén ha h € U olyan, hogy h e a - U, akkor w(h) e a-r(a)- V.
Tehat w valéban kisordé a 29. definici6 értelmében. O

35. kovetkezmény. Legyenek E és F valés normdlt terek, f: E — F ésx €eD(f). f pontosan akkor
differencidlhaté x-ben a 31. definicio értelmében, ha ott Fréchet-differencidlhato.

Az altaldnos topologikus csoportok esetén a 14. definici6ban megadott derivalt a valés nor-
malt terek specialis esetében tehét egyenértékii a Fréchet-derivalttal, igy az valéban nevezhet6
a Fréchet-derivalt egy dltaldnositdsdnak.

3.5. Az altalanositasok kozotti kapcsolat

A 3.4. szakaszban lattuk, hogy a 11. és 14. definici6ékban topologikus csoportok esetére meg-
fogalmazott differencidlhat6sag fogalma valés topologikus vektorterek esetén a 29. és 31. defi-
nicidk segitségével ekvivalens médon dtfogalmazhaté. Ez ut6bbi alak mar konnyebben 6ssze-
vethet6 az irodalomban fellelhetd, topologikus vektorterekkel kapcsolatos differencidlhat6sdg
fogalmakkal.

36. allitas. Legyenek E és F valos topologikus vektorterek, legyenek

PBE
Br

{U e TE(0p) | U kiegyenstilyozott és nyilt }, (3.41)
{V € T(0F) | V kiegyensiilyozott és nyilt }, (3.42)
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pu és py jelélje a Minkowski-funkciondlokat, tovdbbd legyen w: E — F olyan, melyreOg EDEa)).
w pontosan akkor kisordé a 29. definicié értelmében, ha minden V € By -hez létezik olyan U €
B, melyre minden € > 0 -hoz létezik 6 > 0, hogy ha py(h) <6, akkor py(w(h)) < €- py(h).

Bizonyitds. (1) Legyen w kisordé a 29. definici6 értelmében. Legyen V € % tetszdleges. Ekkor
V € 9r(0F) -hez van olyan U € %Bg és r: [0,1] — R,, melyekre U € D(w), limg\or(a) =0 és
r(0) = 0, és minden « € [0,1] esetén ha h € U olyan, hogy h € a - U, akkor w(h) € a-r(a)- V.
Ha tehat valamely a € [0,1] esetén py(h) < «, akkor h € a - U, igy ekkor w(h) € a-r(a) -V,
vagyis py(w(h) < a-r(a). Igy ha py(h) < §, akkor 2py(h) < 1 és py(h) < 2py(h), igy
pv(@() < (2py (W) -1 (2py ().

Legyen € > 0 tetsz6leges. Mivel limyo7(a) = 0, igy 36’ > 0, hogy ha 2py(h) < §', akkor

r(2pu(h) < &, tehat 2-r (2py(h)) < e. Legyen § := min{%,%/}. Ha tehét py(h) < &, akkor
pv(w(h)) < €- py(h). Tehat tetszéleges V € B -hez taldltunk olyan U € % -t, hogy minden
€ >0 -hoz taldlhat6 olyan 6 > 0, hogy ha py(h) < §, akkor py(w(h)) < € py(h).

(IT) Legyen w olyan, hogy minden V € 98 -hez létezik olyan U € 98, melyre minden € > 0
-hoz létezik 6 > 0, hogy ha py(h) < §, akkor py(w(h)) < - py(h). Legyen V € I (0F) tetszdle-
ges. Létezik V' € 9B, melyre V' < V. Ekkor V'-héz is 1étezik U’ € 9By az el6bbi tulajdonsaggal.
Legyen

pv (w(h)) 3
(p(h)::{— ha he D)\ [py =0], (3.43)

pu(h)
0 ha PU’(h) =0.

Mivel minden ¢ > 0 -hoz létezik 6, > 0, hogy ha py(h) < §., akkor ¢(h) < &, igy 1é-
tezik 6 > 0, hogy [py' <26] < D(¢) és ¢ korlatos [py <26]-n. Ekkor a p: [0,6] — Ry,
ola):= suppU,(h)Sa(p(h) fliggvény monoton noévo, és p(0) = 0. Ezen feliil limg\pp(a) = 0,
ugyanis legyen ¢’ > 0 tetsz6leges. Ehhez létezik 6’ > 0, hogy ha py(h) < 6, akkor Py (@(h)) < €.
Ha tehdt 0 < ar < 6", akkor p(a) < p(6") = supp,, (<5 (h) < €'.

Legyen U = [py <6]. Haa €[0,1] és he U olyan, hogy he a-U = [py < a-8| < [py < 6],
akkor @(h) < p(puy (W), igy ekkor py(w(h) < py(h) -o(pur(h) < (@-6)-p(a-6). Tehat ha
hea-U,akkorw(h)ea-6-p(a-6)-V' ca-6-p(a-6)-V.

Legyen tehat r: [0,1] — R,, r(a) := 0 -p(a-0). Tehat tetszéleges V € Ix(0F) -hez taldl-
tunk olyan U € JE(0g) kiegyenstlyozottat és olyan r-et, melyekre U € D(w), limg\or(a) =0
és r(0) =0, és minden «a € [0,1] esetén ha h € U olyan, hogy h € a - U, akkor w(h) € a-r(a)- V.
Tehat w val6ban kisordo6 a 29. definici6 értelmében. O

37. kovetkezmény. Ha E és F topologikus vektorterek, akkor az f: E — F fiiggvény pontosan

akkor F-differencidlhato az x e D(f) pontban, ha ott a 31. definicio értelmében differencidlhato.

Az altalanos topologikus csoportokra a 14. definicibban megfogalmazott differencialés fo-
galom tehat a Hyers atal megadott, a 8. definiciéban megtaldlhat6 F-differenciallal egyenértéki
abban a specidlis esetben, amikor a sz6ban forg6 topologikus csoportok valos topologikus vek-
torterek. A 10. példa alapjan a kommutativ topologikus csoportok esetére Michal altal definialt
M’-differencidl a topologikus vektorterek specidlis esetében nem ekvivalens az F-differenciéllal.
Ennek kovetkeztében a 14. definicibban meghatédrozott derivélt altaldnos kommutativ topolo-
gikus csoportok esetén sem egyenértékii az M’-differencidllal.
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3.6. Lie-csoportok

A Lie-csoportokon létezik egy a csoportmuveletekhez illeszkedd sima sokasag strukttra, és eb-
bdl kovetkez6en mér van egy differencidlhat6sdg fogalom. Ebben a szakaszban azt vizsgaljuk
meg, hogy hogyan viszonyul egyméshoz egy Lie-csoportbél egy mésik Lie-csoportba képezo
fiiggvénynek a 14. definici6 szerinti differencidlhatésdga a Lie-csoportok sokasag strukturaja
alapjan értelmezett differencidlhatésdgdhoz, és hogy mi a kapcsolat a kétféle derivalt kozott.

Legyen G Lie-csoport, g a Lie-algebrdja, és exp: g — G az exponencidlis leképezés. Létezik
olyan U € 94(0g4) nyilt, melyre expg; | y egy diffeomorfizmus U és expg (U) € I(ec) kozott. Ha
x,y € U olyanok, hogy exp;(x) exp;(y) € expg (U), akkor

x*y:=(expg |U)_1 (expg(x) expg (1)) (3.44)

egy olyan kétvaltoz6s muiveletet ad U-n, amellyel elldtva U egy lokdlis Lie-csoport, és exp |U
egy lokalis Lie-csoport izomorfizmust ad U és exp (U) kozott. Létezik olyan F4(04) 3 Cy € U
nyilt kdrnyezet, hogy ha x,y € C;, akkor x * y -t elédllitja egy g kommutéatordnak segitségé-
vel kifejezhetd hatvanysor. Ezt a hatvdnysort a Campbell-Baker-Hausdorff-formula adja meg,
amelynek a Dynkin-féle alakja:

(_1)k+l [xilyjl ...xikyjk]

ey=) %

AT X,y € Cy, (3.45)
n=1 ij+ji+-+ig+jr=n k'n ll!]1! -..lk!]k! g
k=1 i1+ 121
ik+}k21
ahol
[xylt xRy =[x [x [ [y [0 [ [ [ [0 [ 0] - (3.46)
—_ Y T T/
" - Ik Jk

A Campbell-Baker-Hausdorff-formula a legfeljebb negyedrend tagokig kiirva:

1 1 1 1
xxy=xty+ooyl+ ool -5 vyl - o xy]]]+.. (3.47)

Ha x € Cg, akkor a (3.47) egyenletbdl leolvashato, hogy x x x = x + x, és x-nek a * miuvelet-
re vonatkozo inverze —x. Tovabba ha valamely n € N esetén x,2x,3x,...,(n—1)x € Cy, akkor
X*X*k--xX=X+X+ - -+X=DNX.

~~ v~

n n

38. lemma. Legyen G Lie-csoport, és g a Lie-algebrdja. Ekkor minden J4(04) 3 V < Cy -hez
létezik olyan T4(04) > U € V kiegyenstiilyozoit és 0 < 6 < 1, hogy minden x,y € U és0 < a <6
esetén L [(ax) * (ay)] € V, tovdbbd minden x,y € U esetén x+ y € V, éslima—o 1 [(ax) * (ay)] =
x+y.

Bizonyitds. Rogzitstink g-n egy -]l normat. Létezik 6’ > 0, hogy Bs'(0g) < V. Legyen U :=
Bs3(0g). Legyenek x,y € U, ekkor x + y € Bs/(0g) € V nyilvdnval6an teljesiil. Legyen 0 < a < 1.
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Ekkor

|5 ()« e -

-[:
B (04

=

ax+a +1[axa]+l[ax[axa]]—l[a [ax,ay]]+
Yy 2 , &Yy 12 y &y 12 ) &y

< llx[ + Iyl +a-

%[x’y]_,_a.(l_lz[x,[x,y]]—l—z[y,[x,y]])+...H. (3.48)

A normdn beliili rész egy Cy x Cy4-n abszolut és lokélisan egyenletesen konvergens hatvanysor,
igy Bs/3(0g) x Bgs/3(0g)-n egy ¢ > 0 konstanssal tetsz6leges 0 < a < 1 esetén foliilr6l becsiilheto.

Legyen 6 := min{g—;, 1}. Ekkor ha 0 < a < 6, akkor

| 1@+ (@)

<|x|+]y|+a-c<8 (3.49)

tehdt 1 [(ax) = (ay)] € Bs/(05) € V.

1 1 1 a—0

bl a (35 L loyl] = 5 e [ell) . = e o,
(3.50)

igy valoban tetsz8leges x, y € U esetén limy o < [(ax) * (ay)] = x+y. O

|5 @) (@9) =+ )| = o

39. allitas. Legyenek G és H Lie-csoportok, Lie-algebrdik rendre g és V), tovdabbd legyen
¢: Cyg— Cy olyan, hogy D(P) € T4(0g) kiegyenstilyozott. ¢ egy folytonos lokdlis csoporthomo-
morfizmus a * szorzdsra nézve akkor és csak akkor, ha létezik olyan u: g — b Lie-algebra morfiz-
mus, melyre u|D(¢) = .

Bizonyitds. (I) Legyen u: g — b Lie-algebra morfizmus, melyre u| Dy =P U lineéris, és g véges
dimenzios, igy u folytonos, tehat ¢ is folytonos. Legyenek x, y € D(¢) olyanok, hogy x*y € D(¢).
Ekkor

Ppxxy)=u(xxy)= u(x+y+%[x,y] +$[x, [x,y]]—é[y, [x,y]]+...) =
= u()+uly)+ul5 o)+ ul 5 e Lol - u( 5 [ 1]+
= () )+ 5 () u ()] + 5 [0, (), u(3)]] -

— 3 (W) [ul) u@)]]+ = ulx)xuly)=¢(x) xo(y). ©5D

Tehét ¢ valoban egy folytonos lokdlis csoporthomomorfizmus.

(IT) Legyen ¢ egy folytonos lokélis csoporthomomorfizmus. Ha x € D(¢), és p, g € N olya-
nok, hogy gx € D(¢), akkor D(¢) kiegyensulyozottsdga miatt minden 1 < k < max{p, g} esetén
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sx € D(¢), és igy ¢ lokélis csoporthomomorfizmus volta miatt

q
S A 7 A T e v A R R
q
JRA T AR T et 1 A e | A M
p p

Legyenek a € R* és x € D(¢) olyanok, hogy a - x € D(¢). Létezik olyan {r,},en S QF sorozat,
hogy minden neN -re r,, < a éslim,_.o 1, = a@. D(¢) kiegyenstuilyozottsaga miatt minden ne N
esetén r, - x € D(¢), és igy

¢(a-x):¢(r}glgornx) = lim (- x) = lim rup () = @ (x). (3.53)
Ha a-x € D(¢), akkor —a - x € D(¢), és igy

d(—a-x)=—¢d(a-x)=—a-¢p(x). (3.54)

Tehat tetszdleges a € R és x € D(¢p) esetén ha a - x € D(¢), akkor ¢ (a-x) = a - P (x).

Beldtjuk, hogy létezik olyan J4(04) > U < D(¢) kiegyensulyozott, hogy minden x, y € U ese-
tén x+y € D(¢) és P (x+y) = p(x) +¢(y). A 38.lemma alapjan Cy-hoz létezik I3 (05) > Uy < Cy
kiegyenstlyozott és 0 < 8y, < 1, hogy minden x',y' € Uy és 0 < a < &, esetén + [(ax') = (a)’)] €
Cy, tovabbd minden x',y’ € Uy esetén x' + ' € Cy és limq—o = [(ax’) * (a)’)] = X' + . Legyen

T3(0g) 3V g(bl (Uy) kiegyensulyozott. Ekkor a 94(04) 3 V-hez létezik T4(04) > U < V kiegyen-
stilyozott és 0 < §3 < 1, hogy minden x,y € U és 0 < a < 8, esetén = [(ax) = (ay)] € V, tovdbbd
minden x,y € U esetén x+y € V éslimg_ < [(ax) * (ay)] = x + y. Legyen & := min {64, 6}

HaO<a<d<1ésxyeU, akkor < [(ax)*(ay)] € V. D(¢), igy V kiegyenstlyozottsdga
miatt (ax) = (ay) € V< D(¢), tovdbbé ax,ay € U < D(¢h), emiatt

1 1 1
o[ 11@a @)= L-o(@x)= @) = L o) o] = L (a0 (a0 )]
(3.55)
x,y € U, és ¢ folytonos, igy a baloldal ¢ (x + y)-hoz tart, ha a tart 0-hoz. ¢ (x),¢(y) € Uy, ezért
ajobboldal ¢ (x) + ¢ (y)-hoz tart, ha « tart 0-hoz.

Tehat tetszOleges x,y € U esetén ¢ (x+y) = ¢ (x) + ¢ (y). Igy ¢ egy folytonos lokdlis cso-
porthomomorfizmus a (g,+) és (h,+) kommutativ csoportok kozott, tehat a 30. allitds miatt
egyértelmtien létezik olyan u: g — b linedris leképezés, hogy minden J4(04) 3 U’ < D(¢p) ki-
egyensulyozott kornyezet esetén u| U= </>| - Specidlisan, mivel maga D(¢) is kiegyensulyozott,

1
a

”|D(¢) :‘/’|D(¢) =¢.
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Most belatjuk, hogy u Lie-algebra morfizmus. Legyen x, y € U rogzitett, és 0 < a < 1 tetszo-
leges. Ekkor ax,ay € U. Egyrészt

u( 27 (ax) (@) - ax- ) -

1
"2
B 1
- _2

1 1
(ax+ay+ [ax, ay] o [ax, [ax,ay]] 05 [ay, [ax,ay]] +) —ax-ay

):
):

% u(lxy])+a- u(—[x [xy]]——[y,[xy]]+ ) (3.56)

i[x’ [x’y]]—i[y, [x,y]] +...

:u(%[x,y]+a

mAasrészt

u( 23 (@)« (ay) - ax—ay] | = o [u((@x) * (ay) - u(ax) - u(ay) -
= (@) < (@) = u () -~ u(y) =
= 0@ o(ay)] = ule) - = u(y) =
= L lu(ax) v ulay)] - = ulx) -~ -u(y) =

= [(e-u®) s (e u ()] - u(¥)-—uly) =

= e u(@) +a-uly)+5 e ule)a u ()] + o e u @), (e ulx)a ul)]] -
~lau () lau ()@ u )]+ - w0 - = uly) =
=2 (e (), u()] + | (@), [w(x) )] = = [w(0), [u(x) )]+ @D

Igy a kettSt 6sszevetve az a — 0 hatdratmenet utdn kapjuk, hogy x, y € U esetén

w(lxy]) = [u(x), u(y)]. (3.58)
Ha x, y € g tetsz6leges, akkor U elnyelGsége miatt léteznek a, S € R és x', y' € U, hogy x = ax’ és
y=py. lgy
u([xy]) =u(lax',y']) = ap-u([x,y']) =
=af-[u(x),u(y)] = [u(ax), u(py)] = [u(x) u(y)], 359

tehdt u valéban Lie-algebra morfizmus. O

40. lemma. Legyenek G és H Lie-csoportok, g és b a Lie-algebrdik, || norma g-n, tovdbbd

w: (Cy,*) — (Cy, *) olyan, hogy 0y eD(w). Ekkorw pontosan akkor kisordé a 11. definicio értel-
mében, ha
w(h)

im = 0p. (3.60)
nog 1Rl "
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Bizonyitds. w-nak a 11. definici6 szerinti kisord6saga azt jelenti, hogy minden 97y (05) 3 V < G,

-hez van olyan J3(04) > U < Cy és N: N — N, melyekre U € D(w), limnqoo% = +o00, és ha

valamely n € N -re i € U olyan, hogy minden 1 < j < nesetén s h * ---x h € U, akkor minden
—_—

J
1< k=< N(n)esetén w(h) *w(h) x---xw(h) € V. Mivel azonban b h*---* h=h+h+---+h=

k J J
jhés wh) xwh) *---*w(h) = wh) +wh) +---+wh) = kw(h), igy ez egyenértéki azzal, hogy
k k
az w: (g,+) — (h, +) fliggvény a 25. definicié értelmében kisord, ami a 28. és 34. allitasok ko-
vetkeztében egyenértéku azzal, hogy limp,_.o, Llll)glll) = 0y. O

41. lemma. Legyenek G és H Lie-csoportok, g és Yy a Lie-algebrdik, u: g — b linedris, tovdb-
bd p,w: Cy — Cy olyanok, hogy D(w) N D(u) € T4(0g), és minden h € D(w) N D(u) esetén
u(h) * w(h) = u(h) + u(h). Ekkor u kisordo akkor és csak akkor, ha w kisordé.

Bizonyitds. Vezesslink be g-n és h-n normat, melyeket az egyszertiség kedvéért egyforman |- |-
val fogunk jel6lni.

(D Legyen w kisordd. limp_, cﬁgzllll) = 0y, igy van olyan § > 0, hogy B;(04) < D(w) N D(u) és
minden £ € Bs(0g) esetén |lw(h) || < ull - | 2ll. Legyen h € Bs(0g) \ {0g}.

p(h) = u(h) * w(h) — u(h) =
1 1 1
=w(h) + E[u(h),w(h)] + E[u(h), [u(h),0(W)]] - o [wh), [u(h),wM]]+... (3.61)

o ] 0
Il 7l

I

u(h)
[ hll

u(h) ]
h
IIhII @ (h)
B [w(h)
Al

u(h)
| hII

. H (3.62)

A jobboldalon az els6 tag w kisord6 volta miatt tart 0y-hoz, ha h tart 04-hez, a masodik tagban
levo kifejezés korlétos, igy | hl-val szorozva az is Oy-hoz tart, igy u is kisordo.

(IT) Legyen u kisordo. hmh—»og i h” = 0y, igy van olyan 6 > 0, hogy B5(04) < D(w) N D(u) és
minden & € Bs(0g) esetén ||pu(h) | < llull - I]l. Legyen h € Bs(0g) \ {04}

1
w(h) = (- u) * (uh) +uh) = uh) + 5 [—u(h), u(h) + p(h) ]+

1 1
5 [—u(h),[—uh),u(h)+um]] - E[u(h) +uh), [ - uh),uh) +p]] +... (3.63)

w(h)H Hu(h)” ul —u(h) uth) ph)] 1 [-uh) [-ulh) ”
hll- |15 ’ - , ,u(h mll-
” = 2 T W )2 R
u(h)y uCh) [—u(h) H
) yu(h h . 3.64
IRATTR BT I | R e

A jobboldalon az elso6 tag u kisord6 volta miatt tart Oy-hoz, ha h tart 04-hez, a masodik tagban
levo kifejezés korlatos, igy || i||-val szorozva az is Oy -hoz tart, igy w is kisordo. O
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42.lemma. Legyenek G és H Lie-csoportok, g és ) a Lie-algebrdik. Legyen f: (Cy, %) — (Cp, *)

olyan, hogy 04 €D(f) és f(0g) = 0. f pontosan akkor differencidlhaté Og-ben a 14. definicio
értelmében, ha ott mint vektorérbdl vektortérbe képezé fiiggvény differencidlhaté, és a derivdltja
egy Lie-algebra morfizmus.

Bizonyitds. (I) Legyen f differencialhat6 Og-ben a 14. definici6 értelmében, és legyen
¢: Cg— Cy egy olyan derivaltja, melyre D(¢) kiegyensulyozott. Ekkor a 39. dllitas kovetkez-

tében létezik olyan u: g — h Lie-algebra morfizmus, melyre </>| D) = u| D) f differencidlhat6-
sdga miatt

w(h) = (—p(W) * (—f0g)) * f(0g * h) = (=p(W) * f(h),  heD(@)ND(f) (3.65)
kisordé. Legyen
p(h) == fO0g+h) — f(0y) —u(h) = f(W—u(h),  heD(). (3.66)
Ekkor minden h € D(u) N D(w) = D(¢p) N D(f) esetén
u(h) * w(h) = p(h) = (—p(h) * f(h) = f(h) = u(h) + u(h), (3.67)

igy w kisord6 volta miatt a 42. lemma kovetkeztében u is kisordd. Tehét f mint vektortérbdl
vektortérbe képezd fiiggvény differencidlhat6 04-ben, és a derivaltja u Lie-algebra morfizmus.

(II) Legyen f mint vektortérbdl vektortérbe képezo fiiggvény differencidlhat6 04-ben, és a
derivéltja legyen u Lie-algebra morfizmus. Ekkor

(k) := f(Og+h) = fOy) —u(h) = f(W) —uth),  he D) (3.68)

kisordé. Legyen

w(h) = (~uh) * (~f0g) * f (0g + h) = (—u(h) « f(h),  heD(Hn(-U(Cp).  (3.69)
Ekkor minden % € D(u) N D(w) esetén
u(h) * w(h) = ¢(h) * (—<P(h)) * f(h) = f(h) = u(h) + u(h), (3.70)

igy u kisord6 volta miatt a 42. lemma kovetkeztében w is kisord6. Mivel u: g — b egy Lie-
algebra morfzmus, igy ha 93(04) 3 U < C; kiegyensulyozott, akkor a 39. allitds kovetkeztében
uly: (Cqr*) — (Cy, *) egy lokalis csoporthomomorfizmus. Tehét f differencidlhat6 Og-ben a
14. definici6 értelmében, és u| y dervaltjalesz f-nek Og-ben. O

-1
Ha G Lie-csoport, és g a Lie-algebraja, akkor legyen log := (expG|Cg) . Haf:G—H

a sima sokasdagstruktura értelmében differencidlhaté az x e D(f) pontban, akkor az x pontbeli
érint6leképezése (derivaltja) Ty f: TxG — Tr () H az érintGterek kozott egy linedris leképezés. Az
eg-beli T, G érintdtér azonosithato g-vel. Ha g € G, akkor az Lg: G — G, Lg(x) = gx baleltolas
és Rg: G — G, Rg(x) = xg jobbeltolas diffeomorfizmusok.
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43. lemma. Legyenek G és H Lie-csoportok, g és by a Lie-algebrdik, és f: G — H olyan, hogy

e €D(f) és f(eg) = ey. f differencidlhaté eg-ben a 14. definicio értelmében akkor és csak akkor,
ha a sima sokasdgstruktiira értelmében differencidlhaté az eg-ben, és T, f: g — b Lie-algebra
morfizmus. Ebben az esetben expyoT,. f olog, a 14. definicié értelmében vett derivdltja lesz
f-nek eg-ben.

Bizonyitds. Feltehet, hogy D(f) < expg (Cy). Ha f barmelyik értelemben differencidlhat6 eg-
ben, akkor ott folytonos is, igy az is feltehetd, hogy R(f) < expy(Cy). Legyen f= logyof o
expg: g — h. Ekkor f = exppo f olog,. Mivel exp; és expy lokalis topologikus csoportizo-
morfizmusok, ezért f pontosan akkor differencidlhat6 a 14. definici6é értelmében az eg-ben,
ha f is differencialhaté ugyanilyen értelemben a 04-ben, és a derivaltak kozotti kapcsolatot
a 20. lemma adja meg. A 42. lemma kivetkeztében viszont f pontosan akkor differencidlha-
t6 a 14. definici6 értelmében a 0g-ben, ha ott mint vektortérbdl vektortérbe képez6 fiiggvény
differencialhato, és a derivaltja Tp, f egy Lie-algebra morfizmus. Tovabba ekkor Tp, f a 14. de-
finici6 értelmébeni derivaltja lesz f-nek 04-ben. expg és expy lokalis diffeomorfizmusok, igy
f pontosan akkor differencidlhaté a sima sokasagstruktira értelmében az eg-ben, ha f mint
vektortérbol vektortérbe képezo fliggvény differencidlhat6 0g-ben, és a derivaltak kozétt fenn-
all Te, f = To,expyoTo, f o Teglogg = idy o To, foidg = Ty, f. Tehat @ := expyoTe, folog; a
14. definici6 értelmébeni derivéltja lesz f-nek eg-ben. O

44. tétel. Legyenek G és H Lie-csoportok, g ésh a Lie-algebrdik, valamint f: G— H ésx eD(f). f
differencidlhaté x-ben a 14. definicio értelmében aklkor és csak akkor, ha a sima sokasdgstruktira
értelmében differencidlhaté az x-ben, és TrLyy-10 Tx f o Te; Lyt g — b Lie-algebra morfizmus
(vagy ami ezzel egyenértékii: Trx)Ry(-10 Tx f o Teg Ryt g — b Lie-algebra morfizmus). Ebben az
esetben

Op:=expy ol Lyu-10Txf o TegLyologg (3.71)

a 14. definicié értelmében vett jobboldali derivdltja,
Oy :=expyoTfmRm-1° Ty foTe;Ryologg (3.72)
pedig baloldali derivdltja lesz f -nek x-ben.

Bizonyitds. Legyen fr(h) := f(x)™! f(xh), azaz fr = Lfy-10foLy. A2l.lemma alapjan f pon-
tosan akkor differencidlhaté jobbrél x-ben a 14. definicié értelmében, ha fz jobbrél differen-
cidlhato eg-ben, és a jobboldali derivédltak halmaza megegyezik. Viszont a 43. lemma koévet-
keztében fR pontosan akkor differencidlhat6é eg-ben a 14. definici6 értelmében, ha ott a sima
sokasagstruktura értelmében differencidlhato, és T, fr= TryLpy-10 Txf o Teg Ly Lie-algebra
morfizmus. Tovabba ®p = expyoTfLyxy-1 0 Txf o Te; Ly 0logg jobboldali derivaltja fr-nek
eg-ben, igy jobboldali derivéltja f-nek x-ben. A baloldali derivéltra vonatkoz6 6sszefiiggés a
22.lemménak az f; = R f-1 © f o Ry figgvényre torténd alkalmazasédbol hasonléan adodik. [
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Osszegzés

A diplomamunkdmban a Fréchet-differenciél topologikus csoportokra és topologikus vektor-
terekre térténd altaldnositasaival foglalkoztam. Attekintettem a topologikus vektorterekre vo-
natkozo, az irodalomban fellelhetd altalanositdsok koziil az F-differencidl, az M- és az M’-
differencial fogalméat. Ezek koziil az M’-differencidlnak 1étezik kommutativ topologikus cso-
portokra torténd altalanositdsa, majd éltaldnos topologikus csoportokra térténd olyan &ltalé-
nositasa, amelynél a derivélt értelmezési tartomdnya a kiindulasi tér centruma.

Definidltam a Fréchet-differencidl egy altaldnositdsat dltalanos topologikus csoportokra.
Nemkommutativ csoportok esetén kiilon jobb- és baloldali differencidlhatdsdgot kellett beve-
zetni, amelyekrél azonban beldttam, hogy ekvivalensek, és megadtam a jobboldali és a balolda-
li derivaltak kozotti kapcsolatot. Belattam, hogy kommutativ csoportok esetén differencialhaté
fiiggvények kompozicioja is differencidlhatd, és a derivaltak kompoziciéja a kompoziciénak de-
rivaltja lesz.

Ezen differencidlhat6sag fogalomnak megadtam egy ekvivalens dtfogalmazasat valos topo-
logikus vektorterek esetére, amelynek segitségével megmutattam, hogy ebben az esetben a de-
rivalt egyértelmq, megadtam folytonos multilinedris leképezések derivaltjat, és belattam, hogy
a normalt terek esetében a Fréchet-differencidlhatdsdgot kapjuk vissza. Megmutattam tovab-
b4, hogy ez a differencidlhatosdg fogalom valos topologikus vektorterek esetén ekvivalens az
F-differencidlhatosédgal, és ennek kovetkezményeként adédott, hogy kommutativ topologikus
csoportok esetén viszont nem ekvivalens az M’-differencidllal.

Abban a specidlis esetben, amikor a széban forgé topologikus csoportok Lie-csoportok,
megmutattam, hogy mi a kapcsolat az 4ltalam definidlt differencidlhat6sag és a Lie-csoportok
differencidlhat6 sokasag strukturdjabol ad6do differencidlhat6sag fogalma kozott.

Topologikus csoportok esetén mutattam példat arra az esetre, amikor a derivalt nem 1é-
nyegében egyértelmii. Tovabbi érdekes vizsgalati téma lehet, hogy milyen feltételek teljesiilése
esetén lesz a derivalt 1ényegében egyértelm, tovibbd nemkommutativ topologikus csoportok

s s 2

alhat6sagat bizonyitani.

35






Irodalomjegyzék

[1]

(2]

3]
(4]
[5]

[6]

[7]

(8]
(9]

(10]

KRISTOF JANOS, A matematikai analizis elemei I-IV., ELTE-TTK, Egyetemi jegyzet.

A. D. MICHAL, Differential calculus in linear topological spaces, Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A.
24:340, 1938.

D. H. HYERS, Linear topological spaces, Bull. Amer. Math. Soc. 51:1, 1945.
D. H. HYERS, A generalization of Fréchet’s differential, Revista Ci., Lima 47:645, 1945.
D. H. HYERS, Pseudo-normed linear spaces and abelian groups, Duke Math. J. 5:628, 1939.

A. D. MICHAL, Differentials of functions with arguments and values in topological abelian
groups, Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A. 26:356, 1940.

A. D. MICHAL, First order differentials of functions with arguments and values in topologi-
cal Abelian groups, Revista Ci., Lima 47:389, 1945.

K. MILLSAPS, Differential calculus in topological groups. 1., Revista Ci., Lima 44:485, 1942.
K. MILLSAPS, Differential calculus in topological groups. I, Revista Ci., Lima 45:45, 1943.

G. A. REID, A theory of distributions for locally compact Abelian groups and compact gro-
ups, Proc. Lond. Math. Soc., I11. Ser. 16:415, 1966.

37






