Diszkrét valésziniliségeloszlasok tavolsaga

Diplomamunka

[rta: Antal Laszl6

Matematikus szak

Témavezeto:

Mori Tamas, egyetemi docens

Valészintiségelméleti és Statisztika Tanszék

Eo6tvos Lorand Tudomanyegyetem
Természettudomanyi Kar

2009



El6szd

Ez a dolgozat diszkrét valészintiségeloszlasok kozotti eltérésekkel foglalkozik.
Az ilyen eltérések vizsgdlatdhoz tobbnyire valamilyen normét definidlnak; két
diszkrét eloszlas tavolsaga lehet a kiilonbségiik norméja. A kérdés féleg az,
hogy mennyire lehet kicsi egy ilyen tavolsag, azaz mennyire vannak kozel

egymashoz az eloszlasok.

A normat példaul valaszthatjuk a variaciés tavolsagnak, vagy masként fogal-

mazva, (konstans szorzotol eltekintve) a totdlis varidcié normanak.

Egy lehetséges megkozelités a kovetkezo is: a diszkrét eloszlasok generator-
fiiggvényei kozotti kiilonbséget vizsgaljuk a [0, 1] intervallumon valamilyen

normaban, hasznalhatjuk pl. a szuprémum-normat.
A dolgozatban féleg ez a kétféle megkozelités jatszik hangsilyos szerepet.
A kovetkezokben héarom f6 tertiletet fogunk érinteni.

Az elsé fejezet a szita formulardl tartalmaz néhany gondolatot. Ez a rész kap-
csolédik a mésodik fejezetben targyalt Poisson approximécié témakoréhez,

hiszen a szita formula hasznalhatd a Poisson eloszlas kozelitésére is.

A masodik fejezet az elébb emlitett Poisson approximécié. Ennek a téma-
kornek igen kiterjedt elmélete van, a dolgozat csak egy bevezeto jellegii leirast

tartalmaz. Ebben a Chen-Stein médszert vizsgaljuk.

A harmadik fejezet egy n-edfoku valds polinom k-adfoku tagja egytitthaté-
janak lehetséges legnagyobb értékét vizsgalja a polinom (megfelel6 interval-
lumon vett) szuprémum-normdjahoz viszonyitva. A témankhoz kapcsolédd
megfelel6 kérdés az, hogy mekkora lehet két diszkrét eloszlas generator-
fliggvényeinek kiilonbségében a k-adfoku tag egyiitthatéjanak legnagyobb

értéke.

Szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek, Mori Tamasnak, aki a témat

a figyelmembe ajanlotta, és akihez barmikor fordulhattam segitségért.



1. fejezet

A szita formularol

A szita formula segitségével véges sok esemény koziil a bekovetkezo ese-
mények szamanak valdoszintiségét adhatjuk meg. Legyenek A;, 1 =1,2,...,n
a kérdéses események, [; pedig az A; esemény indikdtora. A W = "7 I,
jelolés mellett tehat P(W = 0), illetve P(W = k) a meghatédrozandé mennyi-
ség. A szita formula azon a meggondolason alapszik, hogy néha az esemé-
nyek valamilyen részhalmazat kivalasztva, ezen események metszetének valé-
szinlisége konnyebben szamolhatd, és ezen metszet-valdszintiségek segitsé-
gével kifejezhet P(W = k). Legyen tetsz6leges M C {1,2,...,n} esetén
Si=>_ P([) 4,
\M|=l €M

illetve Sy = 1. S; egy masik megadasa lehet a kovetkezo. Legyen E ((VZV)) az
Ay, As, ... A, események azon [-eseinek szamanak varhaté értéke, ahol mind
az | esemény bekovetkezik. Annak a valdszintisége, hogy az A;, , A, ..., A,

események mindegyike bekovetkezik, P (ﬂ;zl Aj;). Vagyis

(), X rfy-s

1<ii<io<..<ij<mn  j=1

Ezaltal W generatorfiiggvényére, gy -re is adhatunk formulat.
1.0.1. Lemma. gy (z) =" ,Si(z —1)".
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Bizonyitds. gw(x) = E(zV) =E ((m -1+ 1)W> =L (ZZO (W) (- l)i):
St Si(z =1 O

Ebbol az x = 0 helyen azt kapjuk, hogy

Masképpen fogalmazva

(UA) =1-P(W=0)= Z(—n"si.

Masfeldl gy derivéltjainak segitségével P(W = k) is kifejezheto:
gW(0) = KIP(W = k) = S (=1) (i + k) i+ k—1)-...- (i +1)Sipx, vagyis

ok z—l—k:
z+b
=0

Becslés szempontjabdl a

::kﬂ f;:g:(%f%

vagy

=k) > ZCz’Si

érdekes lehet. Az ilyen egyenlétlenségek az in. Bonferroni tipusi egyenlot-

lenségek.

Vegyiik észre, hogy a jobb oldali 6sszegekben, ha |M| = [ rogzitett, akkor
minden P (ﬂle v Ai) egyiitthatoja azonos. Egy természetes altalanositas az,

amikor ezek kozott lehetnek kiilonbozoek, azaz
PW=k< Y oMP (ﬂ AZ-> .
MC{1,2,..n} ieM

Ezek az tn. altalanositott Bonferroni egyenlétlenségek. A P(W = 0)-ra

vonatkozo becslés atvihetd a gy becslésévé is, amint az [6]-ben megtalalhato.
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1.0.2. Lemma. Ha

akkor

ahol x € [0, 1].

Bizonyitds. Vezessik be a B;, i € {1,2,...,n} eseményeket gy, hogy
azok egymastol és az A;, 1 € {1,2,...,n} eseményektdl is fliggetlenek legye-
nek, tovabba mindegyikiik 1 — x valdszintiséggel kovetkezzen be. Legyen
Al =A,NB;, i =1,2,...,né W =37 I(A). A feltételbdl azt kapjuk,
hogy

PW' =0)< > coM)P (ﬂ A;) .

MC{1,2,....n} ieM
Itt viszont P ((N;cpr AL) = P (Mieas Ai) (1 — )Ml és PW' = 0) = E(z") =
gw (). Ezzel beldttuk az allitast. O

Ezt a lemmat lehet kissé altaldnositani.

1.0.3. Lemma. Ha

P(W=k) < Z c(M)P (ﬂ Ai) ;

MC{1,2,...,n} ieM
akkor
k 1 _
%ﬂ@gzi > me<ﬂAJQ—@WMZ
MC{1,2,...,n} ieM
ahol x € [0,1).

Bizonyitis. Az el6z6 bizonyitashoz képest a kiilonbség annyi, hogy
PW'" =0) = YL, P(W = i)2" = gw(z) helyett a kovetkezd formuldt
kell hasznalnunk:

PW' =k)=1—-2)">" (’)P(W =)'t = (1 —2)*k - gD (). O

i=k



A kovetkezd célunk az in. Rényi szita belatasa. Ehhez sziikségiink van az

aldbbi tételre, amely megtaldlhat6 példaul [7]-ben.

Legyenek Aq, Ao, ..., A, tetszéleges események. Az A; eseményeknek B po-
linomja, ha B el6all az A; eseményekbol gy, hogy a komplementer, unio,

metszet halmazmiveleteket véges sokszor alkalmazzuk.

1.0.4. Tétel. Legyenek B; = fi(A1,As, ..., Ay), i =1,2,...,k az Aj-k po-
linomjar €s by, by, ..., by valdos szamok. Ekkor

k

pontosan akkor teljesil, ha teljesil minden olyan olyan esetben, amikor

A; € {0,Q} minden j-re. O

Tegyiik fel, hogy G egy egyszerii graf a V(G) = {1,2,...,n} csicshalmazon.
Legyen V" = V/(G) azon r elemil csicshalmazok Osszessége, amelyekben
egyéltalan nincs él, és jelolje V' = VJ(G) azon r elemi csicshalmazokat,
amelyek legfeljebb egy élt feszitenek ki. Legyen tovabba

Trl = ZMeV{ P (ﬂieM Ai) és Tr2 = ZMGV{ P (mieM Ai) - Itt Té = L

1.0.5. Tétel (Rényi szita).

PW=0)<) T3~ ) T

>0 >0

Bizonyitds. Az elézbek szerint elég abban az esetben bizonyitani, amikor
A; = 0 vagy Q minden i-re. Legyen H = {i|l <i <n,A; =Q}. Ha H = 0),
akkor mindkét oldal értéke 1. FEmiatt feltehetjiik azt, hogy
H # 0, s6t azt is, hogy H = {1,2,...,n}, mert egyébként vehetjik a H

altal meghatarozott részgrafot. Ezaltal a bizonyitand6 a kovetkezd lesz:

Z |V12i+1| < Z |‘/22z|

i>0 i>0



Ezt lehet egyszerre bizonyitani a

Z ’Vf12z| < Z |V22i+1|

i>0 >0
egyenlotlenséggel. Teljes indukcioval bizonyitunk n szerint. Ha n = 1, akkor
az allitdas az 1 < 1 alakot olti. Legyen n > 1. Ha G teljes graf, akkor

Z:iZO ’Vl?iﬂ, =n, Zizo "/2211 = (g)+1> Zizo “/122| =1, Zizo |V22i+1| =
n. Vagyis ekkor igaz az allitas.

Tegylik fel, hogy G nem teljes, legyen példdul n € V(G) egy olyan cstcs,
aminek foka d < n. Felteheto, hogy az n-nel 0sszekotott csicsok 1,2, ..., d.
Tekintsiik az 1,2,...,n—1illetve d+1,d+2,...,n—1 csucsok altal feszitett
részgrafokat, legyenek ezek G’ illetve G”. Ha M € V' (G), akkor vagy
M e V] (G") vagy M € V]'(G" Un). Ezért
DIVEG)] =Y IVEE)] + ) VG
i>0 i>0 i>1
és
STIE@)] = 3 VEE] + S IE]
i>0 i>0 i>0
Mésteldl, ha M € V5 (G') illetve M € Vi (G"), akkor nyilvan
M € VJ(@G), illetve M U {n} € V;(G). Emiatt most
DIVEG)] = Y IVEGE) + Y IV @)
i>0 i>0 i>1
és
D IVETHG) = D IVETHE ]+ ) VG,
i>0 i>0 i>0
[tt nem frhatunk egyenléséget, mert elofordulhatnak olyan halmazok is, ame-
lyek példaul csak az {1,n} élet tartalmazzak. Az indukcids feltevés szerint
D_IVETHEN < Y IVEE)
i>0 i>0
és
STIV(E)] < SV @)

>0 >0
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illetve

Do IVEHE < YA

i>0 i>0

és
Z “/121'(61//)’ < Z ‘V;Hl(G”)’.
>0 >0

Ebbol mar kovetkezik az allités. O

1.0.6. Megjegyzés. Teljesen hasonlo maodon bizonyithato, hogy

P(W =0) = ZTzlz - ZTQZi+1'

i>0 i>0



2. fejezet

Egy kevés Poisson

approximacio

2.1. A Chen-Stein modszer

Ez a fejezet nagy mértékben alapszik az [1] konyvre. Ebben a részben
Poisson-approximéaciéval foglalkozunk. Ehhez sziikségiink lesz két, a nemne-
gativ egész szamokon értelmezett valdszintiségi mérték variacids tavolsagara.

A nemnegativ egész szamokra a N jelolést hasznaljuk.

2.1.1. Definicié. A p és v valdsziniségi mértékek varidcios tdvolsaga:

d(p,v) = sup {Z ln(A;) —v(A)|: N = U A; partz/cio/} :

i>0 i>0
Megmutatjuk, hogy
d(p,v) = 2sup{|u(A) —v(A)]: A C N}

Ehhez vegyiik észre, hogy

DA —v(A) =)

i>0 i>0

> () —v(j)

JEA;

<
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DD ) = v = luG) = v()l

i>0 jeA, JEN
igaz N tetszoleges particidjara, ezért
d(p,v) < |u(i) = v(j)l.
JEN

Legyen Ay = {j € N: u(j) 2 v(j)} és Az = {j € N: p(j) <v(j)} = N\Ai.
Konnyen lathatd, hogy az elébbi egyenlétlenséget az N = A; U Ay particié
egyenlséggel teljesiti. Tehat

d(p,v) = Z 1(5) = v(5)I-

Az is latszik, hogy

|1(Ar) = v(Ar)] = [u(Az) — v(Az)].

Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy

d(p, v) = 2sup{|u(A) —v(A)| - A C N}.

A tovébbiakban I;,i € I fogja jelolni indikator-véltozdk egy (véges vagy
megszamldlhat6) halmazat, amelyekre E(I;) = p; és ¢; = 1 — p;. Legyen
W = >"crli és X = > 1 pi. Ezen kiviil, ha egy X valészintiségi valtozd

closzldsara akarunk hivatkozni, akkor az £(X) jelolést hasznéljuk.

Az egyik legrégebben vizsgalt kérdés a Poisson-approximécié témakorébol
a binomidlis eloszlas Poisson eloszlastdl valé eltérése. Ha [I| = n, az in-
dikatorok fiiggetlenek és p; = p, Vi-re, akkor nyilvan W binomidlis eloszlast,

W ~ Bin(n,p). Megmutathatd, hogy

POV = k) = (Z)pm = T O ko).

Ebbdl tetszoleges A C N esetén, megfelel6 ¢ konstanssal:

k
POV € 4) — Po(np) (A} < 3 "Ph ey 4 420 < clong® + 1),
keA )
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ahol Po(1) egy T paraméterii Poisson eloszldst jelol. Ez tulajdonképpen azt
jelenti, hogy
d(Bin(n,p), Po(np)) < O(max(np®, p)).

Most hagyjuk el a p; = p, Vi-re feltételt. Ekkor azt kaphatjuk, hogy

e ¥ 1™

i=1 1<i1<in<...<ip<n j=1 iy

Mésfeldl:

n k k
D I o 1
i=1 {i1,..ix}€{L,..n}F j=1
Ezért

k
o<XN -k > ]p <

{i1,...ip}e{1,..n}k j=1

@ZP? S e < oo )(5)

{31, igp_2}€{l,..n}k—2 j=1

Ez azt jelenti, hogy

Z szj = (1 +O(K*X "maxp,)).

1<i1<i2<... <1 <n j=1

Ezt P(W = k) alakjaval 6sszevetve kapjuk, hogy

P(W = k) = Po(\){k} exp{O(\ - max p;, K* A\~ max p;)}.
Tulajdonképpen ez az egyenléség is becslést ad az L(W) és Po(\) kozotti
variaciés tavolsagra.
Masképp is adhaté becslés a kérdéses tavolsagra, mint azt Le Cam kovetkezo
eredményei mutatjak:

A(LV), Po(A) < 9maxpi,  d(L(V), Po(X)) < 1 >t

Ez utobbi becslésben az % szorzotényezore kell leginkabb felfigyelniink, ha

azt elhagyjuk, akkor az allitds konnyen bizonyithatéo a koévetkezo lemma
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segitségével. A p és v valészintiségi mértékek konvolicidjat p*v fogja jelolni.

Legyenek piy, po, V1, Vo valészintiségi mértékek N-en.
2.1.2. Lemma. d(puq * po, vy * o) < d(pg,v1) + d(pz, v2).

Bizonyitds. Legyen py = (ag, 1, ...), o = (Bo, B1,---) és v = (Y0, 71 - - -)-
d(pa  po, v % vp) = 3707 [ * pa(§) — vi % v2(f)] =

Do Ik pa(f) = vix pa(G) 4+ vi % pa(d) — v * a(j)] <

Do Ik pa(g) — vix pe(G)] + 20720 (v x pa(f) — vi % e (3)]-

A két tag hasonlésaga miatt elég csak az els6t vizsgalnunk.

dieo I * pa(d) — vk pa()l = 32720 [ — 1) * pa(d)] =

S o I (i = Bi)yimil < 32520 >0 s — Bi) il =

Z;io o — Bj] Z;io ;| = Z;io (1 (5) — (4] = d(pa, v1).

Ugyanigy lathato, hogy Y 77 [v1 * pa(j) — v1 * va(j)] < d(pa, v2).

Ezeket osszeadva éppen a bizonyitanddt nyerjik. [

Konnyen kiszdmithato, hogy d(L(1;), Po(p;)) = 2pi(1 — e7P) = 2p?. Tehdt a
Lemma szerint

ﬁ(ih), <Zd Pop, <22p1
i=1

=1

Eddig mindig feltételeztiik az indikatorok fliggetlenségét. Sokkal nehezebb
becslést adni akkor, amikor ez nem all fenn. E két lehetséges esetet egyszerre
kezel6, nagyon hatékony eljards az in. Chen-Stein mdédszer. A modszer

alapjat a kovetkezo lemma képezi. Egy g : N — R fliggvény esetén legyen
9]l = sup{lg(é)| : i € N} és Ag(j) = g(j +1) — g(j)-

2.1.3. Lemma. Z ~ Po(\) & E(MNg(Z+1)—Zg(Z)) =0 minden g-re,

amire ||g|| < oo.
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Bizonyitds. Legyen Z ~ Po()\). Ekkor

E(\(Z+1) - 29(2)) =Y <)\g(z' n 1)?—:w i g(z')A,—ieA) _

Ae ™ (Z g(i + 1)?—; - Zg(i)%) = 0.

A megforditdashoz vegyiik a g(n) = I(n = i) fuggvényt. Ezzel
EMN(Z+1)—Zg(Z)) = P(Z =1i—1)—iP(Z =1i) =0, vagyis

P(Z =i) = 2P(Z = i — 1), azaz P(Z = i) = ¥P(Z = 0). Ezdltal
1=Y2 P(Z=i)=Y3,2P(Z=0).=P(Z=0)=e¢? O

Ezek utéan a f6 gondolat az, hogy amennyiben egy X valtozora
E(M\g(X +1)—Xg(X)) ,,kozel” van 0-hoz minden megfelel6 g-re, akkor X

eloszlasa ,,kozel” van a Poisson eloszlashoz.

Legyen g olyan fliggvény, amire g(0) = 0, és A C N-re g teljesiti a

A+ 1) —jg() = 1(5 € A) = Po(A){A} (1)

egyenletet minden j > O-ra.

Ezzel példaul
P(W e A) — Po(M{A} = E(Ag(W 4+ 1) — Wg(W)). (2)

Ha az I; indikatorok fiiggetlenek, akkor

Wi - Z[j

J#i
fiiggetlen I;-t0l, ezért
EWg(W)) = ZE(LQ(W)) = Z E(LgW;+1)) = Z]%E(Q(Wi +1))
i=1 i=1 i=1

Tehat

n

E(Ag(W +1) = Wg(W)) =Y piE(g(W +1) = g(W; + 1)).

i=1
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W és W; csak akkor nem egyenloek, ha I; = 1. Az eloz6eket Osszerakva tehat

a kovtkezo becslést kapjuk:

[P(W € 4) = Po){A}] < suplg(+1) ~ 9(j !Zpl 1Ag()IID_pi

<2/lg(i)II>_ P
i=1

A kovetkezd célunk lehet | g||-re illetve ||Ag||-re becslést adni. Ezt g specidlis,
(1) alakja teszi lehetévé. Legyen U; ={0,1,...,i}. Ekkor g-re teljesiilni fog,
hogy

9(j +1) = X7l (Po(M{ANUs} — Po(A){A}Po(M{Us}) =
Al (Po(M\){AN Ui} Po(A{U5} — Po(AM{AN U} Po(AM{U;}).  (3)
Ezért
(7 + 1| < X7 Hjler Po(M{U;} Po(M{U}. (4)

2.1.4. Allités. ||g| < min(3,2X71/2) és |Ag| < AH(1 —e?).

Bizonyitds. Legyen el6szor j < A. (4)-bél:

9(7 +1)] < AT THlerPo(M{U;} <
A Z)\‘ﬁ <At Z (i) <(A—j)L

Masfelél (4)-bol kovetkezik az is, hogy

90 + DI < A7 jle* Po(A{UF} <
j+2 I S 1
G+DE+2=2)  j+2=r (+DG+2=N)
ha j > A —2.

Ezek miatt [g(j + 1)] < 2 tetszOleges A-ra és j > 1-re, hiszen
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4 1 5
hajg)\—g<)\,akk0r|g(j+1)|§rj§1,
ha pedig j > \ 4>>\ 2, akkor |g(j +1)| < +
a pedi - = — AKKOIr a5 3\
pedig j v JF2-=2A
1 PRI
G+DG+2-2) ¢ 24

|g(1)]-re pedig (3)-bdl: |g(1)] < 5(1 —e™) < 1. Vagyis ]| < §.

A |lg|| < 2X\7'2 egyenlbtlenséghez is a fenti két, |g(j + 1)|-re vonatkozé
egyenlSlenséget fogjuk hasznalni. Ha |j — A| < A2, akkor az eléz6 becslések
megfeleléek ehhez. Ha |j — A| > A/2, akkor a becsléseket meghatédrozé dssze-
gekben az elsé néhany tagot egyszertien 1-gyel becsiiljiik, csak azokra a ta-

gokra alkalmazzuk a geometriai sor Osszegképletét, amelyek mar kisebbek,
mint 1 — A~Y/2. Példaul: ha A — A\Y/2 < j < X, akkor

A Z

1— 12
1 1/2 —9 —1/2.
<ot (1 TN~

Nézziik most ||Ag|| becslését. g (3) alakjabdl A = {j} mellett az kovetkezik,

hogy ¢(i + 1) negativ és monoton csokkend, amikor i < j, és pozitiv és

csOkkend, amikor ¢ > j. Ezért g(i+ 1) — g(i) csak i = j-re lesz pozitiv. Ekkor

o) —g) = N (f; () +Z (5) 3> < min{ (1)

Jj = O-ra ez a kiilonbség negativ lesz. Tetsz6leges A esetén is igaz lesz ez az

egyenlStlenség. Ezek alapjdn valdban, |[|Ag|| < $(1—e™?). O

Ezzel a becsléssel tehat azt kaptuk, hogy

[\]

d(L(W), Po(\)) < =(1 —e™* pr.

>/
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Ezen eljards ugyan még mindig csak fiiggetlen indikatorokra vonatkozik,
azonban csekély modositassal hasznalhatd Osszefiiggl esetben is. A fiigget-

lenséget csak az
E(Lig(W)) = E(Lig(W; +1)) = piE(g(W; + 1))

egyenloségben hasznéltuk, ezt érdemes valahogyan mddositani 6sszefiiggoség

esetén.

Egy lehetséges mddositas a kovetkezo:
E(Lig(W)) = piE(g(W)|I; = 1).
Ebbél (2) a kévetkezébe megy at:

PW € A) — Po(M){A} = E(Ag(W +1) — Wg(W)) =
sz g(W +1)) = E(gW)|I; = 1))

Vegyiik Vi-re az U; és V; véaltozokat, amelyekre az igaz, hogy U; eloszlasa
illetve V; + 1 eloszlasa megegyezik W eloszlasaval illetve W-nek az I; = 1-re
vonatkozo feltételes eloszlasaval. fgy

[P(W € A) = Po(A){A}| = gUi+1)) — E(g(Vi+1))| <

HAQHZME\U Vil < ZPZE!U Vil.

i=1

Ez azt jelenti, hogy
d(L(W <2Z min 1(l—e M|U; — Vi|, 2min b 2
pil ZEBY

Tehat ilyen esetben akkor kaphatunk a variacids tavolsagra ,,kis” értéket, ha

E|U; — Vi| , kicsi”.
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Ha U; és V; megvalaszthaté ugy, hogy U; > V;  m.m., akkor

n

ipiEWi—V\ sz (Ui+1) = (Vi+1)) = AE(W +1) = > E(LW) =

i=1

A E(W (ZIW> W) — D*(W).

Tehat ilyenkor elég csak a varhaté értéket és a szorasnégyzetet ismerni.

Tegyiik fel, hogy tetszoleges j esetén léteznek olyan X ;, 7 € I valészinliségi
valtozok ugyanazon a valdszintiségi mezoén, amelyeknek egyiittes eloszlasa
megegyezik az I-be tartozé indikatorok I; = 1-re vonatkozo feltételes elosz-
lasaval:

L(X;;,ie€l)=L(L,ie]I|ll;=1).

Legyen tovdbbd X7 =37 . X; ;. Ezzel a kordbbiak miatt

d(L(W), Po(\)

E(W—X]) =

jel

e—/\
L (\fj +> (Li— Xm’)|> :
jel i#]

Legyen I; =I\{j}. Vegyiik a kovetkez6 indexhalmazokat:

J

Ha I; = Ij vagy I; = I, akkor azt mondjuk, hogy az X;-k az I; in-

dikatorokkal monoton modon parositottak.

2.1.5. Definici6é. Ha minden j-ra meg lehet gy adni az X;;, 1 € I vdlto-
z0kat, hogy I = Ij, (illetve I = I;) akkor azt mondjuk, hogy az I;, j € I

indikdtorok pozitiv (illetve negativ) kapcsolatban dllnak.

Ezekkel a jelolésekkel p,E(X;;) = P(I; = 1)E(L|l; = 1) = E(L;1).

Ezéltal I; és I; kovariancidja:
Cov(l;, 1;) = E(LiI;) — pip; = p; E(Xij — 1)
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Vagyis Cov(l;,I;) <0,hai eIy é Cov(l;,1;) >0, haiell.
Emiatt

piE (W = X)) =p;E | |+ (- Xi;)| | <
17]

piE(L) +p; > (= Xij) +p; > (Xij— L) +p; > _(Li+ Xij) =

R R . _ 10
zelj zte i€l

P2 =3 Cou(li, ) + 3 Cou(Li, ) + 3 (pip; + E(LL)).

. —_ . + . 0
’LEIJ- ZEIJ- zGIj

Tehat

d(LOV), Po(\)) < 2 (R X S Coulr 1)+

Jel J€l i€l
SN Cov(l L)+ >0 (pips + E([,g))).
JET jert J€l ier?

Ezen formula bizonyos specialis esetekben egyszertisodik.

2.1.6. Kovetkezmény. Ha I] =), akkor

1—e?

d(L(W), Po(\)) < 2 A=D*(W)+2) > E(LL)

JEL iely

2.1.7. Kovetkezmény. Ha I = I, akkor

d(L(W), Po(\)) <2(1 —e™?) (1 — w) :

2.1.8. Kovetkezmény. Ha I; = (), akkor

d(L(W), Po(\)) < o1 _;_A <D2(W) —A+2) pg) .

jel
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2.1.9. Kovetkezmény. Ha I = I;T, akkor

ALW). Po() < 22 [ 342 + 337 (B, + i)

Jjel Jjel iel?

A E(Lig(W)) = E(Lig(W;+1)) = piE(g(W; + 1)) egyenléséget mashogyan is
atirhatjuk. Legyen I = J} UJ7U {i} az I particiéja. J}-be, illetve J?-be azok
az i-t6l kiilonbozd j-k tartozzanak, amelyekre I; ,ersen” illetve ,,gyengén”
fiigeg I;-t6l. Legyen Z; = EjEJ} I; ésY; = Zje;,? I; =W — Z; — I;. Ezzel

E(Lig(W)) = E(Lig(Y; + 1)) + E(Ii(g(Yi + Zi + 1) — g(Yi + 1))).
A masodik ¢sszeadandot becstilhetjiik:
|E(Li(g(Y: + Zi +1) = g(Y; +1)))| < E(L;Z;)|| Agl|-

A maésik osszeadandora pl. akkor tudunk hasznédlhaté becslést adni, amikor
|[E(Lig(Y; +1)) — piE(g(Y; +1))| ,kicsi”, hiszen ekkor

ipiE(g(Yi+1))—pi E(g(W+1))| < pi(EL+E(Z:)) || Agll = pi(pi+E(Z:)) || Agl|-

A |E(Lg(Y; + 1)) — piE(g(Y; + 1)) ,,kicsi” feltevés dltaldban nem tul erds,

hiszen Y; azon valtozok Osszege, amelyek , gyengén” fiiggnek [-tol.

Ezek alapjan a kovetkezo tétel mondhato ki:

2.1.10. Tétel. A fenti jelolések mellett:

d(L(W), Po(X)) <2 z": (0} + pE(Z) + E(1;Z;)) min{1,1/A}+

2) " pmin{1, 1/AV?},
=1

ahol 1; olyan, hogy |E(Lig(Y; +1)) = p: E(9(Y; +1))| < millgll teljesiil, példdul
ni = E(|E(LI(1;,j € ) —pil).
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2.2. Két tétel

A kovetkezo két allitas alapjan is képet kaphatunk a Chen-Stein médszer bi-
zonyos elényeirol. Az elso tételt a masodik a Chen-Stein modszer segitségével

altalanositja, és a bizonyitds sem tulsdgosan bonyolddik el.

Legyenek most minden n-re Iy, loy,,..., 1, , fiiggetlen indikatorok,
P(L;,, = 1) = p; . Legyen W™ = Yo Lin 68D pin =\

Mint mér kordbban emlitettiik, ha Vi-re p;, = p = %, akkor

lim P(W™ = k) = Po(A\){k},

n—oo

A
lim d (Bz’n (n, ﬁ) ,PO()\)> =0,

nhj&i |P(W™ = k) — Po(A\){k}| = 0.

SOt

vagyis

2.2.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy pin, = p = % minden i-re. Legyen h(k) > 0
Vk > 0-ra. Ekkor

lim » " h(k) |[P(W™ = k) — Po(A\){k}| =0
pontosan akkor teljesil, ha Y.~  h(k)Po(A\){k} < oc.

Bizonyitds. Legyen

_ PW™ =k)
S—sup{W.kz(),nzl—l—)\}.

Megmutatjuk, hogy S < oo.
PW®™ =k)

PolN (kT Ekkor

Legyen ay,, =

arn ~ PWW=k)  Po\){k—1}

(Wp @ —p*
(¢ )1 = p)nhtt

k
ar1n  PoOV{k} PW® =k—-1) X
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k (n—k+1lp n—-k+1

A k(l—-p)  n—=X
hal<k<nésn>1+ M\

Legyen s = 1+ |A|. Ezéaltal ax, < as,, ha k> 0,n>1+X. Mivel
lim,, .. P(W™ = k) = Po(\){k}, ezért lim, .o as, = 1. Vagyis tényleg,
S < oo.

Tegyiik fel most, hogy Y p- h(k)Po(A\){k} <oo. A
Y peo h(k) |P(W(”) =k)— Po(/\){k}| Osszegben a k-adik 6sszeadandé korla-

tos:
0 < h(k) |[P(W™ = k) — Po(A){k}| < (S + 1)h(k)Po(A){k}.

Ezért a dominalt konvergencia tételt hasznélva megkapjuk a bizonyitandot.

Forditva, ha limy, e Y pe o h(k) [P(W™ = k) — Po(A){k}| = 0, akkor

0< i h(k)Po(\){k} < i h(k) [P(W™ = k) — Po(\){k}| — 0,

han — oo. Tehét oo M(E)Po(A){k} <oco. O

A Chen-Stein médszert haszndlva nem kell feltenniink a p; ,,-ek egyenldségét:

2.2.2. Tétel. Legyen A\ = | pin rogzitett. Tegyiik fel, hogy

maxj<;<p Pin — 0, ha n — oo. Ekkor
lim » " h(k) |[P(W™ = k) — Po(A\){k}| =0
pontosan akkor teljesil, ha Y.~  h(k)Po(A\){k} < oo.

Bizonyitds. Latszik, hogy az el6z6 Tétel bizonyitasa csak az S < oo egyenl6t-
lenségen miilott, ezért most csak ennek a belatasaval foglalkozunk. Legyen
W = > i Ljm- A kordbban megéllapitottak szerint minden korldtos g

)

fiiggvényre

E(WOgW ) = Y pinl (o0 + 1)) 0
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Legyen g(I) = 1,hal=k+1 és g¢(I)=0,hal#k+1, ahol0<k<n.
Ebbdl azt kapjuk, hogy

(k+DPW™ =k +1) = p LW = k).
=1

Mivel
PW™ =k, W = k)
1> P(W™ = kW = k) = = ’ =
PW" = k) PW" = k)
ezért ebbol kovetkezik, hogy
PW® = 1
(W k+1) < A 2)

P(W®m = k) (k+1)(1 — maxi<i<n Pin)

(1)-et tovabb {rva:

Ezek alapjan

PWW =k 1)
PoM{k+1}  (k+1)PW"W =k+1)

PWW =k) AP (W ()
Po(MN{k}

Il
=~
~—

1 n
1 2 (pw™ =)y — W™ =k - 1)) .
* SPTE =F) bn (POV =) = POV, )
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(2)-hoz teljesen hasonlé médon kaphatjuk, hogy

P(W'(n) =k) < A = Din < A

]

PW =k—1) ~ k(1 —maxp;n) ~ k(L —max;pin)

(2

Az utébbi kifejezés < 1, ham > k > 1+ [\ és n > ng. Vagyis
PW™ =k) = PW™ =k—-1)<0,hai=1,2,...,n. Ezért

PW®™ =k +1)
Po{k+1} _,
PW® =k) — 7

Po(M){k}

Tehdt ha k > 14 | A] és n > ng, akkor

P(W®™ = k) - PW® =1+ )]

PoV{R) = PoN{Lt A} =0 %

Ebbdl az allitds mar kovetkezik a dominalt konvergencia tételt hasznalva

ugyanugy, mint az el6z6 tételben. [
2.2.3. Megjegyzés. Ha Z ~ Po()\), akkor

> h(k)Po(\){k} = E (W(Z)).

[e’e)
k=

0
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3. fejezet

Legnagyobb egyutthatdk

3.1. Polinomok

A valés n-edfoku polinomok vizsgalata soran érdemes azokra figyelmet for-
ditani, amelyek valamilyen szempontbdl extremdlis tulajdonsagiak. Termé-
szetes modon addédhat példaul az a kérdés, hogy létezik-e ,,0-hoz legkoze-
lebbi” polinom, pontosabban, az 1 féegytitthatés n-edfoki polinomok kozott
van-e legkisebb szuprémum-normaju a [—1, 1] intervallumon. A vélasz igen.
Réadédsul minden n-re (—1-gyel valé szorzastdl eltekintve) egyértelmiien 16-

tezik ilyen polinom. Ezek az in. Csebisev polinomok.

Az el6bbi allitast gy is megfogalmazhatjuk, hogy a [—1, 1]-en adott szupré-
mum-normaju n-edfoku polinomok kozott a Csebisev polinom féegytitthatdja
a legnagyobb. Valéban, ilyen esetben az 1 féegytitthatés polinomok koziil a
Csebisev polinomot kell a legnagyobb abszolut értékii szammal megszoroz-

nunk ahhoz, hogy a kivant normat elérjiik.

A felmeriil6 kérdés, amire ebben a részben valaszt keresiink, hogy lehet-e
hasonlé allitast kimondani az n-edfoku polinomok k-adik egytitthatoirél. A

Csebisev polinomok segitségével ez is megvalaszolhato.

Jelolje tehdt T, az m-edfoku (els6faji) Csebisev polinomot, amit |z| < 1
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esetén a

T, (x) = cos(n arccos x),

vagyis (az x = cosy helyettesitéssel) a T, (cosy) = cos(ny) képlettel de-
finidlunk. Ekkor 7}, (cos y) masképpen is felirhaté, cos y hatvanyait hasznélva.

Ehhez vegytik észre, hogy
cos(ny) + isin(ny) = ™ = (e¥)" = (cosy + isiny)".

Az utébbit a binomidlis tétellel kifejtve és a sin®y = 1 — cos? y azonossagot

felhasznalva, a valds részekre a kovetkezo egyenloség adddik:

cos(ny) = Y (Z) (cos y)" (1 — cos? y)?—

>0

n _4]—
Z <4l N 2) (COS y)n 4l 2(1 — cos? y)2l+1 (1

1>0

~—

Tehat cos(ny) felirhat6 cosy polinomjaként:
T, (cosy) = cos(ny) = Z cl(-n)(cos )"
i=0
A Csebisev polinomok ortogonalisak a kovetkezé értelemben:

3.1.1. Allitéas.

han=m=20
T han=m%#0
ha n # m.

/1 T (2) T () dr — —
-1 hV4 1 — 172

O wi= 3

Bizonyitds. Az integralban az x = cosy helyettesitést alkalmazva kapjuk,

e T @) Tule) [
[P e = [ costom) costmppay =

% /07r {cos ((n — m)y) + cos ((n + m)y)} dy.
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Itt az utolsé 1épésnél a cos(a+ ) +cos(a— ) = 2 cos a cos [ trigonometrikus
azonossagot alkalmaztuk. Ha az elébbi kifejezésben n = m = 0, akkor ez a

kifejezés nyilvan w. Ha n = m # 0, akkor

3 | teos (tn=my) +cos (@ mip)ydy = § + 5 [ cos 2ny)dy =

™
5 .

m +1 sin(2ny) "
2 2 2n B

0

Ha n # m, akkor

1

3 /07r {cos ((n —m)y) + cos ((n+m)y)} dy =

1 {[M}”Jr {Mr} =0,

5 n—m n+m

Ez pedig az allitast jelenti. [

0 0

A CE”) egyiitthatokra adhatunk képletet, mint azt a kovetkezo allitas mutatja.

3.1.2. Allitas. Han =i (mod?2), akkor

n—i . n—H
M= (-7 2l ( p )

n-+1

és han # i (mod 2), akkor

A =,

Ahhoz, hogy ezt beldthassuk, sziikségiink lesz a Csebisev polinomok kozott

fennall6 rekurziora.

3.1.3. Lemma. Ty(z) =1, Ti(x) =z, és han > 1, akkor

Thi1(z) = 22T, () — Thmv ().

Bizonyitds. Alkalmazva ismét a cos(a + ) + cos(a — ) = 2cosacosf3

egyenloséget, kapjuk, hogy
Toi1(x) + Tho1(x) = cos((n + 1)y) + cos((n — 1)y) =
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2 cosy cos(ny) = 22T, (x). O

Bizonyitds. (A 3.1.2. allitasé.) Az allitds mésodik része (1)-bél nyilvanvald.
Az elso részt teljes indukciéval bizonyitjuk. Ha ¢ = n, akkor a 3.1.3. re-

kurziéhél kénnyen latszik, hogy i) = 2n=1 és ezt adja az allités formuldja

is. Legyen most i < n. Mivel n = k (mod 2), ezért irjuk at an)_t 0271_)2]-_2
alakba. Az indukcios feltevés: tegytk fel, hogy a formula igaz tetszdleges i

esetén c,gc_)%—re, ahol £ < n és igaz ™ -re, ha 0 < ¢ < j. Belatjuk, hogy

n—21
i = j+ 1-re is igaz. Mivel minden n esetén tudjuk, hogy ) = 271 ez elég.

A rekurziébdl kapjuk, hogy

n n—1 n—2)
07(1—)2]'—2 = 201(1—23')—3 - 051—23‘—2-

Az indukcids feltevés szerint

2n —27—4\n—-25 -3
(—1)i+1gn—2i-3 n—1 n—j—=2\ _
2n—25—4\ j+1
(=1 n—2j—4 - -
és .
I O N B U Al
J 2n—25—4\n—25—2
—1) ,
%2”‘23—3(n—2)(n—j—3)-...-(n—2j—1).
Vagyis
n n—1 n—2
ng—)2j—2 = 20;—23')—3 - 7(1—2j)—2 =
(=)™ aios . - [(n—l)(n—Qj—Q) }
- U (n—-5-3)-...-(n—27—1 - +(n—2

5 (n=j=3)-.. (=2 =1) | (n—2)
Vizsgaljuk a szogletes zardjelben 1évo kifejezést:

1 , (n—1n (n—1)(25+2)
—mn—=-1)(n—-27—-2)4+(n—2) = — — . +n—2=
A= D=2 =2+ (-2 = e

-1 1
<n,—>n—n:,—n(n—j—2).
J+1 Jj+1
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Tehat

9.1 (n=2) _ (_1)%12"*2%3 i — 92 —3 27—1
Cn—2j—3_cn—2j—2_m nn—j—2)(n—j7-3)-...-(n—25—1).

Ez pedig pontosan az allitast adja:

Mo (_1)j+12n—2j—2 n n—yj—1 0
n-2j-2 om—2j—2\n—2j—2)

A Csebisev polinomok szamos tulajdonsaga koziil még az explicit alakjukat

emlitjik meg.

3.1.4. Tétel.

T, (x) = [(:L‘—k\/ﬁ)n—i—(x— m2—1>n].

1
2

Bizonyitds. A 3.1.3. lemmabdl ez is konnyen adédik indukcidval. Ha n = 0
vagy 1, akkor az allitdas nyilvanvalé. Tegyiik fel, hogy igaz az allitas igaz

Ty-ra, ha k < n. Ekkor a rekurzié alapjan:

Taa(w) = 20T (2) = Ta-r(2) = 2:6% [(:c - m)n + <a: Vo 1)"} _

(:p + m)“ + (x - m)“} -
+ m)"l (20 + V1) 1) +
e V1) (2 - V@ D) 1) =

-1

= N = N
N MM/

3 -~/

n—1

(e v D) @V (- VL) V1) =

! [(Hm)"“ + (- m)] o

DO | —
&
no

[3]-ben megtaldlhatd, hogy a kovetkezd allitds V. A. Markov eredménye 1892-
bol.

Ha p(z) = > jaix’, a, # 0 valds egyiitthatds polinom, akkor legyen
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pT(x) = apz™ + ap 02"+ ..+ Ay o) |T
és
p () =a, 12"+ ap 3"+ an—2[%1+1wn_2(%—‘+1
Legyen
p(7) = apa™ + ap_ 12"+ a2 a2 4+ ar Fag

valos egyiitthatds polinom, a,, # 0.

3.1.5. Allitas. Tegyiik fel, hogy 0 < k < n.

1
(n
|Ck

Han#k (mod2), akkor max,e—11) |p(z)| > —

ESR

Han=Fk (mod2), akkor max,c_1,1 [p(z)| >

)l'

Tovdabbd, ha az elso egyenlotlenségben eqyenloséq teljesul,  akkor
pla) = 5T(o).

A mdsodik egyenldtlenségben, ha n > 2, akkor nem teljestilhet egyenldség.

Bizonyitds. Legyen n =k (mod 2) . Indirekt tegyiik fel, hogy
max,e[—1,1 [p()] < ‘(—1)| El6szor belatjuk, hogy
Ck
max |p(x)| > max |pT(2)].
ax p(x)] = Dnax " (2)]
(Megjegyezziik, hogy a kovetkez6hoz teljesen hasonld bizonyitdssal belathato,

hogy max,c—1,1) [p(x)| > max,ec—1,1) [p~ (2)].)

Mivel 3z € [—1,1], amelyre |p*(xo)| = maxze_11)|p"(2)], ezért p*(zo) =
(=1)"p*(=m0) és p~(z0) = (—=1)""'p~ (—o) miatt: max{|p(zo)|, [p(—zo)[} =
max{[p™(zo) + p~ (o), [p" (=0) + p~(—70)} =

max{|p*(zo) +p~ (z0)], [p" (x0) — p~(x0)[} = [p" (w0)|, vagyis

maXgze[—1,1] |p($)| 2> MaXye[-1,1] |p+($)"

Emiatt max,c—1,1) [p*(2)] < ﬁ, tovabba p*(x)-ben z* egyiitthatdja 1.
Ck

A T, (z) polinomra igaz, hogy max,c(_1.1) [Tn(x)| = 1, és T, (cos ) = (—1)/,

i = 0,1,...,n. Ezek alapjdn az T.(x) — pT(x) polinomnak van gyoke

1
o
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a (cos %’,cos @), i = 0,1,...,n — 1 intervallumon. Legyenek ezek a
gyokok y1, —y1, Y2, — Yo, - . . Yn | Y és ha n paratlan, akkor yo = 0. Itt
2
(n)
y; # 0, ha i # 0. Mivel van n gyok, ezért <5 — a, # 0.
Ck

Ha n paratlan, akkor

1 e X2
s Tula) — p*(a) = (W - ) o [1@ =@+ 9 =
(o Cr i=1

) 5]

Cr. i=1

Ha n paros, akkor

) 5
—)Tn(:v) —ph(z) = (W - an> H(IB —yi) (@ + i) =

(n
Cr,

(n)
[ n—k 2,2 2
' (w —an> S D T AN

1<i1 <9< <ty < z
nT L2J
ami ellentmondas.

Legyen most n Z k  (mod 2). Az el6z6ekbél mar kovetkezik, hogy

p(z)| = P~ (x)] = !
max x max x -
setiry PV = iy P2 )

Az egyenloség kérdése van még hatra.

Legyen n = k (mod 2) Tegyiik fel, hogy pT(z) # —5Tu(x). Azt is felte-
Ck

hetjiik, hogy az 5T, (z) — p*(x) polinomnak nincs a [cos , cos (”;1)”),
k

(COS (n—nl)7r’ cos (n—nQ)W)

;- (cos 7, 1] intervallumok mindegyikén gycke, hiszen
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azt az esetet mar tulajdonképpen lattuk. Ha egy ilyen intervallumon nincs
gyok, akkor valamelyik végpontja gyok kell, hogy legyen. Azaz i
C(IH)T (cos 0T) = pT(cosLr). Allitjuk, hogy ebben az esetben C(—I,L)Tn(a:) -
pll(x)—nek cos(iOT”) legaldbb kétszeres gyoke. Ugyanis '

!
1 1 ) )
—T,(x) — p* () — T/ (cos L) — (p*)(cos 25y = 0,
(n) . (n) n n
Ck x:COS(Znﬂ') Ck

mert cos(“T) szélséértékhelye a T, (x) és a p™(x) polinomnak is. Vagyis min-
den [cos(@) cos(I)],i=1,...,n—1 intervallumon van gydk, és ha ez az
egyik végpontban van, akkor ez legalabb kétszeres. Tehat az (171)T (x)—p*(z)
polinomnak van n gyoke a [—1, 1] intervallumon (multlphcltassal szdmolva).
Nyilvan n-nél tobb nem lehet, és ebbdl az is latszik, hogy ekkor minden gyok

(igy esetleg 0 is) legfeljebb kétszeres. Ugyantigy, mint kordbban, kapjuk,
hogy

e nek
0= (?—n)—an> (=1) =z Z yflyfnT_k
1§i1<...<inT,k < LgJ

Mivel 0 legfeljebb ketté multiplicitasi zérushely, és a feltételek miatt n > 2,
ezért a fenti szummaban van 0-tél kiilonbo6z6 tag. Ez C?m # a, miatt ellent-
mondés. Tehdt pT(z) = ?Tn(m). A max,ep_11 [p(x)| 2 max,e(—1,1) [pT(z)]
egyenlétlenség bizonyitdsdbdl latszik, hogy most p~(cos ™) = 0,
i=0,1,..., [”T_lj, ["T’Ll], ...,n. Ez legalabb n gyokot jelent, amibdl kovet-
kezik, hogy p~ = 0.

Vizsgaljuk most a mésodik egyenl6tlenséget. Latszik,  hogy
max,e[—1,1] [p(x)| = |tf;i"+l>| csak akkor teljesiilhet, ha p~(z) = ﬁT (7).
Hasonléan, mint az el6bb, kapjuk, hogy p*(cos -75) = 0,i = 0, 1, co.,n—1.
Ezzel p* Gsszes gyokét meghataroztuk. (p* # 0, mert a,, # 0.) Han > 2, ak-

kor cos 7= € (—1,1), és igy p/(cos =2=) = (p~)/(cos =25 )+ (p™)'(cos =5) # 0,

mert p* cos ~=-ben elGjelet valt. Ezért cos = nem szélséértékhelye p-nek.]
3.1.6. Megjegyzés. =2 és k =1 esetén p(r) = ax®> + x — a,a €
[—3. 31\{0} olyan polmom amire maxge—1,1) [p(z)] =1 = (—11)|
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3.1.7. Megjegyzés. A masodik eqyenldtlenségben a konstans nem javithato,

mint azt az %x" + ﬁTn_l(x), m=1,2,... polinomsorozat mutatja.
Ck
Jelolje P, a legfeljebb n-edfoku polinomok halmazat.

3.1.8. Kovetkezmény. Ha tekintjik azokat P,-beli polinomokat, amelyek-
nek a [—1,1] intervallumon 1 a szuprémum-normdjuk, akkor ezek kozétt a
megfeleld Csebisev polinom k-adfoki tagja egyiitthatojanak abszolit értéke a
legnagyobb. Pontosabban.:

han =k (mod2), akkor max{|ay| : p € Py, max,c;_1] |p(x)] =1} = \c,§”>|,
han#k (mod2), akkor max{|a| : p € P,, maxei—1,1) [p(x)| =1} = ),

Bizonyitds. Han =k (mod 2), akkor egy tetszéleges p polinomot, (amire
ar # 0) szorozzunk be azzal a ¢ valds szimmal, amire cay = c,i"). Ebbdl azt
fogjuk kapni az el6z6 allitas alapjan, hogy max,ei—11y|cp(x)| > 1, ezért |c| >
1, és egyenl6ség pontosan akkor all fenn, ha p = T,. Han # k (mod2),
akkor azt a c-t vegyiik, amelyre cay = cg%l), és ezek utan ugyanugy foly-

tathatjuk a bizonyitast, mint az elobb.[]

Nekiink val6jdban a [0,1] interallumon lesz sziikségiink egy, az elébbihez

teljesen hasonlé eredményre.

Legyen T,,(2x — 1) =", A"z

3.1.9. Allitas. Tegyuik fel, hogy 0 < k < n. Legyen
p(x) = apa™ + ap_12"+ L ap 2T 4 2P + g2 L 4 a4 ag

valos egyitthatos polinom, a, # 0. Ekkor

p(@)] > —
max |p(x)| > .
2€[0,1] ]d;") |

Egyenléség pontosan akkor dll fenn, ha p(x) = T, (2x — 1).

Bizonyitds. A bizonyitas az elozo6 allitas bizonyitasdnak egyszerisitett valto-

zata, ezért csak vazoljuk azt.
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To(cosZ) = (=1)f, azaz T,(2cos® &£ — 1) = (=1), i = 0,1,...,n. Ha

2n
. < — T,(2z - 1),
Mat e, |p(r)] max F (2z —1)

akkor d(n%l)Tn(Zx— 1)—p(z)-nek van n kiilonbozé gydke a [0, 1] intervallumon.

A gyokok: Y, s, - .-, yn > 0. Eazel

1 dy) -
WTn(2$ —1) —px) = (@ - an> H(:v — Yi)s

k i=1

a k-adfoku tag egyiitthatéjara pedig
d” )
k 1<i1<i9<...<bp_p <N

Ez pedig ellentmondds. Az, hogy egyenléség pontosan p(x) = T,(2z — 1)

esetén all fenn, ugyanugy lathaté be, mint az el6z6 allitasban.[]

3.1.10. Kovetkezmény.  Ha tekintjik azokat P,-beli polinomokat, ame-
lyeknek a [0,1] intervallumon 1 a szuprémum-normdjuk, akkor ezek kiézott
a T,(2x — 1) polinom k-adfoki tagja egyiitthatdjanak abszolit értéke a leg-
nagyobb.

Bizonyitds. Ugyanugy bizonyithatunk, mint az el6bb. [J

A T,,(2x —1) polinom egytitthatdit is meghatérozhatjuk a korabbiak alapjén.

Erre egy becslés miatt lesz sziikségiink.

3.1.11. Allitas.

n e n (k+n
4 = oy (P,

Bizonyitds. Az allitdst ismét a a 3.1.3. rekurzié segitségével bizonyithatjuk
teljes indukciéval, mint a a 3.1.2. allitdsban. A T,,(2z — 1) polinomra tehat

a kovetkezot kapjuk:
T,2x—1) =222 — 1)T,1(2x — 1) = T,,_2(22 — 1).
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Ebbdl konnyen lathatd, hogy d™ = 227=1 minden n-re. A fenti formula is
ezt adja. Az egytitthatot irjuk at ismét dﬁl alakba. Ekkor az egyiitthatdkra

a kovetkez6 Osszefliggés adodik:
dy; = 4d50 —2dY — d, (2)

ahol persze dl(m) = 0, ha | > m. Az indukciés feltevés a kovetkezo: tegyiik
)

fel, hogy az allitas igaz dﬁ:ﬁi—re, ha m < n és i tetszoleges, illetve ha m = n és
0 < i < j. Belatjuk, hogy ekkor igaz m = n és i = j+1-reis. A (2) képletben
szerepl6 egytitthatok koziil az indukcids feltevés szerint a jobb oldalon allo

egyiitthatokra érvényes a formula.Ha j + 1 = 1, akkor az allitas a

A, = 4d) — 2407

n— n

alakot Olti. A jobb oldal az indukciés feltevés miatt a kovetkezo:

_ _ -1 /2n—3
44D _9gnT2) _ gL (19204 n _9.92n=3 _ _ 92
n—2 n—2 ( ) 2n _ 3 2n _ 4 n

Ezt adja az allitas is. Ha j + 1 > 2, akkor irjuk fel a (2) jobb oldalan all6
tagokat egyenként:

4d(n—'1)2 _ 4(_1>j+122n—2j—4n—_1 ( 2n —j — 3) _

ni= 2 —j—3\2n—2j—4
(=17 onajoa : :
2, —a(cappnnie ML (==Y
J 2n—j —2\2n —2j — 2
(1) Jon-2j-1 : :
2 m—1)2n—3j—3)-...-(2n—2j — 1),
J!
AP, = (cayigmene T2 (2T 7O
J 2n—j7—3\2n—25 — 2
(1 s
Wz%—?ﬂ—?(n —2)2n—j—4)-...-(2n—2j - 1).
Jj—1)!

Ebbdl kapjuk, hogy



(_1>j+1

(4 1)!

(n—1)2n—-2—-2)2n—27—-3)+2(j+H(n—1)2n —j — 3)—
G+ 1)(n - 2).

Szamoljuk ki kiilon-kiilon a zaréjelben allé harom tényezos szorzatokat:

22272 —j —4) ... (2n =25 — 1)

(n—1)(2n—2j—2)(2n—25 —3) = 4n®+45°n+18jn—6n>+16n—45>— 105 —6,

207 +1)(n—1)(2n —j — 3) = 4jn* — 25°n +4n* + 25> — 12jn + 8j — 10n + 6,
—j(G+D(n —2) = =j*n+ 2% — jn + 2j.

Ezek Gsszege:
4n® + 5°n + 5jn — 10n* —4jn* +6n=n(2n —j — 2)(2n — j — 3).
Ez azt jelenti, hogy

030 =2 =T = Y nen = =2) (20 =2 1),

Tehat

d("), — (_1)j+122n—2j—2L 2n—j53—1
n—j—1 2n—j—1 2n_2]’_2 ’

ami az allitas volt. O

Az &llitas segitségével becslést kaphatunk ]d,(cn)]—re:

|d(n)| _ o2k kE+n < 22k 2k
k E+n\ 2k )= (2k)’

a szamtani és mértani kozepek kozotti egyenlétlenség miatt.

3.2. Generatorfuggvények egyitthatoi

Az el6z6 eredmények tulajdonképpen a kovetkezot jelentik a mi szamunkra.
Legyenek p=(po,p1,---,Pn,) 68 a=(q1,G2, - -, qn,) diszkrét valdsziniiségel-
oszlasok a gp és gq generatorfiiggvényekkel. Tegyiik fel, hogy ezekben csak
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véges sok 0-tdl kiilonbozo valdszintiség szerepel. Jelolje gp — gq szuprémum-

normdjat a [0, 1] intervallumon A. A k-adfoku tag egyiitthatéjéra ekkor
Jax] < [d}”|A,

ahol n = max{ny,ns}. Ezt az eredményt préobaljuk meg a kovetkezOkben

valamivel altalanosabbéa tenni.

Legyen
Fo 1 =Y art Yl <2 Ya=0)
=0 i=0 i=0
(Nyilvén gp — gq € F.)
Lathat6, hogy |f(z)| = | Y ar’| < Y lai] <2 < oo,Vz € [0,1], ha

f € F. Ebbol a Weierstrass kritérium miatt f hatvanysora egyenletesen

konvergens a [0, 1] intervallumon.

Legyen f € F, amelyre maxgcpo1 |f(z)] = A. Legyen h olyan fiiggvény,
amelyre h(A) > A VA > O-ra. Legyen tovdbba o tetszdleges fliggvény.
Tudjuk, hogy 3N, hogy Vm > N esetén | > oo a;x'| < h(A) — A.

i=m+1

3.2.1. Allitas. Tegyiik fel, hogy 0 < k < N. Ha N < o(A), akkor

22k

< —— - h(A) (o(A))*,
Bizonyitds.
N e
Zaix’ = ’f(:c) - Z a;x'| < A+ h(A) - A= h(A).
=0 i=N+1
Ebbél adédéan |ax] < h(A) - [dY| < h(A) - TG < Z5h(A) (o(A)™ . O

[6]-ben és [7]-ben felsd illetve alsé becslések taldlhatdk |ay|-re.

[6]-ben péddul az olvashatd, hogy tetszileges 0 < ¢ < 1 esetén létezik cx(e),
k=0,1,..., amire
lax| < cp(e)AT
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tetszoleges f € F esetén.
1

2(2k)! [log(1 + v/2)
tén, ha A > 0 ,,elég kicsi,” akkor van olyan f € F, amire

1\ 2
> CA | log — .
lag| > C (ogA>

A 3.2.1. llitdst alkalmazzuk a h(A) = 2A és o(A) = log 1 vélasztésokkal.
Ezzel azt kapjuk, hogy ha N < log %, akkor

| |<22k+1A] 12k
U= 2r)! ®AN)

A figgvények ezen valasztasa mellett a kovetkezot allapithatjuk meg. Adott

[7]-ben megtaldlhaté, hogy tetszdleges 0 < C' < ese-

}Qk

f € F esetén tetszoleges C' > 0 konstansra C' - f-hez tartozhat ugyanaz az
N, mint f-hez. Ez azt jelenti, hogy ehhez az f-hez létezik olyan C' = C(f),
amivel N < log =% lesz. Ebb¢l pedig kaphatunk becslést |ay|-re:

C|ak| B |Clk| 92k+1

CA (log CLA)% A (log CLA)% T (2R

ValGjdban a becslés sordn csak azt hasznéltuk, hogy o(A) = log x-ra
lo(A)] — oo, ha A N\, 0. Ha C-re adott valamilyen alsé becslés, akkor ez

egy fels6 becslést jelent |ay|-re is.
Egy kissé mas megkozelités a kovetkezo. Legyen
(x) = Lsu n%z |a;|
4 B x2k n>€ ; o
- =>n
Ez egy monoton csokkend fiiggvény. Ha igaz, hogy > 7 |a;|i** < oo, akkor

lim, .o @(x) = 0. Legyen ¢~ *(z) = min{l > 0 : p(I) < z}. Vegyiik észre,

hogy ¢! értéke mindig egész szam.

3.2.2. Allitas. Ha k < o~ Y(A), akkor |ay| < Q(Q;TJ;;A(@”(A))%.
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Bizonyitds. Vélasszuk N-et gy, hogy N > ¢~ 1(A) legyen. Ezzel

N
Zaixi < A+Z|ai| <A+ p(N) <2A.
i=0 i>N

Ez azt jelenti, hogy |ay| < %N% - 2A. Vagyis az N = ¢ 1(A) vélasztéssal

a bizonyitas kész. [

Az el6bbi allitds segitségével egy tovabbi felsé becslést adhatunk |ay|-re.

3.2.3. Allitas. Tegyiik fel, hogy van olyan 0 < e < 2, amire R(e) =
Yoo laile® < co. Ha A < e ?*R(e), akkor

iz o (2]

la;| < e ™ R(¢), azaz n**y
n**e " R(e). A t*e~" fiiggvény a maximumét t = i—k-ban veszi fel. Emiatt
¢(z) < e ™R(e), ha x > 2.

Valasszuk most N-et a kovetkezoképpen: N = E log (%)-‘ . Ezzel N >

R(e) k . 1 R(e) ’
%log <—> > 2? lesz, vagyis ¢(N) < @(;log< A )) < A. Tehat

Bizonyitas. Vegyiik észre, hogy » . o @] <

A
0 1(A) < N. Ez pedig adja az allitdst. O
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