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1. fejezet

Bevezetés

1.1. Torténeti attekintés

A problémakor alapja a Helly-tétel,amely szerint ha korlatos konvex halmazok egy csalddjara
igaz,hogy barmely haromnak van k6z6s pontja,akkor az Gsszes halmaznak van.
A transzverzalisok probléméja azt vizsgélja,hogy ha korlatos konvex halmazok egy csaladjarél tud-
juk,hogy koziiliik barmely néhédnynak van kozos szelGje (transzverzalisa),akkor az ¢sszesnek van-e.
Végtelensok halmazra Hadviger belatta,hogy igaz,ha barmely haromnak van kozds transzverza-
lisa,akkor az Gsszesnek is van. De véges sokra ez nem igaz,amint majd latni fogjuk.
A véges sok konvex halmazbol all6 csaldd esetében az els6 eredmény Danzertsl szarmazik,1957-
b6l korokre. Majd Griinbaum 1958-ban oldotta meg a problémat paralelogrammaékra.Mindketten
kor,illetve paralelogramma eltolt példanyaibél 4116 csaladra igazoltédk eredményiiket. De csak 1989-
ben, Tverbergnek sikeriilt altalanosan korlatos konvex halmazok (ovalisok) eltoltjaibol &llo csalad-
jara eredményt elérnie.A ma ismert eredmények konvex halmazok eltoltjainak csalddjarél szol-
nak.Latni fogjuk,hogy a forgatas illetve a hasonlésidg megengedése problémékat okozhat.
Az id6k soran tobb vizsgalodasi irany is kialakult.Ahogy a dolgozatban is latni fogjuk,a fent le-
irt probléman kiviil lehet vizsgalni még a feltételek és kovetkezményeik egymaéstol valo fiigge-
sét,példaul,hogy mit lehet mondani,ha kevesebbet tesziink fel,illetve hogy a kévetkezmény gyengi-
tése milyen gyengébb feltételek mellett is teljesiil. Ezeknek tobbféle modjat is ismertetjiik.Ilyenek
konkrétan a kongruens korok esetében az atmetszés megengedése bizonyos megszoritasokkal,melyek,mint
majd latni fogjuk,sziikségesek lesznek.Danzer ugyanis csak érintkezd vagy diszjunkt kongruens ko-
rok eltoltjainak csaladjaval foglalkozott.
Ilyen problémakor még,amikor sok kongruens kor van,ami azok elhelyezkedésére ad bizonyos korla-
tozast.Ezt Jeronimo vizsgélta.Végiil ilyen a Katchalski-Lewis problémakor,amikor a kovetkezményt
enyhitjiik azzal hogy bizonyos szamu kivételes kort (ezek kivételével a tobbinek létezik kozos transz-
verzélisa) megengediink.Végiil némi altalanosabb eredményt is megemlitiink,magasabb dimenziora.
Fontos megjegyezni ugyanis,hogy a problémakér az euklideszi siknal &ltaldnosabban,tetszéleges
dimenziéban,sét hiperbolikus sikon,gémbon is 1étezik,de a legtobb eredmény az euklideszi sikon

ismert és ebben a dolgozatban is lényegében csak ezzel foglalkozunk.



1.2. A dolgozat felépitése

A dolgozatban tilnyomorészt eltolt kongruens korokbdl allo véges elemi csaladokkal fogunk
foglalkozni a felmeriil6 probléméak tiikrében.Idénként paralelogrammaékkal kapcsolatos vizsgalato-
kat is végziink,s6t az altalanos esetre is itt-ott roviden ki fogunk térni.Igyeksziink a bizonyitasokban
az érdekes Otleteket bemutaté bizonyitésokat részletezni,illetve azokat,amelyek révildgitanak a de-
finicidk és a segédtételek alkalmazasara,a lényegében csak diszkusszidkat tartalmazo bizonyitéasok
részleteire nem tériink ki.Az irodalomjegyzékben felsorolt cikkekben azokat megtalalhatja az ér-
deklgds. Ezen kiviil abrakon és ellenpélddkon at igyeksziink ramutatni a probléma jellegére és a

konstrukciok mikéntjére.Ezek nagyban segitik a problémakér megértését és kovetését.

1.3. Alapfogalmak,definiciék,alkalmazott tételek

Most bemutatasra keriilnek azon alapvets fogalmak és tételek,melyeket minden problémakérnél

lépten-nyomon hasznalunk. ElGszor a jeloléseket és az alapfogalmakat ismertetjiik:

DEFINICIO: Ovalis olyan kompakt konvex halmaz,amelynek nem iires a belseje.
DEFINICIO: F jeldli ovalisok egy osztalyat az euklideszi sikon.

DEFINICIO: Ha F minden n elemének van kozos transzverzalisa,akkor F T(n) tulajdonsagu.
DEFINICIO: Ha F minden eleméhez van kozos transzverzalis,akkor F T tulajdonsagu.

Néhdany egyszeri segédtétel nagy mértékben segiti a vizsgalodasokat:

1.SEGEDTETEL: Elég centralszimmetrikus ovéalisokat vizsgalni.
Ez egyszeriien a centralszimmetrizéci6 illeszkedéstartasabol lathato.
2.SEGEDTETEL: Az ovalis helyett vizsgalhat6 annak affin transzformacioval nyert képe.

Ez az affinitas illeszkedéstartasabol latszik.



2. fejezet

Egy ovalis diszjunkt eltoltjainak esete

2.1. Kor eltoltjainak esete

Most F egy adott kor diszjunkt eltolt példanyaibol allé véges csalad,ahol a kordk érintkezése
még meg van engedve.Miel6tt kimondanédnk Danzer tételét elgszor bemutatjuk a problémakor soran
alkalmazott eszkozoket.

Fontos eszkoz az tgynevezett kéve (2.1. abra),amely azt mutatja meg,hogy két kor esetén hova
keriilhetnek tovabbi kordk ugy,hogy azoknak ezen kettével legyen kozos transzverzélisuk,ezeknek

ugyanis kell,hogy legyen k6z6s pontjuk a kévével.

2.1. 4bra. Kéve

Kongruens korok esetén a kézéppontok helyére is kovetkeztethetiink a kozos transzverzalis 1é-

tezésébdl. A kozéppontok lehetséges helyét megado alakzatot kézépponti kévének hivjuk(2.2. abra).

2.2. dbra. Kozépponti kéve



Tovabbi alkalmazott technika hogy a kozos transzverzalis létezése helyett az ezzel ekvivalens
alabbi feltételt alkalmazzuk:

A rendszer lefedhetd eqy kordtmérd kétszerese szélességi sdvval.

Vagy kozéppontokra:

A kdrkézéppontok lefedhetdk kordtmérd szélességi sdvval.

A hasonlosag nem valtoztat a problémakor feltételein és kovetkezményein,igy a csalad kongruens
koreirdl feltehets,hogy példaul egységsugariak.Mashol kényelmesebb lesz majd azt feltenni,hogy
egységatmérgjtek.

Most mar a fogalmak és az eszkdzok ismeretében kimondhatjuk Danzer tételét:

TETEL(Danzer, 1957) : Kongruens korok eltolt példanyaibol allo F —re T(5) = T.

sz z

van.Azonban mig a Helley-tétel véges sok halmazra is azonos feltétel mellett teljesiil,addig itt
lathato,hogy véges sok kongruens kor diszjunkt eltoltjaira mar T(5) a sziikséges feltétel. Raadasul
itt tobb kikdtést is tettiink.Egyrészt.hogy a kdroknek kongruenseknek kell lenniiik,méasrészt,hogy
a korok nem metszhetnek egymasba (az érintkezést megendgedjiik). Mint azt latni fogjuk,ezek a
feltételek nem hagyhatok el.S6t dtmetszd kordk esetében még tovabbi feltételek kellenek,ugyanis a

tulsdgosan nagy atmetszés esetében konstrualhato ellenpélda,amint azt latni fogjuk.

2.2. Az eltolt diszjunkt paralelogrammak esete

Most F egy paralelogramma eltolt példanyaibol allo véges elemd csalad.

TETEL(Griinbaum, 1958) : Paralelogramma diszjunkt eltolt példanyaibol &4llo6 F — re
T(5) =T.
BIZONYITAS:

A 2.SEGEDTETEL szerint feltehetd,hogy a paralelogrammaék négyzetek,ugyanis megfelel6 affin
transzforméaciéval négyzetbe vihetd tetszéleges paralelogramma.Most tehat F egy négyzet disz-
junkt eltoltjaibol all. Vagyis tengelypéarhuzamos négyzetekbdl. Az egyszertd attekinthetség kedvéért
képzelhetjiik ugy,hogy a négyzetek egyik oldalparja fiiggsleges,masik vizszintes. 2 eset lehetséges.

1. eset: Létezik egy fiiggGleges V és egy vizszintes H egyenes és két négyzet,P; és P, € F,hogy
P, és Py két szemben 1év6 siknegyedben vannak a H és V altal negyedelt sikon. Az altaldnossag

megszoritasa nélkil feltehetjiik,hogy ezek a 2.3. d4bran lathaté6 modon helyezkednek el.
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- Fig. 1.
2.3. abra. 1. eset elrendezése

Ekkor minden P;-et és P»-t metszé egyenes "emelkedd". Vagyis nem lehet H-val vagy V-vel par-
huzamos,illetve az 1. vagy III. siknegyedben csak egy kis intervallum eshet az egyenesbsl.A T(5)
tulajdonsagbol emiatt F barmely harom eleme metszhetd egy emelkeds egyenessel.Ugyanis a T(5)
tulajdonsagba Pi-et,Ps-t és tetsz6leges harom négyzetet véve,ezeknek létezik kozos transzverza-
lisuk,ami a fentiek miatt,mivel metszi Pj-et és P»-t,csak emelkedd lehet. Ekkor azonban a tétel

kovetkezik Helly tételének alabbi,Hadwigert6l és Debrunnertsl szarmazo,kévetkezményébdl.

KOVETKEZMENY: Tetszdleges parhuzamos oldali paralelogrammdkbol dllé csalddra,amelyben bar-
mely hdrom metszhetd emelkedd egyenessel,létezik az dsszes paralelogrammdt metszd emelkedd egye-

nes. Ez pedig valéban a T tulajdonsagot adja F-re.

2. eset:Most F barmely két négyzetéhez létezik egy vizszintes vagy fiiggéleges egyenes,amely mind-
kett6t metszi.Ekkor azt tehetjiik fel,mivel diszjunktak a négyzetek,hogy létezik Sket elvalaszto fiig-
gobleges,illetve vizszintes egyenes.

A T(5) tulajdonsag miatt F nyilvan legalabb 5 négyzetbdl all,ugyanakkor 5 négyzetre nyilvan
T(5) ekvivalens T-vel,igy csak az az eset érdekes,ha F legalabb 6 elemii.Ekkor a fentiek miatt van
legalabb harom par négyzet,melyeket paronként elvalasztja egy vizszintes,vagy fiiggsleges egyenes.
Legyen F* F azon maximalis részhalmaza,amelyre igaz,hogy barmely két eleme elvailaszthatoé fiig-
goleges egyenessel. Ha F* = F akkor a T tulajdonsag kovetkezik az alabbi megfontolasbol:

F* = F esetén a négyzetek ugy helyezkednek el,hogy barmely kettst elvalasztja egy fiiggsleges
egyenes,vagyis a négyzeteket fiiggsleges egyenesekkel el lehet sorban valasztani és igy azok balrél
jobbra haladva valamilyen sorrendben kévetkeznek egymas utan.Vegyiik a négyzetek koziil a leg-
alsot és a legfelsGt!Ha tobb ilyen is van,akkor ezek koziil egyiket.Ha mind egy szintben van,nyilvan
létezik kozos transzverzalisuk.Ekkor ezen két négyzethez valasztva barmely 3-mat F-bol,a T(5) tu-
lajdonsag miatt ezeknek lesz kozos transzverzalisuk.Ez pedig attol fiiggden,hogy a legfels vagy a
legals6 négyzet van el6bb balrél jobbra haladva,egy emelkedd,illetve ereszkedd egyenes lesz.Vagyis
a négyzetek koziil barmely 3-nak van egy emelkedd (illetve ereszkedd) kozos transzverzalisa,igy a
fenti KOVETKEZMENY miatt az dsszesnek is van.

Igy csak az F* # F eset marad. A feltevésiink szerint ekkor azonnal lathato,hogy csak a 2.4. abran
vazolt harom eset lehetséges (illetve ennek szimmetridval kaphaté valtozatai).

Ugyanis vehetjiik a fent emlitett egyik négyzetpart.Ehhez lehet,hogy nincs 3. négyzet csak L-en.Ha

van,akkor az csak ugy helyezkedhet el,hogy ne lehessen a mar meglévé kett6t6l mind vizszintes,mind



fiiggsleges egyenessel elvalasztani,ami csak az abran lathato elrendezésben lehetségesiilletve persze
ugyanigy lehet alul is a 3. négyzet.4 négyzet esetén pedig arra is oda kell figyelnihogy a két ujat se
lehessen fligg6leges és vizszintes egyenesekkel egyarant elvalasztani.Végil 5. négyzet pedig éppen
ezért nem is fér mar csak L kipontozott részére. Az dbran F nem abrazolt elemei metszik az L
egyenes pontozott részét.
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2.4. 4dbra. 2. eset elrendezései

Nevezziik az d4bran lathat6 sémakon abrazolt ketts,harom,illetve négy négyzetet F principalis négy-
zeteinek!Jelolje A (D) azt az emelkedd (ereszkedd) egyenest,ami F principélis négyzeteit metszi és
L-lel a legkisebb szoget zarja be!Nyilvan létezik a principalis négyzeteket metsz6 emelkedd vagy
ereszkedd egyenes a T(5) tulajdonsag miatt,ezek koziil pedig van olyan,ami L-lel a legkisebb szoget
zarja be,igy ez a definici6 értelmes. Ha csak A vagy D egyike létezik,akkor annak metszenie kell a
nem principélis négyzeteket is a T(5) tulajdonsag miatt és amiatt,hogy azok a négyzetek metszik
L-et.Ekkor pedig nyilvan teljesiil a T tulajdonséag. Igy feltehetd,hogy A és D is létezik.

Azokban az esetekben,amikor 2 vagy 3 principélis négyzet van,minden nem principélis négyzetet
metsz A vagy D,esetleg mindketts.Ha valamelyiket nem metszi A (vagy D),akkor azt metszenie
kell D-nek (illetve A-nak),ezért a T(5) tulajdonsig miatt a tobbit is metszenie kell D-nek (illetve
A-nak).Ha pedig minden nem principalis négyzetet metsz A és D,akkor nyilvan igaz a T tulajdon-
sag. Tehat ezekben az esetekben belattuk a tételt.

Igy csak az az eset maradt,amikor 4 principalis négyzet van.Most A-t nyilvan P, és P3 hatarozza
meg (ezeket metszenie kell ,ezek vannak a ,legmeredekebb helyzetben”),mig D-t egy olyan négyzet-
par,melyek a Py és Py partol kiilonbozoek (P; vagy P3 egyike ,meredekebb” ereszkedd helyzetben
van valamelyik négyzettel).Vagyis A-t és D-t a 4 koziil csak 3 principalis négyzet hatarozza meg.Igy
a fenti gondolatmenetet alkalmazva ismét lathato,hogy A vagy D valamelyike F minden elemét

metszi. Ezzel belattuk a tételt.

2.3. Végil az altalanos eset

TETEL(Tverberg, 1989) : Diszjunkt ovalisok eltolt peldanyaibol &llo F —re T(5) = T.



3. fejezet

Ellenpéldak

Az aldbbiakban a kordbban méar beigért ellenpéldakat fogjuk latni. T6bbek kozdtt azt,hogy egy
diszjunkt kongruens korokbdl,illetve paralelogramma eltoltjaibol allo F csaladra T(4) = T. Azt
is megmutatjuk,hogy a korok esetén a kongruensség miért nem hagyhat6 el.Latni fogjuk tovabba
az atmetszd kongruens korok esetében felmeriilg probléméakat is.Arra is mutatunk példat,hogy ha
nem csupan eltolt példanyokat tekintiink,hanem megengedjiik példaul hogy az ovalisok el legyenek

forgatva egyméashoz képest,akkor még a T(5) = T sem teljesiil.

3.1. A T(5) feltétel élessége kongruens korok eltoltjaira

Az alabbi,3.1. dbra jol mutatja,hogy a T(4) tulajdonsag teljesiilése esetén T még nem feltétleniil

teljesiil diszjunkt kongruens korck eltoltjaibol allé F-re.

3.1. dbra. T(4),de nem T tulajdonsagu korcsalad

Ez legkonnyebben abbdl az atfogalmazésboél lathatd,amit még az el6z6 fejezet elején allapi-
tottunk meg diszjunkt kongruens korok eltoltjaibol allé csaladok T tulajdonsigardl,miszerint a
kozos transzverzélis létezése ekvivalens azzal hogy a csalad lefedheté egy koratmérs kétszerese
szélességli savval.Most az egyszertiség kedvéért,mivel a hasonlésdg nem valtoztat a T tulajdon-
sagon,feltehets,hogy a korok egységatmérdjiek és a 3.1. abran lathatéo médon egy ﬁ oldala
szabalyos 6tsz6g csticsaiban helyezkednek el.A rendszerbdl barmely 4 kort kivalasztva,azok lefed-
het6k 2 szélességii savval,vagy,ahogy az abran lathato,ezzel ekvivalens médon a kézéppontjaik
lefedhetsk egy 1 szélességii savval,de az egész rendszer nem,igy ez valéban T(4) tulajdonsagu,de

nem T tulajdonsaga.



3.2. A T(5) feltétel élessége paralelogramma eltoltjaira

Az itt lathato,3.2. 4bra mutatja,hogy tetszélegesen sok négyzet,s igy korabbi meggondolsaunk
szerint,azok affin képei,vagyis paralelogrammak eltoltjaibol allé csalad létezik,amely
T(4),de nem T.

Qi\f

3.2. abra. T(4),de nem T tulajdonsagu paralelogrammacsalad

Mint lathato,a négyzetek kozépen tigy vannak széthtizva,hogy nincs mind az 6t6t metsz6 transz-
verzalis egyenes,igy a rendszer nem lehet T tulajdonsagt,de az abran tamaszegyenesekkel jelolt

egyenesek kozé rakhatok négyzetek hogy a rendszer T(4) tulajdonsagi maradjon.

Hasonl6 elrendezés korokre is adhato,ahol nem csak 5 kor szerepel a példaban,hanem szintén tet-

sz6leges szamu kongruens kor rakhato bele,amint azt a 3.3. dbra mutatja,de a T(3) tulajdonsagra.

3.3. abra. T(3),de nem T tulajdonsagu tetsz6leges véges sok korbsl allo csalad

Kozépen a 3 kor kicsit szét van hizva Ggy,hogy legyen kozos transzverzalisuk,ami érinti legalabb
mindegyiket,de a tobbi kor tigy helyezkedik el,hogy noha barmely 3-nak lesz koz6s transzverzalisa,az
egésznek nem.

Sok hasonld ellenpéldat lehet konstrudlni mind kérékre,mind paralelogrammakra a fentiekkel ana-

l6g médon.



3.3. Az elforgatas problémaja

Kongruens kordkre nyilvin a forgatas semmitmondo,de példaul paralelogrammék esetén na-

gyon is fontos kikotés,hogy csak eltoltakbol all a csaldd,elforgatottakat nem engediink meg.Ezt jol

AN

y \/\

/ v

3.4. abra. T(5),de nem T tulajdonsagu ovaliscsalad,ahol a forgatés is megengedett

szemlélteti a 3.4. dbra.

Itt természetesen a vonalak helyére a megfelel ovalisokat kell tenni. Az ovalisok egy szabalyos
hatszoget formélva helyezkednek el kicsit széthizva ugyhogy barmely 5-nek legyen k6z0s transz-
verzélisa,de az Osszesnek ne. Griinbaum megemliti az 1958-as cikkében,hogy T(6)-bol viszont mar

valdszintileg ebben az esetben is kovetkezik a T tulajdonsag.

3.4. A kongruensség feltételének sziikségessége koroknél

Az el6bb lattuk,hogy a forgatas megengedésével ugyan T(5) » T,de valoszintsithets, hogy
T(6) = T. Azonban ha a hasonlésagot engedjiik meg a korokre,korantsem ilyen jo a helyzet.

3.5. abra. Inkongruens korok

Amint az a 3.5. abran lathato,tetszéleges n-re konstruilhato olyan csalad,amelyben egy nagy
és sok kicsi kor van és az T(n) tulajdonségi,de nem T.Az abra az n=4 esetet mutatja,de nyil-
van megfelel§ ardnytu hasonlosaggal tetszéleges n-re miikodik a konstrukcié.A kicsi koroknek és a

nagynak barmelyik n-1 db kicsi korrel van k6zos transzverzalisuk,de az 6sszes kornek nincs.



3.5. Az Atmetszés megengedése kongruens korok eltoltjaibdl

all6é csaladra

Végiil még azt nézziik meg,mi a helyzet akkor,ha megengedjiik a kongruens korok eltoltjaibol
all6 csaladnak,hogy a korok atmetsszék egymast.Ekkor,amint azt a 3.6. &bra mutatja,szintén az

el6z6h6z hasonlbéan rossz helyzet all el6.

3.6. abra. Atmetsz6 kongruens korck

Itt az n kor olyan,hogy azok atmérGje 1 + cos(2%)ha n péros és cos(Z) + cos(22)ha n pa-
ratlan és kozéppontjaik egy egységkorbe irt szabalyos n-szdg cstucsaiban helyezkednek el.Ebben
az esetben n > 6-ra a korok nem lesznek paronként diszjunktak és kénnyen lathaté,hogy a rend-
szer T(n-1),de nem T.Példaul a korabban is hasznalt savos technikéaval ez egyszertien belathato. Az

abra az n=8 esetet szemlélteti és igy a T(7) & T-re ad példat,ha a diszjunktsagi feltételt elhagyjuk.

Ahogy az a példan is latszik,ahogy n né,a korkézéppontok egyre kozelebb keriilnek egyméshoz.Bizonyos
tagassagi megszoritasok mellett ezért mégis garantalhato,hogy

a T(5) tulajdonsagbol kovetkezzen a T.Erre kés6bb még visszatériink részletesebben.

K3k %

A fenti példakban tehat lathattuk,hogy a kordbban kikotott feltételeink nem hagyhatok el. A ko-
vetkezl fejezetekben sz6 lesz arrélhogy milyen modon gyengithetSk mégis ezek a feltételek,illetve,hogy
milyen gyengébb allitds érvényes,ha bizonyos feltételeket elhagyunk.Az ezirdnya vizsgalodasok
tobbségében korokre vonatkoznak,igy a dolgozat is leginkabb a korok esetére fog szoritkozni,de

idénként paralelogrammakra,esetleg altalanosan,ovalisokra is kitériink.
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4. fejezet

A T tulajdonsag alakulasa a

feltételek fuggvényében kongruens
korok eltoltjaibol all6 F esetén

Korabban lattuk a T tulajdonsag sziikséges feltételét kongruens korokre,de csak diszjunkt kérok
eltoltjaira.Most megvizsgaljuk,mi a helyzet akkor,ha a korok at is metszhetik egymast.Megvizsgaljuk, hogyan
alakul a T tulajdonsag sziikségességének feltétele a korkdzéppontok tavolsaganak fiiggvényében.
Korabban maér ejtettiink szot arrél,milyen problémakat jelent azha a korok at is metszhetik egy-
mést.Az el6z6 fejezetben ezt példaval is illusztraltuk.Most azt vizsgaljuk meg,mégis mit lehet mon-
dani bizonyos feltételek mellett az atmetszé kongruens korokbdl allo F csaladrol.Ezen kiviil a

tagassagi feltétel szerint az 4t nem metszd korok esetét is megvizsgaljuk.

4.1. Alapfogalmak,definiciok

DEFINICIO: aF az F kiindul6 ovélisanak (amelynek eltoltjai F elemei) a-szoros nagyitassal
kapott képének eltoltjaibol allé csalad.

DEFINICIO: F a-diszjunkt,ha elemei gy helyezkednek el,hogy az eredeti ovélis a-szoros na-
gyitéssal kapott képét ugyanazon vektorokkal eltolva,amikkel valo eltolasbol F elemei az eredeti

ovalisbdl szarmaztak,a kapott ovaliscsalad még mindig diszjunkt.

Az aldbbiakban mindig feltessziik,hogy a korok egységatmérdjiiek.Korabban meggondoltuk,hogy

ez megtehetd.

4.2. At nem metsz6 kongruens korok esete

Korabban lattuk,hogy at nem metsz6 kongruens kordk eltoltjaibol allo F-re T(5) = T.Es
altalaban T(4) = T.Azonban bizonyos tagasséagi feltételekkel T(4),s6t T(3) is elég lesz T-hez.

TETEL : Ha a kongruens korok eltoltjaibol allo F csaladra a kordk kdzéppontjanak
tavolsadga nagyobb ,mint — ,akkor T(4) = T.

V3

TETEL : Ha a kongruens korok eltoltjaibol allo F csaladra a kordk kdzéppontjanak
tavolsaga nagyobb , mint v/2,akkor T(3) = T.
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Az alabbiakban megmutatjuk,hogy ezek a korlatok ismét élesek,ahogy a T(5) tulajdonsagnal is
lattuk, hogy éles.

2
4.1. dbra. — éles

V3

4.3. abra. v/2 éles



2
Az abrakon lathato elrendezés mutatja,hogy a korkézéppontok tavolsagat %—nal kisebbre véve

(4.1. abra),illetve v/2-nél kisebbre véve (4.3. dbra) T(4),illetve T(3) mar nem elég T-hez.Ugyanis a

4.1. dbran a kozépss kort kicsit felfelé huzva és a rendszert dsszenyomva (4.2. abra),a kézéppontok

V3

nem.A 4.3. dbran elrendezése pedig mutatja,hogy a /2 kozéppont-tavolsagra T(3) teljesiil,de T

tavolsaga kisebb lesz -nal és T(4) teljesiil,de a kozépss kor kicsit feljebb keriilése miatt T mar

nem.

4.3. Atmetsz8 kongruens korok esete

Most megvizsgéljuk,bizonyos tagassagi feltételekkel mit lehet mondani a kordbban altalanos-

sdgban problémas atmetszd kongruens korok eltoltjaibél allo csaladrol.

TETEL : Ha atmetsz6 kongruens korok eltoltjaibol allo F csaladra a korok kdzéppontjanak

1
tavolsaga legalabb ﬁ,akkor 3 Nhogy T(5) = T,ha F legalabb N elemf.
Alabb megmutatjuk,hogy ez a hatar éles,csakigy,mint az el6z6 részben latott tételek estén:

4.4. abra. % éles

A 4.4. abra elrendezése mutatjahogy a korkézéppontok tavolsagat %—nal kisebbre véve méar

tetszolegesen sok kort el lehet helyezni ugy,hogy a rendszer T(5) legyen,de nem T.

Most megnézziik,hogy atmetsz6 kongruens kordk eltoltjaibol allo csalad esetén miként fiigg Ossze
a tagassagi feltétel és azon k paraméter,amelyre az adott tagassagi feltételek mellett T'(k) = T.
Az aldbbiakban ezen fliggvényt becsiiljiik meg,meghatarozva az n—3 és n—4 pontos értékét,ami

ugyan nem atmetsz6 esetben fog adddni,végiil a fliggvény aszimptotikijat is megadjuk.
Jel6lések,definicidk:

DEFINICIO:Két kort t-diszjunktnak mondunk,ha kozéppontjaik tavolsaga nagyobb,

mint t.

DEFINICIO:A F csaladot t-diszjunkt csalddnak mondjuk,ha elemei paronként t-diszjunktak.
JELOLES:t;, jeloli tetszoleges k > 3 természetes szamra azon t-k infimumat,amelyre egy t-diszjunkt

egységatmérdji kongruens korokbdol 4llo csaladra igazhogy T'(k) = T.
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Mi ezen fiiggvény inverzét fogjuk megadni,k;-t,amely megadja,hogy t valtoztatdsaval miként val-

tozik a T tulajdonsag sziikséges T(k) feltétele.
Most tehat azon tételeket ismertetjiik,amelyek alapjan a fliggvényre tudunk kévet-
keztetni:

Elstként egy altalanos alsé becslést fogalmazunk meg t-ra:

TETFEL : Ha k > 3 paratlan, akkor

2sin 2—

k41
ly 2 Sk+1 = 1T+ cos 25
+ cos gy
, s ha k > 4 paros, akkor
2s8in 21—
k41
th > sp1 = -

27 T
COS m + COSs m

BIZONYITAS:

Legyen R(k+1) a szabélyos k+1-sz0g si+1 oldalhosszusaggal.si11 éppen a legnagyobb oldal-
hossz,amelyre az R(k+1) cstcsaibol k darabot fed le az 1 szélességt sav.Emiatt a T tulajdonsag
savos atfogalmazéasabol lathato,hogy az R(k+1) cstcsai kdzéppontt egységatmérsji korokbsl allo
csalad T(k) tulajdonsagi,de nem T.Mivel ezen csalad minden ¢ < sgyi-re t-diszjunkt,ebbdl ado-

dik,hogy tx > sgy1,amit bizonyitani kellett.
|

MEGJEGYZES:A tételben kapott alsé becslés,sy 1 aszimptotikusan z-val egyenl6.k=3-ra pe-
dig a t3 > /2 becslés adodik.
Most beldtjuk,hogy ez a becslés éles:

Lemma(1l) : Legyen P1(0,—1), Py(22,0),z2 > 1 és jeldlje A(xz2) a Q- = {(z,y)lz < 0 < y}
negyedsik és X(Py, Py) (P1, Py pontokhoz tartozo kdzépponti kéve) metszetét. Ekkor int(A(1))—et
lefedi a Py koriili v/2 sugara kor,és xo > 1—re A(xs) C A(1).

BIZONYITAS:
A lemma egyszerten lathato abbol,hogy X( Py, Pe) hatéregyenesei koziil csak a kézéppontok koriili
egységsugart korok kozos kiilss érintGegyenesei koziil a felsének van kozos pontja @ ~-szal.(4.5.4bra) Emiatt
ugyanis az abran lathaté moédon zo ndvelésével a metszetteriilet egyre kisebb lesz,mert a kozép-
ponti kéve jobbra cstiszik.Es mar 2, = 1 esetén is lefedhet6 a metszet a P, kdzépponti /2 sugart

korrel.
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4.5. abra.

Lemma(2) : Legyen P1(0,—1), Ps(z3, —1),x3 > 2 és jelolje B(z3) a
T ={(z,y)|0 <z < B,y <0} félsav és X(Py, P3) (Py, P3 pontokhoz tartoz6 kbzépponti kéve)
metszetét. Ekkor int(B(2)) — t lefedi a Py koriili /2 sugart kor,és x3 > 2—re B(xs) C B(2).

BIZONYITAS:
Tekintsiik a P3(2,—1) hatéresetet.X(Py, P3) hataroloegyenesei koziil csak a P; kozéppont koriili
egységsugari kort feliilrsl érinté, P3-mon atmend egyenes metsz bele Q1-ba.(4.6.4bra)Ahogy 3
né,ezen metszet egyre kisebb lesz,mivel a kozépponti kéve jobbra csiszik,amint az az &bran is

lathat6.Es mar az x3 = 2 esetben is lefedhets a metszet a P; kozéppontt /2 sugart korrel.

4.6. abra.

A fenti két lemma alapjan most méar igazolhatjuk a becslés élességét t3-ra:
TETEL : Egy V2—diszjunkt egységatmérsji korcsaladra T(3) = T.

BIZONYITAS:

Vegyiik minden korkézéppont-harmasra a legsziikebb fedd savot.Legyen ezen savok szélességé-
nek maximuma w.A T(3) tulajdonsiag miatt a savos atfogalmazas alapjan w < 1.Ha w < 1,akkor
helyettesitsiik a koroket 3§ sugartiakkal és valasszuk gy az egységet,hogy ezen korok egységat-
mérGjtiek legyenek.Ezen 0j korcsaladra nyilvan teljesiil a T(3) tulajdonsaghiszen a fedd savok

szélességét nem noveltiik,masrészt ha ezen csaldd T tulajdonsagui,akkor az eredeti is az,hiszen az
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Osszes kozéppontot fedd sav szélessége sem nétt.

Tehat az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik,hogy w=1.

Legyen X1,X5 és Y 3 olyan korkozéppont,melyek S legvékonyabb lefeds savjanak szélessége a ma-
ximalis 1.Tegyiik fel,hogy X; és X2 S egyik hatarol6 egyenesén vannak,Y a masikon.Mivel S a
legvékonyabb fedGsav,amely az X1 XY a-et fedi,Y merdleges vetiilete az X7 Xo szakaszra X; és X5
kozott van,megengedve azt is,hogy ezek egyikével egybeessen.A T(3) tulajdonsag miatt az Osszes
tobbi kornek van kozos transzverzalisa az Xi1,X2,Y pontok koziil barmely kettd,mint kdzéppont,
koriili egységatmerdsji korokkel. Emiatt kozéppontjaik X (X7, X2),2(X1,Y) és X(Xo,Y) metszeté-
ben helyezkednek el.Masrészt pedig,mivel a csalad v/2-diszjunkt,minden mas kozéppont az X;,X,
és Y kozépponti /2 sugart korokon kiviil van.X (X7, X2) N E(X1,Y) N X(Xy,Y) tipikus alakjat a

4.7.4bra mutatja.

4.7. abra.

Lemma(1) miatt az abran A-val jelolt teriiletek,Lemma(2) miatt pedig a B-vel jelolt metsze-
tek pontjait,melyek S-en kiviil esnek,lefedi az X;,Xy,illetve Y koriili /2 sugart korok valame-
lyike.Emiatt ide nem keriilhetnek a csalad maradék koreinek kézéppontjai.Ezért pedig a savos at-
fogalmazés miatt S tengelye kozos transzverzélisa a csaladnak,hiszen minden korkézéppont benne

van ebben az 1 szélességii savban.
O

Most bizonyitds nélkil megadjuk t, pontos értékét.Ennek oka,hogy a bizonyitas hasonléan megy,mint
a t3 esetben,nem igényel 1ényegesen 1j eszkozoket,igy az alkalmazott eszkdzok,technikdk mar a t3-

mas bizonyitasbél megismerhetsk.

TETEL : Egy %—diszjunkt egységatmeérsji korcsaladra T(4) = T.Masrészrol t < %—ra

létezik olyan t — diszjunkt egységatmérsji korcsalad, amely T'(4),de nem T.
Végiil megadjuk az altalanos felsd becslést t;-ra és a fiiggvény aszimptotikajat:

TETEL : Legyen t > 0,c = 22 + 4\/v/3 — 1 =~ 6.2508 és n > ¢ + 3 természetes szam.Ekkor
tetsz6leges t — diszjunkt egységatmérsji korcsaladra T(n) = T(n+ 1).

TETEL : Egy T(6) egységatmérsji korcsalad kbzéppontjainak halmaza legalabb /2 széles.

TETEL : Legyen k > 5 és (k — 3)t > ¢ ~ 6.2508.Ekkor t — diszjunkt egységatmérsji

korcsaladra T'(k) = T,és ty < $55.
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Eredményeink Gsszefoglalva a 4.8.abran lathatok a k; fliggvényként abrazolva,felhasznédlva a

korabban mar latott Danzer-féle eredményt,amikor a tagassiag éppen t=1.
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4.8. abra. A k értékének alakulasa a tagassag fliggvényében

4.4. «oF-re vonatkozo6 tételek:

Az el6z6 fejezetben lattuk,hogy T(4),illetve T(3) nem legends T-hez.Fent azonban lathat-
tuk,hogy bizonyos tagassagi feltételek mellett mégis elegenddek lesznek.Most forditva azt vizsgaljuk
meg,hogy F elemeit kicsit nagyitva,a kapott csaladra mikor teljesiil a T tulajdonsag,ha azt tud-
juk,hogy az eredeti F-re T(3),illetve T(4) teljesiil.

TETEL(Heppes Aladar,2005) : Ha diszjunkt kongruens kordk eltoltjaibol allo F csaladra
F T(3) tulajdonsagt ,akkor 1.65F T tulajdonsag.

TETEL(Jeronimo,2005) : Ha diszjunkt kongruens korok eltoltjaibol &llo F csaladra F T(4)
tulajdonsagu , akkor @}" T tulajdonséagu.
MEGJEGYZES: Ez az « éles.Ez a 3.1. abran lathato elrendezéshél azonnal latszik.

TETEL(Eckhof f,1969) : Ha diszjunkt ovalisok eltoltjaibol allo F csaladra F T(3)
tulajdonsagu ,akkor 2F T tulajdonségi.

T6bb is elmondhaté,ha feltessziik,hogy az ovéliscsaladnak elég sok eleme van:
TETEL(Heppes Aladar,2005) : Ha 1 <a< 2,akkor létezik N (o), hogy az F diszjunkt kongruens
korok eltoltjaibol allo csaladra ha F T(3) tulajdonsagt és tobb,mint N(«) elemi, akkor T
tulajdonséga.

DEFINICIO: Egy adott ovalis kritikus faktora a legkisebb «,amelyre az ezen ovalis eltoltjaibol

allo a-diszjunkt F csaladra T(3) = T.

Koénnyen meggondolhaté a kovetkezs tétel:
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TETEL : A legnagyobb kritikus faktor 2,a legkisebb /2
(a= 2, ha az ovalis paralelogramma,\/2, ha kor).

Es tetsz6leges a€[v/2,2] — re létezik olyan ovélis, melynek kritikus faktora a.

Eredményeinket az alabbi tablazatban foglalhatjuk Gssze.A téblazat mutatja,hogy F elemeitsl
fiiggben (kor,paralelogramma,tetszleges ovalis),illetve n-t6l fliggGen milyen a-ra lesz aF T tulaj-

donségu.

n=3 n=4 n=>, n=>6
kor @“ga a:@ %Sagﬂ
paralelogramma a=2 a=1
tetszéleges ovélis a=2

« ismert értékei az F elemeitd] és n-t6l fiiggGen

4.5. A korkozéppontok tavolsagat és a T tulajdonsag Ossze-

fliggését leird fiiggvény

4.5.1. A tételek és a fiiggvény

Korabban lattuk hogy kongruens korok eltoltjaibél 4ll6 véges elemt csaladra a korkézéppontok
tavolsagat valtoztatva a T tulajdonsag sziikséges feltétele is valtozik.Most megvizsgaljuk a valto-
zast leird fiiggvényt,vagyis,hogy a korkozéppontok tavolsidgat valtoztatva ;hogyan valtozik k,ahol k
azon minimalis pozitiv egész szam,melyre T (k) = T. Ehhez sziikségiink lesz néhéany tételre,illetve
az ezekben szerepld fogalmakra:

DEFINICIO:Egy F csalad dtmérdje (diam(F)) az ltala tartalmazott korok unidjanak,mint pont-
halmaznak az dtmeérGje.

DEFINICIO:Egy véges sok pontbél allo halmaz szélessége a pontokat lefeds legvékonyabb sav
szélessége.

TETEL : d =v/2 esetén minden d—diszjunkt T(3) tulajdonsaga kongruens korok eltoltjaibol

allo F csaladra teljesil a T tulajdonsag.

TETEL : d z% esetén minden d—diszjunkt T(4) tulajdonsagu kongruens korok eltoltjaibol

allo F csaladra teljesil a T tulajdonséag.

Ezek tulajdonképpen a fentebb méar emlitett tételek atfogalmazasai.A tovabbi tételekben azon-

ban ezen atfogalmazasok szerepelnek,ezért érdemes ilyen alakban is megismételni a tételeket.

TETEL(1) : Tetsz6leges d >% esetén létezik Ds(d) ,hogy barmely d — diszjunkt T(3)

tulajdonsaga kongruens korok eltoltjaibdl 4llo F csaladra teljesil a T tulajdonsag , ha diam(F) >
Ds(d).

TETEL(2) : d <% esetén tetsz6leges N > 4 egészre konstrualhatd d — diszjunkt T(3)

tulajdonsagi kongruens korok eltoltjaibol allo F csalad ,ami N elemi és nem T.
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TETEL(3) : Tetsz6leges d > 1 esetén létezik Dy(d) ,hogy barmely d — diszjunkt T(4)
tulajdonsaga kongruens korok eltoltjaibol 4ll6 F csaladra teljesiil a T tulajdonséyg , ha diam(F) >
Dy(d).

TETEL(4) : d = 1 esetén tetszéleges N > 5 egészre konstruilhatd d — diszjunkt T(4)

tulajdonsagi kongruens korok eltoltjaibol allo F csalad ,ami legaldbb N elemt és nem T.

Ezen tételek ismeretében most mar képet kaphatunk a T(3) és a T(4) tulajdonsag fennallasa
esetén a T teljestilésérsl diam(F),illetve N és d fiiggvényében. A fennalld Osszefiiggést a 4.9. és
4.10. abrak mutatjak.

d‘
T3) =>T
1.414... .
1.155..
FALSE
N
] ~» diam{z}
4.9. abra. T(3)=T
A
T4 =>1 °
1.155...
1.
FALSE
> N
! diam{#}

4.10. abra. T(4)=T
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4.5.2. A fenti tételek bizonyitasai

A bizonyitasok soran a csaladot egy derékszogl koordinatarendszerben képzeljiik,ahol D(X)

jeloli az X pont koriili egységétmérdji kort.

BIZONYITAS(TETEL(1)):

Indirekt tegyiik fel,hogy a korcsaladnak nincs k6zos transzverzalisa,vagyis atfogalmazva ne-
kiink most igy kényelmesebb:a korkdzéppontok halmazanak szélessége nagyobb,mint 1.Megmutat-
juk,hogy ez a feltevés ellentmond a T(3) tulajdonsagnak,ha elég sok korbdl all a csalad.
Legyen d>%,]—' egy T(3) csalad és S az egyik vagy egyetlen legvékonyabb sév,amely F minden kor-
kozéppontjat tartalmazza.Feltehet az egyszertibb elképzelhetGség kedvéért,hogy S vizszintes: y=0
és y=y, egyenesek hataroljak.A(z,y,),B(0,0),C(x.,0) az S hataran 1évé 3 korkozéppont.Ilyenek
létezése S minimalitasa miatt feltehet6.Kiilonben még lehetne a savot kicsit megdontve,illetve egy
korkozéppontig vékonyitva tovabb csokkenteni. Mivel a csalad d-diszjunkt,ezért z.>d.Az ABCa
csucsaindl fekvs szogek rendre «,3 és y.Mivel S a legsziikebb feds sav,ezért feltehet,hogy sem
B sem - nem tompaszogek és x,>0. Ugyanis tompaszdgli haromszog esetén a tompaszogi csics-
hoz tartozo magassag kisebb,mint a masik két magassag ,igy ekkor a savot kicsit lehet még for-
gatni,hogy vékonyabb legyen,de feltettiik,hogy ez a sdv minimalis szélességi.Feltehets,hogy 5 >
~. A haromszog Ailletve B csiicséhoz tartozd magassaga h, és hy.Az indirekt feltevésiink szerint
ho>1 (4.11.4bra).
Maésrészt a T(3) tulajdonsag miatt a haromszog legkisebb magassaga nem lehet 1-nél nagyobb kiilénben
minden magassag 1-nél nagyobb lenne és akkor a 3 csiics koriili egységatmérdji korokhoz nem lenne
k6z0s transzverzalis ellentétben a T(3) feltétellel,igy h, <1. Ezért az AC oldal metszi a B koriili
egység sugaru kort.Emiatt A bels§ pontja kell legyen annak a tartomanynak,melyet balrél az y-
tengely,feliilrsl a C’(d,0) és A’(0,h) pontokat Gsszekots L egyenes,ahol h:\/% és alulrél a B koriili
d sugaru kor hatarol(4.12. abra).Ugyanis egyfel6l 5 nem tompaszog,mésfelsl A és C hatarhelyzete
olyan lehet csak,hogy AC egyenese még érintse a B koriili egységsugara kort (4.12. dbra) kiilénben
a koroknek nem lenne k6zos transzverzélisuk,mert nem lehetne a kézéppontokat lefedni 1 szélességi
sdvval,masrészt a tagassagi feltétel miatt C legalabb d tavolsagra van B-t6l,C-t tavolabb mozgatva
A helyzete a hatarhelyzeti A’-t6l az y-tengelyen lefelé véltozik,végiil B-hez nem lehet d-nél kézelebb
a tagassagi feltétel miatt. Ennek a tartomanynak a legalsé pontjat M(f,g) jeloli.

Mivel a fentiekbdl kiszamolhato,hogy g=Ah,ahol

2\ = |MC'| _ 24/d?—1 _2_l
- |A/C/| - /7d2+h2 - d27

5 2
tetszoleges d>\/g ra

g=24/1— %>1. (%

Nyilvanvalo,hogy ha egy egyenes mind D(A)-t,mind D(B)-t metszi,akkor legalabb olyan meredek-
nek kell lennie,mint a D(B)-t felilrsl,D(M)-et alulrél érint6 egyenesnek,ami (*) miatt nem lehet
vizszintes.Ezért nyilvanvaldéan ha a korcsalad atmérgje elég nagy,akkor a D(B)-t6l legtévolabbi kort
véve,annak nem lehet D(A)-val és D(B)-vel kozos transzverzalisa,ami ellentmond a T tulajdonsag-

nak.



4.11. abra.

4.12. abra.

BIZONYITAS(TETEL(2)):
Legyen N>5 adott!Megmutatjuk,hogy létezik T(3) tulajdonsigu,a feltételeknek eleget tevs disz-
junkt kongruens koérokbél allé csalad,amely N elemt és elemeinek nincs kozos transzverzalisa.
Tekintsiik a derékszogii koordinatarendszerben az A(v,1),B(0,0),C(2v,0) pontokat,ahol v:%és je-
16ljik s4,sp és sc-vel a BC,CA és AB oldalakkal parhuzamos egyeneseket,amelyek az ABCa
cstcsaitol egyenl tavolsagra vannak.Alljon az F csalad az A Biilletve C kozéppontu egységat-
mérgjt,valamint tovabbi N-4 db egységatmérsji korbol,melyek kézéppontjai a Pr((2k — 6)v,0)
(k=5,...,N) és a Q(-v,1+¢) kozéppontu egységatmeérsji korbsl,ahol €>0-t a késgbbiekben részlete-
zett modon valasztjuk meg.
Legyen s’ a D(B)-t feliilr6l és a D(Py)-t alulrél érint6 egyenes és e értékét valasszuk meg ugy,hogy
D(Q)-t s’ alulrol érintse.Végiil legyen s” az az egyenes,ami D(Q)-t és D(A)-t is alulrol érinti
(4.13.4bra).
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4.13. abra.

Ezen F nyilvanvaléan d-diszjunkt tetszsleges d< %—ra (egyszeriien kiszamolhato).Az is konnyen
ellendrizhet6,hogy F T(3) tulajdonsigi: s4 minden kort metszkivéve D(Q)-t,s’ mindet kivéve
D(A)-t és 8” mindet,kiveve D(B)-t,végiil sp D(A),D(B) és D(Q) kozos transzverzalisa. Csak az
sa,Sp és sc egyeneseknek van kézos pontja D(A),D(B) és D(C)-vel egyarant,igy ha F elemeihez
létezik kozos transzverzalis,akkor az csak ezek egyike lehet.Azonban s4-nak nincs kozos pontja
D(Q)-val,sg-nek D(Ps)-tel,sc-nek pedig ezek egyikével sem.Emiatt tehat F nem lehet T tulajdon-
sagi. Mivel ezen F teljesiti a feltételeket,ezzel bebizonyitottuk a tételt.

BIZONYITAS(TETEL(3)):
Indirekt tegyiik fel.hogy a csalad elemeinek nincs kozos transzverzélisa,vagyis,hogy a kézéppontok
halmazanak szélessége nagyobb,mint 1.Azt fogjuk megmutatni,hogy ez a feltevés ellentmond a T(4)
feltételnek.
Legyen d>1!Egy d-diszjunkt F kércsaladra §(d)=arcsin(}) jeldlje a lehets legnagyobb értékét
annak a szognek,amelyet két kor kozos transzverzalisa és a kdzéppontjaikat Osszek6ts egyenes
bezéarhat (4.14.4bra)!

4.14. abra.
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Legyen F T(4) tulajdonsagu és S a legsztikebb sav,amely az F-beli korok kozéppontjait lefedil Az
altalanossag megszoritasa nélkil feltehet6,hogy S vizszintes és A(zq,y.),B(xp,0),C(z.,0) a csalad
azon koreinek kozéppontjai,amelyek S hataran vannak (az els§ tétel bizonyitasdban részletezett
okokbdl tehetd fel ismét hogy ilyen létezik). Az ABCa A,B és C cstcsainal levs szogei rendre o,
és 7.Mivel S a legsztikebb fedd sav,ezért feltehets,hogy sem [ sem v nem tompaszogek (ugyanazon
okokboél,mint amiket az els§ tétel bizonyitdsdban részleteztiink).Az indirekt feltevésiink szerint F
nem T tulajdonsagu,igy az S sav y, szélessége nagyobb mint 1 és a D(A) kor elvalaszthaté a D(B)

és D(C)-t6l egy viszintes egyenessel (4.15.abra).

4.15. abra.

Legyen t a D(A),D(B) és D(C) koz0s transzverzalisa és jelolje T a vizszintes egyenes és t szOgét
ebben a sorrendben.Ilyen t nyilvan létezik a T(4) tulajdonsag miatt. Azt fogjuk megmutatni,hogy
ha a csalad dtmérdje nagyobb,mint egy kizarélag d-tél fiiggé mennyiség,akkor 1étezik egy tovabbi
D(Z) kor a csaladban,amit t nem metszhet.Ekkor a T(4) tulajdonsaggal megkapjuk az ellentmon-
dést.

Mivel F d-diszjunkt,|AB|>d,amibsl T € (8 — 6(d), 3 + 6(d)),ahol 6(d)=arcsin(%)< Z.Ezen inter-
vallum nem tartalmazhatja a vizszintes irdnyt,mivel a korok elvalaszthatok az y=% vizszintes
egyenessel. Masrészt pedig 3 < 3.

Ezért
7€ (0,5 +4(d)) .(*%)
Teljesen hasonloan |AC|>d-bol kovetkezik,hogy 7 € (m — vy — 0(d), m — v + §(d)).Ismételten mivel
a vizszintes irdny nem lehetséges és v < 7 kapjuk,hogy
T € (5 —0(d), m).(**%)
(**) és (***)-bol pedig adodik,hogy
7€ (5 —0(d), 5 +0(d)).(***%)

Ha F atmérGje elég nagy —ami a kordk szamara vonatkozé nagyobb alsé korlattal szintén
elerhets — létezik egy D(Z) a csaladban,amelynek D(A)-t6l mért tavolsdga nagyobb tetszsleges
elsirt értéknél.Ez az érték lehet olyan,hogy barmely D(A)-t és D(Z)-t egyarant metszs egyenesnek
olyannyira kicsiny szoget kelljen bezarnia a vizszintes egyenessel,ami mar nem tudja teljesiteni a
(*HF*%) feltételt. Tehat az indirekt feltevésiink mellett nem lesz D(A),D(B),D(C) és D(Z)-hez kozos

transzverzalis,ami ellentmond a T(4) feltételnek.
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4.6. Legutjabb eredmények aF-re

A korabbi fejezetben csak a>1-gyel foglalkoztunk kongruens kordk eltoltjaibol &ll6
F csaladokra.A kozelmultban azonban sziiletett néhany eredmény a<1-re is,s6t altaldnos ovalisok

eltoltjaibol allo csalddokra is.Az alabbiakban ezekrdl szamolunk be.

TETEL(Bezdek, Bisztriczky, Csikos, Heppes, 2006) : Legyen k > 5 és (k — 3)a> ¢ = 6.25...]
Ha F a—diszjunkt kongruens korok eltoltjaibol allo csaldd, akkor T(k)=T.

TETEL :oi= O(3) (ay az a értéke k fiigguényében).

MEGJEGYZES:Az oy-ra vonatkozo alsé becslés a szabalyos sokszog alakil elrendezésbol
adodik.

TETEL(Heppes Aladar, nyomtatas alatt) : Legyen k > 5 és 2(k — 3)a> ¢ = 6.25...!

Ha F a—diszjunkt ovéalisok eltoltjaibol allo csalad, akkor T(k)=T.

Az aszimptotika cy= O(3) ebben az esetben is.
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5. fejezet

A Katchalski-Lewis problémakor

Eddigi vizsgalataink soran a T tulajdonsig sziikséges feltételét igyekeztiink belatni és a k6zos
transzverzalis feltételét kerestiik.Most azt fogjuk megvizsgalni,hogy a feltétel enyhitésével néhény
kor kivételével a tobbihez 1étezik-e kozos transzverzalis.Vagyis kicsit enyhitiink a T tulajdonsa-
gon,cserébe hatha a feltételt is tudjuk enyhiteni.A problémakor ilyen irdanyu vizsgalatat Katchalski
és Lewis vezették be és azota szamos eredmény sziiletett a témaban.Az alabbiakban ezeket id6-
rendben ismertetjiik,ahogyan egyre inkabb sikeriilt élesiteni a tételek allitasat. A problémakor 1é-
nyege,hogy megengedjiik,hogy néhany ovalis kivételével kelljen csak k6z0s transzverzalisnak lennie
az ovéliscsalad tagjaihoz.Vagyis,hogy nem tessziik fel a korabban latott elegendd T(5) tulajdonsé-
got,csak T(4)-et vagy T(3)-mat és cserébe csak annyit varunk el,hogy az ovéliscsalad fix szamu né-
hany elemét elhagyva mindig legyen a maradéknak koz6s transzverzalisa.Mint azt hamarosan latni
fogjuk,nem is kell olyan sok ovalist elhagyni,ami talan annak a kévetkezménye, hogy fix szamu ovélis
elhagyasara viszonylag nagy szabadsagunk van hiszen mi hatarozhatjuk meg,melyikeket hagyjuk
el,igy a sok lehetséges megmarado részcsalad koziil egyik varhatéan T tulajdonsagu lesz,ha az egész
csalad T(4),illetve T(3) volt.Vagyis atfogalmazva mondhatjuk azt is,hogy ha a csalad T(4),illetve
T(3),de nem T,akkor csak néhany eleme lehet "rossz helyen",azaz amelyek miatt a T tulajdonsag
nem teljesiil a csalddra.Tehat a szigoribb T(5) feltételhez képest az enyhébb T(4),illetve T(3) ha
nem is elég hogy kozos transzverzalisra igazitsa a csalad ovélisait,de legalabbis nem lehet sok,ami
elrontja a T tulajdonsagot.

Az aldbbiakban ismertetjiik a f6bb eredményeket:
DEFINICIO: Egy F ovéliscsalad T-r tulajdonsagu,ha elhagyhato beléle r darab ovalis,hogy a

maradék T tulajdonsagu legyen.

TETEL(Katchalski — Lewis, 1980) : Ha F egy ovalis diszjunkt eltolt példanyaibol &lld
csalad, akkor létezik r,hogy T(3)=T — r,és r<603.

TETEL(Tverberg,1991) : Ha F egy ovalis diszjunkt eltolt példanyaibol &llé csalad, akkor
létezik r, hogy T(3)=T — r,és r<108.

TETEL(Holmsen,2003) : Ha F egy ovalis diszjunkt eltolt példanyaibol &llé csalad, akkor
létezik r, hogy T'(3)=T — rés r<22.
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Tobet lehet mondani,ha az ovaliscsalad elemei kongruens korok,illetve paralelogrammak:

TETEL(BezdekA.,1991) : Ha F kongruens korok diszjunkt eltolt példanyaibol all6 csalad, akkor
létezik v, hogy T(3)=T —résr > 2.

TETEL(HeppesAladar,2007) : Ha F kongruens korok diszjunkt eltolt példanyaibol &lld
csalad, akkor létezik r,hogy T(3)=T —résr < 2.

Tehat ezeket Gsszefoglalva:

TETEL : Ha F kongruens korok diszjunkt eltolt példanyaibol allo csalad, akkor létezik
r,hogy T(3)=T — r.és r=2.

Végiil paralelogrammakra:

TETEL(Holmsen,2003) : Ha F paralelogrammak diszjunkt eltolt példanyaibol all6 csalad, akkor
létezik r, hogy T'(3)=T — rés r=A4.

Specialis ovaliscsaladokra a T(4) tulajdonsag teljesiilése esetén is tudunk mondani valamit:

TETEL(Aronov és masok,2000) : Ha F kongruens kordk diszjunkt eltolt példanyaibol &llo
csalad, akkor létezik r,hogy T(4)=T —résr > 1.

TETEL(Bisztriczky és masok,2006) : Ha F kongruens korok diszjunkt eltolt példanyaibol
allo csalad, akkor létezik r, hogy T(4)=T — r,és r<1.

Osszefoglalva tehat:

TETEL : Ha F kongruens korok diszjunkt eltolt példanyaibol allo csalad, akkor létezik
r,hogy T(4)=T — r.és r=1.

Az el6z76 fejezetben megismert a-diszjunktsag itt is alkalmazhaté és az r kimaradé ovalisszam-

mal is kapcsolatba hozhat6,amint azt az alabbi tétel mutatja:

TETEL : Legyen a< 1 és r§(%+2)2!Ha F a—diszjunkt ovaliscsalad, akkor létezik r, hogy
T3)=T —r.

Az r maradék tehat megadhato o fiiggvényében:r(«).Azaz,hogy a-diszjunkt ovaliscsaladra T(3)
mellett milyen legkisebb r-re lesz a csalad T-r tulajdonsaga.

Az r(«) fiiggvényt jellemzi a kovetkezs tétel:

TETEL : Aszimptotikusan r(a) = O(2%).
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Eredményeinket az alabbi tablazatban foglalhatjuk Gssze kiegészitve néhany a fentiekben nem

ismertetett eredménnyel:

n=3 n—4 n—»s
kor 2 1 0
paralelogramma 4 1<r<2 0
tetszGleges ovalis | 4<r<22 | 1<r<12 0

r ismert értékei az F elemeitdl és n-t6l fiiggSen

A tablazatbol nyilvanvalé nyitott kérdések fogalmazhatok meg.Egyrészt paralelogrammakra
nem ismert r értéke n—4-re,azaz,ha a T(4) tulajdonsigot tessziik fel. Masrészt altalanos ovalisokra
sem n=3,sem n—=4 esetén nem ismert r értéke.Harmadrészt lathaté,hogy n=3-ra a kdrokre r=2,a
paralelogrammakra r=4,de nem ismert azon ovalis,melynek eltolt példanyaibol all6 csalddra r=3

lenne.

Ezen problémakdrbe tartozéd tételek bizonyitasai erésen technikai jellegliek.Sok esetet kell meg-
vizsgalni,melyekben végiil ellentmondésra jutunk vagy kihozzuk,hogy csak r darab kérnek van
hely,amit elkeriil a tébbihez tartozé kozos transzverzélis.Eppen ezért a bizonyitasokra ebben a fe-
jezetben nem tériink ki.Csak annyit érdemes megemliteni roluk, hogy itt felhasznalasra keriilnek
a kordbban megismert eszk6zok,mint a kéve vagy a kozépponti kéve,a kdzos transzverzalis 1éte-
zésének sévos atfogalmazéasa,a korok egyenessel torténd szepardlhatosaga,illetve az dltalanositott
kozépponti kéve,amely két szakaszhoz tartozik és az Gsszes olyan kdzépponti kéve unidja,amelyre az
egyik kor kdzéppontja az egyik,a mésiké a masik szakaszon van.Emellett igen sok szamolassal alta-
laban ellentmondéasokhoz jutunk egy mennyiségre (példdul valamely a>b szamra és ¢ mennyiségre

c>a és b>c adodik) az indirekt bizonyitasok soran.
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6. fejezet

Transzverzalis szélesség

Korabban lattuk,hogy kozos transzverzalis létezésének feltétele kongruens korokre ekvivalens a
kozéppontokat fedd,a korok dtmérsjével megegyezs szélességii sav létezésével.Most ezen szemlélet
mentén haladva ebben a fejezetben azt vizsgaljuk hogy a T(3) tulajdonsig mellett,noha nem ga-
rantalhato kozos transzverzalis 1étezése,amely az Osszes kort metszi,mégis garantalhatd bizonyos
szélességl sav létezése,amely minden kort metsz.A tovabbiakban ismét feltessziik,hogy a korok
dtmérGje egységnyi.A fejezet elején csak korokkel fogunk foglalkozni,de a végén kitekintiink az

altalanos ovaliscsaladokra vonatkozoé eredményekre is.

6.1. Kongruens korok eltoltjaibél allo6 csaladokra vonatkozoé

eredmények

Elgszor az alkalmazott fogalmakat ismertetjiik:

DEFINICIO: Egy F ovaliscsalad,amely egy ovalis eltolt példanyaibol all,transzverzdlis sdvja olyan
sav,amely a csaldd minden elemét metszi.
DEFINICIO:Egy F ovaliscsalad,amely egy ovalis eltolt példanyaibol all,transzverzdlis szélessége a

csalad legkeskenyebb transzverzalis savjanak szélessége.
Most megmutatjuk a téméaban eddig elért eredményeket:

TETEL(Eckhof f) : Minden véges elemt T(3) tulajdonsagi 1 atmérdjt korok diszjunkt eltoltjaibol

allo F csaladnak létezik 1 szélességi transzverzalis sdvja.

Természetesen kozos transzverzalis 1étezése eseten a transzverzélis szélesség nulla,igy ez az ered-

mény még finomithat6,ahogy az az alabbi tételben meg is torténik:

TETEL(HeppesAladar) : Minden véges elemt T(3) tulajdonsagi 1 atmérsjia kordk diszjunkt

eltoltjaibol allo F csaladnak létezik 0.65 — nal vékonyabb szélességl transzverzalis sdvja.
MEGJEGYZES: A sejtés a legkisebb lehetséges transzverzalis szélességre a T(3) tulajdonsag

feltevése mellett 2 sin({;)=0.618...,ami a szabalyos 6tszoges elrendezésbdl (6.1. dbra) adodik (ebbol

latszik, hogy ennél kisebb nem lehet a transzverzalis szélesség).
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Ez a sejtés azért érdekes,mert az dbran lathato elrendezés nemcsak T(3),de T(4) tulajdonsagu
is,vagyis ha a sejtés igaz volna,az azt mutatna,hogy a T(4) tulajdonsidg nem ad jobb transzverzalis

szélességet,mint a T(3).

6.1. abra.

A fenti 0.65-0s becslést ad6 tétel bizonyitasa indirekt torténik igen sok eset diszkussziojaval,mig
aztan tobb lemma egyiittese megadja az ellentmondést.Mivel ez jorészt technikai jellegi,a bizonyi-
tast nem részletezziik.

Lathato,hogy 0.65 mar joval kozelebb van a sejtett és,mint lattuk,lehetséges minimalis transzver-
zélis szélességhez.
Most megvizsgaljuk,mit lehet mondani altalanos esetben,amikor tetszéleges ovalis eltoltjaibol all a

csalad.

6.2. Altalanos ovalisok eltoltjaiboél all6 csaladokra vonatkozo

eredmények

Kezdetben néhany fogalmat vezetiink be,amik elgkeriilnek a tételekben:

DEFINICIO:Egy X halmaz d-szélessége, wq(X),az X halmaz d irdnyt egyenesre vonatkozé me-
réleges vetiiletének hosszisaga,amely nem feltétlenil véges.
DEFINICIO:X szélessége X Osszes lehetséges iranyra vett d-szélességének minimuma.

DEFINICIO:Legyen D egy konvex alakzat.Az X halmaz D-szélessége,vagy relativ szélessége a d

wq(X)
wa(D) "

s s

irdnyban w? (X) =
D-szélességek minimuma.

A fent ismertetett Eckhofftol szarmazé eredmény altaldnosan ovalisok eltoltjaibol allo csaladokra

is igaz a kovetkezs formaban:

TETEL(Eckhoff) : Ha egy véges elemt F csalad,amely egy D ovalis diszjunkt eltoltjaibol

all, T(3) tulajdonsagn, akkor létezik S 1 D — szélességi transzverzélis savja.
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Ismeretes,hogy végtelen sok ovalisbol allé csaladra a T(3) tulajdonséghol a T is kovetkezik.Ami
itt azt jelentihogy a transzverzalis szélesség 0.A fenti tétel Altalanos esetben az 1 szélességet ga-
rantalja. Felmeriilhet a gyant,hogy a csalad elemszamanak novelésével a transzverzilis szélesség

csOkkenthetd. Ez valoban igy is van,ahogy az az aldbbi tételben lathato:

TETEL(HeppesAladar) : Tetsz6leges w € (0,1] szélességhez létezik egy N(w) széam, hogy
minden legalabb N(w) elemt T'(3) tulajdonsagu egy ovélis diszjunkt eltolt példanyaibol &llo6 F

csalddnak van w relativ szélességi transzverzalis sdvja.

Ennek a tételnek tobb érdekessége is van.Egyrészt ez a tétel egyfajta hidat képez a Hadwiger-féle
végtelen szamu ovalisra kapott 0 és az Eckhoff 4ltal dltalanosan igazolt 1 szélesség kozott.Masrészt
érdemes megfigyelni hogy az N(w) kiiszobszam nem fiigg a D ovalistol,amelynek eltoltjaibol a csa-

1ad felépiil.

A fenti tétel bizonyitdsanak most csak a vazat adjuk meg,ugyanis a technikai része hasonldéan
megy,mint a kordbban mar megismert tételek bizonyitasdban lathattuk:

Elgszor altalanositani kell tetszéleges ovéalisokra a kéve és a kdzépponti kéve fogalmat. A kdzépponti
kéve itt azon korabban megismert feltevés miatt alkalmazhato,miszerint elég centréilszimmetrikus

alakzatokkal dolgozni.Azaz a D ovalis helyett tekinthet az £ (D — D) szimmetrizalt is.

Egy ovalishoz és eltoltjahoz tartozé kéve azon egyenesek unidja,amelyeknek mindkét ovalissal van

koz6s pontjuk.A kéve hatarat a 4 kozos érintGegyenes jeloli ki.(6.2. abra).

6.2. abra. Kéve ovalishoz és eltoltjahoz

Egy centrélszimmetrikus ovélishoz és eltoltjdhoz tartozé kézépponti kéve az ovalis azon eltolt-
jainak kozéppontjaibol allé halmaz,amely eltoltaknak van koézos pontja az eredeti két ovéalishoz

tartozo kévével.(6.3. abra).
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6.3. abra. Kozépponti kéve ovalishoz és eltoltjdhoz

A bizonyitas sordn az ovalisok n szaméra a n < N(w) = 18 4 50 egyenl6tlenség igazoldsa
torténik. Ehhez el6szor fel kell tenni,hogy n > 66,az n < 66 esetet egyszertien el lehet intézni a vé-
gén. Ezutéan a fenti centralszimmetrizalttal dolgozva a minimaélis transzverzalis savot tekintve ezzel
parhuzamos savokat kell valasztani,melyek D-szélessége a legkisebb.Tovabbi egyszertsitésként al-
kalmazhaté,hogy a probléma affin invarians.Ezzel az ovalisainkat négyzetekbe foglalhatjuk.Végiil a
technikai részben ezen négyzetek elhelyezkedésére (tobb lehetséges eset megvizsgélasa utan) meg-
szoritas kaphat6.Végil a w-t6l fiiggs savszélességekre adodik n fliggvényében becslés,ami atren-
dezve a bizonyitando allitast adja.

Ezen vazlatos ismertetés lényege nem maga a bizonyitas részleteinek kozlése,hanem a fent megis-
mert definiciok alkalmazisanak bemutatésa illetve a lépten-nyomon alkalmazott technikdk megvi-

lagitasa volt.
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7. fejezet

Kitekintés: transzvezalis tételek

magasabb dimenzidékban

Ahogy a bevezetében mar szo volt rola,jelen dolgozat elsGsorban a sikbeli eredményekkel ki-
van foglalkozni.Azonban igen kézenfekvs a problémakor altaldnositdsa magasabb dimenziora,ezért
ebben a fejezetben nagy vonalakban szét ejtiink a problémarol a ketténél magasabb dimenziés
esetekben.Mivel azonban a dolgozatnak ez csak melléktémaja,a bizonyitasokra nem fogunk kitérni
és a problémét sem vizsgaljuk a sikbelihez hasonlé részletességgel,pusztan az eddig elért lényeges

eredményeket szandékozunk ismertetni.

7.1. A T tulajdonsiag magasabb dimenziéban

Kezdetben néhany alapfogalommal ismerkediink meg,amelyek a probléma magasabb dimenzi6s

altaldnositasédhoz elengedhetetlenek:

DEFINICIO:Egy k-transzverzilis egy k-dimenzios affin altere a d dimenzios euklideszi térnek,amelynek
az F csalad minden elemével van kdzos pontja.

DEFINICIO:r(k,d) az a szam,amelyre egy d-dimenziés euklideszi tér F ovaliscsaladjara ha F
T(r(k,d)),akkor létezik F elemeihez k-transzverzalis.

r(k,d),hiszen a Helley-tétel megadja k—0-ra az osszes r(k,d)-t.Azonban hamarosan kideriilt,hogy
Vincensini bizonyitasa r(1,2)=6 esetére hibas volt,s6t ellenpéldékat is lehetett adni,amint azt ko-
rdbban mi is megmutattuk.S6t ezekbdl az is lathaté,hogy tovabbi feltételek nélkiil nem adhato
véges r(1,2) érték.Emiatt a Helly-tétel eziranyu altalanositasa nem miikodik. Mégis néhany sikbeli

transzverzalis-tétel atvihetd magasabb dimenzidba is:
Santalo tétele altalanosithaté magasabb dimenziéra a kdvetkez6 modokon:

TETEL : Egy F d — dimenzios téglatestek eltoltjaibol &llo csaladra ha a téglatestek élei
parhuzamosak a koordinta — tengelyekkel, akkor T(2¢71(2d — 1)) = T,k =1 — el.
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TETEL : Egy F d — dimenzios téglatestek eltoltjaibol allo csaladra ha a téglatestek élei
parhuzamosak a koordinata — tengelyekkel, akkor T(2971(2d — 1)) = T,k =d — 1 — gyel.

TETEL : Egy F d— dimenzids ovalisokbol allo csaladra ha az ovalisok unidja nem korlatos, de

szélességiik k6z0s korlat alatt van,akkor T(d+1) = T, k=1 —el.

Hipersikokra (k=d-1 eset) szintén ismertek tételek,de a koztes dimenziokra (2 < k < d — 2)

csak igen bonyolult eredmények sziilettek,és nem is til sok eredmény ismert.

A legegyszeriibbnek tind eset d dimenziéban is a gombok esete.Az alabbiakban a gdmbokrél szold
tételeket ismertetjiik 3,illetve magasabb dimenzioban (itt mindig k—=1,azaz csak egyenes transzver-
zalissal foglalkozunk):

Az els6 eredmény gombokre magasabb dimenziéban:

TETEL(Hadwiger) : Egy F diszjunkt kongruens d — dimenzios gombok eltoltjaibol &lld
csaladra ha a gombkdzéppontok tavolséga legalabb két gombatmeérs, akkor T(d?) = T.

Ezt Griinbaum javitotta:

TETEL(Griinbaum) : Fgy F diszjunkt kongruens d — dimenzids gombok eltoltjaibol allod
csaladra ha a gombkdzéppontok tavolsdga legalabb két gombatmers, akkor T(2d — 1) = T.

Hadwiger eredményét a tagassagi feltétel szempontjabol is sikeriilt javitani:

TETEL(Ambrus és masok) : Egy F diszjunkt kongruens d — dimenziés gombok eltoltjaibol
allo csaladra ha a gombkdzéppontok tavolsaga legalabb \/2 + /2 gombatmeérs, akkor T(d?) = T.

A tétel feltétele mellett T'(3) % T d=3-ra,amint az a 7.1.4bran lathato elrendezésbol kovetkezik.

7.1. dbra. v/2 4 /2 gémbatmeérénél nagyobb gémbkozépponttavolsagra T(3) = T
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A g6mbok kézéppontjainak koordinatai itt (0,0,-1.01),(4,0,1.01),(8,1.01,0),(12,-1.01,0).Ezen el-
rendezés altalanosithato agy,hogy T(2d—2) = T a tételbeli tagassagi feltételek mellett,d dimenzios

térre.
Végiil a tagassagi feltételek nélkiil is sziilettek eredmények diszjunkt gémbcsalddokra:

TETEL(Holmsen és masok) : Eqy F diszjunkt kongruens gombok eltoltjaibol all6 csaladra
T(46) = T.

TETEL(Cheong és masok) : Egy F diszjunkt kongruens gdmbok eltoltjaibol &ll6 csaladra
T(18) =T.

TETEL(Cheong— Goaoc— H.— Petitjean, 2005) : Egy F diszjunkt kongruens d— dimenzios
gombok eltoltjaibol allo csaladra T(4d —1) = T.

Ismeretes az is,hogy Tverberg ovalisokra vonatkozo tétele ellenpéldaval igazolhatéan nem érvé-

nyes magasabb dimenziéban.

7.2. Katchalski-Lewis-tipusti eredmények magasabb

dimenziéban

Nemcsak a Helly-tipusu tételeket lehet kiterjeszteni magasabb dimenziéra,hanem a Katchalski-
Lewis problémakort is.Azonban,amint azt hamarosan latni fogjuk,a kiterjesztés ebben az esetben

is kiilonféle moédokon torténhet és itt sem vihetd &t minden,amit sikban igaznak talaltunk.
Elgszor be kell vezetni néhany 1j fogalmat:

DEFINICIO: Egy F csalad T}, tulajdonsdgu,ha minden eleméhez létezik k-transzverzalis.
DEFINICIO:Egy F csalad Ty (m) tulajdonsdgi,ha tetszdlegesen valasztott m eleméhez létezik
k-transzverzalis.

DEFINICIO:Egy F csalad T}, — ¢ tulajdonsdgi,ha kivalaszthaté ugy c eleme,hogy a tobbihez létezik

k-transzverzalis.
A fogalmak megismerése utan kovetkezhetnek az elért eredmények:

TETEL : Tetsz6leges n > 2—re létezik egy minimalis nemnegativ c(n) egész szam, hogy

barmely n — dimenzids ovalis diszjunkt eltoltjaibol allo F csaladra Ty(3) = Ty,—1 — c¢(n).
Ezen tétel mindjart mutatja a kiilonbséget a sikbeli esettel szemben,ugyanis itt egy egyenes és

egy hipersik transzverzélis kozott lathatunk kapcsolatot. A tétel bizonyitasa soran itt is a sikbeli

Katchalki-Lewis-tételekre torténik a visszavezetés.
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Tovabbi megleps eredmény a kévetkezs 3 dimenziés térre vonatkozo tétel:

TETEL : Létezik 6n paronként diszjunkt kongruens gombbsl all6 csalad a 3 dimenzios euklideszi

térben, amely T (3),de tetsz6leges egyenes leg feljebb 4n gombot metsz.

A tételbdl ugyanis azonnal lathato,hogy megfeleléen nagy n-et valasztva a kimarad6 gdémbdk
szama akarmilyen nagy lehet,vagyis a 3 dimenziés esetben mar gombdokre sem fogalmazhaté meg
olyan tétel,ami a sitkban még tetszéleges ovalisokra elmondhaté volt.

Ezen probléma kikiiszobolésére meg lehet probélkozni T7(3) helyett valamely k-tol fiiggs 17 tu-
lajdonsagot feltenni,esetleg T7 helyett is lehet mindjart Tj-t tekinteni.Ezen iranyokban is folytak
vizsgalodasok,de egyelére még kevés eredménnyel. Ma csak Th-vel ismert eredmény,de az is egy

ellenpélda konstrukcié,vagyis valéjaban "negativ" eredmény.

*3kk

Ebben a fejezetben képet kaphattunk a sikban megismert problémak altalanositasi lehetGsége-
ir6l és a felmeriilg Gjabb nehézségekrsl magasabb dimenzidkban.Lathattuk azt is,hogy mi varhato
el és mi az,ami semmiképpen sem teljesiilhet magasabb dimenziés terekben.Emellett emlitésre
keriiltek a nyitott problémak,amelyekrsl még igen kevés ismerettel rendelkeziink magasabb di-
menzioban.Néhany ezek koziil sikban nem is adédott el§,példaul az egyenes és a hipersik kozotti
dimenzioés transzverzalis esete.Ezen rovid ismertets tehéat lényegében azt vazolta,hogy milyen kii-
l6nbségek allnak fent a sik és magasabb dimenzids euklideszi terek kozott a transzverzélis problé-
makorben,illetve,hogy miként bonyolédik a probléma akkor,ha magasabb dimenziéban prébaljuk

meg &altaldnositani a sikbeli eredményeket.
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