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Bevezetés

Ezen szakdolgozat a hiromdimenziés Z3 racsban taldlhaté kockaracsokrdl
sz6l. Azaz 73 azon részracsairél, melyek generdlhatéak harom egyenlé hosz-
sz és paronként egymasra meroleges vektorral. Ezt a fogalmat mar sokan
vizsgéltdk, néhény elemi tulajdonsdg megtaldlhato a [3] és az [5] konyvekben,
példéul, hogy egy kockaracs élhossza egész. Sarkozy Andrés leszamlalta az
adott élhosszisagu kockardcsokat a [6] cikkében.

Felmeriilhet a kérdés, hogy barmely egész hosszisagu vektorhoz van-
e olyan kockardcs, melynek az a vektor az egyik élvektora. Ez a kérdés
az [1] cikkben meriilt fel, és a pitagoraszi szamnégyesek leirdsinak egy-
szerli kovetkezményeként igen a valasz. Felteheté ekkor az a kérdés is,
hogy barmely vektorhoz van-e olyan kockardcs, melyben benne van (nem
feltétlentil élvektorként). Az [1] cikk erre is vélaszt ad, megfogalmazza a

kovetkez6 tételt:

Tétel. Tetszbleges v vektorhoz, melynek hossznégyzete d*m alakban irhatd,
létezik olyan d élhosszusdgi kockardcs, melyben v benne van. Ha a v vektor

primitiv, akkor ez a kockardcs egyértelmi.

Az [1] cikk ezt a tételt a Hurwitz-kvaternidk szdmelméletét hasznélva bi-
zonyitja be. Célunk erre a tételre egy olyan bizonyitast adni, mely csak a
haromdimenzids vektor- és racsgeometriat hasznélja.

Az elsé fejezetben Osszefoglaljuk a sziikséges racsgeometriai ismereteket,
melyek koziil csak a specidlisabbakat bizonyitjuk. A mésodik fejezetben
bebizonyitjuk a fent emlitett f6tételt. A bizonyitasbdl az is kideriil, hogy
pontosan mely vektorok tartoznak a kockardcsba. Ezen jellemzéssel, és a
tétel segitségével tudjuk bizonyitani a harmadik fejezet tételeit. ElGszor

megmutatjuk, hogy minden kockardcs a bizonyitds soran alkotott kockaréacs



alkalmas nagyitasaval keletkezik. Ezutan egy altalanosabb problémaval fog-
lalkozunk, nevezetesen, hogy mely vektoroknak van tgynevezett ikre, azaz
ra merdleges, vele azonos hosszisiga vektor. Erre nem ismert pontos valasz,
bizonyos eredmények szerepelnek az [1] cikkben, ezeket fogjuk a fOtétel
segitségével elemien bizonyitani. Végiil a kockardcsokat, mint részben rende-
zett halmazt vizsgaljuk, ahol a tartalmazéas adja a rendezést. Latni fogjuk,
hogy barmely két elemnek van kozos alsé és felso korlatja, de ezek kozott
nincsen mindig legnagyobb, illetve legkisebb (azaz nem alkotnak halét).

Hasonlé kérdések feltehetSk ketté dimenzidban is. Ott minden vektor-
nak van ikre, nevezetesen a 90°-os elforgatottja. Ezzel egyiitt egy olyan
négyzetracsot generdl, melynek 6 az élvektora. A négyzetracsokat jellemzi
az, hogy invaridnsak a 90°-os elforgatédsra, és ebbol konnyen lathato, hogy
a négyzetracsok halot alkotnak. A haromdimenziés eset eme kanonikus for-
gatds hidnya miatt sokkal nehezebb.

Hélasan koszonom témavezetémnek, Moussong Gébornak az érdekes

témat, és a sok hasznos észrevételt, amit munkam kapcsan tett.



1. fejezet

Racsgeometriai ismeretek

Ebben a fejezetben kimondunk néhany ismert racsgeometria definiciét és

allitast. A racs definicidjaval kezdjiik.

1.1. definicié. Egy n-dimenzids valos vektortérben egy Z™-nel izomorf ad-

ditiv diszkrét részcsoportot (n-dimenzids) rdacsnak nevezzink.

Nyilvan n fiiggetlen vektor egy n-dimenzids valés vektortérben egy racsot

generdl. Ez az észrevétel vezet a kovetkez6 definicidhoz.

1.2. definicié. FEgy n-dimenzids rdcsban n filiggetlen vektort, melyek ge-

nerdljak a rdcsot, a racs bdzisinak nevezzik.
Bevezetjiik a részracs fogalmét, mely nem egyszeriien egy részcsoport.

1.3. definicidé. Egy n-dimenzids rdcsnak eqy K részcsoportjat részracsnak

nevezzik, ha K is eqy n-dimenzids rdcs.
Konnyen koévetkezik a definiciokbdl az aldbbi allitas.

1.4. allitas. Egy L részcsoport pontosan akkor részrdcs eqy K rdcsban, ha

az L indexe véges K-ban.

A kdvetkez6 harom &llitas alapvetd rdcsgeometriai dllitas, ezért nem fog-
juk bizonyitani, a bizonyitas megtaldlhaté a [4] kényvben.

Ha egy n-dimenziés racsban kivalasztunk k fliggetlen vektort, akkor azok
a vektortérben egy k-dimenziés linearis alteret feszitenek ki, és ebben k

fliggetlen vektorként egy k-dimenzids racsot generdlnak. Ez nem feltétlentil



egyezik meg az eredeti rdcsnak a linedris altérrel vett metszetével (a k fiigget-
len vektor nem feltétleniil generdlja ezt), ha megegyezik, arrél az esetrol szol

a kovetkezo allitas.

1.5. allitas. Ha egy n-dimenzios valds vektortérben adott rdcsban kivdlasz-
tunk k fuggetlen vektort, melyek az dltaluk kifeszitett k dimenzids linedris
altér rdccsal vett metszetében bdzist alkotnak, akkor ehhez a k wvektorhoz

vdlaszthato még n — k vektor, hogy azok egyiitt az n-dimenzids rdcs badzisa.

Ha egy récsban rogzitiink egy bézist, akkor ahhoz definidlhatjuk az alappa-

ralelepipedon fogalmat.

1.6. definicio. Egy n-dimenzios rdcsban a bdzisvektorok dltal kifeszitett pa-

ralelepipedont a rdcs alapparalelepipedonjanak nevezzik.

Bar az alapparalelepipedon fiigg a bazis valasztasatdél, ha rogzitink egy
térfogati formét a vektortéren, akkor a térfogata fiiggetlen a valasztastol

a kovetkez6 allitas szerint.

1.7. allitas. Egy rdcsban mindegyik alapparalelepipedonnak ugyanakkora a

térfogata.

fgy az alapparalelepipedon térfogata a racsra jellemzd szdm, és a részracsok

indexét is megadja a kovetkezd allitds szerint.

1.8. allitas. Tetszdleges K C L részrdcs esetén a K indexe az L-ben egyenld

az alapparalelepipedonok térfogatdnak ardnydval.
A kovetkezd definicidk a racsok vektoraival kapcsolatosak.

1.9. definicié. Egy v € L vektor oszthato egy d pozitiv egésszel, ha van

olyan u € L vektor, melyre v = du.

1.10. definicié. Egy v € L wvektor primitiv, ha nem oszthatd semmilyen

1-t6l Kiilonbozd pozitiv egésszel.

1.11. allitas. Minden v € L vektor egyértelmien dll elé v = du alakban,

ahol u primitiv, és d pozitiv egész.



Bizonyitas. Legyen K a v irdnyu vektorok altal generalt részcsoport az L
racsban. Ez egy egydimenzids racs, igy van benne egy generdlé u vektor,
mely nyilvan primitiv lesz az L-ben. fgy v = du, ahol d egész. Ha d negativ

lenne, akkor az u helyett az ellentettjét valasztva pozitiv d-t kapunk. O

Ezen allitas alapjan értelmezni tudjuk egy v € L vektor legnagyobb osztdjat,

mint az 1.11. allitdsban szerepld d pozitiv egész szamot.

1.12. definicié. Egy K C L részrdcs primitiv, ha a K-ban szerepld vektorok

legnagyobb kézos osztdja 1.

A fenti definiciokbdl egyszeriien kovetkezik, hogy egy egydimenziés L racs-
ban a v vektor pontosan akkor primitiv, ha a v altal generdlt részracs pri-
mitiv L-ben. Nyilvanvald, hogy ha valamely K C L részracsban van olyan
vektor, amely L-ben primitiv, akkor K primitiv részracs. A 3.1. szakaszban
be fogjuk latni ennek a megforditasat: barmely primitiv részracs tartalmaz
primitiv vektort.

A dolgozatban sok helyen hasznalni fogjuk a kévetkez6 definiciét.

1.13. definicié. Egy L rdcs d ardnyi nagyitisdin, vagy egyszeriien a d-sze-
resén azt a részrdcsdt értjik, mely a benne levd d-vel oszthato vektorokbol

dall (vagyis minden vektordt megszorozzuk d-vel). Jeldlése: dL.
1.14. allitas. Egy n-dimenzios L rdcsban o dL részrdcsnak az indexe d".

Bizonyitas. Az L racs béazisvektorainak a d-szeresei a dL részracsnak egy
béazisat alkotjak. Emiatt az alapparalelepipedonok térfogatanak aranya d”,

ami az 1.8. 4llitas szerint éppen a részrics indexe. O

Ha egy n-dimenzids racsban rogzitiink egy bazist, akkor a rics vekto-
rait felirhatjuk ezen vektorok egész egyiitthatds linearis kombindcidjaként,
igy a racsot azonosithatjuk Z™-nel, a befoglalé vektorteret pedig R"-nel.
Ekkor egy vektor pontosan akkor oszthato d-vel, ha az 6sszes koordinataja
oszthato, és ponotsan akkor primitiv, ha a koordinatai relativ primek.

Innentél kezdve az n = 3 esetet tekintjiik. A rdcsban a Z3-bel valé
azonositas meghatiroz egy skalaris szorzast, tovabbiakban ezt a skaldris

szorzast tekintjiik a racsban. (Ha eredetileg egy haromdimenzids euklideszi



térbdl indultunk ki, ahol a récs bazisa ortonormélt volt, akkor visszakapjuk
az eredeti skaldris szorzdst.) Ezzel értelmezni tudjuk egy v € Z2 vektor
hossznégyzetét, mint 6nmagaval vett skalaris szorzatot. Ennek négyzetgyoke
a vektor hossza, melynek jelolése: |[v||. A skaldris szorzat a vektoridlis
szorzatot is meghatdrozza, ami nem fog kivezetni a racsbél. A sziikséges
vektorgeometriai ismeretek megtaldlhatéak a [2] konyvben.

A kévetkezd allitasokban v € Z3 egy tetszbleges primitiv vektor, és le-

gyen L ={x € Z3| x L v}, a rd merdleges stknak a rdccsal vett metszete.

1.15. allitas. L egy kétdimenzids rdcs.

Bizonyitas. Nyilvan L-beli vektorok Osszege is L-beli, igy egy diszkrét ad-
ditiv részcsoportot alkotnak (diszkrét csoport részcsoportja). fgy az altaluk
kifeszitett linearis altérben L egy racs. Ez a linedris altér legfeljebb kétdi-
menziés, mivel a v sik része. A tovabbiakban azt szeretnénk megmutatni,
hogy pontosan kétdimenzids, amihez elegendé talalni két fliggetlen vektort
benne. Ehhez valasszunk ki egy olyan koordinatasikot, melyben nem fek-
szik v (ilyen nyilvan lesz, mert a metszetiik a nullvektor). Jeloljiik ezt a
koordindtasikot kifeszité egységvektorokat i-vel és j-vel. Azixvésajxv
vektorok L-ben vannak, elegendé tehat azt megmutatni, hogy fliggetlenek.
Ha nem lennének fiiggetlenek, akkor a vektoridlis szorzat linearitdsdbdl azt
kapnank, hogy az i és j egy linearis kombinaciéjanak nulla a vektoridlis
szorzata v-vel. Ekkor ez a linearis kombinécié parhuzamos lenne v-vel, ami
ellentmondana annak, hogy az i és j altal feszitett koordinatasikban nincsen

benne v. O
1.16. allitas. L-ben az alapparalelogramma terilete eqyenld a v hosszdval.

Bizonyitas. Nevezzik egy racshoz asszocialt vektornak az alapparalelog-
rammat kifeszité vektorok vektoridlis szorzatat. Ez a vektor meréleges a
racsra, és hossza az alapparalelogramma tertilete, igy +1 szorzétdl eltekintve
fliggetlen a valasztasunktdél. Mivel v primitiv, igy az L-hez asszocialt vektor

a v tobbszorose lesz.



A kovetkezé vektorok merélegesek a v = (a, b, ¢) vektorra, igy L-beliek.

x = (0,¢,—b)
y= (_Ca 07 a)
z = (b,—a,0)

Ezek paronként egy-egy részracsot generdlnak L-ben, ahol ezek a vektorok
alapparalellogrammakat feszitenek ki. fgy a hozzajuk asszocialt vektorok:

y és z vektorok részracsa: y x z = (—c,0,a) x (b, —a,0) = (a?, ab,ac) = av
z és x vektorok részracsa: z X x = (b, —a,0) x (0, ¢, —b) = (ab,b* bc) = bv

x és y vektorok részracsa: x x y = (0,¢, —b) x (—c,0,a) = (ac,bc,c?) = cv
Mivel ezek az L-nek részracsai, a hozzajuk asszocialt vektorok az L-hez
asszocialt vektornak a tobbszorosei. Mivel Inko(a,b,c) = 1, igy az L-hez
asszocialt vektor csak v lehet (mivel v primitiv), amib6l kévetkezik az

allit4s. O

1.17. allitas. Vezessiik be a kévetkezd ekvivalenciareldciot a Z3-ben: x ~'y
pontosan akkor, ha a kilonbségik v-nek tobbszordse, azaz van olyan k egész,
hogy x —y = kv. A v-vel valo vektoridlis szorzds bijekcict létesit ezen

ekvivalenciaosztdalyok és L elemei kézott.

Merélegesen vetitsiik le a réacsot a v-re merdleges linedris altérre (a v-vel
parhuzamosan). Ekkor egy ekvivalenciaosztély egy pont ése lesz a vetitésnél.
Az allitas szerint ezen vetitett képet 90°-kal elforgatva és ¢-lel nyijtva meg-

kapjuk az L racsot (ahol £ a v hossza).

Bizonyitas. Két vektornak pontosan akkor lesz ugyanaz a vektorialis szor-
zata v-vel, ha a kulonbségilik parhuzamos v-vel, azaz ugyanabban az ek-
vivalenciaosztalyban vannak, igy a leképezés injektiv. A sziirjektivitas bi-
zonyitasashoz tegyiik fel, hogy adott egy u € L vektor. Keressik azt az
x € 73 vektort, melyre x x v = u. Az 1.15. 4llitdshoz hasonléan bi-
zonyithaté, hogy a Z3-nek az u' sikkal vett metszete egy kétdimenzids racs
(ehhez nem kell u-nak primitivnek lennie). Ebben a rdcsban a v egy primitiv
vektor, melyet az 1.5. allitas szerint ki lehet egésziteni bazissa. A kiegészitése
lesz a keresett x vektor megfeleld eldjellel véve, ugyanis a racshoz asszocidlt

vektor a normalvektor lesz: x x v = u. O



2. fejezet

A fotétel

Ebben a fejezetben a Z3-ben keresiink kockaricsokat, el6szor egy adott
élvektorhoz. FEzutan mar csak azt koveteljiilk meg, hogy az adott vektor

benne legyen a kockardcsban. Errél szdl a fététel, melyet be is bizonyitunk.

2.1. A tétel kimondasa

El6szor definidljuk a kockardcs fogalmat, mely ennek a dolgozatnak a f6té-
méja.

2.1. definicié. Az R? euklideszi térbeli Z3 standard rdcsban eqy részracsot
kockardcsnak nevezziink, ha vannak hozzd olyan generdlo vektorok, melyek

pdronként merdlegesek és egyenld hosszuak. FEzen vektorok alkotjik a koc-

kardcs kockabdzisdt, a kézos hosszuk pedig a kockardcs élhossza.

A kockaracsban levé vektorok hosszat mérhetjiik a kockaracshoz képest is,
a kockabazis vektorait egységnek tekintve. Ezt a relativ hosszt a kockaracs
élhosszaval megszorozva kapjuk a vektor eredeti hosszat.

A kévetkez6 elemi geometriai észrevétel megtalalhaté a [3] és az [5] kony-

vekben:

2.2. allitas. Egy kockardcsnak az élhossza sziikségképpen egész.

Bizonyitas. Legyen a kockaracs élhossza d, mely egy racsvektor hossza, igy
d? egész. A kockardcs kockabdzisa ltal kifeszitett kocka térfogata (d®) éppen

a kifeszit6 vektorok vegyes szorzata, azaz koordinatdinak a determindnsa,



ami nyilvan egész. Igy d = d®/d? raciondlis, és mivel a négyzete egész,

sziikségképpen d is egész. O

Nyilvanvaléan minden d pozitiv egészhez van d élhosszisagi kockaracs,
példaul a dZ3, a d-vel oszthaté vektorok részracsa. Az elébbi allitds sze-
rint nem minden vektort tudunk kiegésziteni kockaraccsa, sziikséges, hogy
a hossza egész legyen. Felvetddik a kérdés, hogy ez elégséges feltétel-e, azaz
van-e barmely egész hosszisagu vektorhoz olyan kockardcs, aminek ¢ az
élvektora. Ezt a kérdést az [1] cikkben vizsgdltdk, ahol lefrtdk, hogy az
igenl6 vélasz a pitagoraszi szamnégyesek eredetileg Eulertdl szarmazé pa-
raméterezésébol konnyen kiolvashaté.

Ennél tobbet is kérdezhetiink: egy adott vektor milyen kockaricsban
lehet benne (nem feltétleniil élvektorként). Ez volt a motivalé kérdés az [1]
cikkben. Egy d élhosszisagu kockardcsban a vektor relativ hossznégyzete
d?-ed része lesz az eredetinek, tehét sziikséges feltétel, hogy a hossznégyzete
oszthaté legyen d?-tel. A kovetkezd tétel szerint ez elegendd feltétel. Ez a

dolgozat fotétele.

2.3. tétel. Ha adott eqy v € 73 vektor, melynek hossznégyzete |v||? = (2 =
d*>m alakban irhatd, akkor létezik olyan részkockardcs Z3-ben, melyben v
benne van, €s melynek az élhosszusdga d. Ha a v primitiv, akkor régzitett d

mellett ez a kockardcs egyértelmd.

Az ? = d?m felbontds &ltaldban nem egyértelmii, tetszbleges felbontast
vehetiink. Ennek a tételnek a bizonyitdsa megtaldlhaté az [1] cikkben négy-
zetmentes m esetére Hurwitz-kvaterniok szamelméletének segitségével. A
kovetkezdkben erre a tételre adunk egy olyan bizonyitast, mely csak a ha-
romdimenzids vektor- és racsgeometriat hasznélja.

Ha a v nem primitiv, akkor nem allithatunk egyértelmiiséget, legyen
ugyanis v = (5,0,0) vektor, melyre ||v||*> = 52 - 1. Ekkor ez a vektor benne
van az (5,0,0), (0, 5,0), (0,0, 5) illetve az (5,0, 0), (0,3, 4), (0,4, —3) vektorok
altal generdlt kockardcsokban is.

Megmutatjuk, hogy a tételt elég bizonyitani primitiv vektor esetén. Ha
v nem primitiv, akkor az 1.11. &llitas szerint 1étezik olyan f pozitiv egész,

és u primitiv vektor, hogy v = fu. A ||v|? = d?>m felbontdsban a d-t és az



m-et tovabb bonthatjuk ennek megfeleléen. Legyen d = dids és m = m2ma,
melyre teljesiil, hogy dimy = f és ||u]|?> = d3ma. A tételt u-ra (és az el6bbi
felbontédséra) alkalmazva kapunk egy do élhossziisagu kockardcsot, amit d;
aranyban nagyitva d = dyds élhosszisagi kockaracsot kapunk. Ebben benne
van a dju vektor, aminek az mi-szerese az midiu = fu = v vektor, ami igy
a konstrualt d élhosszusdgu kockaracsban benne lesz.

El6szor az egyértelmiiséget bizonyitjuk. Meghatarozzuk, hogy mely vek-
torok tartozhatnak a keresett részracsba, igy meghatirozunk egy részracsot.

Végil bebizonyitjuk, hogy ez valéban kockarécs.

2.2. Az egyértelmiiség bizonyitasa

Tegyiik fel, hogy mar taldltunk egy ilyen K kockardcsot. A kévetkezd lemma
segitségével megallapithatjuk, hogy mely vektorok tartozhatnak a K-ba.

2.4. lemma. Két a,b € K wvektor vektoridlis szorzata oszthato d-vel, és a

szorzat d-edrésze is K-ban van.

Bizonyitas. Végezzik el a vektorialis szorzast K-ban. Ha a K-ban sza-
molunk (mivel ott az egység d), akkor a kifeszitett paralelogramma tertilete
d?-edrésze lesz a Z3-ben szamolt értéknek. Emiatt a vektoridlis szorzat
hossza is d?-ed akkora lesz, melynek hossza a Z3-ben d-szeres, azaz a Z3-ben

szamolt érték d-edrésze. O

Elészér csak a v vektorra meréleges L = {x € Z3 | x 1 v} kétdimenzids
racsot tekintsiik. A 2.4. lemma szerint L-bdl csak azok az a vektorok tartoz-
hatnak K-ba, melyeket v-vel vektoridlisan szorozva d-vel oszthaté vektort

kapunk. Legyen ezen vektorok halmaza M, azaz
M ={ae€ L|ax v oszthat6 d-vel }.

A v-vel valé vektoridlis szorzas L-ben egy —90°-os forgatds (v koriil) és
egy f-lel valé nyujtas kompozicidja. Emiatt egy u € L vektor pontosan
akkor lesz M-ben, ha —90°-kal elforgatva és ¢/d = \/m-mel nytdjtva L-beli
vektort kapunk. Az igy kapott vektor szintén M-ben lesz, mert ezt —90°-

kal forgatva és \/m-mel nyijtva, a —mu vektort kapjuk, ami nyilvan L-beli.
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Konnyen meggondolhatd, hogy M részcsoport, azaz Osszeadasra, és egésszel
valé szorzasra zart. A kovetkezo éllitas az 1.4. allitas szerint mutatja, hogy

részracs is.

2.5. allitas. Az M indexe L-ben d.

Bizonyitas. A bizonyitas két részbdl all, el6szor bebizonyitjuk, hogy M
indexe L-ben oszthaté d-vel, majd forditva. Legyen v = (a, b, c).

Mivel v primitiv, Inko(a, b, ¢) = 1, igy léteznek olyan x, y, z egész szamok,
melyekre ax + by + cz = 1. Legyen t = (z,y,2), és ekkor tv = 1. Legyen
u = t X v, ami mivel v-re mer6leges vektor, L-ben van. A Kkifejtési tételt

felhasznalva
uxXv=_(txv)xv
= (tv)v — (vv)t
=v— /1%
= (a—x,b— 1Py, c—1?).

Ez a vektor nem oszthaté d egyetlen p valddi osztdjaval sem. Ha ugyanis
oszthaté lenne, akkor mivel p osztja £? = d’m-et, osztand a, b, c-t is, ami nem
lehet, mert v primitiv vektor. Emiatt a kuxv vektorok 1 < k < d—1-re nem
lehetnek oszthatéak d-vel. Igy az u,2u,. .., (d —1)u vektorok nem lehetnek
M-ben, mert az pontosan azt jelentené, hogy valamely k-ra a ku x v vektor
oszthaté lenne d-vel. A du vektor nyilvdn M-ben van, mert du X v oszthatd
d-vel. Legyen az u altal generalt részcsoport L-ben U. Az U-nak csak egy
d index részcsoportja van M-ben, igy M indexe L-ben d-nek t6bbszorose.
A masik irdnyt az [1] cikkben szereplé 7.4. tétel bizonyitdsdhoz hasonléan
bizonyitom:
Tekintsiik a kovetkez6 vektorokat
r = (0, cd, —bd)
s=(rxv)/d=(b*+c? —ab, —ac).
Lathatd, hogy ezen vektorok az M-ben vannak. Az altaluk kifeszitett alap-
paralelogramma, (téglalap) teriilete d/(b? + c?). Jeloljiik az &ltaluk generalt

részrécsot Mp-gyel (ami tehat M részracsa). Hasonléan definidlhatjuk Mo-t

és Ms-at is, melyeknél az alapparalelogramma teriilete d/(a? + c¢?), illetve
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df(a® +b?). Az L-ben az alapparalelogramma teriilete ¢, igy az My, Mo, M3
indexe L-ben rendre d(b? +c?), d(a®+c?) és d(a® +b?). Emiatt az M indexe

L-ben osztja az
Inko(d(b? + ¢2),d(a® + ¢?),d(a® + b)) = d - Inko(b® + 2, a® + 2, a® + b?)
szamot. Szamoljuk ki ezt a legnagyobb ko6z0s osztot.

Inko(b? + 2, a® 4+ %, a® + b?) =
=Inko(b? + ?,a® + 2, a> + b, 0% — %,a® — 2,a® — b?) =

= Inko(2a?, 202, 2¢%,b* + ¢, a® + ¢2, a* + b?)

Tudjuk, hogy Inko(a,b,c) = 1, igy ha az a,b,c szamok nem mindegyike

paratlan (és igy van paratlan négyzetosszeg), akkor
Inko(b? + ¢2,a% + 2, a®> + b*) =1,
mig ha mindegyike paratlan, akkor
Inko(b® + ¢%,a* + ¢2,a* + b?) = 2.

Ha tehédt az a, b, c nem mindegyike paratlan, akkor bebizonyitottuk, hogy
M indexe L-ben osztja d-t. Ha az a, b, ¢ szamok mindegyike paratlan, akkor
csak azt tudjuk, hogy az index osztja a 2d-t. Ebben az esetben ¢? = a?+b%+
c? paratlan, és gy d is paratlan. Tekintsiik a dL részracsot L-ben, melynek
indexe az 1.14. allitds szerint d?. A dL récs részracsa az M-nek, ugyanis
egy u € dL vektort (mely egy x € L vektor d-szerese), v-vel vektoridlisan
szorozva nyilvan d-vel oszthato vektort kapunk, az x x v vektor d-szeresét.
Tehat M indexe L-ben osztja d’-et is (ami paratlan), és igy mivel tudjuk,

hogy osztja a 2d-t, igy osztja a d-t is. O

A K kockaracsba a 2.4. lemma szerint csak olyan x vektor tartozhat, mely-
nek a v-vel vett vektoridlis szorzata oszthaté d-vel, és annak a d-edrésze
is a K-ban van. Mivel a vektoridlis szorzat merdOleges v-re, azaz L-ben
lesz, és tudjuk, hogy ott csak az M részracs vektorai tartozhatnak a K-ba,
sziikséges, hogy az (x x v)/d vektor az M-ben legyen. Ennek alapjan a K
kockaracs a

K ={xeZ| (xxv)/de M}
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halmaznak része. Nyilvdnvaléan v € K'. A vektoridlis szorzat linearitdsabdl
kovetkezik, hogy K’ részcsoport, és a kovetkezd allitas mutatja, hogy rész-

racs is.
2.6. allitdas. A K’ indexe Z>-ben d°.

Bizonyitas. Tekintsiik a dM részriacsot, az M racs d-szeresét. Ez egy
d® indexti részracs L-ben (mivel a dM részrécs d? indexti M-ben, ami d
indexti L-ben). A K’-be azon vektorok tartoznak a Z3-bél, melyeknek a v-
vel vett vektoridlis szorzata dM-be esik (ez jelenti azt, hogy a d-edrésze M-
ben van). Mivel az 1.17. 4llitas szerint a v-vel vett vektoridlis szorzés bijekcié
az ekvivalenciaosztalyok és L kozott, és a dM egy d® indexii részcsoport L-

ben, igy a K’ is egy d°® indexti részcsoport. O

Tudjuk, hogy K C K’, és mindketté d® indexti a Z3-ben, tehit egyenléek.
Azaz ha létezik a tételben szereplé kockaracs, akkor az csak az imént meg-
konstrudlt K’ lehet. Ezzel az egyértelmiiség bizonyitdsat befejeztiik.

A késébbi hivatkozdsok végett frjuk fel a K’ részracs definicidjét.

2.7. definicié. FEgy adott d pozitiv egészhez, és egy v primitiv vektorhoz,
melynek hossznégyzete oszthatd d*-tel definidljuk a K(v,d) részrdcsot. Ez
azon vektorokbdl dll, melyeket v-vel vektoridlisan szorozva d-vel oszthatd vek-
tort kapunk, tovdbbd a szorzat d-edrésze (az elézdekben definidlt) M -ben van,
azaz v-vel 14jbol vektoridalisan szorozva d-vel oszthatd vektort kapunk. Azaz

formuldval:

K(v,d) = {x € Z3 | x x v oszthaté d-vel és (x x V) x v oszthatd d*-tel }.
A kovetkezd szakaszban latni fogjuk, hogy ez minden esetben egy d élhosz-
szusagu kockaracs.

2.3. A létezés bizonyitasa

Ebben a szakaszban bebizonyitjuk, hogy a K’ = K(v,d) részrdcs valéban

kockaracs. Ehhez el6szor bizonyitunk néhany allitast.

2.8. allitas. Tetszbleges a € K' vektorra az av skaldris szorzat oszthatd
d?-tel.
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Bizonyitas. frjuk fel a kifejtési tételt a kovetkezo szorzatra
(axv)xv=(av)v — (vv)a.
Mivel az a vektor a K’-ben van, igy a fenti vektor oszthaté d?-tel. A d*-ed

része a kovetkezd vektor (amirdl igy tudjuk, hogy a Z3-ben van):

(axv)xv av vV
= — V- —a

d? d? d?
Tudjuk, hogy vv oszthaté d’-tel, azaz Tac 73, és igy ave 73 is fennall.
Mivel v primitiv, az egyiitthatéja egész, azaz av oszthaté d>-tel. O
2.9. allitas. Tetszbleges a,b € K' vektorokra % e K'.

Bizonyitas. A kifejtési tétel szerint

(axb) xv=(av)b — (bv)a.

Definicié szerint % akkor van K’-ben, ha a v-vel vett vektoridlis szor-

zatédnak d-edrésze az M-ben van, ami az el6z6 sor alapjan
% XV av bv
d d? d?

Ez a vektor pontosan akkor van M-ben, ha a v-vel vett vektorialis szor-

a.

zatanak d-ed része L-ben van, ami a jobb oldalbdl szamolva

av bxv by axv

d? d d? d
A 2.8. 4llitds szerint 27 és 3—" egész. Tovabba mivel a,b € K', a % és a
a%¥ vektorok L-beliek, igy a fenti kifejezés is L-beli, és igy % eK'. O

2.10. allitds. Tetszdleges a,b € K' vektorokra az ab skaldris szorzat oszt-
haté d?-tel.

Bizonyitas. A kifejtési tétel szerint
(axv)xb=(ab)v— (vb)a.

Mivel a € K’, a x v oszthatd d-vel, és a d-edrésze is K'-ben van. A 2.9.
allitast alkalmazva erre és a b vektorra, azt kapjuk, hogy a (axv) x b vektor
oszthaté d?-tel. A jobb oldalon a 2.8. llitas szerint vb oszthaté d>-tel, azaz
‘é—g’a € 73, és igy Z—Ev € Z3, amibdl kovetkezik, hogy ab oszthaté d?-tel

(mivel v primitiv). O
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A kovetkezdkben ezekbdl a tulajdonsdgokbdl megmutatjuk, hogy a K’ racs
valéban egy d élhosszusdgu kockaracs.

A 2.6. allitds szerint a K’ egy d® indexti részracs Z3-ben, ami azt jelenti,
hogy az alapparalelepipedon térfogata d®. Ennek segitségével bizonyitjuk a

kovetkezo 4allitast.

2.11. allitas. Van olyan a € K’ vektor, melynek a hossza d.

Bizonyitas. Tegyiik fel indirekten, hogy nincsen ilyen vektor. A 2.10.
allitds szerint a vektorok hosszénak négyzete oszthaté d-tel, és igy egy nem
nulla vektornak legaldbb 2d? a hossznégyzete, azaz legaldbb /2d hosszu.
Ekkor a K’ elemei kéré rajzolt v/2d/2 sugarti gémbok diszjunktak lesznek.
Tekintslik ezen gémboket egy alapparalelepipedonon beliil. Ezek Osszesen

pontosan egy egész gombot adnak ki, melynek térfogata:

3
55 2 B - v

Nagyobb a paralelepipedon térfogatandl, ami nem lehet, mert ez ellentmond

annak, hogy diszjunktak a gombok. Tehat van d hosszi vektor K'-ben. O

A tovdbbiakhoz rogzitsiink egy ilyen a vektort. Barmely b € K’ vektornak
az a-val vett skaldris szorzata a 2.10. allitds szerint oszthaté d>-tel, igy az
a vektor egyenesére valé vetiiletének a hossza d-nek tobbszorose. Emiatt a
K’ récs elemei csak az a-ra merdleges sikban, és ennek az a vektorral valé

eltoltjaiban lehetnek. Tekintsiik a K’ metszetét az a-ra merdleges sikkal:
G={beK'|bla}.

Az 1.15. 4llitas szerint ez egy kétdimenziés racs. Ebben a racsban az alap-
paralelogramma teriilete d?, mivel az a vektorral kiegészitve kapott alap-
paralelepipedon térfogata d®. A 2.11. allitdshoz hasonlét bizonyithatunk
G-ben:

2.12. allitas. Van olyan b € G vektor, melynek a hossza d.

Bizonyitas. Tegyiik fel indirekten, hogy nincsen ilyen vektor. A 2.10.

allitds szerint a vektorok hosszanak négyzete oszthaté d?-tel, és igy egy nem
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nulla vektornak legaldbb 2d? a hossznégyzete, azaz legaldbb /2d hosszi.
Ekkor az a-ra merdleges sikban G elemei koré rajzolt v/2d/2 sugart kérdk
diszjunktak lesznek. Tekintsiik ezen koéroket egy alapparalelogrammaén beliil.

Fzek Gsszesen pontosan egy egész kort adnak ki, melynek teriilete
vad\’
7
e = —d* > d°.

Nagyobb a paralelogramma tertileténél, ami nem lehet, mert ez ellentmond

annak, hogy diszjunktak a korok. Tehat van d hosszu vektor G-ben. O

Rogzitsiink egy ilyen b vektort.

2.13. allitas. Ac= % vektor K'-ben van, merdleges az a és b vektorokra,

és a hossza d.

Bizonyitds. A 2.9. 4llitasbdl kovetkezik, hogy a ¢ vektor K’'-beli. A me-
rOlegesség a vektoridlis szorzat tulajdonsaga. Mivel a és b hossza d, és
merdlegesek, a vektoridlis szorzatuk hossza d?, aminek a d-edrésze a c, ami

igy d hosszu. O

Az a,b,c € K’ vektorok tehat paronként merSlegesek, és hosszuk d, igy a
kifeszitett paralelepipedonjuk térfogata d. Ez éppen annyi, amennyi a K’
indexe Z3-ben, igy ezek generaljak a K’ részracsot. Azaz K’ valéban egy d

élhosszisagu kockaracs, amit bizonyitani akartunk.
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3. fejezet

Alkalmazasok

Miutan kimondtuk és bebizonyitottuk a fétételt, néhany alkalmazasat mu-
tatjuk be. Megnézziik, hogy a Z3 egy tetszéleges kockardcsa hogyan ke-
letkezik. Ezutan egy egyszerlibbnek latszd kérdéssel foglalkozunk, neveze-
tesen, hogy mikor van egy vektornak ikre, azaz ra meréleges, vele azonos
hosszusagu vektor. Ki fog deriilni, hogy ez jéval nehezebb probléma, és nincs
is teljesen megvélaszolva. Végiil a kockaracsok egymashoz valé viszonyat is

tanulméanyozzuk.

3.1. A kockaracsok jellemzése

Az el6z6 fejezetben leirt konstrukciéval kapott kockardcs nagyitdssal keletke-
zik egy olyan kockardcsbdl, melyben van primitiv vektor. Ezért kézenfekvo
egy tetszoleges kockardcsban olyan vektort keresni, melynek legnagyobb
osztéja a kockaracsban fekvd vektorok legnagyobb kozos osztdja. Latni
fogjuk, hogy ilyen vektor tetszéleges részracsban van. Ezt elGszor csak
kétdimenzids racsra bizonyitjuk be, ebbdl fog kovetkezni az allitds harom

dimenzié esetén.

3.1. allitas. Tekintsiik eqy L kétdimenzios racs K részrdcsdt, melyben sze-
repld vektorok legnagyobb kozos osztoja d. Ekkor van olyan vektor a K-ban,

melynek a legnagyobb osztdja d.

Bizonyitas. Feltehetd, hogy d = 1, ugyanis vehetjiik L helyett a d-szeresét.

Legyen a két K-t general6é vektor vi = dju; és vo = daug, ahol az u; és
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uy vektorok primitivek, és a di és do szamok pozitiv egészek. Mivel a K-
ban szereplé vektorok legnagyobb kozos osztdja 1, és a vi és vy vektorok
generaljak K-t, a dy és dy szdmok relativ primek. Eloszor tekintsik a vi+vo
vektort. Ez a vektor nem lehet oszthatd d; és do semmilyen p primosztéjaval
sem. Ha ugyanis vi + v2 oszthatd lenne a dy szdm p primosztéjaval, akkor
a
— =—u
p p

egyenlGségbol azt kapnank, hogy %ug is racsvektor. fgy p osztand ds-t is
(mivel vy primitiv), ellentmonddsban azzal, hogy a d; és dy szdmok relativ
primek. A vy + va vektor azonban oszthaté lehet egy dids-hoz relativ prim
szammal. Ez nem lehet akarmilyen szam, ahogyan hamarosan latni fogjuk.
Az u; vektor primitiv, {gy van hozza egy w vektor, mellyel egyiitt az L-et
generalja. Ekkor az us vektort felirhatjuk ezen bézis segitségével: uy =
au; +bw. Koénnyen meggondolhatd, hogy a v + vy vektor csak a b osztdival

lehet oszthato.

- ARG

"R X

ur V1 CV 7

Legyen c azon primek szorzata, melyek osztjak b-t, de nem osztjdk dydsa-t
(ha nincs ilyen primszam, akkor legyen ¢ = 1). Tekintsiik a v; + v vektor
helyett a

v=cvi+ve e K

vektort. Errol a vektorrdl mutatjuk meg, hogy primitiv. Tegytik fel indirek-

ten, hogy nem, oszthaté egy p primszammal. A v vektort (egyértelmiien)
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felirhatjuk az u; és w vektorok segitségével:

V = V] + Vg
= cdjuy + dauy
= cdiu; + da2(aug + bw)
= (cd1 + ada)uy + bdaw.
Ha ez a vektor oszthaté a p primszammal, akkor a p-edrészét is egyértelmiien
felirhatjuk az u; és w vektorok segitségével. fgy a felirt linearis kom-

bindcidoban az egylitthatok oszthatdak p-vel, azaz p osztja bds-t, és mivel

prim, osztja b-t vagy do-t. Ha a p primszdm do-t osztja, akkor da/p egész,

és igy
v cdiuy + daug cdy do
— == —u;+ —w
p p p
alapjdn %ul is rdcsvektor, azaz % egész (mivel u; primitiv). De ez nem

lehet, mert dy és dy relativ primsége miatt p nem oszthatja do-t (hiszen
di-et osztja). Tovdbba c-t sem oszthatja, mert ¢ definicié szerint olyan
primek szorzata, melyek nincsenek do primosztoi kézott. Ha a p primszam

b-t osztja, és do-t nem, akkor p osztja cdi-et ¢ definicidja szerint. Tehat %

el8bbi felirdsdban <L egész, és {gy 2 uy is récsvektor. Mivel uy primitiv, a
P P

da
P
bebizonyitottuk, hogy a v vektor primitiv. O

egylitthatd egész, ellentmondéasban azzal, hogy p nem osztja ds-t. Ezzel

Ezutan bebizonyitjuk a haromdimenzids esetet.

3.2. lemma. Tekintsiink eqy tetszbleges L részrdcsot Z3-ben, és legyen a
benne szerepld vektorok legnagyobb kozos osztéja d. Ekkor van olyan vektor

az L részrdcsban, melynek a legnagyobb osztoja d.

Bizonyitas. Legyen az L-et generdlé harom vektor vi, vo és vs, és a
legnagyobb osztéjuk rendre di, ds, illetve d3. Ezen vektorok legnagyobb
koz0s osztdja lesz az L minden vektoranak a legnagyobb kozos osztdja, azaz
d = Inko(dy,ds,d3). A Z3-nek a vy és vo vektorok altal kifeszitett sikjaba
es6 vektorok alkossdk az M kétdimenzids racsot, melyben a vy és vo altal
generalt részracs legyen K. Erre alkalmazva a 3.1. allitast, azt kapjuk, hogy
van olyan v vektor K-ban, melynek a legnagyobb osztéja Inko(dy, ds). A 3.1.
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allitast hasonléan alkalmazva a v és v vektorokra olyan v’ vektort kapunk,
melynek a legnagyobb osztdja Inko(lnko(d;, ds),ds) = lnko(dy, ds,d3) = d.
Tehat a v/ egy megfeleld vektor. O

Ezt az allitast mi csak a haromdimenzids racsra fogjuk alkalmazni, de ha-
sonléan meggondolhatd, hogy igaz tetszoleges dimenzids racsra is. A d =1
esetben az az &llitas, hogy barmely primitiv részracsban van primitiv vektor.

Ezen &llitas segitségével bizonyithatjuk, hogy a Z3 minden kockaricsa
az el6z6 fejezetben leirt konstrukcié szerinti kockaracsbdl keletkezik egy al-

kalmas nagyitassal.

3.3. tétel. A Z3-ben minden K kockardcshoz egyértelmiien vannak olyan
dy,ds pozitiv egészek, ésv € 7> primitiv vektor (melynek hossznégyzete oszt-
haté d3-tel), hogy a 2.7. definicié szerinti K(v,ds) kockardcsot dy-szeresére

nagyitva éppen a K kockardcsot kapjuk.

Bizonyitas. Mivel a K(v,dy) kockardcsban v primitiv vektor, igy a dj-
szeres nagyitas utan a vektorok legnagyobb kozos osztdja dy lesz. fgy a dy
a K-ban szerepld vektorok legnagyobb kozos osztéja. Osszuk el a kockaracs
minden vektorat dq-gyel, ekkor kapjuk K’-t, ami szintén kockarécs, melynek
élhossza legyen a do. A 3.2. lemma szerint K-ban van olyan vektor, melynek
legnagyobb osztdja dy, igy K’-ben lesz primitiv vektor. Ez a vektor legyen
a v, melynek hossznégyzete oszthaté d3-tel, mert egy da élhossziisagi koc-
kardcsban van benne. A kockardcsok egyértelmiisége miatt K' = K(v,ds).

Ennek a di-szerese a K kockaracs. O

3.4. lemma. Tetszdleges d élhossziusdgi K kockardcsban benne van Z3 min-

den vektordnak a d*-szerese, azaz d*7Z> C K.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a kockardcs a 2.7. definicié szerinti K(v,d)
kockaracs. Legyen x € Z3 tetsz6leges vektor. Ekkor a 2.7. definicié szerint
d?>x pontosan akkor lesz benne a kockardcsban, ha d?x x v oszthaté d-vel,
és (d?x x v) x v oszthaté d?-tel, melyek nyilvan teljesiilnek.

Ha nem a 2.7. definicidval kapjuk a kockaracsot, akkor a 3.3. tétel sze-
rint van egy olyan v primitiv vektor és di,ds pozitiv egészek, hogy K =

d1K(v,d2). A K kockardcsnak az élhossza d = dids. Az el6z6 eset szerint
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tetszoleges vektor d3-szerese benne van K (v, ds)-ben, és igy a djd3-szerese
a K-ban. Igy ennek a dj-szerese, azaz a vektor d>-szerese is benne van a K

kockaracsban. O

Vizsgaljuk meg, hogy milyen élhossziisagi kockaracsot kaphatunk a 2.7. defi-
niciébdl. Ehhez egy olyan primitiv vektor sziikséges, melynek hossznégyzete
oszthatd egy adott d szam négyzetével. Szoritkozzunk el6szor csak primszam

élhosszakra.

3.5. lemma. Ha p pdratlan primszdm, akkor van olyan v € 73 primitiv

vektor, melynek hossznégyzete oszthatd p-tel.
Bizonyitas. A v vektort az alabbi alakban keressiik:

v = (2,y,2) = (z1p + 22, y1p + y2, 21p + 22).

A primitivség helyett egyelOre csak azt kdveteljiik meg, hogy ne legyen oszt-
haté p-vel, azaz az xs,ys, 20 szdmok koziil nem mind oszthatd p-vel. A v

vektor hossznégyzete:

Iv]|? = 2 + % + 22
= (z1p 4+ 22)* + (110 + v2)° + (21p + 22)?
= (22 + 2 + 22)p? + 2(x120 + Y1y + 2122)p + 22 + Y5 + 22

Errdl szeretnénk, hogy oszthaté legyen p’-tel. Ehhez elészor a 2-es indexi
tagokat hatarozzuk meg, majd azutdn az l-es indexlieket. A 2-es indexii
tagokat gy kell meghatdrozni, hogy x3 + y5 + 25 oszthaté legyen p-vel
(és ne legyen mindegyik oszthaté p-vel). Ehhez Z,-ben keresiink megfeleld
elemeket, és abban is szamolunk. Ezt két kiilonb6z6 mddon tessziik attél
fiiggben, hogy a p paratlan primszam 4k + 1 vagy 4k + 3 alakd.

Ha a p primszam 4k 4 1 alakt, akkor a —1 kvadratikus maradék, tehat
van olyan xo, melyre 3 = —1, és igy y2 = 1 és 20 = 0 valasztds megfeleld:
3 +ys+25=(-1)+1+0=0.

Ha a p primszam 4k + 3 alakd, akkor legyen B a kvadratikus maradékok
halmaza. Tudjuk, hogy |B| = (p—1)/2, és hogy nincsen két B-beli, melynek
az Osszege 0 (mert a —1 nem kavadratikus maradék ebben az esetben). fgy

két nemnulla elem koziil, melyeknek az 0sszege 0, pontosan az egyik van
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B-ben. Tekintsiik az Osszes kéttagu Osszeget B elemeibdl. Ha igy x3 és y3
Osszegeként el6éll egy nem B-beli z3 is (ami az elébbi megallapitdsunk szerint
nem lehet 0), akkor —z3 B-ben van. Ezekhez a szamokhoz B definiciéja
szerint vannak olyan xz, yo és zo szamok, hogy x3 = 3, y3 = y3 és 25 = —23,
azaz 3 +ys + 23 = 13+ y3 — 23 = 0, tehdt ez egy megfelel$ vélasztds. Ha a
B-bdl képzett kéttagnu Osszegek mindig B-beliek lennének, akkor egy b € B
elemet kivalasztva b +b = 2b, 20 +b =3b, ..., (p — 1)b+ b = 0 is B-beli
lenne, amirdl tudjuk, hogy nincsen B-ben.

fgy meghatdroztunk xg,y2, 22 € Z, elemeket, ezutdn legyenek xa,ys, 22
az ezeknek megfeleld egész szdmok. Legyen 23 + y5 + 25 = kp. Ezutén gy
hatérozzuk meg az x1,y1, 21 szdmokat, hogy a |[v||? oszthaté legyen p>-tel.
Ehhez az kellene, hogy 2(z122 + y1y2 + 2122)p + 23 + y3 + 23 oszthaté legyen
p>-tel, azaz 2(z172 + y1y2 + 2122) + k oszthatd legyen p-vel. Tudjuk, hogy
az To, Yo, zo szamok nem mind oszthatdak p-vel, feltehetd, hogy példaul xo
nem oszthaté. Legyen y; = 21 = 0, és Zy,-ben szadmolva z1 = %, illetve egy
ennek megfeleld egész szdm. gy a |v||? oszthaté p?-tel, ilyen v-t kerestiink.

Err6l a v vektorrdl csak azt tudjuk, hogy nem oszthaté p-vel. Ahhoz,

hogy primitiv legyen, osszuk le a legnagyobb osztdjaval (ami relativ prim

p-hez), ekkor a hossznégyzete oszthaté marad p>-tel. O

A lemma&ban sziikséges volt kikotni, hogy p paratlan, mert az allitas p = 2

esetén nem igaz a kovetkezd allitds szerint.

3.6. allitas. Bdrmely 4-gyel oszthaté hossznégyzeti v € 73 vektor oszthaté
2-vel.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a v = (z,y, ) vektor hossznégyzete: ||v||*> =
22 4 3% + 22 oszthat6 4-gyel. Ismert, hogy négyzetszamok 4-gyel osztva 0
vagy 1 maradékot adnak, ebben az esetben csak az lehet, hogy 22, y?, 22
mindegyike 0-t ad maradékul. Azaz x, y, z mindegyike paros, és igy a v

vektor oszthatd 2-vel. O

Az imént kimondott lemmékkal bizonyithatjuk az aldbbi tételt, melyet a

kovetkezo szakaszban fogunk felhasznalni.
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3.7. tétel. Tetszileges v = (a,b,c) € 73 primitiv vektorhoz, és pdratlan d
egész szdmhoz van olyan u € Z3 primitiv vektor, melynek a hossza d-szerese
a v hosszinak, és a 2.7. definicio szerinti K(u,d) kockardcsban felvehetd

olyan rendezett kockabdzis, melyben az u koordindtdi éppen (a,b,c) lesznek.

Bizonyitas. Indukcidval elég bizonyitani d = p primre az allitast. Ugyanis,
ha a tétel alkalmazzuk di-re, majd a kapott kockardcsban do-re, akkor az
igy kapott kockardcs az, ami d = dids-hoz kell.

El6szor keresiink egy olyan w primitiv vektort, melynek hossznégyzete
oszthaté p?-tel, és a v-vel vett skaldris szorzata nem oszthaté p-vel (késébb
latni fogjuk, hogy ez miért j6). Indirekten tegyiik fel, hogy nincsen ilyen vek-
tor. A 3.5. lemma szerint van olyan w = (x,y, z) primitiv vektor, melynek
hossznégyzete oszthaté p’-tel. A feltevés szerint a vw = ax+ by + cz skaldris
szorzat oszthaté p-vel. Tekintsiik w helyett a (—z,y, z) vektort, ami nyilvan
szintén primitiv, és oszthaté a hossznégyzete p>-tel. A —ax+ by + cz skaldris
szorzat szintén oszthatd p-vel, igy oszthaté a két skalaris szorzat kiillonbsége
is, azaz 2ax, és mivel p paratlan, ax is. Hasonléan az (z,—y,z), illetve
az (x,y,—z) vektorokkal azt kapjuk, hogy by és cz oszthaté p-vel. Ha az
egész gondolatmenetet (x,y, z) helyett a szintén megfelel6 (y, z, z) vektorral
csindljuk, akkor azt kapjuk, hogy az ay, bz, cx mindegyike oszthaté p-vel. A
(z,x,y) vektorral pedig azt kapjuk, hogy az az, bz, cy mindegyike oszthaté
p-vel. A v = (a,b,c) vektor primitiv, igy az a, b és ¢ szamok kozil legaldbb
az egyik nem oszthaté p-vel, feltehet6, hogy példaul az a nem. Levezettiik,
hogy az ax, ay, és az mindegyike oszthaté p-vel. Mivel p prim, és a nem
oszthaté p-vel, az z, y és z szamok mindegyike oszthaté p-vel. Ez ellent-
mond annak, hogy az w vektor primitiv. Tehat indirekt feltevésiink hamis,
azaz van olyan w primitiv vektor, melynek hossznégyzete oszthaté p>-tel, és
a v-vel vett skalaris szorzata nem oszthato p-vel.

Legyen K az a p élhosszisagu kockaracs, melyben benne van az igy
megkapott w vektor. Mivel barmely két K-beli vektor skalaris szorzata
(Z3-ben szamolva) oszthaté p*-tel, igy a v,2v,. .., (p? — 1)v vektorok nem
tartozhatnak a K-ba (mivel vw nem oszthaté p-vel). A p?v vektor viszont
a 3.4. lemma szerint benne van K-ban, és az el6bbiek szerint K-ban primitiv

vektor lesz. A K részricsnak a p?Z3 a 3.4. lemma szerint kockaracsa p
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relativ élhosszusiggal. fgy K-ban az u = p?v primitiv vektorra elkészitve
a p élhossziisigu kockardcsot az egyértelmiiség miatt éppen a p?Z3 réacsot
kapjuk. Ebben a Z3 rendezett bazisdnak a p?-szeresét vilasztva rendezett

kockabdzisnak, az u vektor koordinatai éppen (a, b, ¢) lesznek. O

3.2. Ikervektorok

Mar megismerkedtiink a Z3-ben fekvé kockardcsokkal, melyeket harom pé-
ronként merdéleges, és egyenld hosszi racsvektor general. Kézenfekvo ezt
két lépésben megkonstrualni, tehdt egy vektorhoz el6szor csak egy ikervek-
tort, azaz egy ra merdéleges, és egyenl6 hossza vektort keresni. Nem ismert,
hogy pontosan mely vektoroknak van ikre. Az [1] cikkben szerepel néhény
ikervektorokra vonatkozé eredmény, ezeket fogjuk az eddigiek segitségével

elemien bizonyitani.

3.8. definicié. Két x,y € Z3 vektor iker, ha azonos hossziak, és merdle-

gesek.
A kovetkezé lemma és a bizonyitdsa megtaldlhat6 az [1] cikkben.

3.9. lemma. Legyenck x,y € Z3 ikervektorok, melyeknek kéz6s hossznégy-
zete n®m, ahol m négyzetmentes. Ekkor az x Xy vektor oszthaté nm-mel.
Bizonyitas. Legyen

x = (71,72, 73)

y = (Y192, 93)

a két vektor koordinatai, a hossznégyzetiik:

1x||* = 2} + 23 + 23 = nm?

Iy)1? = o7 + 45 + 93 = nm?.
Tudjuk, hogy merolegesek, azaz
1y + x2y2 + x3y3 = 0,

amibdl

x§y§ = 23y} + 235 + 2T1T2Y1 Y.
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Tekintstik az x X y vektor harmadik koordinatajat, x1ys — x2y1-t, melynek

négyzete (felhasznélva az eddigi egyenleteket):

(21y2 — z2y1)? = 2TY5 + 23y — 22122910
= 275 + 5T + Tyl + 25y — a3y3
= (27 + 23) (9 + 43) — 2393
= (n*m — 3)(n°m — y3) — 23V3

= n?m(n’m — 23 — y3).

Mivel m négyzetmentes, (z1y2 — x2y1)? oszthaté n?m-tel, igy az x x y
vektor harmadik koordinataja oszthaté nm-mel. Hasonlé gondolatmenettel
belathatd, hogy a méasik két koordinata is oszthatdé nm-mel, és igy az x X y

vektor oszthatdé nm-mel. O

Ebbdl a lemmabdl kévetkezik, hogy ha két ikervektor ¢ hosszisaga egész, ak-
kor a vektoridlis szorzatuk (melynek hossza £2) oszthaté lesz ¢-lel, és igy azt
£-lel leosztva, ¢ hosszu vektort kapunk. E harom vektor egy ¢ élhosszusagu
kockarédcsot general.

Nem ismert pontos feltétel arra, hogy egy vektornak mikor van ikre.
Ha egész hosszusagu, akkor nyilvan van, mert tudjuk, hogy barmely egész
hossziisdgti vektorhoz van olyan élvektorui kockarédcs is, és a kockabdzis
bérmelyik mésik eleme ikre lesz. Azonban a kockardcsokkal ellentétben, itt
a hossznégyzet nem hatarozza meg, hogy van-e ikre egy vektornak. Példaul
a (2,2,3) és a (0,1,4) vektorok hossznégyzete ugyanigy 17, de kdnnyen
meggondolhatd, hogy az elsének nincsen ikre, mig a masodiknak a (0, —4,1)

vektor ikre lesz. Ezért az [1] cikkben bevezették az ikerteljesség fogalmat:

3.10. definicié. Egy n pozitiv egész szam ikerteljes, ha Z3-ben minden n

hossznégyzeti vektornak van ikre, €s létezik is ilyen hossznégyzetid vektor.

Az utébbi feltétel, hogy legyen n hosszusagu vektor, azt jelenti, hogy az
n szam eléalljon harom négyzetszam Osszegeként. Fz Gauss tétele szerint
azzal ekvivalens, hogy az n szdm nem 4% (8] + 7) alaki.

Nem ismert, hogy pontosan mely szamok ikerteljesek, bar van sejtés, me-
lyet a 3.14. allitasban fogalmazunk meg. A kovetkez6 tétel szerint a kérdés

visszavezetheto a négyzetmentes szamok ikerteljességének vizsgalatara:
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3.11. tétel. Egy n pozitiv egész akkor és csak akkor ikerteljes, ha a négy-

zetmentes része az.

Ez a tétel és a bizonyitdsa megtaldlhaté az [1] cikkben szintén Hurwitz-
kvaterniok segitségével. Az aldbbiakban az idaig kimondott tételek segitsé-

gével bizonyitjuk elemi tton.

Bizonyitas. El6szor azt bizonyitjuk, hogy ha egy négyzetmentes szam iker-
teljes, akkor az Gsszes négyzetszamszorosa is. Legyen egy v € Z3 vektor
hossznégyzete d*>m, ahol m négyzetmentes és ikerteljes. Ennek a v vektor-
nak szeretnénk egy ikret taldlni. A 2.3. tételt alkalmazva a v vektorra, és
hossznégyzetének d?m felirdsara, kapunk egy d élhossziisagt kockaracsot,
melyben a v vektor benne van, és melyben a hossznégyzete m. Mivel m
ikerteljes, igy ebben a kockardcsban lesz ikre, ami természetesen a Z3-ben is
ikre (ugyanigy merdleges, és ugyanolyan hosszi).

A masik irdnyhoz tegyiik fel, hogy a d?>m szam ikerteljes. Legyen adott
egy v = (a, b, ¢) vektor, melynek a hossznégyzete m négyzetmentes, és emi-
att primitiv. Eloszor tegyiik fel, hogy d paratlan. Vegyiik a v vektorhoz
a 3.7. tétel szerinti K kockardcsot, és abban egy d?m hossznégyzetii u pri-
mitiv vektort. A tétel szerint a K-ban tekintve a 2.7. definicié szerinti
K (u, d) kockarédcsot, az éppen a Z3, tovabb4 az u € K vektornak a v € Z3
vektor felel meg. Mivel az u vektor hossza d?m a K-ban, igy a feltevés
szerint van ikre, legyen ez a w vektor. Azt kellene beldtni, hogy ez a w
vektor is benne van a K(u,d) = Z3 kockardcsban. Ehhez definicié szerint
az kell, hogy egyrészt a K-ban a w x u vektorialis szorzat oszthaté legyen

d-vel, ami a 3.9. lemma szerint teljesiilni fog. Méasrészt a

(W x u) X u= (wu)u— (nu)w = —d’*mw,
vektoridlis szorzat oszthaté legyen d?-tel, ami nyilvan teljesiil.

Ahhoz, hogy minden d-re igaz legyen az éllitas, elég azt belatni, hogy ha
4n ikerteljes, akkor n is. Ehhez tekintsiink egy n hossznégyzetii v vektort.
Ekkor a 2v vektornak (melynek a hossznégyzete 4n) a feltevés szerint van w
ikre. A w vektor a 3.6. &llitas szerint oszthat6 2-vel (mivel a hossznégyzete

4n), és igy w/2 vektor ikre lesz v-nek. O
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Annak eldontését, hogy egy négyzetmentes szam ikerteljes-e, a kovetkezd

allitas segitségével visszavezethetjiik szdmelméleti kérdésre:

3.12. allitas. Egy négyzetmentes m szam pontosan akkor ikerteljes, ha eld-
all mint két négyzetszam dsszege, de nem all elé hdrom pozitiv négyzetszdm

0sszegeként.

Bizonyitas. Ha az m szam két négyzetszam Osszege, de nem all el6 hdrom
pozitiv négyzetszam Osszegeként, akkor egy m hossznégyzetli vektor az egyik
koordinatasikban fekszik. Abban a sikban a 90°-os elforgatottja egy ikre,
azaz m ikerteljes szam.

A forditott irdnyhoz legyen m egy ikerteljes, négyzetmentes szam. Te-
kintsiink egy tetszOleges m hossznégyzeti v vektort, melynek m ikertel-
jessége miatt van egy u ikre. Legyen w = v X u a vektoridlis szorza-
tuk. Mivel a két ikervektor hossza /m és merélegesek, igy a w hossza
m. A 3.9. lemma szerint w oszthaté m-mel. fgy a w/m récsvektor hossza
1, azaz az egyik egységvektor (vagy az ellentettje). Mivel v és u vektorok
merélegesek w-re, igy egy koordinatasikban fekszenek, és igy a v vektornak
az egyik koordinataja 0. Ebbol kovetkezik, hogy a hossznégyzete, m eléall
két négyzetszam Osszegeként. Ha m el6dllna harom pozitiv négyzetszam
Osszegeként, akkor az annak megfelelé vektort valasztva v vektornak, el-

lentmondasra jutnank. O

Az el6bbi szdmelméleti jellemzéshez kapcsolddik az alabbi hires, régi szam-

elméleti sejtés:

3.13. sejtés. Azon négyzetmentes szamok halmaza, melyek elddlinak két
négyzetszdm dsszegeként, de nem dlinak elé hdrom pozitiv négyzetszam ossze-

geként, a kovetkezo:
{1,2,5,10,13,37,58, 85,130}
Az eddigieknek kovetkezménye az aldbbi allitds az ikerteljes szamokrol:
3.14. allitas. Ikerteljesek a kévetkezd szdamok:
n2,2n2, 5n%,10n2, 13n2, 37n2, 58n%, 8512, 130n>

minden pozitiv egész n szamra. Ha igaz a 3.13. sejtes, akkor mincs tobb

ikerteljes szdm.
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3.3. Kockaracsok, mint részben rendezett halma-

zok

Miutédn az eddigiek soran jellemeztiik a kockaracsokat, kézenfekvé az egy-
mashoz valé viszonyukat is vizsgalni. Ehhez természetes médon adédik a
tartalmazds, mint relacio, és igy a kockaracsok egy R részben rendezett
halmazt alkotnak.

Hasonléan tekinthetjitk a Z2 rdcs négyzetricsait, ezeket a 90°-os for-
gatasra vald invariancia jellemzi. Emiatt ott barmely két négyzetracsnak a
metszete, illetve az unidja altal generalt részracs is négyzetes. Ezek a két
négyzetracs legnagyobb alsé és legkisebb felsé korlatja. Tehat a négyzetra-
csok halét alkotnak. A Z3 esete nem ilyen egyszerti, mivel ott nem tudjuk
jellemezni a kockardcsokat ilyen egyszeriien.

Az R részben rendezett halmazban van legnagyobb elem, nyilvanvaléan a
73. Tovabbé, ha tekintiink egy tetszéleges elemet, egy K kockaracsot, akkor
az anndl kisebb elemek, azaz a K-ban fekv$ kockaracsok részben rendezett
halmaza izomorf lesz az R halmazzal. Ugyanis a K izomorf a Z3-bel, igy
benne ugyanolyan strukturat alkotnak a kockaracsok.

A Z2-tel szemben nem alkotnak halét a kockardcsok:

3.15. allitas. Az R részben rendezett halmazban bdrmely két elemnek van
alsé és felsd korldtja, de ezek kézdtt nincs mindig legnagyobb, illetve legki-

sebb, azaz R nem hdlo.

Bizonyitas. A 3.4. lemma szerint minden d élhosszisdgu kockaracsnak alsé
korlatja a d2Z3 részracs. Egy d; és egy do élhosszisagi kockardcsnak is lesz
alsé korlatja, példaul a d%d%Z?’ részracs. Természetesen mindennek a Z3
fels6 korlatja. Ennek ellenére ez nem lesz halé: nincs mindig legnagyobb
alsd, és legkisebb felsé korlat. Legyen ugyanis L egy primitiv vektorbodl,
példdul a v = (2,2,1) vektorbdl kapott 3 élhossziisdgti kockardcs (||v]|? =
22 +22 +1 =9 = 3?). Tekintsiik ennek és a Z3-nek a 3-szorosit, illetve

utébbinak a 9-szeresét is.
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3L 973

Nyilvanvaléan fennall a 973 < 372 < 73 és a 3L < L < 73 tartalmazas,
ez utébbibdl a 3L < 3Z3 tartalmazds is. A 3.4. lemma szerint 97 < L.
Minden el6bb felirt tartalmazas olyan, hogy nincs kozottiik semmilyen koc-
kardcs, mert annak az élhossza 3-nak valédi osztéja lenne, ami nincs. gy
3Z3-nek és L-nek alsé korlatja a 973 és a 3L, de nincsen legnagyobb alsé
korlatjuk. Hasonléan 9Z3-nek és 3L-nek felsé korlitja a 3Z3 és a L, de

nincsen legkisebb fels6 korlat. O

Ennek ellenére a kockaricsok halmazaban vannak olyan részhalmazok, me-

lyek halot alkotnak, ahogyan mutatja ezt a kovetkezo allitas.

3.16. allitas. Egy adott v € Z3 primitiv vektort tartalmazé kockardcsok
hdlét alkotnak. Ha ||v||?> = n®m, ahol m négyzetmentes, akkor ez a hdld

izomorf az n szam osztohdldjdval.

Bizonyitas. Az n szdm minden d osztdja meghatéiroz egy d élhosszisagu
kockardcsot (melyben v benne van). Ha tekintiink egy dy osztdjat n-nek,
akkor az meghataroz egy d; élhosszui kockaracsot, melyben v relativ hossz-
négyzete (n/dy)?>m. Ebben pontosan olyan kockardcsok vannak, melyeknek
a relatfv élhossza osztéja n/di-nek. Ezért a Z3-beli élhossz olyan osztdja
n-nek, melynek d; osztéja. Az egyértelmiiség miatt ezek ugyanazok, mint
amiket kozvetleniil kapunk. fgy a v-t tartalmazé kockaracsok részben ren-

dezett halmaza éppen n osztéhdlodja. O
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