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Osszefoglalé

A szakdolgozat a kévekohomoldgidkrol szél. Ezek az objektumok az algebrai geo-
metridban és sok mas helyen is hasznalt technikai eszk6zok, amelyekkel 6ssze lehet
kapcsolni matematikai struktiarak lokalis és globalis tulajdonsagait. Ez a szakdolgozat

szandékaim szerint egy elso 1épés volna algebrai geometriai tanulmanyaim iranyaban.

Attekintem maganak a kévéknek és a kévekohomoldgidanak a definiciéjat, tulaj-

donsagait és alkalmazésat.

A kévéket definidlom, és bevezetek azokon néhany konstrukciét, mint példaul a

szorzat kévét, illetve kéveleképezések magjat.

Ezutan ratérek a Godement altal bevezetett kévekohomoldgia leirasara, és Ossze-
vetem néhény ismertebb kohomoldgiaelmélettel, tobbek kozt a de Rham, a Cech és a
Dolbeault kohomologiaval. Bemutatom az altalanos de Rham tétel segitségével, hogy

ezek megfeleld feltételek mellett ugyanazokat a struktiurakat hozzdk létre.

A harmadik fejezetben néhdany nagyon alapvetoé egzakt sort tekintek at. Végil
teszek egy kisérletet a kohomoldgiaelmélet alkalmazasiara. Megmutatok néhany érdekes
Osszefiiggést a Cousin problémaék, a divizorok és az algebrai gorbék kapcsan. Mindezek-

nek az eddig felvazolt kévekohomoldgidk elmélete fog utat nyitni.

Szeretném megkoszonni Némethi Andrasnak a szakdolgozat megirasaban nyujtott

segitségét, tiirelmét és itmutatdasait.



1. Kévék
1.1. Kévetipusok, kévetulajdonsagok
1.1.1. Kontravarians funktorok, elokévék

Legyen X egy topologikus tér, és legyen Ox a nyilt halmazainak rendszere! Sze-
retnénk minden U € Ox nyilt részhalmazhoz valamiféle struktirat rendeli, mikézben
barmely két nyilt halmaz kozott érvényben van egyfajta , kompatibilitas”. Természete-

sen ez akkor érdekes, ha a két halmaz nem diszjunkt.

Jeloljiik az X-nek egy U nyilt részhalmazahoz rendelt strukturdjat F(U)-val! Le-
gyen tovabba V' C U két nyilt halmaz X-ben! Azt szeretnénk, hogy ekkor legyen egy-
fajta ,,megszoritasi” miivelet F(U)-rél F(V)-re. Természetesnek latszik feltenni, hogy
ha U =V, akkor a megszoritas identikus legyen, illetve ha adott egy koztes V C W C U
nyilt részhalmaz, akkor ha el6szor W-re szoritunk meg, azutan V-re, akkor ugyanazt

nyerjik, mintha el6szor is V-re szoritottunk volna meg.

Ezek a tulajdonsagok szorosan osszefiiggenek egy kategériaban a morfizmusok kom-
pozicidjara vonatkozo tulajdonsagokkal, amik az el6kévék kategoriaelméleti definicidjat
fogjak megalapozni. A struktirak és a megszoritdsok egy megfeleléen valasztott kate-

géria objektumai és morfizmusai lesznek.

El6szor ellatjuk O x-et egy kategéria-strukturaval. Legyenek X nyilt halmazai O x
objektumai, és ha V' C U két nyilt részhalmaza X-nek, akkor értelmezziink egy pg
morfizmust V-rél U-ral Tegyiik fel tovdbbd, hogy pY az identikus morfizmus U-rdl
U-ra, és V. C W C U esetén pY, o plV = pY!

Ezek utan ha rogzitink egy C kategoriat, akkor X-en elékévének egy F : Ox — C

kontravarians funktort tekintiink. A révidség kedvéért F(py;)-t is py;-vel fogom jeldlni.

Masként fogalmazva, ha V- C W C U nyilt részhalmazai X-nek, és a megszoritasi
miiveleteket x|y -vel jel6ljiik (klasszikus analizisbél vett megszokasként nem jel6lve, hogy

honnét megy a megszoritas), akkor a kovetkezék teljestilnek:

e barmely x € F(U)-ra z|y = ;



e ha x € F(U), akkor (z|w)|v = x|y (ahol a bal oldalon a V-re val6 megszoritas
F(W)-16l, a jobb oldalon F(U)-rél megy).

Ha F és G két elokéve ugyanazon M topologikus tér felett, akkor lehet beszélni a

két elokéve kozotti elokévemorfizmusokrdl.

Egy f leképezést elokévemorfizmusnak hivunk, ha minden U C M nyilthoz adott
egy fu : F(U) — G(U) morfizmus a kategériabdl, és sziikséges, hogy ezek kompatibilisak
legyenek a megszoritasokkal. Ez azt jelenti, hogy ha adottak V' C U nyilt részhalmazai

M-nek, akkor az fy és fy leképezések kompatibilisak a |y, megszoritdsokkal, azaz a

FU) — G(U)
! !
FV) — Ggv)

diagramm kommutativ. Ez réviden azt jelenti, hogy az f : F — G egy természetes

leképezés a két elckéve mint funktor kozt.

Elképzelheto, hogy ha adott egy U, fedése X-nek, és két szelés X-en, s és t, akkor

S

U, = t|ly, minden i-re, de s # t. Elképzelhetd tovabba az is, hogy adott X-nek egy U;

fedése, minden U;-n egy s; szelés gy, hogy paronként kompatibilisak (azaz s;|y,nu, =
sjlu.nu; ), mégsem létezik olyan globélis szelés, aminek U;-re vett megszoritdsai éppen

s;-k lennének.

Azokat az elOkévéket, amik ilyen jelenségeket nem mutatnak, kévének hivjuk.
Ezeken barmely szelést egyértelmiien meghataroz az 0sszes megszoritasa. Egy nagyon

altalanos eszkozzel fogom megfogalmazni ezt a tulajdonsiagot precizen.

El6szor is nem csak az X-en, hanem annak tetszéleges U részhalmazan fogom te-
kinteni a ragasztasi axiomat. Legyen U; ennek az U nyilt halmaznak egy fedése! Ha
minden U;-hez veszek azon egy szelést, akkor ez nem mas, mint a [[, F(U;) szorzat egy
eleme. Legyen tehat (s;) € [[, F(U;)!

Az a feltétel, hogy s; és s; kompatibilis, tigy fogalmazhaté, hogy

Si|UiﬂUj = Sj|UiﬂUj'
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Ez tehat két leképezés, az egyik F(U;) — F(U;NU;), a mésik F(U;) — F(U;NU;). Egy
pillanatra tekintsiik az els6t: barmely i-hez az F(U;) elemeihez hozzd tudom rendelni
F(U;NU;j) egy-egy elemét, j tetszoleges vélasztdsa esetén. Szeretném ezt az Osszes j-re
vizsgélni, és F(U;)-hez egyszerre hozzarendelni egy-egy elemet F(U; N U;)-b6l minden
j-re. Ekkor egy
FU;) - [[FUinw)
!

tipusu leképezést nyerek. Azaz

si € F(Us) — (siluinu,) € H}"(Ui nGU;)
l

lesz a hozzarendelés. Hasonl6an, ha a masodik leképezésbol indulok ki,
sj € F(Uj) = (sjlunnu;) € Hf(Uk NnU;)
k

lesz a leképezés.

Ekkor az els6 leképezést tekintve minden s;-hez hozzarendeltem az 6sszes U;-re vald
megszoritasat. Ahhoz, hogy a két leképezést Ossze tudjam vetni, az Osszes Uj-ra kell
ezt tekintenem. Ha minden U;-hez rendelek egy-egy s; € F(U;) szelést, akkor azokhoz
minden lehetséges (i,[) rendezett par esetén meg fogok adni egy-egy F(U; NU;) szelést.
Ez tehat egy kettés produktum lesz:

(si)k € [T FU) = (sklveno) ey € [T ] FUx 0 U
k ko1
Ugyanezt megcsinalhatjuk a masodik leképezésre is:

(s e [[F@) = (silverv) @y € [T 7O nW0).
l Ik

A két leképezés forrasa izomorf struktira, a produktumok pedig (izomorfia erejéig)

felcserélhetok. Tehat egy

(si); € H]-‘(Ui)
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szelés-rendszerhez egyfel6l hozzarendelhetjiik az

(sklvwnoy) (k1) € Hf(Uk NnUy)
ol

elemet, masfeldl az
(stlueno,) k) € H]:(Uk NnU;)
k1

elemet. Az, hogy az (s;); rendszer paronként kompatibilis elemekbdl &ll, éppen azt
jelenti, hogy ez a két leképezés ugyanazt rendeli hozza. FEzek pedig a két leképezés

ekvalizatoranak elemei.

Az a tulajdonsag, hogy az F elokéve kéve, két dolgot jelent: egyfelél barmelyik
U halmazra, U; fedésére U-nak, tovabba s; € F(U;) paronként kompatibilis elemekre
létezik egy ragasztdisuk U-n, mésfel6l ha s,t € F(U) szelések, akkor ha az U;-kre vett

megszoritasaik egyenlok, akkor maguk is egyenlok. Ez utobbi azt jelenti, hogy az az
F) = [[FW)

leképezés, ami minden s € F(U)-hoz (s|y,); € [[; F(U;)-t rendeli, injektiv. Az els6
pedig azt jelenti, hogy a
[[7w) = 1] 7 nvx)
g (4:k)
leképezés-pér ekvalizatoraban 1év6 elemek eléallnak, mint a F(U) — [], F(U;) leképezés

képe.

Az X topologikus téren értelmezett, C értékii kéve definicidja egy olyan F el6kéve,

melyre a

FU) = [[xw) = [ 7U;nUk)
i (G.k)

leképezésekre a bal oldali a jobb oldali par ekvalizatora. Ezt az elvarast ragasztdas:

ariomdnak hivjuk.

Az axiéma egyik nem-trividlis kovetkezménye, hogy F () a kategéria végobjektu-

ma. Ez halmazok és tetszoleges algebrai struktira esetén az egy elemii halmaz.
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1.1.2. Csirak és rostok, lokalis homeomorfizmusok, étale terek

Tekintsiink egy X Hausdorff-féle topologikus teret és felette egy F kévét! Legyen
egy © € X pont rogzitve, és szeretnénk leirni efelett az x pontbeli csirakat! Az x-
beli csirdk olyan (U, s) parok ekvivalencia-osztéalyai, hogy U egy z-et tartalmazd nyilt
részhalmaza az X-nek, s pedig egy szelés U felett. Két ilyen part, (U, s)-et és (V,t)-t
azonositunk, ha x kozelében azonosak. Azaz létezik z-nek egy W C U NV kornyezete,
hogy s|w = t|w. Ilyenkor ugyanis (U, s) ~ (W, s|lw) = (W, tlw) ~ (V,1).

Tekinthetjiik igy, hogy az (U, s) elemek egy rogzitett U-ra éppen F(U) elemei, és
ha W C U nyilt kérnyezet, akkor lehet venni a F(U) — F(W) leképezést, ami egy
(U, s) elemhez éppen (W, s|w)-t fogja rendelni. Ezutdn a sziikséges azonositdsokat a

direkt limesz segitségével valosithatjuk meg:

Fr = limUind F(U).

Ezt az objektumot az x rostjdnak hivjuk, elemeit pedig a szelések x-beli csirdinak.

Vehetjiikk egy F kévének a rostjainak a diszjunkt uniGjat, amit F-fel jeldlink.
Létezik tovabbé egy természetes m leképezés F-rél X-re, ami F, elemeihez z-et ren-
deli. Viszont az igy nyert struktira nem mutatja meg, hogy a csirak hogyan ragadnak

Ossze. Ehhez értelmezni lehet természetes médon egy topoldgiat.

Ha adott egy s € F(U) szelés valamilyen U nyilton, akkor barmilyen z € X-hez
lehet venni az s-nek a csirdjat z-ben, azaz (U, s) ekvivalencia-osztdlyat a roston. Ezt
s(z)-szel fogom jelolni. Legyen F-nek a topolégidja az a legfinomabb topoldgia, hogy
ezek az x — s(x) leképezések folytonosak legyenek! A F-et ezzel a topolégidval az F

kéve étale-terének hivjuk.

Ha tekintiink egy ilyen U nyiltat, és f6lotte egy s szelést, akkor s(U) nyilt lesz,
hiszen ha V nyfilt, folotte t szelés, akkor t~!(s(U)) azon x € U N V-kbdl fog &llni, ahol
t(x) = s(z). Az, hogy t(x) = s(x), azt jelenti, hogy létezik egy W nyilt kornyezete
z-nek, ahol t|yy = s|w. Ekkor pedig nyilvan W 6sszes y pontjara t(y) = s(y) lesz.
Tehat x benne lesz t~1(s(U)) belsejében. Ez azt jelenti, hogy a m leképezés lokalis

homeomorfizmus.



Ennek fényében egy masik oldalrél fogjuk megkozeliteni a kévék fogalmat.

Legyen tehdt 7 : F — X egy folytonos lokélis homeomorfizmus! Ekkor tekinthetjiik
azt az elokévét, ami az U C X nyilt halmazhoz az U feletti szeléseket tartalmazza. Ezt

az elékévét C(F)-fel fogom jelolni ebben a részben.

Allitas: C (f ) teljesiteni fogja a ragasztasi axiémat, az étale tere izomorf lesz F-fel.
Ha F egy el6kéve étale tere, akkor létezik F(U) — C(F)(U) természetes leképezések
csaladja, amik pontosan akkor létesitenek izomorfizmust, ha F teljesiti a ragasztasi
axiomat.

Ugyanis ha C(F)-fel jeloljiik a szelések el6kévéjét, akkor ennek az x € X feletti rost-
ja izomorf lesz 7w~ 1(X)-szel, mivel 7 lokdlis homeomorfizmus. Tovabba ha V kérnyezete
az a € F-nek, akkor lesz olyan U kornyezete a-nak, amire a 7 homeomorfizmust 1étesit,
és igy a (m|y) ! egy szelés lesz. Tehét a V-nek megfeleld halmaz C(F)-ben tigyszintén
kornyezete lesz a-nak. Az, hogy C~(.7-" ) nyilt halmazai nyiltnak felelnek meg F-ben, a
definiciébdl trivialis.

Legyen most adott egy F' elckéve, és tekintsiik a C (f?’ ) kévét! A leképezés legyen az,
ami egy s € F(U)-hoz azt a szelést rendeli, ami x € U-hoz az s(x) € F,-et rendeli! Ha
ez a leképezés izomorfizmus, akkor F' nyilvan kéve. Tegyiik fel most, hogy F' kéve, és
legyen o egy szelése U felett F-nek! Mivel minden z € U-ra ekkor o(z) reprezentalhato

egy (sz, V') halmazparral, ezeknek a ragasztédsa lesz a o.

Tudjuk azt is, hogy o folytonos, ezért barhogyan valasztunk egy s szelést és U C X
nyiltat, az {s(z) | x € U}-nak o szerinti 6sképe is nyilt. Tehdt azok az z-ek, hogy
s(x) = o(x), egy nyilt halmazt alkotnak. Ez nyilvdn a fenti s,-ekre is igaz, az U, :=

{y | s2(y) = o(y)} halmaz nemiires és nyilt.

Ekkor pedig az s, |y, szelések kompatibilisak, és egyértelmiien 1étezik a ragasztasuk,
ami o &sképe lesz. Azért lesznek kompatibilisak, mert ha s;|v,nv, # sy|v,nv, volna,
akkor egyre stirtibb fedésekkel lehetne egy olyan egy p pontra hizdédé U; sorozatot
talalni, amelyek mindegyikén eltérnének, és ekkor s, (p) # s,(p) volna. Viszont az U,
és U, halmazokat gy vélasztottuk meg, hogy azon s,(p) = o(p), illetve s,(p) = o(p)
legyen.



Végiil ha s és t is megfeleltethetdo volna a fenti médon o-val, akkor az el6zo

bekezdéshez hasonlé médon lehetne taldlni egyetlen p pontot, ahol o(p) = s(p) # t(p) =
a(p)-

Egy f : F — G elokévemorfizmust kévemorfizmusnak hivunk, ha F és G kévék. Ha
viszont a rostokon keresztiil értelmezziik a kévehomomorfizmust, akkor f : F — G olyan
folytonos leképezés kell legyen, ami megtartja a rostokat (azaz f(mz'(x)) C TG L(x)), és

azokon a megfelel6 struktiuraval kompatibilis.

1.1.3. Generalt kéve

A fentiek fényében lehet beszélni egy elokéve altal generalt kévérdl. Ugyanis vehet-
jik az elokéve étale-terét, és ennek szelései egy kévét fognak alkotni. Sot, a fenti moédon
barmelyik s € F(U)-hoz meg lehet feleltetni azt a o € F(U)-t, amire o(x) = s(z).

Ha tekintjiik az F' elokéve altal generalt F kéve szeléseit, akkor a kovetkezot latjuk.
Rogzitett U C X nyilt halmazra az s € F(U) szelés reprezentalhaté egy U = (JU;

lokalisan véges fedéssel, és s; € F(U;) szeléseivel az el6kévének, ahol barmely két (s;, U;)

és (s;,U;) esetén s;|lu,nu; = sjlu;nu,. Ugyanis ha vessziik az F egy o szelését U felett,
akkor minden =z € U-ra o(x) reprezentalhaté egy s, szeléssel, hogy s.(z) = o(x).
Vehetjiik ekkor azt az U, halmazt, amire barmilyen y € U, esetén s,(y) = o(y), ami
nyilt lesz, mert a o szerinti 6sképe az U-bdl vett s-szerinti képnek. Ezek az (s, U,)

parok teljesiteni fogjak a bekezdés elején kirott feltételeket.

A generalt kéve teljesit még egy fontos kategoriaelméleti univerzalitasi tulajdonsa-
got. Ha ugyanis F' egy elOkéve, akkor egyértelmiien létezik olyan F kéve, valamint egy
f+ F — F elokévemorfizmus, hogy barmilyen G kéve és g : F' — G eldkévemorfizmus
esetén egyértelmiien létezik egy v : F — G kévehomomorfizmus, hogy g = fo~. Ez
pedig éppen az F' altal generdlt kéve.

1.1.4. Trivialis kévék

Tekintstink egy rogzitett A objektumot a C kategériabol! Ha az F funktor minden
nyilt halmazhoz A-t rendeli, és minden p-hoz az id4-t, akkor ezt trividlis elékévének
hivjuk.
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Az ezaltal generalt kévének minden rostja izomorf A-val, és egy innen vett elem
reprezentalhato egy olyan szeléssel, ami az adott pont kérnyezetében konstans. Tehat a
kéve minden szelése lokalisan konstans lesz, és ezek mind eldallithatok konstans szelések

ragasztasaként.

gy ha A az X-en értelmezett A rosti trividlis kéve, akkor A(U) = @™ A, ahol n

az U 0sszefligg6ségi komponenseinek szama.

1.1.5. Laza kévék, puha kévék

Ha a p{ megszoritdsi operdtorok sziirjektivek, akkor a kévét lazdnak hivjuk. Ez
egyenértékil azzal az elvdrdssal, hogy a piv leképezések sziirjektivek. Ekkor pedig min-

den szelés kiterjed globdlis szeléssé.

A laza kévéknek késobb lesz jelentéségiik, mivel minden kohomoldgidjuk trivialis,

leszamitva a nulladikat.

Példa laza kévére egy komplex sokasdgon értelmezett meromorf fliggvények kévéje.

Ilyenkor a globalis kiterjesztés egyértelmi.

Tovabba barmelyik F kévére tekinthetjiik azt a C°(F) kévét, aminek egy U hal-
mazanak az Osszes, nem feltétleniil folytonos o : U — F szelés (azaz a o(x) € F, tu-
lajdonsagot teljesité fliggvények) eleme. Ilyenkor egy U halmaz szelése pontosan akkor

terjed ki egyértelmtien, ha U-n kiviil egy elemtiek a rostok.

Legyen H C X tetsz6leges részhalmaza X-nek! Ekkor értelmezzik F(H)-t ugy,
mint a F étale-térnek a H feletti szeléseit! Amennyiben H nyilt, akkor ez a ragasztdsi
axiéma révén ugyanaz, mint ahogy F(H)-t legelészor definidltuk: az F funktor szerin-
ti képe H-nak. Altaldban, az F (H) elemeit tovabbra is szeléseknek fogjuk hivni. Ha
S C H tetszoleges részhalmaz, akkor az S-re vett megszoritast mint szelés megszoritasat

lehet definidlni.

Egy kévét puhdnak hivunk, ha barmilyen F' C X zéart részhalmazra és s € F(F)

szelésre az s kiterjed az egész X-re, vagyis lesz egy s’ € F(X), hogy s'|p = s.
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1.1.6. Fuggvények kévéje

Ha X és Y topologikus terek, akkor tekinthetjiik valamely U C X nyilt részhal-
mazra az U-bol Y-ba mené folytonos leképezések halmazat. Ez egy C kéve lesz, ha a
megszoritasokat értelemszertien definialjuk. Ha Y tovabba valamilyen algebrai strukti-
ra, akkor barmely U nyiltra C(U) maga is olyan algebrai struktira lesz, a megszoritasok

pedig homomorfizmusok.

Ha X és Y nem pusztan topologikus tér, hanem n-szer differencidlhaté sokasagok,
akarhanyszor differencidlhato sokasagok, analitikus sokasagok vagy komplex sokasagok,
akkor az X egy nyilt részhalmazarél Y-ba mend leképezéseket vehetjiik differencialha-

tonak, simanak, analitikusnak, holomorfnak vagy meromorfnak.

1.1.7. Algebrai kévék, modulus értéki kévék
Algebrai struktiraval rendelkez6 kévéket nem csak a fenti médon csindlhatunk.

A C kategoriat valaszthatjuk olyannak, hogy objektumai azonos tipusu algebrak,
morfizmusai algebra-homomorfizmusok legyenek. Ekkor a szelések algebrai strukturak

lesznek, a megszoritasok pedig homomorfizmusok.

A rostokon keresztiil vizsgalva minden rost a fenti tipusu algebrai strukturaval fog
rendelkezni, és az algebramiiveletek az étale-téren folytonosak lesznek. Ez azt jelen-
ti, hogy ha adott az f n-valtozés miivelet az algebra tipusdban, akkor egy F étale-tér

esetén az az f : {(u,v)|7w(u) = 7(v)} — F, ami a rostokon az algebramfivelet, folytonos.

Ilyen médon lehet értelmezni tébbek kozt csoport, Abel-csoport, gytrd, vektortér

vagy algebra értéki kévéket.

Az a megkttés, hogy az algebrak legyenek azonos tipusiuak, nem teszi lehet6vé
példaul azt, hogy a szelések tere olyan modulus legyen, aminek az alapgytrije fiigg a
valasztott nyilt halmaztél. Mivel a kévekohomoldgidk esetén erre nagy sziikség lesz, ezt
kiilon definialjuk.

Legyen ugyanis X béarmelyik U nyilt részhalmazara az M(U) egy R(U)-modulus,
és ha adott egy V C U nyilt részhalmaz, akkor értelmezziik a megszoritast ugy, hogy
ue M(U), reR(U) esetén (ru)|y = r|vuly.
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A kovetkezo példa tobbek kozt az egyik motivacié emogott a definicié mogott.
Legyen ugyanis M egy differencidlhaté (vagy sima, analitikus, komplex) sokasig, és
jelolje Cps a differencidlhaté (vagy sima, analitikus, holomorf) fiiggvények kévéjét! Ha
m: FE — M egy tetszoleges vektornyaldb M felett, és £y, jeloli a szeléseinek kévéjét,
akkor Ep(U) vektortér minden U C M nyilt felett. Viszont ennek elemeit be lehet
szorozni fiiggvényekkel, azaz Ep(U) egy Cps(U) modulus is egyben.

Ha a F kéve Abel-csoport értékii, akkor lehet beszélni egy s € F(U) szelés tar-
tojardl. Azon x € U pontok lesznek benne s tartdjaban, amikre s(x) # 0. Ez zart
lesz, ugyanis ha s(z) = 0, akkor lesz egy V kornyezete z-nek, amire s|y = 0. Itt
tehat egy szelés nullhalmaza mindig nyilt, szemben egy nyaldab folytonos szeléseivel,
ahol a nullhalmaz zart. Viszont ha a kéve ilyen folytonos szelésekbdl all, akkor a tartd
vissza fogja adni a topologikus tartot, mivel ott a nem-nulla helyek halmazanak lezartjat
tekintettiik tarténak, kéveelméletileg pedig azok a pontok nem lesznek benne a tartoban,

amik a nullhalmaz belsé pontjai.

1.1.8. Gylira spektruma

Kiilon érdekes kévekonstrukciét mutatnak be a gytiriik spektrumai. Egy affin varie-
tast gyakran a rajta értelmezett fiiggvényekkel irunk le. Ilyenkor egy pontot gy tudunk
megragadni, mint azok a fliggvények, amik ezen 0-t vesznek fel. Ez egy maximalis idedlja
lesz a fiiggvények gytrijének. Praktikus viszont az Osszes primidedlt is tekinteni, amik

geometriai intuiciéban az irreducibilis részsokasagoknak fognak megfelelni.

Olyan fliggvényeket is szeretnénk tekinteni, amik két fiiggvény hanyadosaként ir-
haték fel. Egy ilyen viszont nem lesz értelmezve ott, ahol a nevezd nulla. Az ilyen
jellegli problémakat remekiil meg tudja ragadni a kéve fogalma, ahol a fliggvények csak

bizonyos nyilt halmazokon értelmesek.

Legyen tehat A egy integritdsi tartomany, és legyen a spektruma Spec A az A
primidedljainak halmaza! Ha f € A egy gylirt elem, akkor szeretnénk, hogy az f
nullhalmaza zart legyen. A spektrumon nem tudunk nullhalmazrél beszélni, viszont

analégiat keresve, az idedl azokat a fiiggvényeket jeloli, amiken azok ,,eltiinnek”. Legyen
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tehat azoknak a primidedloknak a halmaza, amiknek az f nem eleme, nyilt! Az ezaltal
generalt legsziikebb topolégiat hivjuk a Spec A Zariski-topoldgidjanak.

Legyen p € Spec A egy primidedl A-ban! Ha ez egy x ponton eltiiné fliggvények
idealjainak felel meg, akkor barmilyen fiiggvénnyel oszthatunk, ami nem a 0-t veszi fel
rajta. Altaldnosan tekintsiik azt az A, gytirit, ami az A hdnyadostestének, K-nak az
a részgytriije, amiben azok az f/g-k vannak, hogy f € A, g € A\ p! Ezek lesznek a

spektrum rostjai.

Tegyiik fel, hogy adott egy U Zariski-nyilt halmaz! Ekkor vehetjiik az 0sszes olyan
f = g/h elemet, amire h ¢ p minden p € U-ra (egyébként g, h € A, ekkor f € K). Ezek

lesznek az U szelései, és egy p € U-ban 6nmaga lesz a csira.

Lehet beszélni az f szelés éltal felvett értékrdl is. Az A, gytrilk lokdlis gyirik,
tehdt van egy maximadlis idedljuk, éppen pA,. Az ebben 1év6 elemek azok, amik p-
ben ,.eltiinnek”, ezekkel tehat faktorizalhatunk. Definicié szerint f-nek p-ben felvett
értéke az f-nek az A, — A, /pA, leképezés szerint vett képe. Amikor A egy X téren
értelmezett Osszes valds fiiggvényekbol 4ll, és p az x pontban eltiiné fiiggvények idedlja,

akkor ez éppen az f-nek z-ben felvett értéke lesz.

1.2. Kéve konstrukciok

A kovetkezo konstrukciokat egyszerre fogjuk funktoridlisan és a rostok szintjén

vizsgalni.

1.2.1. Indukalt kéve

Legyen X topologikus tér, F kéve X felett! Ekkor tekinthetjik a 7 : F — X étale
teret. Legyen F|Y a

7T|7r—1(Y) : W_I(Y) —Y

lok4alis homeomorfizmus 4ltal definidlval

Az indukalt kévével bevezetem a kovetkezo fogalmakat.
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Bérmilyen Y feletti, Abel csoport értékii £ kévéhez létezik egy egyértelmit L kéve
a teljes X-en, hogy LX|Y izomorf L-lel, mig LX|(X \Y) izomorf az X \Y feletti trividlis,

0 rostu kévével.

Ugyanis definialjuk £X(U)-t gy, mint £(U N'Y) azon szelései, amik U-ban zart

tartéjuak!

Ekkor ha z € X \ clY, akkor mivel Y lokdlisan zart, lesz olyan nyilt U kornyezete
z-nek, ami diszjunkt Y-t6l, igy LU NY) = L(0) = 0 lesz. Ha viszont z € clY \ Y,
vélasszunk z-nek egy U nyilt kornyezetét! Ekkor barmelyik s € £LX(U)-ra az s tartéja
zart, és nem tartalmazza x-et, igy lesz az s tart6jatol diszjunkt nyilt kornyezete z-nek.
Tehat £X[(X \Y) tényleg a trividlis kéve lesz.

Misfelol legyen x € Y, ekkor lesz olyan nyilt U kérnyezete z-nek, amire Y NU zart
U-ban, és ekkor barmelyik V C U-ra LX (V) = L(V NY), és gy LX = L,. Mivel pedig
barmely U-ra LX (UNY) szelései kiterjeszthetdk folytonosan 0-ként U\ (UNY )-ra, ezért
ennek a szelésnek az U NY feletti csirdi £X|Y-nek egy szelését fogjak adni. gy £X Y

és L nem csak rostjaiban, hanem szeléseiben is megegyezik, azaz homeomorfak.

Ezek utan belathaté hogy létezik egy Fy kéve X felett, hogy Fy|Y izomorf F|Y-
nal, és Fy|(X \Y) = 0. Ez az Fy ugyanis nem més, mint (F|Y)X.

1.2.2. Algebrai konstrukciok

Legyen ® egy kovarians bifunktor C-bél C-be! Azaz barmely X és Y € ObC-re
®(X,Y) € ObC, illetve ha ¢ € Hom(X,X’) és v € Hom(Y,Y’), akkor ®(p, 1) €
Hom(®(X,Y), (X', Y’)). Példa ilyenre tetszOleges kategdridban a szorzat meg a ko-
szorzat (ami a halmazok esetén a diszjunkt unid), illetve modulusok esetén a ten-

zorszorzat.

Ez a bifunktor generdl egy bifunktort az el6kévék kategéridjaban: legyenek A és

B elokévék, és legyenek a szelések ®(A, B)(U) = ®(A(U),B(U)), és ha A-n és B-n a
megszoritasokat U-rél V-re p{}—val és pB-vel jel5lom, akkor p%}(A’B) = (‘D(p{}, p5) legyen!

Bizonyos esetekben ha A-t és B-t kévének vélasztjuk, akkor (A, B) maga is kéve.

Ilyenek halmazok esetén a direkt szorzat és a diszjunkt unid, modulusok esetén a direkt
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Osszeg. Amennyiben viszont nem lesz kéve, mint dltalaban a tenzorszorzat esetén, akkor

az altala generalt kévét tekintjiik szorzatkévének.

Altaldban ezek a konstrukcidk a szeléseken nehezen atlathatéan viselkednek. Vi-
szont ha a ® bifunktor felcserélheto az induktiv limeszeken, akkor a csirakon a szokasos

modon mikodnek.

A felcserélhetOség azt jelenti, hogy legyenek adottak az X, objektumok a € A-ra,
és fP € Hom(X,, Xs) leképezések! Létezzen tovdbbd az X = lim ind, X, induktiv
limesz! A fentiekkel azonosan legyenek adottak az Yy, g2 objektumok és leképezések,

ugyanazon « € A indexhalmaz szerint! Ekkor
lim ind ®(X,, Y,) = ®(lim ind X,, lim ind Yy,)

teljestilése jelenti azt, hogy a bifunktor felcserélhet6 az induktiv limesszel.

Mivel a csirak definicidéja induktiv limesszel torténik, ezért ha A és B elokévék,

akkor a ®(A, B) altal generélt kéve rostja az © € X pontban izomorf a ®(A,, B, )-szel.

A szorzat és a koszorzat nem csak két struktirara értelmezhet6. Ha H; halmazok,

akkor
= I

a direkt szorzat és a diszjunkt unié. Ha M; modulusok, akkor
[[v: D
a teljes direktszorzat és a diszkrét direkt Osszeg.

1.2.3. Részkévék, kéve-ekvivalenciarelaciok

Legyen adott egy topologikus tér, X, rajta két halmazértéki elokéve, F és G, és
koztiik egy elékévehomomorfizmus, n : F — G! Szeretnénk értelmezni a képét illetve

magjdt ennek az n leképezésnek.
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El6szor tekintsiik a szeléseken! Ekkor az elokévehomomorfizmus egy természetes
leképezés az F és G funktorok kozott, tehat minden U C X nyilt halmazhoz adott az
n(U) : F(U) — G leképezés, ami rdadasul kompatibilis a megszoritdsokkal:

FU) — gG(U)

loF lpg
FV) — gGg{V)

Ilyenkor az imn egy olyan elékéve lesz, aminek a szelései részhalmazai G megfelelo
szeléseinek. Masfel6l ha adott egy F elokéve, aminek a szelései G megfeleld szeléseinek
részhalmaza, és a megszoritasok F-en a G-beli megszoritasok megszoritasa az F-beli
halmazokra, akkor F ténylegesen bedgyazhaté G-be, azaz az n(U) bedgyazasok egy

elokévehomomorfizmust adnak.

Tehat azt mondjuk, hogy az F elokéve részelokévéje a G elokévének, amennyiben
minden U nyilt részhalmazara X-nek az F részhalmaza G-nek, és barmely V' C U nyilt
részhalmazaira X-nek az F-beli p% # megszoritds nem més, mint a G-beli p‘[{-’g—nek a

megszoritasa F(U)-ra:

U U
Pv,F = Pv,glF(U)

Ezzel a tulajdonsaggal definialhaté egy 1 : F — G elokévehomomorfizmus képel6ké-
véje ugy, hogy minden U C X nyiltra az (imn)(U) = im(n(U)) definiciét alkalmazzuk,

ami a G egy részelokévéjét adja.

Ha F-et és G-t kévéknek vélasztjuk, akkor a ragasztasi axioma egyszerre fog tel-
jesiilni F-beli szelésekre és azok képeire, ezért a részkéve definicidja kizarélag annyiban
tér el a részelokéve definicigjatol, hogy kévékrol szol. Nem hoz valtozast az sem, ha hal-
maz helyett algebrai strukturakat tekintiink. A kévemorfizmus képkévéjének definicidja

ugyanugy alakul.

Most tekintsiik a rostjait az F és G kévéknek! Ekkor egy n : F — G kévehomo-
morfizmus olyan folytonos leképezést jelent, ami megtartja a rostokat, tehat minden
x € X-re értelmezhetd n, : F, — G, és megtartja azok struktirijat (amennyiben

algebrai struktira értéki kévékrél van sz6).
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Megint szeretnénk &attekinteni a rész és a kép jelentéseit. Egyfeldl ilyenkor min-
den 7,-nek van egy képe, ami a G, egy része lesz. Masfeldl a 7g : G — X lokalis

homeomorfizmus. A rosttartés gy is kifejezhets, mintha barmelyik o € F csirdra

mg(n(0)) = 77 (0)

teljesiilne. Ekkor tehat az n(F) teljes kép nem més, mint 7rg_1(7ry.-(.7})) = Wg_l(X), ami

egy nyilt halmaz. Tehat az 1 képe sziikségszeriien nyilt részhalmaza lesz G-nek.

Tehat tudjuk, hogy egy részkévének teljesitenie kell egyfelol, hogy a rostokon
részstruktura, mésfelol hogy nyilt részhalmaza az étale-térnek. Mar csak azt kell belatni,
hogy ha ezt teljesiti, akkor kéve, és létezik kévehomomorfizmus a részkévébol a teljes
kévébe. A struktira miveleteinek folytonossiga nem kérdéses. Az sziikséges, hogy a
7 leképezés lokalis homeomorfizmus marad, ha megszoritjuk a részre, ez pedig abbdl

kovetkezik, hogy feltettiik a részkévérdl, hogy nyilt.

Kicsit tobb valtozatossagot mutatnak a mag és faktor definicigjaban felmeriilo
kérdések. A két fogalmat felvaltva fogom vizsgdlni. Ehhez el6szor definialni fogjuk

az elokéverelacio fogalmat.

Tekintstik el6szor a szeléseket! Ekkor ha adottak az F' és G el6kévék, valamint egy
n : F' — G elékévehomomorfizmus, akkor értelmezhetiink minden U C X nyilt halmazra
egy ekvivalenciareldciét F'(U)-n a kovetkezéképpen. Legyenek s,t € F(U) szelések U-n,
ekkor s és t reldciéban sllnak R(U) szerint, ha n(U) szerinti képeik egyenlsk. Ugy fogjuk
jelolni, hogy s R(U)t. Mivel az n kompatibilis a megszoritasokkal, ez azt jelenti, hogy
ha V C U és s R(U)t teljesiil, akkor s|y R(V)t|y-nek is teljesiilnie kell. Ezt a relacidt

fogjuk az n leképezés magjdnak hivni.

Vizsgaljuk most meg, hogyan lehet eszerint a relacié szerint faktorizélni! Legyen
adott minden U C X nyiltra egy-egy R(U) relacié F(U)-n ugy, hogy ha V. C U és
s,t € F(U), akkor s R(U)t-b6l kévetkezik s|y R(V)t|y! Eszerint a relacid szerint fak-

torizdlhatjuk az F elokévét, és eredményiil egy mésik F'/R el6kévét nyeriink.

Tehat egy R(U) relacié pontosan akkor lehet leképezés magja, ha kompatibilis a

megszoritasokkal. Kévék esetén viszont erdsebb feltételekre lesz sziikség.
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Tegyiik most fel, hogy F és G kévék! Vizsgaljuk meg azt a ragasztdsi axiomabol
kovetkezd tulajdonsagot, hogy ha U nyilt halmaz X-ben, az U; annak nyilt fedése, és
s,t € G(U)-re s
nak meg t|y,-nak ugyanazok a képei G-ben az U egy | J U; fedésére, akkor sziikségképpen
s-nek és t-nek is. Tehat ha s|y, R(U;) t|y, fennall, akkor s R(U)t is teljestil.

v, = t|y, minden i-re, akkor s = ¢. Ugyanis ha most s,t € F(U) és s|y,-

Szeretném megmutatni, hogy ahhoz, hogy egy R(U) relaciérendszer egy kévemor-
fizmus magja legyen, ezek a feltételek elegenddk. Legyen tehat adott egy F kéve, és
R(U) relacidk olyan rendszere, hogy:

e Ha s R(U)t, akkor s|y R(V)t|y (ahol V C U);
e Ha s|y, R(U;) t|y, minden i-re U egy U; fedése esetén, akkor s R(U)t.

Kérdés, hogy ekkor 1étezik-e olyan G kéve és n : F — G kévehomomorfizmus, hogy
7 magja éppen a fenti R legyen. Az els6 tulajdonsagbdl kovetkezik, hogy van egy olyan
G elokéve és olyan 7y : F — G elokévehomomorfizmus, aminek éppen ez a magja.
Vehetjiilk a G altal generalt kévét, illetve egy ¢ : G — G elokévebedgyazast. Ekkor
n := 1oy természetszeriileg kéveleképezés, aminek a magja nem sziikebb, mint R. De
nem is bovebb, hiszen ha adott U, az s,t € F(U), és n(s) = n(t), ez csak ugy lehet, ha
u;) = mo(t v, R(U;) t
feltétel alapjan ekkor s R(U)t. Ezt a G-t fogjuk az F /R faktorkévének hivni.

adott az U; fedése U-nak, hogy no(s

v, ). Eszerint s U,, és a kettes

Egy kicsit késébb mutatok példat arra, hogy a fenti médon G nem lesz magatol

kéve.

Vizsgaljuk meg most a rostokon az ekvivalenciarelacié viselkedését! Legyenek adot-
tak a F és G kévék, és az n : F — G rosttarté folytonos leképezés! Definidljuk minden
r € X-re az R, relaciot ugy a F,-en, hogy ha o, 7 € F,, akkor o R, 7 pontosan akkor, ha
n(o) = n(r)! Ez az R, azon til, hogy ekvivalenciareldcio, teljesiti azt a tulajdonsagot is,
hogy ha o R, T, akkor 1étezik olyan U > z nyilt halmaz, és azon o és 7 olyan s,t € F(U)
kiterjesztései, hogy barmely u € U-ra az s(u) R, t(u) teljesil.

Konny beldtni, hogy pontosan azok a relaciék allnak el6 magként, amik ezekkel a

tulajdonsaggal rendelkeznek.
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A fenti médon lehet definidlni tehat a relaciét, illetve egy n homomorfizmus magjat.

Amennyiben a kévék Abel-csoport értékiiek, akkor egy adott F kévére a kéverela-

cidk és a részcsoportok megfelelnek: ha adott R, akkor legyen G az a részkéve, amire
segU) < sR(U)0y

vagy
c€eG, < ocR,0,.

Példa: Tekintsik F = C°(S;R)-et, azaz a koron értelmezett, akarhanyszor
differencialhato fliggvények kévéjét! Ez értelemszertien azt jelenti, hogy minden U C
Sl-hez F(U) az U — R akarhanyszor differencidlhaté leképezésekbél &ll.  Ilyenkor
F(U) orokli R Abel-csoport strukturdjat. Legyen most G(U) ennek az a részkévéje,
ami a lokélisan konstans fliggvényekbél all, és tekintsiik a F/G faktort, mint el6kévét!
Bérmilyen U # S nyilt halmazra a konstans 1 fiiggvény nyilvdn benne van a (F/G)(U)
struktirdban, ugyanis ha = # U, akkor S\ {z} diffeomorf egy intervallummal, és
vehetjiik rajta az identitas fliggvényt. Ezek a konstans 1 fliggvények Osszeragadnak egy,

az egész koron konstans 1 fliggvénnyé, ami konnyen lathatéan nem eleme (F/G)(U)-nak.

Legyenek most A, B, C elékévék! A fentiek alapjan lehet beszélni arrél, hogy a

koztiikk mend f és g leképezésekkel a
0— AL B4 C—0
sor egzakt. Pontosan akkor, ha barmelyik U nyilt halmazra
0— AW) ™™ B ™ ow) —o

egzakt.
Lehet beszélni arrdl is, hogy ha A, B, C kévék, akkor a

0—A-B9c—0
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sorozat egzakt, de ez nem ugyanazt jelenti, mint el6kévék esetén. Ugyanis a B/im f-
et ha nyilt halmazonként nézziik, akkor tobbnyire csupan elokévét kapunk. Viszont
a rostokon keresztiil szépen jellemezheto a fenti sor egzaktsaga. Pontosan akkor lesz
egzakt, ha

0— A, ELN e 25 Cp — 0
egzakt minden x € X pontra.

Altaldban csak annyi teljesiil, hogy ha adottak X-en az A, B és C kévék, tovabb4

0—A-L.B % c—0

egzakt, akkor
0— A ™Y B e

is egzakt, tetszbleges U C X esetén. Azaz az U-n vett szelés egy balegzakt funktor.

Erdemes megjegyezni, hogy ha az A kéve laza, akkor minden U halmazra
0— AWU)—B(U)—CU)—0
is egzakt. Ehhez csak annyit kell belatni, hogy g(U) sziirjektiv.

Vegyiink egy s € C(U) szelést, ez reprezentdlhaté (V, o) parok halmazéval, ahol
o € B(V), és paronként kompatibilisak. Ha adott két szelés, (V,o) és (W, 1), akkor
mivel vy := olyuw — Tlvuw € AV U W), és vy kiterjed v € V(W)-vé, ezért o és
T 4+ v kompatibilisak. fgy létezik egy o’ az V U W halmazon is, ami tovédbbra is s-
et reprezentdlja. A ragasztdsi axiéma révén barmely felszélls (V;, 0;) ldnc unidja is
reprezentalni fogja ugyanazt az s-et, ezért Zorn lemmadja alapjan létezik maximalis
elem. Ennek az elemnek viszont sziikségképpen az egész U-n kell értelmezve lennie.
Tehét g(U) sziirjektiv.

A laza kévéknek még egy fontos tulajdonsiga, hogy ha

0—A-SB9c—0

egzakt, és A meg B lazdk, akkor C is. Ugyanis ha s € C(U), akkor az eléall egy
s’ € B(U)-nak g(U)-szerinti képeként. Az s’ kiterjed az egész X-re, és annak képe g(X)

szerint olyan elem lesz, ami U-ra megszoritva egyenld s-sel. Tehat C is laza.
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1.2.4. Oskép és direkt kép

Legyenek adottak az X és Y topologikus terek, egy f : X — Y folytonos leképezés
koztuk!

Ha adott X-en az A kéve, akkor elkészitheté ennek az direkt képe a kovetkezo
médon. Legyen f*(A)(U) = A(f~HU))! Ha U C V, akkor legyen a megszoritds a B
kévén az A kévén tekintett megszoritas az f~1(U) és f~1(V) halmazok kozott!

Ezzel a definiciéval egy y € Y pontra f*(A), izomorf lesz A(f~!(y))-nal.

Tekintsiik most megint a fenti f : X — Y leképezést, és legyenek A és B tetszbleges
kévék X és Y felett! Egy ¢ : A — B leképezést f-homomorfizmusnak hivunk, ha
barmely r € X-re ¢ az Ag-et By,)-be viszi.

Létezik ekkor egy egyedi f*(B) kéve és egy f : f*(B) — B-re mené f-homomorfiz-
mus, hogy barmelyik g : A — B-re mend f-homomorfizmushoz létezik egy egyértelmii
go : A — f*(B), amit f-fel kompondlva g-t kapjuk. Ezt az f*(B)-ot fogjuk a B-nek az

f szerinti dsképének hivni.

A konstrukei6 a kovetkezOképpen megy: legyen f*(B)(U) azoknak az s : U — B
folytonos leképezéseknek a halmaza, hogy s(x) € By,)! Az igy kapott s szelés csirdit

jeloljiik §(x)-szell A megszoritdsok értelmeszertien definidlhatok, és ez tényleg egy kéve.

Az z pontban vett rost izomorf lesz By (,-szel. Ugyanis barmely B-beli, U feletti
szelés visszaemelhetd egy f*(B)-beli f~1(U)-beli szeléssé oly médon, hogy s € f*(B)(U)-
hoz az v — s(f(z)) fiiggvényt rendeli. Ez ad egy B,y — f*(B). leképezést, ami
injektiv, hiszen ha s és s’ € B(U), és s(f(x)) # s'(f(x)), akkor ezeknek a felemeltjei az
so f és s'o f fliggvények, és ha ezeknek az z-beli csirdja egyenld volna, akkor tobbek kozt
az x-beli értékiik is megegyezne, amirdl feltettiik, hogy kiillonb6z6. Masfell ha adott
egy s : U — B leképezés az z-nek egy U kiornyezetén, akkor tekintsiik az s(x)-nek egy
reprezentansat B-ben! Legyen ez t € B(V), ahol V' az f(x) egy kornyezete! Mivel ¢ o f
és s is folytonosak, igy azon u € X pontok, amiken ¢(f(u)) = s(u), egy nyilt halmazt
alkotnak U N f~1(V)-ben. Tehat s|y =t o f|w, és ekkor t o f képe egyenld lesz s-sel.

Tehat ez a leképezés sziirjektiv is lesz, igy Osszességében injektiv.
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Mivel By (y) és f*(B), izomorfak, igy az f: f*(B) — B értelmezhet6 a fenti médon
a rostokon. Tovabba B topoldgiajat generaljak az olyan alaku halmazok, hogy U C Y

nyilt, s € B(U) szelés, és vessziik s(U) C (B)-t, egy ilyen ésképe f szerint éppen
so f(f~Y(U)) lesz, ami f*(B) étale-terében nyilt. Tehat f folytonos.

Az univerzalitasi feltétel belatasdhoz legyen most g : A — B egy f-homomorfizmus,
és rogzitsiink egy U C X nyilt halmazt! Tekintsiik az s € A(U) szelést, és rendeljiik
hozzé go(U)-val azt az s € f*(B)(U)-t, amire s'(z) = g.(s(z))! Egyfeldl ez az s’
tényleg eleme lesz f*(B)(U)-nak, hiszen a feltevés szerint g, (s(x)) € By,). Masfeldl
kompatibilis lesz a megszoritasokkal, tehat go tényleg kévehomomorfizmus. Végiil pedig
fogo =g, hiszen egy o € A, csirat reprezental egy s € A(U) szelés, amit gg az s'(z) =
gz(s(x))-be visz, és ehhez f, egy olyan t szelést rendel, amire t(f(z)) = s'(z) = g.(s(x)),
tehét a t csirdja lesz f(x)-ben a g, (o).

1.2.5. Induktiv limesz

Legyen adott egy A részben rendezett indexhalmaz, F) kévék minden A € A-ra, és
ha A\ < pu, akkor egy fli‘ : Fn — F, kévehomomorfizmus oly médon, hogy A < u < v
esetén f/' o fli‘ = f teljesiiljon!

Vehetjiik ekkor az F(U) = lim indy F)(U) halmazok altal definialt el6kévét. Az

ezéaltal generalt kévét, F(U)-t nevezziik a F) kévék induktiv limeszének.

Mivel a rostokat is induktiv limesz segitségével lehet definidlni, és két induktiv

limesz felcserélhetd, ezért F,, = lim indy(Fy)-

1.2.6. Homomorfizmuscsirak kévéje

Legyen F és G két kével Ekkor lehet tekinteni a Hom(F,G) leképezések hal-
mazat. Rendeljitk hozzd minden U nyilt halmazhoz a Hom(F|U, G|U) kéveleképezéseket!
Legyen egy U halmazrél a V' halmazra vett megszoritds értelemszertien: ha ¢ : F|U —
G|U, akkor a ¢|y : F|V — G|V az a leképezés lesz, hogy egy W C U-ra p|y, (W NV) =
e(W): F(W) — g(W)!
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Ezekkel a leképezésekkel a Hom(F,G)(U) := Hom(F|U,G|U) struktira egy kéve
lesz. Tovabba az x pontbeli csirdja egy f € Hom(F|U, G)(U)-nak éppen az f, : F, — G,

lesz.
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2. Kohomoldgiaelméletek
Egy X topologikus tér feletti £¢ Abel-csoport értékii kévék sorozatat fokszdmozott
kévének hivunk. Ha adottak tovdbbd d : £} — LiT1 leképezések, amelyekre a

4=l . q . qit1
NN,

sor egzakt, akkor ezt egy differencialkévének hivjuk.

Egy tipikus esete egy ilyen differencidlkévének az, amikor adott egy S kéve, és
tekintjik egy felolddsdt. To6bb lehetOség is nyilik egy feloldas definicigjara. Megfelelo
feltételek valasztasa esetén az eredmények nem fognak fliggeni a feloldasok valasztasatol.
Egyelore csak a legaltalanosabb tulajdonsagat irom le egy feloldasnak, illetve hogy

hogyan szamolhaté ki belole a kohomoldgia.
Egy feloldés egy olyan S* differencialkéve lesz, amire i < 0 esetén S? = 0, tovdbba
adott egy ¢ : S — SY leképezés, hogy a

0S8 ty80 P gt @,

sor egzakt.

Ha tekintiink egy balegzakt funktort, akkor az egy feloldas hosszu egzakt sorat félig

egzakt sorba viszi. Ennek a sornak az egzaktsaganak hianyat méri a kohomoldgia.

Ebben a dolgozatban a funktor, amit vizsgalunk, a globalis szelések funktora lesz,
azaz I'(A) = A(X), ahol X a teljes topologikus tér. Ertelemszerfien ha f : A — B, akkor
['(f) = f(X). AT funktor az X feletti kévék kategéridjabol megy az Abel-csoportok
kategoridjaba.

Egy egzakt sor I' szerinti képe féligegzakt lesz, hiszen a d’ o d'~! a csirdkat 0-ba
viszi, igy az egész szelést is. Altaldban nem lesz egzakt, és lehet tekinteni a

. kerD(d")
~imI(di-1)
faktormodulust. Megfelel6en vélasztott feloldas esetén ez izomorf lesz a hamarosan de-

finialandé kévekohomologiaval.
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Az S kéve feloldasabol valé kohomoldgiaszamitdsndl az S-et nem vessziikk be, a
legelsé kohomoldgia tehat HY = ker I'(d?) lesz.

2.1. Kanonikus feloldas és kévekohomologia
El6szor bevezetjiik a kanonikus felolddsdt egy kévének.

Legyen A egy tetszdleges kéve, és legyen C°(A) a kovetkez6képpen értelmezve:
COAU) ={f:U — A f(z) € A},

azaz az Osszes nem feltétleniil folytonos szelés U folott. Ilyenkor mindig létezik egy
t: A— CY(A) injekcid.

Legyen ezutan

azzal a kiegészitéssel, hogy C~1(A) helyére A-t frunk. Ezek kozott értelmezhetd a
d:C"(A) — C"T1(A) gy, mint a C"(A) — C"(A)/C"1(A) természetes leképezés és

az L beagyazas kompozicidja.

Ekkor a
A— C°(A) — CHA) — ...

kévék sora egzakt. Ennek a sornak
CY'(A) — CYA) — ...

a globalis szeléseinek a kohomolégidja a Godement-kohomoldgia vagy egyszeriien a ké-

vekohomoldgia.

Ha i = 0, akkor H'(A) = A. Ha i > 0O-ra a H'(A) = 0, akkor az A kévét

aciklikusnak hivjuk.

A kohomolégiak szamitdsaban nagyon praktikusak lesznek a laza kévék, ugyanis

ezek aciklikusak.
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Ha adott egy

0—A—B—C—0

kévék rovid egzakt sora, és az A kéve laza, akkor barmely U nyilt halmazra
0—AU)—BU)—C{U)—0

ugyszintén egzakt, a leképezések értelemszeri valasztdsa esetén. Ha ezen felil A és B is
lazék, akkor C is. Ugyanis legyen adott U C X egy nyilt halmaz, és adott az s € C(U)
szelés! Mivel A laza, ezért a

B(U)—C(U)—0

sor is egzakt, és lesz egy t € B(U), aminek a képe éppen s. Ez a t kiterjed a teljes X-re,

és a képe nyilvan kiterjeszti s-et. Tehat a C(X) — C(U) megszoritéds sziirjektiv.

Ezek alapjan ha tehat A egy laza kéve, akkor a
0—A—C%A)—...
egzaktsaga azt jelenti, hogy a
0— A—C%A) — A/C°(A) —0

0— A/C°(A) — C'(A) — A/CHA) —0

rovid egzakt sorokban rekurzivan beladthatd, hogy minden tag laza. Hiszen az els6 két
tag laza, tehdt a harmadik is, ami a kovetkezd sor elsé tagja. Igy a globalis szeléseik is

egzakt sort adnak, és a kohomoldgiacsoportok trividlisak lesznek.

Ha adott két kéve, A és B, illetve egy f : A — B leképezés koztik, akkor
értelmezhetd az f-nek a CO szerinti képe, CO(f) : C°(A) — C°(B) tgy, hogy egy
s: U — A nem feltétleniil folytonos szeléshez a CO(f)(s)(z) = f.(s(x))-et rendeli.

Tovabbé ha adott egy ilyen f, akkor a C™( f)-ek mind definidlhaték, és kompatibili-

sak lesznek a d operaciéval. Ily mdédon a globalis szelésekbdl elééllitott kohomologiakra
is kiterjed, amit H™(f)-fel fogunk jel6lni.

27



Ekkor ha

0—A-SB9c—0

egzakt, akkor a rostokon is egzaktak, és igy
0 0
0— c0(A) 2L o8 Y 0 (e) — 0

is egzakt lesz. Ez alapjan egy egzakt sor tagonként vett kanonikus feloldasainak ugyan-

azon indext elemei ismét egzakt sort fognak adni:
0— i) 2 oi(B) 2 ¢ie) —o.

A C'(A) kévék mind lazdk, és gy a fenti egzakt sor globalis szelései is egzaktak

lesznek.

Homologikus algebrabdl tudjuk, hogyha hosszu féligegzakt sorok koézott vannak le-
képezések, akkor azok a kohomolégidkban szarmaztatnak egy hosszu egzakt sort. Ezt a

fenti esetre alkalmazva egy
o H7YC) — H'(A) — H'(B) — H'(C) — H""1(A) — . ..

egzakt sort nyeriink.

2.2. Az altalanositott de Rham tétel

A kanonikus feloldast kiszamolni nehézkes. Tobb klasszikus kohomoldgia-elmélet
van, mint példaul a szinguldris, vagy a de Rham-féle kohomolégiak, és ezeket sokkal

konnyebb kezelni.

Szeretnénk megvizsgalni, hogy ezek milyen Gsszefiiggésben vannak a Godement-féle
kévekohomoldgiaval. Fel fogjuk irni ezeket, mint egy bizonyos S kéve aciklikus felolddsa,

azaz minden S° maga aciklikus lesz. Be fogjuk latni a kdvetkezd tételt:

Tétel: Egy aciklikus feloldas ugyanazt a kohomolégidt adja, mint a kanonikus
kohomoldgia. Azaz ha
o d° 1 dt
0—A—5 —§5 —...
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az A kéve egy aciklikus feloldédsa, akkor

ker(d' : §* — S*t1)

im(di—1: §—1 — §)

— Hi(A).

Ehhez el6szor egy homologikus algebrai lemmara lesz sziikség, aminek nem bocsat-

kozom a bizonyitasdba.

2.2.1. Egy homologikus algebrai lemma

Elsoként definialom a duplakomplezust.

Legyen adott modulusok egy K% rendszere, és d” : K — KL illetve d'¥ :

K — K%+ Jeképezések gy, hogy a kovetkezd diagrammon:

‘Td/i,j—i—Z

AT i
Tdria+l

a1t i+l
Td/i,j

q:ij i

Td/i’j_l

Td/+Li+2
i . . i+1,j+2
dLit2 priprge2 4T
Taritta+t
1,5+1 . . i+1,5+1
R TV b ot B S
Td/i—i—l,j
2% . . i+1,7
d_> KL d_>

Td/i—i—l,j—l

Td/i+2,j+2

. . i+2,542
Kit2a+e AT
Td/i+2,j+1

. . i+2,54+1
K1+2,]+1 d J
Td/i—i—Q,j

) ) i+2,5
Ki+2.7 d_)J

Td/i—l—Q,j—l

a sorok és az oszlopok félig egzakt sort alkotnak, tovabba d és d’ antikommutalnak!

(azaz dod +d od=0)

Ekkor lehet tekinteni a

modulusokat a

n

K" — @Ki,n—i

1=0
Di — é(di,n—i + d/i,n—i)

=0
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leképezésekkel. Ez tgyszintén félig egzakt sorozatot fog adni, mivel

n+1
Dn+1 o D" — @(dli—l—l,n—i o di,n—i + di,n—l—l—i o dli,n—i) —0.
1=0

Ennek a kohomoldgidit igy fogjuk jelolni:

ker(D': K* — K1)

HY(K, D7) = im(Di1: K1 — K

Legyen adott a A' differencidlmodulus 9° operatorokkal, ahol 9'*! o §* = 0, és

i AP — K50 injekcidk tgy, hogy a

It

At g0g+1
Tor qa

)

A — KO0J

diagramm kommutativ, tovabba a

. g0 g
A g0 i

sorok egzaktak!

Ez esetben ha az A? és 0°-bél képezhets kohomoldgidkat igy jeloljiik:

ker(9" : A' — A1)
im (91 : A1 — A¥)’

HY(A*,0%) =
akkor H*(K, D) és H*(A, 0) izomorfak lesznek.

2.2.2. Az altalanositott de Rham tétel bizonyitasa
A fenti allitas alapjan be fogom latni az dltaldnos de Rham tételt.

Nevezetesen, ha adott egy F kévének egy (A*, 9%) aciklikus felolddsa, azaz ahol az
A‘-k aciklikusak, akkor az ebbdl a feloldasbdl nyerhetd kohomolégidk izomorfak lesznek

a Godement-féle kévekohomolégiakkal.
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Vegyiik a

100 100(07) - 10 |
0 — A ooy B oy

Tai—l TCO(ai—l) ch(ai—l)

e 169e) CIC I
0 — F -4 CYF) L i <,

T T T

0 0 0

kéveduplakomplexust! Ttt a (C7(A?),d?) sorok az A’ kanonikus feloldésait jelolik, ¢;

bedgyazassal, mig a (A%, 8*) sor maga az F kéve felolddsa, e bedgyazdssal.

A fenti diagramm sorai egzaktak, mivel a kanonikus feloldas egzakt. Az oszlopai is
egzaktak, mivel a C7-k egzakt sort egzaktba visznek. Végiil konnyen lathaté a C7(f)
definiciéjabdl, hogy a diagramm kommutativ. Ugy tehet6 antikommutativva, hogy
minden paros sorszamu oszlopban a C?"(9%)-k helyébe —C?"(9)-t frunk, ami nem be-

folyasolja a homologikus tulajdonsigait az oszlopnak.

Ha ebben a diagrammra alkalmazzuk a globdlis szelés funktort, modulusok egy
olyan dupladiagrammjat kapjuk, amikre az els6 sor és oszlop féligegzakt lesz. A tobbi
oszlop egzakt lesz, mivel a C7(F)-ek és C7(A%)-k lazdk. A sorok az els6 kivételével
Ugyszintén egzaktak lesznek, mivel feltettiik, hogy az A’-k aciklikusak.

Definialjuk a
K% :=T(C/(A)"

duplakomplexust! Ekkor a I'(A*) Fle) I'(K**) diagrammok meg fognak felelni a fenti

algebrai 4llitas feltételeinek. Igy a H?(F) izomorf lesz a H'(K) kohomolégidkkal. Ha-
. « =\ D(C7 ()
sonléan a T'(C*F) —

lesz az A'-ken keresztiil nyert kohomolégidkkal is.

['(K**) diagrammok is, igy a H*(K) kohomolégia izomorf
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2.3. Cech kohomolégia

Legyen adott egy tetszéleges A kéve az M sokasag felett! Ha adott egy U = {U;}
fedése M-nek (i € I indexhalmazzal), akkor barmelyik S = (i, ..., y,) rendezett n-esre
ix € I esetén értelmezziikk Ug := N;esU;-t! Ekkor lehet tekinteni a

Cr(wA) = [] AWs)
|S|=n+1
definicioval vett strukturat.
Ertelmezhets a d : C™(8; A) — C"F1(4U; A) differencidloperator a kivetkezd defini-
ciéval: (értelemszeriien megszoritva a jobb oldali fiiggvényt)

n+1

(df)(i07---a7:n+1) = Z(_1)kf(io7---,ik7---7in+1)‘

k=0

Legyenek az M-nek az i és U fedései! Az U < Y, azaz U finomabb, mint U, ha
létezik egy b : U — L leképezés, hogy barmely U € U-re U C b(U). Ilyenkor létezik
egy C"(U; A) — C"(T; A) leképezés, ami a (sy)ucu-hoz a (3 _yr) sulv)vey elemet

rendeli, és ez kommutdal a differencidloperatorral.

A Cech-kokomplexusok a fenti C™(4; A) struktirak direkt limeszeként all el§:
C™(A) = limuind C" (U A).
Ezekre tgyszintén atviheto a differencidloperator.

Végiil elkészithets a Cech-kohomoldgia:

. _ ker(d: C"(A) — C"1(A))
H™(A) = im(d : Cn—1(A) — Cn(A))

Ha adott egy

0—A-SB9c—0

révid egzakt sor, akkor a megfelel$ Cech-kokomplexusaik
0— () L em(p) T em o)
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egy egzakt sort fognak alkotni. Viszont ha ((sy)yey,l) egy reprezentansa C™(C)-nek,
akkor barmely sy € C(U)-hoz kell legyen olyan U; fedése U-nak és ty, € B(U;)-k, hogy
g(tu,) = sulu,, mivel az eredeti sor egzakt volt. Vehetjiik az Osszes U-ra ezeknek az
U;-knek az ' unidjat, és a b(U;) = U definiciéval W' < 4, tehdt az ((sy)yey,h)-t
finomithatjuk a 4’ fedésre, és ott eldall a ((ty,)u,ew, ) képeként. Igy a

0— () =D emg) Y emiey — 0
is egzakt.

A Cech-kohomolégia kévésithetd. Ha minden U C X nyilt halmazhoz hozzarendel-
jiik az A|U Cech-kohomolégidit, és a megszoritast értelemszertien definidljuk, akkor egy

laza kévét kapunk.

Azt is allitom, hogy a

0—A—CA) —C"(A)—...

sor egzakt.
Egyfel6l a 0 — A — C°(A) — C'(A) egzaktsiga kivetkezik a ragasztasi axiémabol:
ha i egy fedése U-nak, akkor

0—AU)— [ Ah)— [ AWIN)

Uied Ui,Uzell
egzakt, és lehet venni a direkt limeszt U-ban, 4U-ban.

Masfel6l legyen = € X egy rogzitett pont, és tekintsiink egy s € C"(U) szelést U-n,
x egy kornyezetén, amire ds = 0 lesz! Vehetjik tovabba s-nek egy reprezentacidjat egy
{Uili € I} fedéssel, azaz sg € C"(Ug), ahol S C I. Tegyiik fel, hogy U C U,! Ekkor

definidljuk a t szelést a kovetkezOképpen:

Lig...in—1 = S0,i0...in_1

Ezzel a definiciéval

(dt)ig..in 1+ = Z(_l)kSO,io...ik...in = Sig...in, — (d5)0.i0..i »
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tehat dt = s, és ezt kellett megmutatni.

Mivel a Cech kokomplexusok kévéi lazdk, igy azok egy aciklikus felolddsat adjdk az
A kévének.

2.4. Puha kévék
Legyen L egy Abel-csoport értékii puha kéve az X sokasiag felett!

Ekkor az L kéve aciklikus lesz. Ez azért van, mert ha a

0—A-LB % c—0

kévék rovid egzakt sora, és A meg B puha, akkor C is az.

El6szor azt fogom bemutatni, hogy ha a fenti egzakt sorban A puha, akkor a globalis
szelés megtartja a sor egzaktsigat. Ehhez azt kell 14tni, hogy egy s € C(U) eléall egy
B(U)-beli elem képeként. Tudjuk, hogy létezik U-nak U; nyilt fedése, és t; € B(U;),
hogy ¢g(U;)(t;) = s|y,. Vegyiink F; C U; zart részhalmazokat, amik nyilt halmazok

lezartjai!

Legyen A azoknak a (t,J) paroknak a halmaza, amire J C I, és az F := UjeJ F;
definiciéval t € B(F) és g(t) = s|p,! Ez a A nyilvan nem iires, és felszalld, tehat van
egy maximalis (¢,J) eleme. Tegyiik fel, hogy J # I! Ekkor van egy i € I\ J, és erre
9(t|r,nr, —ti|p,nr,) = 0. Tgy 16tezik egy u € A(F;NF), amire f(u) = t|r,nr, —ti|p,np,.
Mivel A puha, ezért ez az u kiterjed a teljes U;-re, és a t meg az f(u) + t; Osszeragad
egy Fjuqi feletti szeléssé. Mivel J maximdlis, ezért csakis gy lehet ez, hogy I = J, és

ekkor t az egész U-n értelmes, és g(t) = s.

Ezutan a bizonyitas utan kénnyt belatni, hogy amennyiben a B is puha, akkor C

is. Legyen ugyanis F' egy zart halmaz, és vegyiik az s € C(F') szelést! Ekkor a
0—AFIEBF2E clr—0

sor is egzakt, és mivel A|F tovébbra is puha, ezért a globdlis szelésiik is egzakt, ami

viszont nem mas mint
0— AR 3Ry e (ry — 0.
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Ekkor s € C(F)-t felveszi egy t € B(F), ami kiterjed egy t' € B(X)-szé, és f(U)(t)

kiterjeszti s-et C-n.

fgy a kanonikus feloldas 0sszes eleme puha lesz, és a globalis szelés megtartja annak

egzaktsagat.

Ha az A gytir(i értékii kéve puha, akkor ha a M egy A-modulus értékii kéve, akkor
az is puha. Ugyanis egy s € M(F') az F zart halmazon 1év6 szelés kiterjeszthetd az F
egy U kornyezetére. Vehetjiik utdna azt a t € A(F U (X \ U)) szelést, hogy t|p = 1, a
gytirti egységeleme, és t|x\y = 0. Ekkor s kiterjesztheté 0-ként az egész X-re.

2.5. Szingularis kohomolégia

Rogzitsiink egy A gytlrit! Barmilyen X topologikus téren értelmezheté az A

egyltthatos szinguldris kohomologiak elmélete.

Legyen S, = {0,...,n} az egész szamok halmaza 0-t6l n-ig! Tekinthetjiik a
A, C R™! szimplexet, aminek azok az (zo,...,Z,) pontok az elemei, hogy z; > 0
és Yo ,x; = 1. Ha adott egy f : S, — Sy, fliggvény, ez generdl egy A, = An
leképezést oly médon, hogy f(zo,...,Tn) = (Yo, .., Ym), ahol y = Zief—l(k:) x;.

Legyen ekkor H,, = {0 : S,, — X} az ugynevezett n-dimenzids szinguldris szimp-
lexek halmaza! Az ezek éltal szabadon generalt A-modulust Cging n(X)-szel fogjuk

jelolni, és n-dimenzios komplexusoknak fogjuk hivni.

Tekinthetjiik a szigorian monoton f; : S,,—1 — S, leképezéseket, ahol ¢ fogja azt
jelolni, hogy melyik elemét nem veszi fel S,,-nek. Ennek segitségével tudjuk értelmez-
ni egy Cgsingn(X)-beli komplexus hatérat. Legyen ugyanis o € H, egy generdtora
Csing,n(X)-nek! Vehetjitk az 6sszes f; : S,,—1 — S, szigortian monoton leképezést, és

értelmezzik a hatart a kovetkezd mdédon:

n

0o = Z(—l)ia o f;

=0

Koénnyen belathaté, hogy 92 = 0.
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Most ratérek a szimplicidlis kokomplexusok definicigjara. Legyen

Cring(X; A) = Hom(Cying,n(X), A)

sing

a modulus-homomorfizmusok modulusa, és a hatar-leképezés ¢ € C’gmg(X ;A), o €
Csingn(X)-re:
dy (o) = 1 (90).

Ekkor 1évén d? = 0, értelmezhetd a

ker(d on (X5 A) — C™HL(X; A))

H;ng(X. A) - Zznf Z”lg
(d Cszng( A) - Cszng (X A))

szingularis kohomolégia.

A szimplicidlis kohomolégiat konnyen lehet kévésiteni: ha adott az X topologikus
tér, U C M nyilt részhalmaza, akkor legyen C™(X; A)(U) az U szingularis kokomplexusa,
és V' C U-ra legyen a megszoritas ugy értelmezve, hogy egy v» € C"(X; A)(U)ao : A, —

V-hez rendelje hozza a 1 (1y o o) bedgyazassal vett kompozicion a képét!

Ha a trivialis, A rostu kévét is A-val jeloljiik, akkor a kovetkez6 sor:
0— A—C'X;A)—CYX;A) —

egzakt, feltéve hogy minden pontnak van kontraktibilis kornyezete, aminek nincsen
szinguldris kohomolodgidja. A szinguldris kohomoldgia ezeknek a kévéknek a globalis

szeléseiként eloalld sornak a kohomologiaja lesz.

Allitas: Ha az X topologikus tér minden pontjénak van kontraktibilis kérnyezete,
akkor a szingularis kohomoldgidk éppen az A kévekohomoldgidival lesznek izomorfak.
Azaz

H™(A)~ H", (X).

sing

Ehhez azt kell beldtni, hogy a C’-k aciklikusak.

A C"(X; A) vektortérbél lehet késziteni CY(M; A)-modulust, azaz a nem feltétleniil
folytonos, A-beli szelések kévéje felett, ha rogzitjik a A, egy O, pontjit. Legyen
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ugyanis adott egy f : Csingn(X) — A, egy ¢ € C°(M;A), és legyen (¢ - f)(0) =
©(0(0,)) f(o)! Mivel CO(M; A) puha, ezért a C™ kévék is. Igy a szinguldris komplexusok
egy aciklikus feloldasat adjak A-nak, a trivialis, M alapt, A rostu kévének.

2.6. De Rham kohomolégia

Ha adott egy differencialhato sokasag M, tekinthetjik a koérinté nyalabjat, T M-
et. A koérintényaldbjanak tekinthetjiik az n-edik Grassman algebrajat, A" T*M-et.
Ezt £"(M)-mel fogjuk jeldlni, és n-edrendd differencidlformdknak hivjuk. A Grassman
algebra gy(iriistruktirdja miatt létezik egy A : E™(M) @ E™(M) — E™T™ (M) bilinedris

leképezés.

Létezik egy d derivédlds, ami megszoritva az n-edik formak terére d : E"(M) —
EMTL(M) tipusi, d?> = 0, és barmely ¢ € E™ és ¢p € EM(M) formdkra d(p A1) =
de AN+ (=1)"@ A dip.

Ezek alapjan definidlhaté a differencidlformék de Rham-kohomologidja:

. _ ker(d: EM(M) — EMTH(M))
Hir(M) = im(d: En-Y(M) — En (M)’

amire oroklodik a A-szorzas.

A de Rham-kohomologiabdl a kovetkezoképpen lehet kévésiteni. ElGszor is az
M bérmely nyilt U részhalmazéara értelmezheté £™(U), és ha adottak V' C U nyilt
részhalmazok, akkor tekinthet6 a ¢ — ¢|y megszorit6 leképezések £ (U)-rél E™(V)-re.

Ekkor viszont a d leképezésekkel egyiitt ezek kévék egy egzakt sorat alkotnak:

Loer) 4

0— R &%(M)
ahol R a lokalisan konstans, valés értéki fiiggvények kévéje. Azért lesz egzakt, mert
egy pont barmilyen kérnyezete tartalmaz euklideszi kornyezetet, amire megszoritva ez
a sor egzakt, a Poincaré-lemma miatt. Ebbdl a felolddsbol kaphatjuk a de Rham-

kohomologiat.
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Allitds: A de Rham-kohomolégidk izomorfak az R kévekohomolégidival, azaz

H™(R) = H7,(M).

Az &ltaldnositott de Rham tétel alapjan elég beldtni, hogy az (M) kévék acik-
likusak.

Tudjuk, hogy az (M) kévék az akarhdnyszor differencidlhaté fiiggvények, £°(M)
feletti modulus. Beldtom, hogy £°(M) puha, és ebbdl kovetkezik, hogy £'(M) is az, és
igy aciklikus.

EV(M)-n 1éteznek egység osztdsi fiigguények: barmely U; fedésére M-en olyan m;
fliggvények, amelyeknek a tartéja U;-n van, és > .m; = 1. Az ilyen kévét finomnak
hivjak.

Legyen most K C M egy zéart halmaz, és s € EY(K) egy szelés! Be lehet 14tni,
hogy ekkor létezik egy U O K nyilt halmaz, amire s kiterjed §-ként. Az M-nek egy
lehetséges fedése az U és M \ K. Ezen van egy nu és egy na\ i fiiggvény, amelyek

osszege 1. Vilasszuk az ny - 5-et s’-nek! Mivel myp\ x|k = 0, igy nu|x =1, és 5|k = s.

2.7. Dolbeault kohomologia

Legyen most M egy komplex differencidlhaté sokasag! Az M lokalis koordinatait
jeloljik z;-kkel és y;-kkel gy, hogy a z; = (z;,y;) koordindtdkban a lokalis térképek
holomorfak legyenek!

Vehetjik ekkor a 7 M érintonyaldab komplexifikaltjat, C @ 7 M-et, hasonléan a
T*M-ét: C T*M. A kovetkez6 koordinata-attéréssel:

Zi = X; + Ws;

ami a C® 7*M-en
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aC®7TM-en

0 _1(0 .0 0 _1(0 .0
0z; 2 ox; Y 82’_2_ 2 \ Ox; Y

attérést hozza létre, felbonthaté a C ® 7*M a dz;-k altal kifeszitett T M-re, illetve a
dz;-k altal kifeszitett T M -re.

Egy f : M — C fliggvény holomorfitasa azt jelenti, hogy kielégiti a Cauchy—

Riemann differencidlegyenleteket, azaz

Redf Imof
ox; Oy '
Imof B Red f
ox; Oy’
amit az 1j koordinatarendszerben tugy is fel lehet irni, hogy
of
0z; 0

Ez alapjan johet az otlet, hogy a d differencidloperatort a formék terén kettébontsuk

egy O és egy O operatorra a kovetkezé médon.

Tekintsiik az £™"(M) differencidlformak terét! A fenti koordinatarendszer segit-
ségével C ® E™(M) felbonthatd QP2(M)-ekre, ahol p + ¢ = n a kovetkez6képpen: az
QP9(M)-et mint £°(M )-modulust feszitsék ki a dz;, A...Adz;, Adzj, A...Adz;, formék!

Ekkor a d operator ezekre megszoritva
d: vaq(M> N Qp+1,q(M> D Qp,q+1(M>

médon hat, és eszerint kettébontjuk d-t a 9 és 0 operatorokra.

Jeloljik QP (M)-mel az M feletti p-edfoki holomorf formékat! Ha rogzitjik a p-t,
akkor az QP9(M)-k a O differencidloperatorral egy féligegzakt sort alkotnak. Az egész

s s 2 2

9’ 97! 1!

0— (M)~ e 2 2 gra) 2 gratian 2
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Az els6 lancszem egzaktsaga éppen a Cauchy—Riemann kritériumnak felel meg.

Az ebbdl a sorbdl nyert kohomoldgiat Dolbeault-kohomoldgidnak hivjuk, és ugy
jeloljiik, hogy HP9(M).

Allitas: A Dolbeault kohomolégidk felirhatok, mint bizonyos kévék kévekohomo-
16giai. Azaz
HPY(M) = HI(QP(M)).

Ugyanis a
—=0 —=1
0— QP(M) -5 QP 0(ar) 2 vt () 2
sorban az QP4(M)-ek £°(M)-modulusok, igy ahogy azt a de Rham-kohomol4gidknal
megmutattam, puhdk. Tehdt ez egy aciklikus felolddsa Q2P(M)-nek, és mint ilyen, a

kohomolégidja az QP (M) kévekohomoldgidjéval izomorf.

Erdemes megemliteni, hogy ha az M komplex sokasdgon adott egy 3 Hermite-féle
forma, akkor annak a képzetes része alterndld. Ezt w-val szokas jelolni. Ha dw = 0,
akkor az M sokasagot Kahler-sokasdagnak hivjak. Beldthaté, hogy egy ilyen sokasagon

az M de Rham-kohomoldgiai természetesen felhasadnak Dolbeault-kohomolégiakra:

Hn(C) _ @Hz,n—z<M)

1=0

Ez a Hodge-felbontds.
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3. Egzakt sorok
3.1. Rovid és hosszu egzakt sorok

Ismert homologikus algebrabdl, hogy ha adottak az A;, B; és C; modulusok, to-

vabba f;, g; és d; leképezések tigy, hogy a kovetkezo diagramm kommutal:

0 — 4 % B, = o — 0
Ldg ldg Ld§

0 — A4 % B o — 0
Lt la? Ldf

0 — A 2 B =0, 0

Ldg LdF Ldg

ahol a sorok egzaktak, akkor az oszlopok homolégidi egy hosszui egzakt sort fognak adni:

L ma) T Ei ) Y g L mit(a,)

Ennek kévekohomoldgiai szempontbdl az a jelentésége, hogy ha adottak a A, B és

C, X topologikus tér feletti kévéknek a kovetkez6 révid egzakt sora:
0— AL B-%c—0,
akkor vehetjiikk ezeknek a kanonikus feloldasainak globdlis szeléseit. Ezek a globalis

szelések egy a fentihez hasonlé diagrammot fognak alkotni, és ennek eredményeként egy

hosszu egzakt sort nyertiink:
0 (0]
0— HOA) L go) 9 ey L g (A) =

A kovetkezokben ezzel az eszkozzel gy fogunk egzakt sorokat nyerni, hogy felirjuk

kévék rovid egzakt sorat, és vessziik a kohomologidikat.
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3.2. Relativ kohomolégidk, par és harmas egzakt sora

Legyen A C X zart részhalmaz, és F kéve X-en! Ekkor adott a ¢+ : A — X
bedgyazds, ami szerint vehetjiikk a F|A kéve direkt képét. Konnyen lathatd, hogy a

L(F|A) izomorf lesz F 4-val. Természetes médon értelmezhetd a kovetkezd leképezés is:
F — u(F|A),

ami egy s € F(U)-hoz a s|(U N A)-t fogja rendelni. Vehetjiik ennek a leképezésnek a

magjat, és ezt fogjuk a relativ komplexusok kévéjének hivni.

Maga a 1* leképezés sziirjektiv, amit a rostok segitségével lehet latni. Ugyanis itt a
L(F|A) és F|A kévék rostjai abban térnek el, hogy egy = € A-ra izomorfak, egy = ¢ A-
ra pedig az els6ben 0, a masodikban nem létezik. Mivel pedig a F — F|A leképezés

sziirjektiv, ezért a o* leképezés tigyszintén.

Ha ker 1*-ot F(x, 4)-val jeloljiik, akkor a
0—Fxa—F —Fa—0

sor egzakt.

Vehetjiik ekkor F kanonikus feloldasat, és a kovetkez6 hosszi egzakt sort tudjuk

késziteni:
o — H'H(FL) — H™(Fix ay) — H"(F") — H"(Fi) — H" " (Fx ) — - -

Ez a par egzakt sora.

Az algebraban masodik izomorfizmus tételként ismert allitas modulusokon azt je-
lenti, hogy ha A < B < C modulusok, akkor a

0— B/A—C/A—C/B—0

sor egzakt. Itt a B/A nem mas, mint az A — B bedgyazas kokernelje.
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Ennek analégidjaként meg lehet fogalmazni az izomorfizmus tétel dudlisat. Legye-

nek A, B, C' modulusok, és legyen B az A faktora, C' pedig a B faktora! Ekkor A maga
is a B faktora, és az alabbi kommutativ diagrammon

A = A — B
T T T
B — C = C
T T T
v — V — W

minden oszlop és sor egzakt.

Legyen tehat most U C V két részhalmaza X-nek! Ekkor a
0—Fxv) —Fxo —Fwyo) —0

sor egzakt lesz, hiszen a kévék rostonként a Fx, Fy, Fy kévék , kofaktorai”.

A fenti egzakt sorbdl elkészitheté a hdrmas hossziu egzakt sora:
cee T Hn<-7:(*X,V)) - Hn<-7:(*X,U)) —>Hn(f(*V,U)) - Hn—H(f(*X,V)) ..
Mellesleg mivel A zart, az alabbi sor egzakt lesz:
0—Fa—F —Fx\a—0,
és igy F(x,4) izomorf Fx\ 4-val.
3.3. Mayer—Vietoris egzakt sor
Legyen F és G két kéve! Ekkor létezik egy izomorfizmus
H"(Feg) — H"(F)o H"(9)

kozott. Ugyanis ekkor a F és G kévék kanonikus feloldasainak tagonként vett direktosz-

szege éppen F @ G kanonikus feloldésa lesz, és F @ G globdlis szelései F(X) @ G(X)-szel
izomorf strukturat alkotnak.
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Ha adott egy F kéve az X topologikus tér felett, barmely U C X nyilt halmazra
tekinthetjiik a Fykévét, amire Fy (W) = F(U NW).

Legyen most rogzitett az U és V nyilt halmaz, amire U UV = X, és legyen W =
U N V! Ekkor a kévetkezd sor:

0O—Fw —FveFy—F —0

egzakt lesz azokkal a leképezésekkel, amik Fy egy x-beli o rostjahoz a o @ o-t rendeli,

illetve o @ 7-hoz o — 7-t. Az egzaktsag ugyszintén a rostokon latszik.

A kohomolégidk hosszi egzakt sora tehat a kovetkezoképpen fog kinézni:
.. —>Hn_1(f) — H"(Fw)— H"(Fu ® Fv) — H"(F) —>Hn+1(fW> ...

Itt természetesen H™(Fy & Fy) = H"(Fy) & H™(Fv).
Mivel egy U és V nyilt halmazokra az Fy (V) izomorf (F|U)(U NV)-vel, a V-ben

vett megszoritdasokkal kompatibilis médon, ezért a Fy és (F|U) kévék kohomoldgidi

izomorfak lesznek.

A fenti sorbdl képzett hosszu egzakt sora a kohomolégiaknak tehat igy is felirhato:

. — H"YF)— HY(FIW) — H"(F|U)® H"(F|V) —
— H"(F) — H""Y(FIW) — ...

Ez az U és V nyilt halmazokhoz tartozé Mayer—Vietoris egzakt sor.
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4. Alkalmazasok
4.1. Divizorok, Cousin probléma

Legyen adott egy M komplex sokasag, és tekintsiik egy U nyilt halmazan a holo-
morf, sehol sem eltiing fiiggvények O*(U) és a meromorf fiiggvények M*(U) multiplika-
tiv csoportjat! Az elsd része a mdsiknak, lehet ezért tekinteni a D(U) = M*(U)/O*(U)

faktorcsoportot. Ezt a csoportot a lokdlis divizorok csoportjanak fogjuk hivni.

Szeretnénk megvizsgalni a kovetkezot. Legyen adott az M sokasagnak egy U;
fedése, és ezek mindegyikén megadunk egy-egy lokalis divizort! Azt szeretnénk, hogy az
U; N U; metszeteken ugyanazt a divizort adjak, ami azt jelenti, hogy ha reprezentaljuk

filu,nu ,
"=t 4 holomorf és

oket f; meromorf fiiggvényekkel az U; halmazokon, akkor legyen Floano)
sehol sem nulla! Egy igy megadott divizort Cartier-divizornak, vagy réviden divizor-
nak fogunk hivni, és D(M)-mel jeloljiik. Kérdés, hogy meg lehet-e adni egy globalis
meromorf fiiggvényt, f-et, ami ugyanennek a divizornak felel meg, azaz hogy az flf—(j

fiiggvények holomorfak és sehol sem eltiink legyenek. Ez a Cousin-probléma.

Ennek egy elonyts megfogalmazédsa, ha csoportok helyett kévéket tekintiink. Ek-
kor ugyanis ekkor vehetjiik D-t mint a fenti csoportok kévésitése, és kévék egy egzakt
sorat kapjuk:

0— 0" — M*"—D—0

A kérdést ekkor tgy lehet atfogalmazni, hogy a globdlis szelés funktora mikor viszi ezt

az egzakt sort egzaktba.

Mivel egy divizor lényegében azt irja le egy meromortf fliggvényrdl, hogy hol van
zérushelye, illetve polusa, mindezt multiplicitdssal, ezért a divizorokat ezekkel a halma-
zokkal is le tudjuk irni. Egy meromorf fiiggvény egy 1-kodimenzids részsokasag mentén

tlnik el, és egy ugyanilyen mentén lesz pélusa. Egy divizort gy fogunk felirni, mint
Z ni‘/ia

ahol V; irreducibilis 1-kodimenziés részsokasagot jelol, n; egész szédm, és ha pozitiv,
azt jeloli, hogy hanyszoros nullhelye, ha negativ, akkor hogy hényszoros poélusa van a

divizornak.

45



Egyébként az osszes ilyen médon felirhatd objektumot Weil-divizornak is szokés

hivni.

4.2. Holomorf egyenesnyalabok

Tekintstiink most egy 7 : E — M komplex vektornyalabot! Lokalisan gy lehet
ezt lefrni, hogy rogzitiink egy U nyilt fedést, és azokon trivializaljuk a nyalabot. Ekkor

viszont sziikség lesz az attérési leképezésekre.

Legyen tehdt U egy nyilt halmaz, és ¢ : 77 1(U) — U x C™ egy lokélis trivializacid!
A trivializacié megtartja a fibrumok vektortérstruktirajat, ezért ha egy V nyilt halmazt

vesziink egy 1 : 71 (V) — V x C™ lokalis trivializaciéval, akkor a
Yot (UNV)xC"— (UNV)xC"
leképezés minden v € U NV pontra megtartja a szorzatstrukturat, és a

(Voo fuyxen : {u} x C* — {u} x C"

leképezések linearisak.

Ha a komplex vektornyalab tovabbi strukturaval rendelkezik, jelen pillanatban min-
ket a holomorf struktira fog érdekelni, akkor a trivializacié ezt is meg kell tartsa. fgy
az attérési leképezés is ilyen tulajdonsagu lesz. A tovabbiakban kizarolag holomorf vek-
tornyaldabokra szoritkozunk, de amiket leirok, természetesen mas feltételek mellett is

értelmezhetd lesz.

Ha most minden U és V nyilt halmazra adott egy gu,v : UNV — GL(C™) holomorf
leképezés, ami minden v € U N V-hez hozzarendeli, hogy az u rostjan milyen linearis
transzformdciéval lehet attérni az egyik trivializaciérdl a masikra! Ezeknek a gy v-knek

kell teljesiteniiik néhany fontos tulajdonsagot:

® gu,u = 1y, azaz minden u € U-ra gU,U(U) =1;
-1

° guv = 9yus

L4 gUavogvvw :gU7W'
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Ezek kozil a masodik kovetkezik a két szélsdbol.

Masfelol ha adott két vektornyaldb ugyanazon az M halmazon, és feltessziik, hogy
ugyanarra az U fedésre lehet Oket trivializalni, akkor pontosan akkor izomorfak, ha
léteznek Ay : U — GL(C™) transzformdacidk, amik az egyik trivializaciét atviszik a
mésikba, és a tovabbi feltétel teljesiil:

. Au o gllj,V oAy = g(2J,V

Itt g' és g2 értelemszeriien az elsé és a masodik vektornyaldb ragasztédsait jelolik.

Ezek a feltételek nagyon hasonlitanak a 2-kociklusok és 2-kohatarok feltételeire.

Ha a vektornyalab egy dimenzids, akkor egyenesnyalabokrol beszéliink. Ilyenkor
GL(C) = C* kommutativ, és a fenti feltételek ténylegesen a mésodik Cech-kohomoldgia
feltételei lesznek. Tehdt egy M tér feletti komplex egyenesnyaldbok éppen H'(O*), a
C*-értékii holomorf fiiggvények Cech-kohomoldgija.

Tekintsiik ismét a
0—0O0"— M*"—D—0

egzakt sort! Ebbdl a kohomoldgia egy hosszi egzakt sort fog létrehozni. Ekkor azt
kapjuk, hogy

0— O*(M) — M*(M) —D(M) — H (O*) — H' (M*) — ...

Itt a H'(O*) nem m4s, mint a holomorf egyenesnyaldbok csoportja.

A Cousin probléma azt jelenti, hogy a M*(M) — D(M) leképezés sziirjektiv. Ha
példaul H(O*) trividlis, akkor ez teljesiil.

4.3. Divizorosztalyok és algebrai gorbék

Egy divizort principdlisnak hivunk, ha létezik egy globalis meromorf fiiggvény,
aminek 6 a divizora. A divizoroknak vehetjiik az ekvivalencia osztalyait gy, hogy ha

egy principalis divizorban térnek el, akkor ekvivalensek. Ezek lesznek a divizorosztdlyok,
és Cl-lel jeloljiik.
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Egy f € M*(U) meromorf fliggvény természetesen kiterjed az egész M topologikus
térre meromorf fliggvényként, tehat az M* kéve laza. fgy minden n > 0-ra az n-edik

kohomoldgidi trividlisak, és a D(M) — H(O*) leképezés sziirjektiv.

Ez alapjan a
0— M*(M)/O*(M) — D(M) — H'(O*) —0

sor egzakt. Mivel az M*(M)/O*(M) maga a principalis divizorok csoportja, ezért
HY(O*) = Cl.

Legyen adott a CP? projektiv sik, és benne egy M algebrai gérbe! Ebben az
esetben az M (M) azoknak a CP?-en értelmezett meromorf fiiggvényeknek az M-re vett
megszoritasaibol all, amiknek a pélusainak a halmaza nem tartalmazza az egész M-et.
Egy ilyen meromorf fiiggvény felirhaté, mint két homogén, azonos fokud, harom valtozos

polinom hanyadosanak megszoritasa.

Egy > n;V; formaban felirt divizornak definidlhaté a foka oly médon, hogy
deg <Z niV¢> = an

Bézout tétele pontosan meghatarozza, hogy két algebrai gorbének hany metszés-
pontja van, multiplicitassal. Legyen tehat M az f homogén polinom &altal meghatarozva,
g/h pedig egy homogén 0 foki meromorf fiiggvény tgy, ha g és h homogén polinomok,
és egyikiik sem tlinik el M-en. Ekkor f és g metszéspontjainak szama meghatarozott
a fokuk &ltal, és igy ugyanannyi, mint f és h metszéspontjainak szama. Tehat g/h-nak
ugyanannyi zérushelye lesz az M goérbén, mint pélusa, és igy az altala meghatarozott

divizor foka 0 lesz. fgy létezik egy

M (M) 2% D(ar) 25

féligegzakt sor.

Ez a fokszam tovabba kiterjed a C'l divizorosztalyok csoportjara. Egyfeldl a fokszam

csoporthomomorfizmus: ha f és g két divizor, akkor deg(fg) = deg f + deg g. Mésfeldl
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barmelyik principdlis divizor egy globalis meromorf fliggvénnyel reprezentalhatd, aminek

a foka 0. fgy a deg kiterjed Cl-re is.

Kiilon érdekes tipust reprezentdlnak a nulla fokid divizorosztélyok, amiket C1°-
val fogok jelolni. Legyen az M egy nem-elfajulé, harmadfokid gorbe! Rogzitsiik egy
tetszoleges Py pontjat! Elkészithet6 minden P pontjdhoz az M gorbének egy divizor,
aminek a P-ben zérushelye, Py-ban poélusa van, és ennek a divizornak nulla lesz a foka.
Viszont nem irhato fel a P = P, eset kivételével principalis divizorként, hiszen ha h
egy meromorf fiiggvény volna, akkor arra gy is tekinthetnénk, mint egy h : M — CP*
leképezés, és mivel a P-ben egyszeres zérushelye van, ezért h foka 1 lenne. Viszont ez
azt jelentené, hogy M és CP' biraciondlisan ekvivalens (lasd: Igor Shafarevich: Basic

Algebraic Geometry), ami nem 4all fenn.

Tehét 1étezik egy M — C1° bedgyazas, amir6l belathatd, hogy izomorfizmus.

4.4. Az algebrai gorbe és a divizorosztalyok kapcsolata

Egy holomorf fliggvény exponencidlisa egy sehol sem elttind holomorf fiiggvény lesz.

Ott lesz az érték 1, ahol 27 egy egész szamszorosat veszi fel. Tehat

0—Z2E 0220 —0

kévék egzakt sora. Ha ezek kohomoldgidit tekintjiik, akkor a kovetkezo hosszu egzakt

sort nyerjiik:
H°(0) — H%(0") — H'(Z) — H'(0) — H'(0") — H*(Z)

Itt a H'(Z)-k izomorfak az egész értékii szinguldris kohomoldgidkkal.

Vegyiik most az alap M topologikus teret egy CP*-beli algebrai gorbének! Ekkor
HO(O*) = C*, hiszen egy globalis, holomorf fiiggvény csak konstans lehet. Viszont
egy nem-nulla konstans fiiggvény el6all egy holomorf fliggvény exponencialisaként, igy
a H°(O) — H°(O*) sziirjektiv.
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Egy komplex algebrai gorbe topoldgiailag egy Osszefiiggd, iranyithato topologikus
2-sokasag, igy az elsé és mésodik szingularis kohomolégidi Z29 és Z, ahol g a gorbe

génusza.

Egy algebrai feliileten ha vesziink egy Hermite-féle format, és annak a képzetes
részét w-val jeloljiik, akkor dw € £% = 0, tehat az algebrai gorbe egy Kihler-sokasdg

lesz.

Mivel H!(C) a komplex értékii szimplicialis kohomolégiacsoporttal izomorf, ezért
az C29, és gy C29 = HYO(M) @ H®'(M) a Hodge felbontds révén. A H®(C) és a
HY9(C) konjugalt izomorfak, H%!(M) pedig éppen a holomorf fiiggvények elsé koho-
moldgiacsoportja. Tehat H!(O) = C9.

Be lehet 14tni, hogy a H'(O*) — H?*(Z) = Z leképezés nem més, mint a deg
leképezés, azaz minden holomorf fiiggvényhez annak fokat rendeli hozza.

Tehat a kovetkez6 sort nyerjiik:

0—7Z% —CI—Cli% 7

Legyen most g = 1, ekkor a C/Z? egy térusz lesz. Az M sokasig egy P pontjahoz
hozzérendelhetjiik a P — Py divizort, aminek a foka 0. Tehdt el6all, mint a C/Z?
térusz egy pontjanak képe, és igy CI1° =2 C/Z2. Az el6z6 fejezetbdl pedig kapjuk, hogy
Cl®~ M.
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