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1. fejezet

Bevezetés

Egy problémadra sokféle algoritmus és megtobb fajta implementacio sziilet-
het. Igy jogos a kérdés, vajon tudjuk—e particiondlni a programokat aszerint, hogy
,ugyanazt csindljak—e”? Mar precizen definidlni sem konnyd ezt a fogalmat, tobb
megkozelités lehetséges, melyek koziil ebben a dolgozatban a kornyezeti ekvi-
valenciat fogjuk bevezetni és a hozza kifejlesztett médszerek egyikét, a logikai

relaciok elvét fogjuk bemutatni.

Ez a mddszer teljes mértékben a tipusrendszer €s a nyelv operdciés szeman-
tikdjara épit, az els6 1€pcsdfok az ekvivalencia megértése felé. A vizsgdlt nyelv
tipusai dont6 szerepet kapnak a vizsgdlatok sordn, tobbféleképpen fogjuk tudni
jellemezni az ekvivalencidt az egyes tipusokon, s6t az elméletet alkalmazni fogjuk
egy példan keresztiil nemcsak kifejezések, de absztrakt adattipusok kozti ekviva-
lencidra is. Mivel az ekvivalencia konstrukcidjdval nehézkes dolgozni, tobbféle
karakterizaciot foguk mutatni, példaul a ciu—ekvivalencidt €s ilyen lesz a dolgo-
zat targya, a logikai reldcid is. A vizsgalt nyelv determinisztikus szemantikdjud, de
azért elég erds lesz. Vizsgélni fogjuk az ekvivalenciat univerzalisan és egzisztenci-
alisan kvantifikalt tipusukra, rekurziv fliggvényekre is, azonban rekurziv tipusokra
a probléma a mai napig nem megoldott. A médszer erejét mutatja, hogy igen erds
tételeket tudunk belétni segitségével, mint példdul a 3.5.1. és 3.5.2., de rekurziv
tipusokndl bér lehet logikai reldciét definidlni, az gyengén kozeliti a kdrnyezeti

ekvivalencidt, ezért ugy néz ki, itt gyokeresen 1j otlet kell majd. Nemdeterminisz-
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tikus szemantikdval rendelkezd nyelvek esetén a logikai relaciok médszere sokat
veszit erejébdl, erre az esetre mas konstrukciét érdemes haszndlni, a ,,hasonldsa-

got”, de ezzel is a rekurziv adattipusok esete nyitott marad.

A kornyezeti ekvivalencia fogalmét el6szor Morris [7] hasznélta bizonyitési
modszerként, innentdl tobben tanulmanyoztdk kiilon a témakort. A logikai reldci-
6k mddszere pedig egészen Plotkin [15] és Stateman [17] 70—es és 80—as évekbeli
munkdjdig nyulik vissza. Mitchell [6] denotdcids szemantikdval leirt nyelvekre
vizsgélta az ekvivalencia fogalmat, a szimuldci6 segitségével. 1993—ban Plotkin
és Abadi [1] a polimorfikus A—kalkulusra is alkalmazta az elméletet, {6 eredmé-
nyiik, hogy bizonyitasi principdtumokat adtak, bar a rekurziét nélkiilozte a minta-
nyelviik. Pitts [12][13] az ezredforduldn kiterjeszti mindezt rekurziv fiiggvények-

re is, amihez a megengedhetdségi feltételre van sziikség.

A 2. fejezetben bemutatjuk a logikai relaciok alkalmazasat egy egyszerii eset-
ben, definidljuk az egyszerd tipusos A-kalkulust, Unit tipussal és a nyelv egy de-
finicios ekvivalencidjat. Sikeriil algoritmust is adni az ekvivalencia eldontésére,
melynek teljességét, azaz hogy az ekvivalencidbodl kovetkezik az algoritmus altal
meghatdrozott ekvivalencia, a logikai relaciok médszerével fogjuk beldtni. De-
finidlunk egy specidlis relaciét, és bebizonyitjuk, hogy az megegyezik mindkét

2 4 2

ekvivalencia relacidval. Ezt a két 4llitast a f6 lemma €s a 6 tétel fogja kimondani.

A 3. fejezetben altalanosabban vizsgéljuk a kérdést €s bevezetjiik a kornye-
zeti ekvivalencia fogalmat, ami a leginkdbb elfogadott definicidja A kifejezések
kozti ekvivalencidnak. Lényegében akkor tekintjiik ekvivalensnek két kifejezést,
ha minden kornyezetben ugyanazt a megfigyelheté eredményt adjak. Ez a meg-
fogalmazas persze még finomitdsra szorul. Definidljuk a vizsgalt nyelvet, Fy;,
—t, majd a kornyezeti ekvivalenciara jellemzést adunk operdcids szabalyok segit-
ségével. Keretrendszereket haszndlva a ciu—ekvivalencidval is jellemzést adunk.
Bevezetjiik a tipusok hatdsét a kifejezés—reldciokon, ami egy lezardsi operator a
relaciok hélgjan. Ez az absztrakt fogalom vezet el minket a A logikai relaciéhoz.
Belatjuk, hogy valoban a kornyezeti ekvivalencidval egyezik meg, €s erejét fel-
hasznéljuk tovabbi jellemzések, kiterjesztési lemmak bizonyitdsara, mint példaul

fliggvények esetén, mely azt allitja, hogy két fliggvény pontosan akkor ekvivalens,
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ha barmely ekvivalens argumentumra is applikdlva 6ket, ugyancsak ekvivalens
eredményeket kapunk. A 3.5.3. és 3.5.4. fejezetekben konkrét példdkon keresztiil
mutatjuk meg a logikai relaci6 alkalmazdsat, ravilagitunk a tipushatas és kiterjesz-
tési lemma 1ényegére egzisztencidlis tipus esetén, illetve tipusokra is alkalmazzuk
majd az elméletet: Beldtjuk két polimorfikus tipus kornyezeti egyeldségét, amik

listakat reprezentdlnak.



2. fejezet
Egy egyszeri logikai relacio

Jelen fejezetben bemutatjuk, hogyan miikodik egyszeri esetben a logikai re-
laciok modszere, ezért sokszor aprobb részletek bizonyitdsatol eltekintiink, illetve

s

ahol lehet és egyértelm, egyszerdsitéseket alkalmazunk.

2.1. A probléma

Az egyszer( tipusos A-kalkulust fogjuk haszndlni, hogy eldontsiik két adott
nyelvbeli kifejezésrodl, hogy azok ekvivalensek—e. Tovabba a nyelvhez hozzaadunk
egy bazis tipust is, azaz egy el6re definidlt konstanshalmazt. E tipus elemeit k-val
fogjuk jeldlni.

Az ekvivalenciat I' = s =t : T fogja jelolni, ami azt jelenti, hogy a I' tipus-
kornyezetben s €s t ekvivalensek mikozben tipusuk 7'. Ezt a fajta ekvivalenciat
szokds ,,definicids” ekvivalencidnak is hivni, hiszen kozvetleniil szabdlyokkal de-
finidljuk. A szabdlyok nagy része egyszer, azaz, hogy a széban forgd reldci6 egy
ekvivalencia, és egyben kongruencia is az absztrakcidra és az applikdcidra nézve.
A nehézséget az utols6 szabdly fogja okozni, mely szerint két fiiggvény ekviva-
lens, ha ugyanazzal az argumentummal vett applikacidjuk ekvivalens. Ez utébbit
kiterjesztési szabdlynak is nevezik, melynek jelentését €s jelentOségét a késdbbi-

ekben fogjuk létni.
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kifejezés
tipus

kontextus

'et:T
(T-VAR)

(T-ABS)

(T-APP)

(T-CONST)
S =S
(QR-REFL)
(QR-ABS)

(QR-APP)

(QR-BETA)

(QR-ETA)

I'Fs=t:T

(Q-REFL)

(Q-SYMM)

(Q-TRANS)

(Q-ABS)

(Q-APP)

(Q-BETA)

(Q-EXT)

2.1. tdblazat. Egyszert tipusos A-kalkulus
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2.2. Nem tipusvezérelt ekvivalencia vizsgalat

A hagyomadnyos, legegyszerlibb médszer az ekvivalencia eldontésére az, ha
normalizéljuk a kifejezéseket, majd 6sszehasonlitjuk Sket. Tehat s és ¢ pontosan
akkor ekvivalensek, ha normalformdik ugyanazok(a-konverzi6tol eltekintve). A

modszer alkalmazédsidhoz a kovetkezd harom dllitdsnak kell teljesiilnie:

e Az ekvivalencia szabdlyaibol egy redukciés relaciét kell tudni késziteni,
amire igaz, hogy ' - s = ¢ : T pontosan akkor, ha s <* ¢, ahol &* a

redukcios relacid szimmetrikus és tranzitiv lezarasa.

e A redukcidnak egyesitdnek kell lennie, azaz ha r =* s és r =* ¢, akkor

Jus = uést="u.

e A redukciénak normalizdlénak kell lennie, azaz minden kifejezésnek kell

létezzen hatékonyan kiszdmithaté normalformaja.

Ezekbdl bizonyithaté a kovetkez6 lemma:

2.2.1. Lemma. Legyen = egyesitd, s és t normdl formdi s' és t'. Ekkor s <* t

akkor és csak akkor, ha s’ = t'.

Ezek sokszor, bonyolultabb illetve kifejez6bb nyelveknél nagy elvarasok, igy

a modszer ezekben az esetekben nem alkalmazhato.

2.3. Tipusvezérelt ekvivalencia

Ezen feliil vannak esetek, amikor a fenti modszer azért sem alkalmazhatd, mert
az ekvivalencia definicidja tipusérzékeny. Adjuk hozza a nyelvhez a Unit tipust,
aminek egyetlen eleme van, a unit.

Ezért evidens ennek ekvivalencia szabdlya is, (Q-UNIT), ami azt fejezi ki,

hogy barmely két elem a Unit tipusbdl ekvivalensek egymdssal. Példaul a

' unit =unit :Unit
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Tipusozds Lkt T

Szintaxis I'Funit :Unit (T-UNIT)

;:: - | ’u[?iltt ((;mg Ekvivalencia 'bs=t:T
=...|Uni ni : i : '

st QUMD

2.2. tdblazat. A Unit tipus

szabdly bar helyes, mégsem lehet segitségével Unit-ra vonatkozé ekvivalencidt
levezetni. Ha = és y normélformédban vannak, nem biztos, hogy tudunk donteni,

csak a tipusuk alapjan és ahhoz kell az erdsebbik, (Q-UNIT) szabaly.

2.4. Az algoritmus

Algoritmust szeretnénk adni I' = s = ¢ : T eldontésére, ha s és t kifeje-
z€sek adottak ugyanabbdl a tipusbdl. Tipusvezérelt algoritmusunkat a kovetkezd

megfigyelésekbdl épitjiik fel:
1. HaT' =Unit, akkor azonnal igent mondhatunk az erds szabdly alapjan.

2. HaT Ty — T, alaku, visszavezetjiik a problémaét egy egyszeriibbre, ahol T’

mar csak 75 alaki. Az eredetivel ekvivalens atiras a kovetkezo:

DTy Fsz=te: T

Ez helyes kovetkeztetés, hisz az utdbbibdl (Q-EXT)-et felhaszndlva azonnal
latszik az elébbi. Megforditva, a (Q-APP) szabdlyt kell felhasznélni a gyengitd

lemmaval egyiitt:

2.4.1. Lemma (Gyengit6 lemma). Hal'+s=t:T, akkorU',z: SFs=t:T

A feladatot, barmilyen tipusrdl, igy sikeriilt leredukdlni egyediil a bazis tipus-

ra, tehat mar csak ott kell eldonteni az ekvivalenciat.
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Ebben a helyzetben miikodhet a hagyomdnyos normalizacids médszer, hiszen
a tipusérzékenységet most mar nem kell szamitasba venni. A normalizacios fazis

az alabbi 0t forma egyikéhez vezet:

1.TFxsy...8, =xty...t,: B
2.T'+Fk=k:B

3.Fxsy...s, =yty...t,: B,aholz # y
4. I'+xs;...8, =k : B

5.TFk=k":B, ahol k £k

Vildgos, hogy a 2. esetben azonnal visszaterhet az algoritmus pozitiv vélasszal
€s az 5.-ben negativval. A 3-as €s a 4-es esetben szintén ledllhat az algoritmus,
€s az is igazolhato, hogy ekkor sem lehetnek reldcidban, igy egyetlen Ut marad a
tovdbbi vizsgdlodasnak, az elsd pont. Vegyiink egy egyszeriibb esetét, s = zt :
B-t, ahol z T' — B tipust. Ekkor elég eldonteniink, hogy s = ¢t : T (Q-APP)
€s (Q-REFL) miatt. Azaz most ismét egy dltalanos ekvivalencia kérdéssel kell
folytatni az algoritmust, a 7" tipusra, tehét a szintaktikai ellendrzés nem segithet,

az algoritmus tipusvezérelt részére van sziikség.

s

Vegyiik észre, hogy az eldbb elbirt forma nem is teljesen normalizalt forma-
ja a kifejezésnek. Példaul vegyiik az xs = xt : T-t, ahol z : Unit — B és
s,t : Unit. Ekkor teljesen értelmetlen, hogy a részkifejezéseket normalizaljuk.
Elég tehat gyenge fej normalizdlni, azaz mindig a legbaloldalibb, legkiils6 rede-
xet vélasztjuk redukcidra, majd azonnal készen vagyunk, ha a kifejezés massal

kezd6dik mint egy \-absztrakci6.

2.4.2. Definicié. Azokat a B tipusu kifejezéseket, melyek % konstansok, vagy a

fenti xt; ... t, alakban allnak eld, titvonalaknak nevezziik.

Az eldbbi megfigyelésekre alapozva a 2.3. dbra irja le az algoritmust és defi-

nidlja a felhasznélt relacidkat.



2. FEJEZET. EGY EGYSZERU LOGIKAI RELACIO

Utvonal
pq=x|ptlk
Gyenge fej redukcio s~ t
()\SC . Tll.tlg)tQ > tlg[I = tg] (QAR-BETA)
tl i tll
_— AR-APP
tltg 2 tll tQ (Q )
Gyenge fej normalizéacio s{t
~1 t
st thu (QAN-REDUCE)
s u
t~ AN-NORMAL)
Tt (QAN-
Algoritmikus kifejezés ekvivalencia 'Fset: T
sip tlq TTFp—gq:B
AT-BASE
'Fs<t:B Q )
e Th'Fszste: T,
AT-ARROW
I'Fset: Ty — Ty Q )
'Fset:Unit (QAT-ONE)
Algoritmikus ttvonal ekvivalencia I'tpe—q:T
rz:Tel
- AP-VAR
'rFee—ax:T Q )
'Fpe—q:T1 —T, Thrset:T)
AP-APP
I'kFps e qt:Ts Q )
'tk<—k:B (QAP-CONST)

2.3. tdblazat. Ekvivalencia algoritmus \;—hez
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1. Algoritmikus kifejezés ekvivalencia, I' = s < ¢ : T'. Ez a reldcié vezet

vissza egy éltalanos problémat a bazis tipusra.

2. Algoritmikus utvonal ekvivalencia, I' - p «<» ¢ : T'. Ez az Gtvonalak struk-
tirdja szerint vezérelt része az algoritmusnak. Ellendrizziik p és q ,.fejeit”,
hogy azok azonosak—e, majd ha kell, a megfelel6 részkifejezéseket vizsgal-

juk algoritmikus kifejezés ekvivalencidra.

3. Gyenge fej redukcio, s ~ t. A gyenge fej normalizdci6 alaplépése, amely

s fejében egy redexet redukal.

4. Gyenge fej normalizacio, s |} t. s gyenge fej normalizacidjat végzi, gyenge

fej redukcidk sorozatdval.

2.5. Teljesség

Kovetkez6 feladatunk, hogy beldssuk, az algoritmus j6l miikodik, azaz helyes
és teljes. Az algoritmus helyes, ha csakis ekvivalens kifejezésekre ad pozitiv va-
laszt, vagyis ' - s < ¢t : T, akkor ' - s = t : T. Megforditva, az Osszes

ekvivalens kifejezéspdrra pozitiv vilaszt ad, tehat,

25.1.Tétel. Hal'-s=t: T, akkorT'Fs < t: T

A helyességet kozvetleniil indukcidval be lehet bizonyitani. A teljesség ellen-
ben nehézségeket rejt magédban, amit a logikai reldciok médszerével fogunk tudni
lekiizdeni.

A 2.5.1. tétel azaz a szabdlyok nagyrésze szintigy bizonyithat6 indukcidval.
(Q-ABS) esetében példaul I' = \x : T.s9 < Ax @ Tty : 17 — Th—t, amihez elég
latni, hogy

Cyo:Ti b (Ae:Ti.so)r < (A Thde)x : Ty

Ezzel az a gond, hogy az indukcids hipotézisbdl,

F,IIT1|_82<:>t21T2
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de ezt nem lehet kozvetleniil bizonyitani. Sziikség van a gyenge fej lezdrasi lem-

mara:

2.5.2. Lemma (Gyenge fej lezardsi lemma). Ha I' F s < t : T, s ~* s és
t'~*t, akkorI'+ s <t/ : T.

2.5.3. Lemma (Algoritmikus szimmetria). Ha ' - s <t : T, akkorI' -t < s :
T

2.5.4. Lemma (Algoritmikus tranzitivitds). Hal'Fs < t:TésT'Ht s u: T,
akkorI'Fs < u:T

Ezek a lemmak szintén indukcidval bizonyithatéak.

Az applikaciés szabalyok bizonyitdsdnal viszont nehézségekbe iitkoziink, ami-
nek az az oka, hogy ebben az esetben az indukcids feltevés nem tud semmilyen
informdcidval szolgdlni azzal kapcsolatban, mi torténik, amikor egy kifejezést
applikdlunk egy argumentumra. (Q-APP) esetében a I' - sy & ¢ : T7 — T
és ' F sy & ty @ T, indukciés hipotézisbdl I' F s1s9 < 11ty : To—t kéne
levezetni, de ez nem megy. A legkozelebbi forma amihez igy eljuthatunk, az a
iz Ty F s1x & tiz @ 15, és nem tovabb, hiszen az algoritmus azon része,
ami s;z—et tyx—el hasonlitja Ossze, teljesen masképp miikodik mint ami s; 55—t

t1to—vel hasonlitja Ossze.

2.5.5. Egy logikai relacio

A problémat az okozza, hogy az algoritmikus ekvivalenciarél nem latszik

azonnal, hogy logikai, a kovetkez6 értelemben:

2.5.6. Definicio. Tegyiik fel, hogy R(s,t,T) olyan reldcid, melyben s és ¢ tipusa
is T'. Ekkor R logikai, ha valamikor is R(sy,t1,T) — T3) és R(sa, to, T1) fenndll,
akkor R(sys9,t1ta, T3) is fennall.

Magyaran, hogy zart az applikdciora nézve. A logikai név onnan ered, hogy
zartsdgot kovetel meg valamilyen, a tipusok kozotti logikai operatorra. A bizonyi-

tas stratégidja, felhaszndlva ezt az 4j fogalmat, igy médosul, hogy a definicids és
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algoritmikus ekvivalencia k6z¢é beépitiink egy logikai relaciot is. Ez lesz a logikai
ekvivalencia két kifejezésre nézve. Megmutatjuk, hogy a logikai ekvivalenciabol
kovetkezik az algoritmikus, és hogy a definicids pedig implikélja a logikait.

A relaciot a tipus szerinti indukcidval definidljuk, pont ugy ahogy nekiink
sziikségiink lesz ra, vagyis fiiggvénytipusokra pont a zartsagot fogjuk megkdve-

telni:
['F s|t : T pontosan akkor, ha

T = Unit, vagy
T=BéIl'Fs&t: B, vagy
T=T —Ty8és Vs t'ésVI" DT

I §|t': Ty akkor IV = ss'|tt' = Ty

Vegyiik észre, hogy a fiiggvénytipusndl azt is megkoveteljiik, hogy egy tetsz6-
leges, bvebb kornyezetben teljesiiljon a logikai reldcid. Ez valdban sziikséges és
lényeges kritériuma a definiciénak, ugyanis amikor fiiggvénytipusra szeretnénk
igazolni, hogy a logikai relaciobdl kovetkezik az algoritmikus is, ahhoz elenged-
hetetlen a kovetkezd formula is: I',x : T} F sx < tx : T5. Ez az indukciébol
nem jon ki, de ha be tudnénk ldtni, hogy ',z : T1 F sx|tx : Ty is teljesiil, mar
készen lennénk. Ez utébbi konnyen be is lathatd, de csak akkor, ha megvan a re-
laciénak a monotonitdsi tulajdonsiga, azaz pont az amit meg is koveteltiink tdle a
definicigjaban.

A kovetkez6 lemmadk a mononitdst mondjak ki a reldcidkra, indukcidval lehet

Oket belatni:

2.5.7. Lemma (Algoritmikus monotonicitas). Tegyiik fel, hogy I" O T'. Ekkor

1. HaTFs&et: T, akkorTVFs&<t: T
2. HaT ks~ t:T, akkorT'Fs—t:T

2.5.8. Lemma (Logikai monotonicitds). Ha I' - s|t : T és I' DO T, akkor " -
slt: T
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2.5.9. A fo Lemma

Osszegezve, mostmdr tgy tlinik megvan a sziikséges kozbiilsé reldcid, és ké-
szek vagyunk, hogy beldssuk az algoritmus teljességet, amihez az kell, hogy a
definicids ekvivalencia implikdlja a logikait és a logikaibdl kovetkezzen az algo-
ritmikus. Ezt az ut6bbi allitast fogjuk dgy hivni, hogy a F6 lemma, ami igazdbol
két dolgot allit. E16szor is a fent emlitett implikaciét, masrészrdl, ahhoz hogy ezt
lassuk, tudnunk kell, hogy a valtozok sajat magukkal logikailag ekvivalensek—e.

Ennél egy erdsebb dllitast fogalmaz meg a lemma:

2.5.10. Lemma (F6 lemma).

1. Hal' & s|t: T akkorT'F s < t:T.

2. HaT'F s < t: T akkorT't- st : T.
Bizonyitas. T' struktdjé szerinti indukcidval.
T=B

1. Definicid szerint.

2. Mivel p és ¢ utvonalak, (QAN-NORMAL) szerint p || p és q | q.
(QAT-BASE)-bdI I' - p & ¢ : B, igy definici6 szerint készen va-
gyunk.

T = Unit
1. (QAT-ONE)-bdl azonnal kévetkezik.
2. Definiciobdl azonnal kovetkezik.
T=T —1T

1. Elég megmutatni, hogy I'x : T} + sz < tx : Th. Hal',x : T} F
sz|tx : Ty, akkor indukcival ez megmutathat6: (QAP-VAR) szerint
Doe:Thbkoxeox:Ty,ésigyl e Ty bFxlz: Ti. Mivel T C (T, z :
1)), T,z : Ty F sx|tx : Ty is teljesiil.
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2. Tegyiik fel, hogy I' C T” és I F s|t : T}. Azt kell megmutatni, hogy
I  ps|qt : Ts. Ez indukciéval bizonyithat6, ha tudjuk hogy I” +
ps < qt : T teljestil.

Az el6z6 pontot és indukcidt haszndlva, I + s < ¢ : T}. Az algoritmi-

kus monotonicitdsi lemmat(2.5.7.) haszndlva IV = p < ¢ : T1 — T,
és igy (QAP-APP)-bOI IV - ps < qt : Ts.

2.5.11. A f6 tétel

Mir csak egy dolog maradt hatra, nevezetesen, hogy beldssuk, a definicids
ekvivalencidbol kovetkezik a logikai. Az egyszer(ibb szabdlyok, (Q-SYM), (Q-
TRANS), (Q-ABS) és (T-ANS) most is, mint mindig indukciéval bizonyithat6, de
azért mondjuk ki oket:

2.5.12. Lemma (Logikai szimmetria). Ha I' & s|t : T, akkor T' - t|s : T.

2.5.13. Lemma (Logikai tranzitivitds). Ha I' & s|t : T, és ' & t|u : T, akkor
I'Fsju:T.

2.5.14. Lemma (Logikai gyenge fej lezdras). Ha 't s|t : T, s’ ~* s, ést/ ~* t,
akkor T'F &'t : T.

Ezzel az 0sszes szabdly esetére belattuk a teljességet is, kivéve kett6t, (T-VAR)
és (Q-BETA) eseteit. Ez el6bbi kijonne rogton a f6 lemma masodik részébdl is,

de a (Q-BETA)—ra mutatott kovetkez6 bizonyitdsbdl is kipottyan majd:

Az indukcio6s feltevést hasznalva azt kell megmutatni, hogy
'k ()\[E : T1.812)52|t12[l' = tg] : Tg
A 2.5.14.—es lemma szerint ehhez elég

['F [z := so]sia|tia]x :=to] : Th
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is. Az indukci6 viszont csak a kovetkezdket adja:
F,xZleSlgEtuiTQ és F"SQEtQZTl

Emiatt a bizonyitdst be tudjuk fejezni, ha igazolni l4tjuk, hogy a logikai ekviva-
lencia zart a behelyettesitésre nézve. Magdbdl a definici6bdl ez elég nehéz volna,

igy egy kicsit tovabb bonyolitjuk, kiterjesztjiik a logikai ekvivalencia definicigjat.

2.5.15. Definicié (Helyettesités és hatdsa). Egy fiiggvény, amely valtozék halma-
zat a kifejezésekre képzi, helyettesitésnek nevezziik.

Legyen ~y egy helyettesités, hogy dom(~) tartalmazza t szabad valtozéit. Ekkor
v(t) az a kifejezés, amit y—bdl és t—bdl nyeriink, annak szabad véltozéinak szi-

multan helyettesitésével v szerint.

2.5.16. Definicié (Helyettesités kiterjesztése). Tegyiik fel, hogy = ¢ dom(~), ek-
kor [z := t]-vel jeloljik azt a helyettesitést, aminek domainje dom(y) U x, min-

den pontban y—val megegyezik, és x—ben -t veszi fel.

2.5.17. Definicié (Logikailag ekvivalens helyettesitések). I” - |6 : T" pontosan
akkor, ha dom(vy) = dom(0) = dom(T") ésminden z : T' € T'—raI'' - ~(x)|d(z) :
T.

Mostmdr bizonyithatjuk a {6 tételt, amit két kiilon részbdl tesziink Ossze:

2.5.18. Tétel (1. Fg tétel). Hal' -t : T ésT' =~ |6 : T, akkorT" = ~(t) | 6(t) : T
Bizonyitds. Indukcidval.

T-VAR ¢ = z-bdl és a logikailag ekvivalens helyettesitések definicigjabol azon-
nal adédik.

T-ABS Legyent = Az : T1.to, T = Ty — T5. Feltehetd, hogy I O IV és I -
s'|t' . Ty. Azt kéne latni, hogy T = (Ax : T1.v(t2))s" | (Ax : T1.6(¢2))t -
T5. A logikai gyenge fej zartsagbdl ehhez elegendd, hogy I' F ~(to)[x =
s')10(ty)[x := t'] : Tp. A logikai monotonitds szerint a I' tipusd v és § a
[ kornyezetben is logikai ekvivalencidban dllnak, igy tehdt I'' F ~[z :=
§') 0]z :=+t]: (T, x: T1). Az indukciébdl innen adddik, hogy I - [z :=

§'|(t2) | 8]z == t'](t2) : Ty, ami mar ekvivalens a kivant formuldval.
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T-APP Most { = t1ty, T = Ty
Indukcids feltevésiink szerint IV = (1) | 0(t1) : Th — ToésTV F y(ta) | d(ts) :
Ti. A logikai relaci6 definicidjat alkalmazva, IV F ~(t1)y(t2) | 0(t1)d(t2) -
T, kovetkezik, azaz IV - v(t1ta) | d(t1ts) : To.

T-CONST I" F k| k : B, igy azonnal kovetkezik a tétel éllitasa is, hisz k—nak

nincsenek szabad valtozodi.

T-UNIT Azonnal kovetkezik a definiciobol.

]

2.5.19. Tétel 2. F6 tétel). Hal' - s =t : T, és 1" = ~|0 : I, akkor I"
v(s)[o(t) : T.

Bizonyitds. Indukcidval.

Q-REF, Q-SYMM Azonnal kovetkeznek.

Q-TRANS A logikai szimmetriabdl és tranzitivitasbdl kapjuk, hogy IV = 66 :
I', igy az indukcidt y—ra és d-ra alkalmazva IV F ~(s)|d(¢) : T adddik.
Most d-ra és d—ra alkalmazva az indukciét, IV = §(¢) | 6(u) : T —t kapjuk,

ahonnan a kelld éllitas a logikai tranzitivitdsbol azonnal létszik.

Q-ABS Legyen s = Ax : T1.59,t = Ax : Ti.do, ésT = T7 — Ty, Tegyilk
fel, hogy I' D IV és I + &' |t : T). Azt szeretnénk megmutatni, hogy
I"E Az Tyy(s2))s | (Ax : Th.0(t9))t' = Ty. A logikai gyenge fej lezaras
szerint elég latni I = v(sq)[x := §'] | 0(t2) [z :=t'] : Tb.
A logikai monotonitds szerint I + |0 : T', igy I'' F [z := ]| [z =
t'] : (T, z : Ty). Indukciébdl T7 F ylz = §'](s9) | 0]z := t](t2) : To, ami

mar a kivant allitassal ekvivalens.

Q-APP Legyen s = sys9, t = t1to és T = T15. Indukcidbdl, a logikai rel4cid
definicidjabol és IV O T'—t felhaszndlva [ = ~(s1)y(s2) |d(t1)0(ta) = T
ad()dlk, amibsl IV - ’7(8152) ’ (S(tltg) . TQ.
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Q-EXT Itt a valtozok kiosztisa a kovetkezb: s = s, t = tésT = 17 — Ts.
Tegyiik fel, hogy I D TV és T &' |t' : T}. Azt kell megmutatni, hogy
"= ~(s)s" | o0(t)t : Ts.
Logikai monotonitasbol I'' = ~|§ : T, igy I' F ~[z = §'|| o[z = ] :
(T',x : T7). Indukciobdl I F [z = §'](sx) | o[z = t'](tx) : (T, 2 : Ty),
ami I = y(s)s" | §(¢)t' : Ty, ami a kivant allitds.

Q-BETA Legyen s = (Ax : T71.519)89, t = tpplx = to] : To és T = T5. In-
dukciébdl jon, hogy I F y[z = 7(s2)]| [z := d(t2)] : (T',x : T7). In-
nen IV F ~v(s12)[x := v(s2)] | d(t12)[z := to] : To. Végiil a logikai gyen-
ge fej lezarasbol IV = (Ax : T1.9(s12))7(82) | 6(tia]x = t3]) : T, azaz
I y((Ax s Thoy(s12)s2) | 0(tiz[z i= to]) = T

Q-UNIT A logikai relaci6 definicidjabol azonnal, hiszen itt 7" = Unit.

2.5.20. Tétel (Teljesség). Hal't-s=t:T, akkorT'-s <t :T.

Bizonyitds. Legyen v az identikus behelyettesités dom(I")-n. Minden z : T-re
['-bdl igaz, hogy I' - x|z : T a f6 lemma értelmében. Ezért I" = ~ |~ : ' is
fenndll. A f6 tétel miatt I' = ~(s)|~(¢) : T, ami nem mds mint I" - s|¢ : 7.
Ekkor ismét a f6 lemma szerint ' - s < ¢ : 7. [l



3. fejezet

Kornyezeti ekvivalencia

3.1. Bevezeto

Az eldébbiekben a vizsgélt nyelv egyszer(isége miatt még algoritmust is tud-
tuk adni a tipusos ekvivalencia vizsgélatara, igaz, az rdaddsul definiciés ekvi-
valencia volt, bizonyos operécids szabalyok felallitdsaval volt elkészitve, raada-
sul ugy, hogy az nem mindig fedte az intuicidnkat. Példdul észszerli volna két
fiiggvényt ekvivalensnek tekinteni akkor is, ha ekvivalens kifejezésekre applikal-
va 6ket, szintén ekvivalens eredményeket kapunk. Ekkor azt is lehetne mondani,
hogy a két fliggvény ugyanazt csindlja, ugyanazt a feladatot latja el. Az el6z6
fejezet konstrukcigjaban ilyesmi nincs benne, €s konnyen lehet ellenpéldat is mu-
tatni. Tehat valamilyen mds megkozelitést kell alkalmazni, valamit aminek van
naiv megfogalmazdsa, érthetd és vildgos, mégis benne rejlik minden tipusra illet-

ve kifejezésre az ekvivalencia.

Gondoljunk most két, akar kiilonbozé nyelveken irt programra. Mikor mon-
dandnk azt, hogy ekvivalensek, hogy ugyanazt csindljdk? Kissé finomabb meg-
fogalmazasban, akkor, ha ugyanazt a megfigyelhetd eredményt kapjuk. Ez akar a
definicidnk is lehetne, ha tisztdzndnk, hogy mit jelentenek a program és a megfi-
gyelés terminusok. Valgjdban is ezt fogjuk tenni, €s maga a definicionk is ez lesz.
Programnak beillenek a zart kifejezések — visszatérve a \—kalkulusok vildgaba —

a megfigyelés pedig nem mads, mint az, hogy barmely kontextusba belehelyezve a

19
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kifejezéseket, a kapott kifejezés ,,végrehajtdsa” termindl. Ezen fogalmak pedig a
nyelv sajatjai, tehat teljesnek mondhaté a definicionk. Természetesen mast is meg-
figyelhetnénk, példdul nem kotelezd a termindldst. Ha azt varjuk el, hogy példaul
mindkét kapott kifejezés eredménye 42(ha szam tipusdak) legyen, az is épp olyan
j0, éltaldban ekvivalens fogalmat kapunk.

A kovetkez6kben a f6 feladat a logikai relaciok médszerének, illetve maganak
a logikai reldcidnak a tovabbfejlesztése, kiterjesztése bonyolultabb nyelvek eseté-
re. Természetesen mindezen elmélet, pontosabban a definiciok, nagyban fiiggenek
a nyelvt] amit éppen tekintiink. Erdemes inkdbb tigy gondolni a nyelvre, mint bi-
zonyos tulajdonsdgokkal rendelkezé domain-re, mert tulajdonképpen mindig an-
nak egy jol meghatdrozott tulajdonsagin vagy tipusdn fognak miulni a tételeink.

Inkabb a tipusokrdl fogunk allitani valamit, €s nem a nyelvrdl magardl.

Habdér az imperativ programozdsbdl ismert lokalis valtozok illetve allapot(state)
is leirhatd, s6t vizsgalhaté volna az alabbi elmélet segitségével a kornyezeti ek-
vivalencidra nézve, ezt nem fogjuk megtenni, szigorian maradunk a tiszta funk-
ciondlis nyelvekre jellemzd tipuskonstrukciok vizsgalatandl, ellenben az sem lesz
teljeskort, példdul nem vizsgaljuk meg a monddokat, mint tipuskonstruktort, bar

hasonl6 szerkezetet tartalmaz majd a vizsgalt nyelv.

3.2. A nyelv

A vizsgélt nyelv Girard F' rendszerére €piil, azaz a polimorfikus \-kalkulusra.
Ezt bovitjiik még ki rekurzivan definidlt fiiggvényekkel, rekord, lista és bazis ti-
pusokkal. A szemantika szigord, azaz érték szerinti fliggvényhivast fogunk alkal-
mazni. Végeredményben az ML csalddba tartozé nyelvet kapunk és F);;, —nek

hivjuk. Szintaktikdja és tipusozdsa a 3.1. tablazatban talalhaté meg.

A Gnd alaptipus alatt vagy Bool vagy Int tipusokat értjiik, igy a ¢ konstan-
sok értékei true, false vagy szamok lehetnek. op alatt pedig valamilyen elemi
operatort értiink, 6sszeadds, szorzds, logikai €s stb. Tovdbbi egyszertisités, hogy a
A—absztrakciot és a £1x rekurziv operatort dsszevonasra keriilt fun x(z : 7T) =

t : T forméba. Tehat az igy magadott fliggvényeket automatikusan rekurzivnak
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Ik case t; of {nil = taltg ity = ts5}: T

(T-CASE)

3.1. tablazat. F;; szintaxis €s tipusozas

Szintaxis
t:= kifejezés
o F,fZT1—>T2,£L'ZT1 |_t:T2 (T—FUN)
értek Thfunf(z:Ty) =t:Ts:T1 — Tb
if v then t else ¢ kondicio (rr )‘el
op(vi€l-n operdcié i , T-RCD
Pl Pertel® | T = oo} e T ) (FRED)
VU applikacid
vl projekCié F, Xtov:T X ¢ ft'U(F) (T—TABS)
p e '-AXw:VX.T
vT tipus applikécio
let {*X,z} =v in t kicsomagolds Mo :TX =T T'={3X,T} (T-PACK)
let x=t in t sorbafiizés LE{*Th, v} as T7: 1"
case t of {nil =tlx:x =t} listavizsgdlat FPkv:Bool Tht1:T Thity:T (T-IF)
vi= értek I'Hif v then t; else to: T i
T véltozo
op: Gndy,...,Gnd, — Gnd
fun z(z:T)=t:T rekurziv fiiggvény (T F v; : Gnd,)i€l-n
. (2 3
{l; = vi€m) rekord érék | T~ op(u€) ; Gna (T-OP)
AX.v tipus absztrakcid
. P L F"U11T1—>T2 F"’UQZTl T-APP
{*T,v} as {3X,T} csomag érték TF oy0: T (T-APP)
nilp iires lista ‘
. L. e
tot lista Pho:{li: T; } (T-PROJ)
. 'k ’U.lj : Tj
T := tipus
X tipus valtozé I'Hov:VX.T (T—TAPP)
Gnd alaptipus ol TIX =11
T—-T fiiggvénytipus X, z:THt:T,
{l; : Tj&-"} rekord tipus X¢fve(I, 1) Tho {3X,T} (T-UNPACK)
vX.T univerzdlis tipus I'klet {*X,2}=v in t: T}
{3X,T} egzisztencidlis tipus Tht:Ty Toa:Tibty:Th (LSEO)
listp lista tipus I'Flet 2=t in ty: 15
b nilp . 1i T-NIL
Tipusozds '=¢:T nily : listr (T-NIL)
z:T el .
- - (T-VAR) I'bt1:T Tty listy
: T-LIST
The:T Tkt ity listy ( )
I'Fc:typeof (c) (T-CONST)
'k tl : liStTl 'k tg . T2 F, t3 : Tl,t4 . liStTl F t5 : T2
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tekintjiik, és operdcids szemantikdja is ennek megfeleléen van definidlva a 3.2.
tdblazatban.

Mivel f6leg a kornyezeti ekvivalencia szempontjabol szeretnénk a nyelvet vizs-
gdlni, kissé specidlisan definidltuk a szemantikdt. Csak az elemi redukciét adtuk
meg, illetve a termindcié fogalmat. A keretek is pont ezt a célt szolgaljdk, a hajto-
mechanizmusa a termindciénak és a kornyezet egyfajta reprezentacidja is egyben,
a kovetkezd médon: A nyelv egy hasznos tulajdonsédga, hogy az applikécié atfo-

galmazhaté:
tltg = let T :tl in (let i) :tg in (L’leQ)

Emiatt egy tetszbleges kifejezés, vagy méginkdbb kornyezet is atfogalmazhatd

egymdsba agyazott 1et konstrukciokka.
E[-]=1let o1 =(...(let x,=(—) in t,)...) in &
Az ennek megfelel keretrendszer
S=1Ido(x1.t1)...(Tpty)

ami (z;.t;) elemi redukcids keretek sorozata. EbbSl meg lehet mutatni, hogy az
E[t] a hagyomanyos(nagy-1épés) operacids szemantikdban is egy értékre reduka-
16dik pontosan akkor, ha (S, t) | fenndll.

Ugyancsak sziikség lesz még a rekurziv fiiggvények egy alaptulajdonsagara,
az unwinding—re. A tétel a szintaktikus analogonja annak a ténynek, hogy egy

rekurziv fiiggvény a legkisebb felso korlatja a véges approximécidjanak.

3.2.1. Tétel (Unwinding). Legyen F' zdrt, rekurziv fiiggvény a kovetkezd formd-
ban: fun x(x:Ty) = u: Ty Legyen

Fo= fun z(x:Th) = (fx): Ty

Foi1 = fun z(x 1) =ul[f = F,] : Ty

Ekkor minden t kifejezésre, melynek legfoljebb f a szabad vdltozdja, t[f := F] |
pontosan akkor, ha Intf == F,] |
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Primitiv redukcid t1 ~ to
if true then t; else ty~ 1ty (R-IFTRUE)
if false then t; else tg~ iy (R-IFFALSE)

op(cﬁa“:zz értéke c (R-OP)
op(¢;= ")~ ¢
=f Ty =t T
v = fun o(z:Th) 2 (R-APPABS)
vV ~ t[f = vz = v
{l; = vi€ )~ v (R-PROJRCD)
(AX.0)T ~ v[X :=T] (R-TAPPTABS)
={*T X, T
v={"Tv} as {(3X,T} (R-PACK)
let {*X,z}=v in ¢
~ X =Tz = v1]
case nily of {nil=ti|h:t=ta} (R-CASENIL)
iS4 t].
case tj ity of {nil = tszlh:t=t4} (R-CASE)
a4 t4[t1 = h} [tg = t]
Keret rendszer szintaxis
S = keret rendszer
Id iires keret
So(x.t) keret Osszefiizés
Keret rendszer tipusozdsa I'ES:Ty — Ty
THId:T —-T (S-NIL)
F,xZT1Ft2T2 FFSZTQ‘OTg
S-CONS
'FSo(zt): Ty —Tj ( )
Terminacié (S,t) [ ést ]
(Id,v) | (S-NILVAL)

(S, tlx:=0]) |
(5o (@) v) |

(So(xta),t1) |

(S-CONSVAL)

(S,let z=t; in ty) | (S-SEQ)
tl = t2 <S, t2> l
(S,t1) | (5-RED)
(Id,t) |
i1 (TERM)

3.2. tablazat. Fy;;, operacids szemantikdja
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Innentdl kezdve barmilyen felmeriil6 kifejezést6l megkoveteljiik a joltipuso-
zottsdgot. Ha barmilyen nem jdl tipusozott kifejezésrdl esne sz6, azt kiilon ki-

emeljiik.

3.3. A kornyezeti ekvivalencia

ErzékelhetS, hogy a kornyezeti ekvivalencia jelenlegi, kornyezetekkel meg-
fogalmazott definicidjit nehéz a gyakorlatban hasznélni, hiszen iterdl az Osszes
lehetséges kornyezeten. Gordon [3] és Lassen [4] nyomén egy sokkal inkébb hasz-
nalhatébb, szabalykozeli eljaras is kivnélkozik az ekvivalencia definidldsara, mely
jobban Osszpontosit az ekvivalencia f6 tulajdonsdgara, azaz hogy kongruencia és

adekvat a termindcié megfigyelésével.

3.3.1. Definicié. F g, kifejezései kozotti R reldci6 tipushd, ha (I', ¢, ¢', T') négye-
sekbdl 4ll és minden ilyenre igaz, hogy I' ¢ : T és ' - ¢’ : T'. Egy ilyen relaci6
fennallasat I' - tRt' : T vel jeloljiik. ' = () esetén a t Rt’ : T rovidités is ezt jeloli.

Tovébb4a egy ilyen reldcid
e ckvivalencia, ha reflexiv, szimmetrikus €s tranzitiv,

e kongruencia, ha ekvivalencia és rendelkezik a behelyettesithet6ségi és kom-
patibilitasi tulajdonsdgokkal, azaz zart az ezeket definidlé szabdlyokra, to-

vabba
e adekvat(a |-ranézve) ha () - tRt' : T akkor ¢ | pontosan akkor, ha ¢’ |.
A fenti tulajdonsdgok szabdlyai a 3.3. tablazatban talalhatéak meg.
3.3.2. Definicio.
e Azidentikus reldci6, Id = {(I',t,t,T)|[' -t : T}
e Rreciproka, R = {(I',¢',¢t,T)|' - tRt' : T}

e R; és R, kompoziciGja, Ry o Ry = {(T',t,t",T)|3'T - tRyt' : TAT F
t/RQt” . T}
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Ekvivalencia
I'Ht:T
I'HtRt: T

-tRt T
'FtRt:T

PHtRY : T THERY:T
'HtRt" : T

Behelyettesithetség
F'FoRV :T T,z:TiHtRt : Ty
Tk tlx = v]Rt' [z :=v"] : Ty

T, X FtRt : T

FHtX :=TRY[X :=T1]: T[X :=Tq]

Kompatibilitas
(x:T)eT
I'taxRx:T
'+ cRc: typeof(c)

F,f:TlHTQ,szl}_th/:TQ
'k fun f(z:Th) =t:TaR
fun flx:T) =t :To: Ty - Ty

(T v;Rv} : T;)i€t-n

25

I' - vRv' : Bool
THtRE T ThtoRth:T
I'Hif v then t; else 3R
if ¢’ then t| else t

(op) : Gndy,...,Gnd, — Gnd
(T v; Rv! : Gnd;)t€t-n
Tk UEGI"'"R’U;iel'”" - cend

F'FuvyRvy:Th —To ThHwuRv:Ty
I'F vivaRvjvh = Th

'k UR'U' : {lz . fIviiEL..n}
F l_ UZJR’U/ZJ : T]

I'+oRy :VX.T
F'FoRU'Ty : T[X :=T1]

I, X,z:THtRt : T}
X ¢ fto(l,T1) TFoRv : {3X,T)
'klet {*X,z} =v in tR
let {*X,z} =7 in ¢: T

'k tht/l : T1 F,.’E : T1 - tQRt/Q : T2

D F{l; = vy R{l; = oSty {1 TS

IXFoRY :T X ¢ ftu(T)
' AXoRANX v :VX.T

'+ ’UlR’Ull : T[X = Tl]
't {*T1,v1} as {3X,T}R
{*Ty,v}} as {3X,T}:{3X,T}

T IR :listy, T k4Rt T,

'+ m'lTleT : l’iStT

F'FRRA :T T FtR :listy
TE (h:t)RE ot listy

F,l’ : Tl,t : liStTl H tQRt/Q : T2

'k (case | of {nil = t[t; =t =ta})R(case I of {nil=thut=1th}): Ty

3.3. tdblazat. F;;, szintaxis és tipusozas

I'let 2=t in taRlet x=1t] in t§: Ty
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e R tranzitiv lezdrdsa, Rt = (J,. Ri, ahol Ry = Rés Riy1 = Ro R;

e R nyilt kiterjesztését, R° a kovetkez6féleképpen definidljuk: Legyen I' =
Xy, oo, X,y 2 T, .o g 2 T, ekkor egy I'—zart helyettesités egy olyan
leképezés, mely az X; véltozokat zart 7; tipusokra, mig az z; valtozo-
kat megfeleld tipusu zért v; értékekre képezi le. Ekkor R° mindazokat a
(I',t,t,T) elemeket tartalmazza, melyekre minden o I'-zdrt behelyettesi-
tésre ) - o(t)Ro(t') : o(T)

3.3.3. Tétel (F);;, kornyezeti ekvivalencidja, =.,.). Fip kifejezésein létezik leg-

nagyobb kongruencia ami adekvdt.

Ezzel a naivabb kornyezeti ekvivalencia definiciét sikeriilt atalakitani a =,
reldcidra, ami mar sokkal technikai jelleglibb, de sajnos még ezzel is elég ne-
héz dolgozni. Ha be kéne bizonyitani egy ekvivalenciat, bajba keriilhetnénk. Egy

Ujabb jellemzést adott Mason és Talcott [5]:

3.3.4. Definicié (=.;,). Legyen =.;, R°, ahol
R={0,t, ¢/, D)0F¢t:T, 0t :T, VS.(S,t) |< (S,t') |} Azaz két zart ki-
fejezés ciu—ekvivalens, ha ugyanazt a termindcios viselkedést mutatjdk, barmilyen

S keretrendszerrel is parositjuk dket.

3.3.5. Lemma. Valamely S keretrendszerre és t kifejezésre, definidljuk S|T)~t a
kovetkezd indukcioval:

Id[t]

So(zt')[t] = S[let =1t in t]

t

Ekkor (S,t) | pontosan akkor, ha St| |, azaz (I1d, S[t]) |

3.3.6. Tétel (CIU tétel). A kornyezeti ekvivalencia és a ciu—ekvivalencia megegye-
zik.

Azt viszonylag egyszer( bizonyitani, hogy amik kornyezetileg ekvivalensek,
azok ClU-ekvivalencidban allnak, ellenben sokkal nehezebb a masik irdny, ami-
hez csakugy mint az el6z06 fejezetben, a logikai relaciok médszerét fogjuk felhasz-

nalni.
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3.4. A logikai relacio

A tovabbiakban djabb, mégjobban hasznalhato jellemzést adunk a kdrnyezeti
ekvivalencidra, logikai relaci6 segitségével. Tobb fontos eredmény is ebbdl egy-
szerlien bizonyithaté majd, példdul az ekvivalencia kiterjesztési, extenzionélis jel-

lemzései.

3.4.1. Definicié. Legyen T'yp F), tipusainak halmaza. Ekkor adott 7" € T'yp-ra

o Term(T) legyen a T tipusu zart kifejezések halmaza,
e Val(T) Term(T) azon részhalmaza, mely az értékeket tartalmazza,

e Stack(T) zart keretrendszerek halmaza, melyre 37" € Typ : O + S :
T — T

Ha 7" € Typ is adott tipus, akkor,

e TRel(T,T") akifejezés relaciok halmaza, azaz P(Term(T') x Term(71")),
e VRel(T) = P(Val(T) x val(T")), az érték relécidk,
e SRel(T) = P(stack(T) x stack(7")), a keret relacidk halmaza.

3.4.2. Definici6. Legyen 7,7’ € Typ zart tipusok, » € TRel(7,T"). Ekkor
r’ = {(v,v") € val(T) x val(T")|(v,v") € r}, az r sziikitése értékekre. Jelolje
tovabba r* € SRel(T,T") azon keretrendszer parokat, melyekre az r reldciéban

1évo kifejezéseket parositva, ugyanaz a termindcids viselkedés, tehat
r* = {8, SYV(t,t') € r(S,t) |« (S, ¢) |}
Megforditva, s € SRe1(T,T") esetén
st={t,\V(S,S') € s(S,t) |« (S',t) |} € TRe1(T,T')

Egy r relaciét zdrtnak neveziink, ha r = ¢ és értékesnek, ha r = st
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3.4.3. Lemma. Az ° és ! operdtorok Galois kapcsolatot definidlnak a keret és

kifejezés reldciok kozott.

3.4.4. Lemma. Zdrt, r € TRel(T,T") reldcidra teljsiilnek az aldbbi tulajdonsd-
gok:

Ekvivalenciahiiség: (t,t') € r, 0 bt =, t1 : T, O ¢ = t) : T =
(tl,tll) er

Megengedhetoség rekurziv tipusra: Legyen F' = fun f(zx : 1)) = u : Ty és
F' = fun f(x : Th) = o' : Ty két rekurziv fiiggvény, F, és F pedig
az approximdcidjuk. Ha ¥n (tjx = F,|, [z := F]]) € r, akkor (t[x =
Fl,t'[x:=F))er

3.4.5. Definici6 (Tipus hatdsa kifejezés reldcion). Legyen T'(X) tipus adott, mely-
nek szabad valtozéi az X = X,..., X, kozott vannak. A tipusnak megfelelSen
adott tovabbd r € TRel(T},T}),...,r, € TRel(T,,T}). Ekkor T hatdsa r;
reldcickon az a T[F] € TRel(T[X := T],T[X := T"]), melyet a kovetkez T

struktirdja szerinti indukci6 definial:

( )vst

%

Gnd ([dGnd)St
(Th — 13) un(T1[7], To[7])*
(VX.T) (Ar.T[r,7])*

{EIX Y7 = {3r, T[r,7]}*

(7 x listp[T]) ™

Xilr] =
] =
1] =
{li : TS} = {l: T
] =
1] =
7] =

ahol
Idgna = {(c,¢) | typeof(c) = Gnd} € VRel(Gnd, Gnd)

fun(ry,r) = {(v,0") | V(v1,0]) € (r1)? (vug,v'vy) € ro}
S VRel(T1 — TQ,T{ — TQ/) aholrl S TRel(Tl,Tl/) éS’f’Q S TRel(TQ,TQ/)
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{l, =€} ={(v,V) | (b, ;) er; iel...n}
€ VRel({l; : i€} {l; : T/*<*"}) ahol r; € TRe1(T;, T}) "<t

Ar.R(r) = {(v,v") | VI, T] € Typ Vr € VRel(T1,T]) (vI1,v'T]) € R(r)} €
VRel(VX.T,VX.T") ahol R(r) € VRel(T[X = T1|,T'[X :=T}]), r €
TRel(T},T]) adottak.

{3r,R(r)} ={(v,?) | 3ITh,T] € Typ Ir € TRe1(T},T]) I(v1,v]) € R(r)
v={"Ty,u} as {3IX, T} ANv={"T],vi} as {IX,T'}} €
VRel({3X, T}, {3X,T'}) ahol R(r) € VRel(T[X := T], T'[X = T!)),
r € TRel(Ty,T7) adottak.

(T x listy[T])t = pax(T x x)*, ahol a u operétor a tipusrekurzié operatornak
adaptdcidja kifejezés-relaciokra. Egészen pontosan, ha T, T € Typ, r; €
TRel(T,T') és ro € TRel(listy,listy) adottak, akkor (r; x r9)t €
TRel(listr, listy),

(ry x r9) " = {(nilp,nilp)} U{(h = t,h' ') | (h,B) € ry (£,1) € 12}

Ekkor minden ry—re, az 7o := (11 X r2)**" monoton a TRe 1 (listy, listy)
teljes haloban és igy vehetjiik a legnagyobb fixpontjat. Ez a fixpont pont a

definidlni kivant hatds eredménye.

A definici6 akkor is érvényben marad, ha 7' zart, azaz n = (. Hamarosan ltni

fogjuk, hogy 7'[ ] nem mds mint a kornyezeti ekvivalencia a 7" tipuson, tehat
V=es V' : T & (v,0) € T[]

Most ezt a konstrukcidt, a tipusok hatdsat hasznaljuk arra, hogy szabad vélto-
zokat is tartalmazo kifejezéseken is definidljuk olyan tipushi rel4ciot, melyre igaz,
hogyha reldcidban 1év6 kifejezéseket helyettesitiink a kifejezések szabad vélto-
z6iba, akkor reldciéban 1évé kifejezéseket kapunk. Az ilyen reldcidkat nevezziik

logikai reldci6knak Plotkin 6ta, mint amilyen a most kovetkezd A:

3.4.6. Definicié (A A logikai relacio). Legyen ' =t : T ésT' ¢ : T, ahol I' =
Xi,..., X, xy Ty, ... xy, - T,. EKkor I' = t At : T jelentse azt, hogy minden
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['—zart 0,0’ behelyettesitésre és minden 7 = (r; € TRel(o(X;), 0’ (X;))")
reldcié—halmazra, haVj € 1...n (o(z;),0'(x;)) € T;[F]" akkor (o(t),0'(t')) €
T[r).

Tehat maga a konstrukci6 alapétlete egyszer és fiiggetlen a program ekviva-
lenciatol, mégis ami megadja A legf6bb tulajdonsagat, hogy megegyezik a kor-
nyezeti ekvivalencidval, az a tipus hatdsdnak koriilményes definicidja, ami majd
az elkovetkezd kiterjesztési és parametrizicids tulajdonsagokat hivatott biztosita-
ni. Most nem is latszik igazan miért is hasznos ez a megkozelités, de latni fogunk
egy—két konkrét példat, bizonyitast, ami egyébként rendkiviil nehéz lenne és meg-
vilagitja a tipushatés értelmét.

Egypér egyéb tulajdonsdga a hatdsnak:

3.4.7. Lemma. A fun(—, —) operdcidra,

fun(ry, (r2)*)*" = fun(ry, (r2)*)

fun((r)™, (r2)*) = fun(ry, (r2)*)

3.4.8. Lemma. Fenndllnak a kovetkezd egyenldségek:

{lz = (Ti)St iel.‘.n}stv = {lz = (Ti)St 1el... n} (31)
(Ar.R(r)*)*™ = Ar.R(r)* (3.2)

3.4.9. Lemma. Legyen T,T' € Typ, hogy ftv(T) C X, X és fto(T') C X.
Ekkor (T[X :=T')[F] = T[T'[F], 7.

3.4.10. Lemma. Minden T'[T] reldciora T[F|"*" tehdt zdrtak is.

Innentdl a célunk, hogy beldssuk a definidlt ekvivalencia relaciok egyez&ségét.

3.4.11. Lemma (A F6 lemma). A behelyettesitési és kompatibilitdsi tulajdonsd-

gokat A teljesiti.
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Bizonyitds. Az elsé behelyettesitési tulajdonsag rogton kovetkezik A definiciéja-

bol, ahogy helyettesitésekkel volt definidlva a reldcio.
A masodik tulajdonsag a 3.4.9. egyenesagu kovetkezménye.

A kompatibilitdst ugy fogjuk belétni, hogy sorravessziik az egyes nyelvi ele-

meket, és azokra l4tjuk be a kelld tulajdonsagot.
Valtozok: Azonnal adédik A definici¢jabdl.

Konstansok: Azt kell latnunk, hogy (c¢,¢) € Gnd[r], ami egyenld (Idg.q)%.
Idg,q definicidja szerint (¢, c¢) € Idgng és mivel Idg,g C (Idgng)®, készen

vagyunk.

Rekurziv fiiggvények Megmutatjuk, hogy ha F' = fun f(z : 1)) =t: Ty €
val(Ty — T3) és F' = fun f(x : T]) =t : Ty € val(T] — T3)
fiiggvényértékek, rq, ro relaciok, ry zért és V(v,v') € r1 — 19 és (v1,v]) €
Y (tfx = n][f =], t[x == V}][f :=V']) € ro, akkor (F, F') € 11 — 19

Ehhez elég hamindenn € 0, 1, ... indexre beldtjuk, hogy a fiiggvények un-
windelt véltozata teljesiti, ugyanis ekkor a megengedhetség miatt (F, F') €

r1 — 719 1s teljesiil. Index szerinti indukciét alkalmazunk:

n = 0 esetén definici6 szerint (S, Fov;) | minden S keretrendszerre és
vy értékre. Hasonléan Fj—re is teljsiil ugyanez. Minden s keret relaciora
és (v1,v]) € 1V re (Fouy, Fju)) € s', igy s = rij—re méginkdbb. Azaz
(EFovy, Fil) € ro, azaz (Fy, Fj)) € 11 — 19

Altaldnos esetben, F),,; definiciéja miatt F, 10, =g tlr == wn]lf = F,)
és hasonldan F},  ,-re. Mivel r, zirt, haszndlhatjuk a ekvivalencia—hiiséget:

(Fpq1v1, F),qv1) € ro. Ez minden értékpérra fenndll, igy készen vagyunk.

Rekord értékek: A 3.4.5. definicidjaban haszndlt jeloléssel, azt kell bebizonyi-
tani, hogy ha (v;,v}) € ry, akkor (v,v’) € {l; = ri"™!-"} szintén teljesiil.
Elég: (v.l;,v'.l;) € r;, de mivel zart a reldcio, elég ha r§'~ben benne vannak.
Ez ekvivalens azzal, hogy (S, v.l;) |< (S’,v'.l;) | minden (S, S") € ri-re.
v definiciGja szerint (S, v.l;) |< (S, v;) | és ez hasonléan v'-re is. Feltétel

szerint (v;, v) € r; és (S,5") € rf, igy (S,v;) |< (5, v)) |, ami kellett.
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Tipus absztrakciok: Most is a hatds definicigjaban 1évé jeloléseket hasznalva,
(AX.v, AX ") € Ar.R(r) a cél, azaz tetszSleges T} és T} tipusokkal
(AX. v) ,(AXW)T") € R(r), ahol r € TRel(Ty,T7). Feltétel szerint

(w[X = Ti],v[X = T1] € R(r), igy (S,5") € R(r)s—el (S,v][X :=
T1]) L<:> (S,v'[X :=T]) |]. EbbSl (S, AX.0)T) |< (S,v[X :=Ti]) |,

amibdl (S, AX.v)T) |< (5, (AX.v')T") |, ami ugyanaz, mint a bizonyi-
tand6 (A X.0)T, (AX.0")T") € R)(r)*.

Csomagok: Ez az eset egyszeriien kovetkezik a 3.4.9. lemmdbdl és a hatds defi-

nici6jabol.

Feltételes utasitas: Egyszerien ldthatd, hogy (So(z if x then ¢t elsets), S0
(x 1f o then t]| else t})) € (Idzoo1)’. Innen
(So(z if x then t; else ty),v) |&
(S'o(x if x then t| else t}),v') |, amiekvivalens a kovetkezGvel:
(S, if v then t; else ty) < (S, if v/ then ] else t)) |

minden (S, S’) € r*, ami a kivant eredményt adja.

Elemi operaciok: Egyszeriien bizonyithatd, hogy minden Gnd tipusra (Idg,q)%" =
ldg,g, gy elég latni, hogy minden op operdtorra és megfeleld tipusud c;
konstansokra (op(ci€"), op(ci€™)) € (Idgnq)®. Ha op(ci€+") = ¢,
akkor minden (S, S") € (Idenq)® esetén (S, op(ci€")) |& (S, ¢) |&
(5,¢) L& (S, op(™)) . Azaz (op(c[<™), op(c[S™)) € (Idgna)™.

Applikacié: Ez az eset a 3.4.7. lemma els6 részébdl kovetkezik:

(v,0") € fun(ry, r2)*™ = fun(ry, (r9)™)* = fun(ry, (7)) = fun(ry, r2).

7

Projekciok és tipusapplikaciok: Hasonldan az el6z6hoz, csak a 3.4.8. lemmat

kell hasznalni.

Kicsomagolas: Minden (.5, S") € r5-re és {3Iry, R(r1)} definici6jabol,
(So(y let {"X,z} =y in t),5o(y let {*X,z} =y in t)) €

{3r, R(r1)}*. Igy ha (v,0") € {3ry, R(r)}*™ C ({3ry, R(r))}®)!, ak-
kor (So(y let {*X,z} =y in t),v) |& (5o (y let {*X,z} =
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y in t'),0') |,ésigy (S,let {*X,z} =v in t) |[& (5, let {*X,z}=
v in t')) |.Mivel ez minden (S, S") € r3-re igaz, tudunk a kovetkeztetni
akovetkezére: ( let {*X,z}=wv in t, let {*X,z} =" in t) €

rst =1y

Sorbafiizés: Minden (S, S’) € ri—re a t, t'-re tett feltételek miatt (S o (zt2),S" o
(sth)) € rvs. Mivel r{*" = r1, ha (t1,t]) € ry, akkor (So(aty),t;) [ (S0
(xth),t}) |,azaz (S,1let x=1t; in t9) | (S',1let z =1t in t}) |.
Mivel ez minden (S, S") € r3-re teljesiil, a kovetkezd is igaz: (let z =

tp in tg,let x=1t] in t) € rit =ry.

3.4.12. Lemma (Adekvatsag). A adekvdt a |—ra nézve.

Bizonyitds. Legyen tAt' : T. Azt kell megmutatni, hogy (Id,t) |< (Id,t') |.A
A reléci6 definicidja szerint ekkor (¢,¢') € T[], ami egy értékes reldcid, azaz
(t,t") € T[]*’. gy elég, ha megmutatjuk, hogy (Id,Id) € (T[]")*. Minden
(v,v") € T[]V esetén (Id,t) |< (Id,t') | az erre vonatkozé axiémabdl rogton,

ezért készen vagyunk. 0

3.4.13. Tétel (Ekvivalencidk). I' - ¢ =, t' : T pontosan akkor, ha T' - tAt' : T,
pontosan akkor, ha ' Ft =, t' - T.

Bizonyitdas. Elég a kovetkezd tartalmazdsokat 14tni:

1) 2 (3
=ctz ©S=cin C A C=ctx

Az els6t mar belattuk a 3.3.6. tételben.

A masodik esetében, ha felhasznaljuk a 3.4.10. és 3.4.4. lemmadkat, a kdvetke-

z6t allithatjuk:
Pt =gut - TATHF{AY . T=TFtAY: T

Mivel A kompatibilis, ezért reflexiv is, tehat az el6z6 allitasbol I' - tAt’ : T jon

ki, ami bizonyitandé volt.
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A harmadik esetben, A—rél mar tudjuk, hogy kompatibilis, helyettesithetd és
adekvat. =, pedig pont ilyenek unidjaként volt definidlva, és nem szdmitott hogy

az kongruencia—e vagy sem, tehat A igy része =.;,—nek. 0

3.5. Kiterjeszthetoség, alkalmazasok

A kovetkezd tétel a 3.4.13. tétel kovetkezményeként tekinthets, amely bizo-
nyos tipusu zart kifejezések ekvivalencidjat jellemzi. Elég zart kifejezésekre meg-

adni, hiszen a hasonl¢ éllitdsok megkaphatok helyettesitések alkalmazasdval.

3.5.1. Tétel (Ertékek extenzionalitdsa).

1. Nyilt kifejezések: Legyen ' = M : T, I' = M' : T, aholl' = X1, ..., X, 21 :
T,...,xn : T,. Ekkor T' = M =., M’ : T pontosan akkor, ha minden
G; € Typ és minden N; € Term(Tj[a := G|)-re M[a := G, T := N| =,
M'la:=G,7:= N|: Ta := G|

2. Konstansok: () & ¢ =, ¢ pontosan akkor, ha ¢ = ¢

3. Fiiggvények: Jelolje v ésv' a fun f(x :T1) =1t : Ty ésfun f(xz : Th) =t :
T, rekurziv fiiggvényeket. Ekkor ) = v =, v' : T} — Ty pontosan akkor, ha
minden O = vy : Ti—re, O - t[f :=v][x = v1] =ue U[f =V ][z :i=01] 1 T

4. Rekordok: Legyenek ) & v; : T; és O = v] : T; értékek halmaza, minden i €
1..n esetén. Ekkor O & {l; = vi"} = {l; = vf€"} 2 Ly - TS}
pontosan akkor, ha minden i € 1..n esetén () & v; =4, v} : T;

]

5. Tipus absztrakciok: Ha X = v : T és X = v : T, akkor ) = AX.v =4,
AX .0 VX.T pontosan akkor, ha minden zdrt T'—re ) + v[X = T'| =,
VX =T:TX =T

6. Csomagok: Minden zdrt egzisztencidlis {3X, T} és Ty, Ty tipusokra és () -
v T[X =T =1,2)

ODF{"T, v} as {3X, T} =ux {"To,v2} as {3X,T}:{3X,T}
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fenndll, ha létezik r € TRel(T\,Ty), melyre (vi,vs) € Tr]
7. Lista: Minden zdrt v,v' € listy értékekre, ) = v =, V' : listy pontosan
akkor, ha 3r € TRel(listr, listy), melyre (v,v") € Listp[r]
Bizonyitds.
2,

V=g, V' & (v,0) € (T1 — T1)[] (3.4.13. tétel)
& V(v v)) € Th[](vvr,v'v)) € Ty[] (3.4.5. definicio)

& V(v1,v]) € Term(T1)vy = V] : T1 = 001 =g V'] 1 T
(3.4.13. tétel)

Mar csak annyit kell megjegyezni, hogy =, reflexiv, tranzitiv és tovdabba
VU =g t[f = 0|1 = 0] 1 T (3.3)

ugyanis a primitiv f-redukcié a ciu—ekvivalencia része, tehat a 3.4.13. tétel

miatt kornyezeti ekvivalencia is fennall.
5. A 3.4.5. hatds definici6jdbodl, ha
({*T1,v1} as {3X, T}, {"T2,vo} as {3IX,T}) € {In, Tr|}

< {3, T}
= {3X, T}]

tehat {*71,v1} as {IX,T}A{*Ty, v} as {3IX,T}: {3X,T}. Ezutin
a 3.4.13. tétel adja a kivant allitast.

]

3.5.2. Tétel. Adort X F v : T és X B : T, akkor \X.v =, NX V' : VX.T
pontosan akkor, ha minden zdrt Ty, T tipusra és r € TRel(1y,T])-re (v[X =
T, v'[X :=T]]) € T[r].
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Igy értelmet nyer végre a tipus hatdsdnak fogalma is, illetve jobban ldtszik
hogyan is segiti az ekvivalencidval val6 munkat. Els6dlegesen arra hivatott, hogy
argumentumainak tulajdonségait atmentse a céltipus elemeire, ezaltal a bonyolul-
tabb tipusu értékek ekvivalencidjanak problémdja redukdlhat6 egyszer(ibb tipu-

sokra.

Egy gyakorlati példat is mutatunk a logikai relacié hasznélatéra, két, egzisz-

tencidlis tipushoz tartoz6 kifejezés ekvivalencidjat fogjuk belatni.

3.5.3. Csomagok ekvivalenciaja
Legyen adott a kovetkezd tipus, és értékek benne:

type Semaphore {3X, {bit : X, flip: X — X, read: X — Bool}}

vy = {"Int, {bit=1,
flip=Ar:Int —u,

read = Az : Int x > 0}} as Semaphore

ve = {"Int, {bit=1,
flip= Az : Int =,

read = Az : Int x <= 0}} as Semaphore

Vildgos, hogy ezek nem ugyanazt az eredményt adjdk ugyanabban a kornye-
zetben, példdul értékitk —1 és 1 a (—.flip)1 kornyezetet tekintve. De mégis ek-
vivalensek egymadssal, mert ha a masodik kifejezésben olyan szamtipust haszndl-
nank amiben a negativ és pozitiv szdmok szerepe fel van cserélve, ugyanahhoz a
kifejezéshez jutnank. Tehat amire sziikségiink van, az egy—egy megfeleld bijek-
ci6 az Int és a Bool tipusokon. Ilyen persze van, az ¢ = Ax : Int —z és a

k= Ar:Bool(if x then false else true).
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Most nézziik azt a bonyolultabb esetet, amikor

v1 = {"Bool, {bit = true,
flip = Az : Bool notuz,

read = Az : Bool z}} as Semaphore

vy = {*Int, {bit = 1,
flip= Az : Int —u=,

read = Az : Int z > 0}} as Semaphore

7 7z

Itt az el6z6 gondolatmenetbdl kovetkezéen egy Int <« Bool bijekcidt ké-
ne taldlnunk, de az persze nincs, de a kornyezeti ekvivalencia teljesiil r4juk. Van
ugyanis olyan relacié Int és Bool kozott, amely megteremti a megfeleld kap-

csolatot a tipusok kozott, amivel lathaté az ekvivalencia is:
r = {(true, 1), (false, —1)}
Ezzel a relacidval teljesiilnek az aldbbiak:
e (s1.bit, s9.bit) € 7
e Ha (t1,t3) € r, akkor ((s1.flip)ty, (so.flip)ta) € 7
e Ha (tq,t5) € 7, akkor (s;.read)t; = (so.flip)ts

Tehat bar nem ugyanazt az eredmenyt adjdk vissza ugyanabban a kdrnyezetben,
hisz absztrakt polimorfikus tipus elemei, mégis az r relacié erejéig megkiilonboz-
tethetetlenek, €s a igy a megfigyelt viselkedésiik is ugyanaz, nevezetes pontosan

akkor termindl az egyik, ha a masik is.

Nem véletlen, hogy a reldcié ilyen kicsi most, ami azt is jelenti, hogy bar-
mely kifejezés ami Semaphore tipusti elemet tartalmaz az csak olyan lehet amely
a bit, flip és read mezdk tetszéleges kombinacidit alkalmazza az adott elemre, igy
kimenete is csak a relacidban 1évo elemek egyike lehet. Mindez a szigoru joltipu-

sozottsdg kovetkezménye.
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Osszefoglalva, az egzisztencidlis tipust tekintve, hogy ha 3r : T} « T) reld-
cid, melyre (vy,v2) € R, ahol R valamilyen T—t6l és r—tdl fiiggd relacio, akkor
0 F {*T1,v1} as {3X, T} =ue {*T2,v2} as {3IX,T} : {3X,T}. Egyediil
R-r6l nem mondtunk semmit, illetve R pont a tipus hatdsaval egyezik meg, amit

ugy definidltunk, hogy a fenti allitds, azaz a 3.5.1. tétel 5. pontja teljesiiljon.

Bizonyitds. (v1 =, vy : Semaphore).
A 3.5.1. tétel 5. pontja szerint elég megmutatni, hogy (vq,ve) € T[r], ahol T' =
{bit : X, flip : X — X, read : X — Bool} a fenti vy, vy értékekre és r

relacioval.

Mivel r értékes, haszndlhatjuk a 3.4.7. lemmat, hogy egyszertsitsiik 7'[r|-t:

T[r] = {bit = r*, flip = fun(r*,r*")*, read = fun(r*, Ids' ,)}*" =

Bool
{bit = r*, flip = fun(r*,r**)* read = fun(r*, 1d% _,)}*
Innen azt kell l4tni, hogy

(true,1) €r
(Az : Bool.not z,\z : Int. —x) € fun(r,r*)

(Az : Int.z,\z : Int.x > 0) € fun(r, [d3 )

Bool

Ebbdl az els6 rogton kovetkezik r definicijabdl, mig a masik kettd azért teljesiil,

mert a 3.4.4. lemma szerint 1% és [ds!

Ha (hq, b)) € r,akkor (Ax : Bool.not x)h; és (A\x : Int.—x)h] ciu—ekvivalensek

, reldciok megtartjak a ciu—ekvivalenciit:

ho és hly r reldcidban 4116 értékekkel. Innen mivel (hy, h}) € r C 5t és utébbi zart,
((Az : Bool.not x)hy, (Az : Int. — x)h}) € r*. Mivel ez minden (hy, h}) € r
parra fenndll, ((Az : Bool.not x)hy, (Ax : Int. — xz)h}) € fun(r,r) is telje-
siil. [

Vegyiik észre, hogy a 3.5.1. extenzionalitasi tétel csak elégséges feltételt tud
adni az ekvivalencidra egzisztencialis tipus esetén. Es valéban, mutathaté két olyan
csomag érték, melyek kornyezeti ekvivalencidban dllnak, mégsem létezik r rela-

cid, ami mutatna ezt.
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3.5.4. Tipusekvivalencia

Innentdl kivételesen érdemes lesz gorog kisbetiit haszndlni tipusvaltozdk és
tipusok jelolésére, hogy jobban elkiiloniiljenek a kifejezésekben. A kornyezeti ek-
vivalencia segitségével tipusok kozti ekvivalenciat vagy inkdbb izomorfizmust is
tudunk definidlni. A kovetkez6 példan keresztiill megmutatjuk, hogyan lehet le-
véaltani vagy visszavezetni a nyelv lista tipusat univerzalisan kvantifikélt tipusra.
Legyen

L(a) =Vd(a — (@« = o' — a) — «)

Ugyanakkor definidljunk koztiik 1év6 polimorfikus fiiggvényeket:

I =Aa(fun g(l:listy) =
(ANt ' Nf a0 — o' —
(case | of {nil=12'|h:t= fhgtad'z'f)})))))
J = Aa(Ap: L(a)(p(list,)(Na)(Ca))) ahol
N = Aa(nil,)
C = Aa(Ah : a( Mt listy (b t)))

I és J zart elemei a Va(list, — L(«)) és Va(L(«) — list,) tipusoknak.

3.5.5. Lemma (Keretrendszer grafja zart). V7, 7" € Typ, VS € Stack(r, ') graphs =
{(M,M") | S[M] =cte M": 7'} zdrt.

3.5.6. Lemma. Azt dllitjuk, hogy a fenti I és J kifejezések izomorfizmust adnak

list, és L(«) tipusok kozt kornyezeti ekvivalencia erejéig, a kivetkezd értelemben:

a,l:listy F Ja(lal) =u4, 1 list,
a,g: Lla)FTa(Jag) =u. g : L(a)
Bizonytds. A 3.5.1. tétel 1. pontja szerint ha 7 € Typ, L € Term(list,) és

G € Term(L(7)) akkor azt kell megmutatnunk, hogy J7(ITL) =u, L : list,
és IT(JTG) =uy G : list,.
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El6szor tekintsiik az el6bbit. A (3.3) f—szabdlyt alkalmazva I és .J definicio-

Jéra,

ITLTM'F =, case L of {nil=M'|h:t= Fh(ITtT'"M'F)}: list,
(3.4)

és
JT(ITL) =4y case L of {nil=nil, |h:t=h:(Jr(ITL))} : list,

minden L, M’ és F-re a megfelel tipusokbol. Ebbdl az latszik, hogy az r =
{(L, L") | L =t JT(ITL') : list,} reldciéval teljesiil a 3.5.1. listdra vonatkozd
pontja, igy azon tétel szerint része =.,—nek. Mivel (J7(I 7L), L) € r igy akivént
allitas adodik.

Most nézziik a masodik részét a lemmanak. Tekintsiik a kovetkezd

S € stack(list,, ") keretrendszert:
S=1Ido(case — of {nil=M|h:t= (Fh)(ITt7M'F)})

Figyelembevéve a (3.4)—es allitast, SL =, [ 7 L7 M'F : list, adodik, igy az
rar = {(L,M") | ITLTM'F =4, M"T'} € TRel(list,,7') zdrt reldci6
a 3.5.5. lemma miatt. Tehdt minden G kifejezésre (G, G) € L(7)[] = Vr(r® —
(r[] — r* — r) — r*), ahonnan (G list,, GT') € rypp — (T[] = v p —
ryep) — Tap . Ismét (3.4)-bol és g definicijabol (N7, M') € ryp p és
(Ct,F) € 1[] = rarp — v, tehdt (Glist(N7)(C1),GT'M'F) € ryp p.
Ez pedig a relaci6 definiciojabol I7(Glist,(N7)(Ct))T' M'F =, GT'M'F = 7'

adja, ami mar a kivant éllitas J definici6jat figyelembe véve. [

3.6. Osszegzés

Programok automatizalt transzformacidjanal a legalapvet6bb kdvetelmény, hogy
a szemantikdn ne véltoztassunk. Ilyenkor a kérdés inkdbb az, hogyan valtoztathat-
juk meg a kddot, hogy az elobbi megkdotésiink érvényben maradjon. Most viszont

inkdbb elméleti bizonyitdsi modszert fejlesztettiink ki. Felmeriil persze a kérdés,
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hogyan lehet alkalmazni ezt az elméletet a gyakorlatban, ha egyaltalan lehet. Pél-
ddul David Sands [16] kisérli meg felhaszndlni az itt leirtakat, de a programtransz-

formacios eljarasokban nem alkalmazhatdk igazdn a fentiek.

Az elméleti kutatasok ellenben még mindig aktivan folynak a témdban, hiszen
vannak még tipusok, amelyeken nem sikeriilt még relacids jellemzést adni. Illetve
sok érdekes kérdést lehet folvetni, mint példdul, hogy mi az a nyelvi tulajdonsag
ami megakaddlyozza a teljes karakterizaciot az egzisztencidlis tipusokon(3.5.1.

tétel), azaz miért nem teljes a logikai reldci6 ezen a tipuson?
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