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Bevezetés

A statisztikal analizis legfontosabb céljai kozé tartozik, hogy megbizhato elérejelzéseket
adjunk a jovére nézve. Persze a jov6 bizonytalansaga miatt nem szoritkozhatunk csak deter-
minisztikus el6rejelzésekre. Gondolhatunk a jovébeli eseményekre, mint valamilyen hattérfo-
lyamat véletleniil bekdvetkezs kimeneteleire és vehetiink valészintiségi eloszlasokat egy ilyen
jovébeli esemény lehetéges kimenetelein, azaz kiilon-kiilon rendelhetiink valészintiségeket
minden egyes lehetéséghez. Igy az eldrejelzésiink egy eloszlas lesz, melyet prediktiv elosz-
lasnak neveziink. A matematikai statisztika Bayes-becslésénél is tulajdonképpen az egész
a posteriori eloszlast kaptuk becslésként, s ennek néztiik kiilonb6z6 funkcionaljait (varhato
érték, median) pontbecslésként. Az elmult két évtizedben az efajta valoszintségi elérejelzé-
sek rengeteg alkalmazasra leltek meteorologia elérejelzésektd] (id6jaras-1, klimaelsrejelzések)
kezdve kiilonb6z6 makrodkonomiai prognozisokig, koszonhetSen f6leg az MCMC (Markov
Chain Monte Carlo) médszerek kiilonbozs tovabbfejlesztéseinek is, melyek a prediktiv elosz-
lasbol valé Monte Carlo-mintavételek formajaban keriilnek alkalmazésra. ElGszor csak a
diszkrét eset keriilt a kutatok elé, de aztan olyan folytonos és diszkrét-folytonos valtozok,
mint példaul hémérséklet, csapadék, szélsebesség, gdp, inflacié keriiltek elGtérbe, amelyek
segitették az altalanos elmélet kialakuldsat is. A valoszintségi elérejelzések ekkor prediktiv
siirtiség- ill. eloszlasfiiggvények alakjat oltik magukra. Tovabbra is fennall a kérdés: hogyan
mérjiik az ilyen valoszintiségi elérejelzésekben meglevs bizonytalansagot?

A dolgozatom els6 részében bevezetésre keriil¢ szkorok alapvets szerepet jatszanak a
valészintiségi el6rejelzések kiértékelésénél. Egy ilyen szkér az elérejelzéseken és megfigyelé-
seken értelmezett numerikus skéla, melyekkel valoszintiségi elérejelzések minéségét mérjiik.
Pontosabban egy szkor egy kétvaltozos valos értékd leképezés, melynek egyik valtozodja a
prediktiv eloszlas, a méasik pedig a w realizacié. Az igy kapott értéket az elérejelzés jutal-
manak tekintjiik. Gneiting és Raftery [2] cikke alapjan megadom ezeknek egy igen fontos
tulajdonsagat, mely 6vatossigra inti az el6rejelz6t és Gszinte el6rejelzésekre biztatja. Minden
ilyen szkor egy konvex fiiggvénybdl ered, és mindegyiknek van egy informacidelméleti vonat-
kozasa: mindegyikhez tartozik egy entropia fiiggvény, ill. (Bregman) divergencia. Példéakat
mutatok a gyakorlatban legtobbet hasznalt szkérokra, mint példaul a kvadratikus szkor,
vagy a sokkal robosztusabb CRPS. A legegyszeriibb ilyen el6rejelzés persze p(w) lenne, ez
azt az el6rejelz6t helyezi elbbre, mely nagyobb valoszintséget csatolt a megfigyeléshez,
viszont majd latni fogjuk, hogy ez nem fog megfelelni a megkovetelt tulajdonsagnak. Ezért
helyette a LS(p,w) = log p(w) képlettel definialt un. logaritmikus szkért hasznaljuk majd.
Bemutatom a megismert CRPS egy messzemend altalanositasat, mely Székely J. Géabor
nevéhez fiizodik, majd emlitést teszek a negativ definit fiiggvények és a szkorok kapcso-
latarol. E kapcsolat révén dltalanos mintatér esetében tudunk értelmezni szkérokat. Ezutan
intervallum- és kvantilisel6rejelzések esetében hasznalt szkérok egy édltaldnos alakjat muta-
tom be. Mindezekmellett a becsléselméletben is fontos szerep juthat a szkéroknak, ugyanis az
altaluk nyert hasznossagi fiiggvények segitségével igen sok kiilonféle becslést kaphatunk, me-
lyek kozott taldlhaté néhany mar eddig is ismert becslésfajta, mint pl. maximum likelihood

vagy legkisebb négyzetes becslés. Az igy kapott becslések a ML-becslés és az M-becslések

IValészintiségi id6jaras-elorejelzések tipikusan ensemble prediktiv rendszereken alapszanak, melyek az
atmoszféra aktualis allapotanak legjobb becslésében perturbacidkat generalnak, és numerikus id6jaras-
elérejelzési modellek segitségével futtatjak Sket, s az igy kapott eredményeket, mint a prediktiv eloszlasboél

szarmazd mintat kezelik valamilyen jovobeli id6jarasi mennyiség elérejelzésére.



kozé tehetdk. Nagy el6nyiik, hogy a feladat természetétsl fiiggSen mi vélaszthatjuk meg
melyik szkorhoz tartozé hasznossagi fiiggvénnyel? dolgozunk.

Gneiting, Raftery és masok [3]-ban a valoszintségi elérejelzések céljat a kovetkezGképpen
fogalmazza meg: maximalizalni az eloszlas élességét rogzitett kalibracié mellett. A kalibrécio
az adatok konzisztencidjat jelenti, mennyire egyeztethet§ Ossze statisztikailag a prediktiv
eloszlasunk a megfigyelésekkel, igy kozos tulajdonsiga az elérejelzésnek és a megfigyelé-
seknek. Mig az élesség a prediktiv eloszlas koncentréaltsagat fejezi ki, igy csak maganak
az eloszlasnak a tulajdonsaga. Minél koncentraltabb a prediktiv eloszlas, annél élessebb az
elorejelzés; és az élesebb elbrejelzés a jobb, adott kalibracio mellett. A kalibracio kiilonféle val-
tozatait definidlom és kiilonb6zs eszkozoket (példaul PIT, marginélis kalibracio diagramm)
ezek meglétének ellengrzésére illetve becslésére. Mindezeket példakon keresztiil és abrakkal
igyekszem ismertetni.

Ezutan megvizsgélom, hogyan kezelik a valdszintiségi elérejelzéseket bayesi kornyezet-
ben. Ismertetem a konjugélt priorokat, melyek adott likelihood mellett mindig ugyanabba
az eloszlascsaladba tartozo posteriori eloszlasokat adnak, mint maguk. Egyszerten belathato,
hogy minden exponencialis eloszlascsaladba tartozoé likelihood esetén mindig talalhaté hozza
szintén az exponencidlis eloszlascsaladba tartozd konjugalt prior. Bemutatom a Bayes fak-
tort, elgszor mint a hipotézisvizsgalat bayesi megfelelGjét, majd definidlom &altalanos eset-
ben is. Ismertetem ennek néhany hatranyat, mint példaul a priori hiperparaméterekre valo
érzékenységét, egyuttal megemlitem Lindley paradoxonét is. Ebben a fejezetben leginkabb
Walsh [10] cikkére tamaszkodtam.

Majd a dolgozat utolsé részében az egyik leggyakrabban hasznalt szkér, a logaritmikus
szkér hatareloszlasat vizsgadlom néhany ismert modell esetén. Ezutan egy példan keresztiil
bemutatom, miért hasznos a lényeges szkoérokat kitiintetd tulajdonsig, majd az altalanos
esetben is megmutatom, hogy ez teszi lehet6vé, hogy 1-hez tart6é valészintséggel mindig
a helyes modellt fogjuk kivalasztani, ha a lényeges szkorokat hasznaljuk. Ezutén egy sa-
jat példan keresztiil is bemutatom a Bayes faktor a priori hiperparaméterekre vonatkozo

érzékenységét.

2Vagy negatfv orientaciéval veszteségfiiggvénnyel.



1. fejezet
Lényeges szkorok

Az els6 fejezetben elGszor bevezetem a jeldléseket, megadom a lényeges szkorok egy osz-
talyanak, a reguléris szkéroknak a karakteriziciojat, majd ismertetem a megfelelS infor-
macidelméleti vonatkozasokat, illetve Bregman divergencidkat. Ezutén a folytonos elGre-
jelzések esetével foglalkozom, bemutatom a CRPS-t, majd ennek messzemennd altaldnosita-
sait; megvizsgélom a lényeges szkorok és a negativ definit fiiggvények kapcsolatat, végiil az
intervallum- és kvantilisel6rejelzések esetével foglalkozom, illetve emlitést teszek az optimaélis

szkor becslésrél, mely magaba foglal sok eddig megismert becsléstipust.

1.1. Lényeges szkérok karakterizacidja

Valoszintiségi el6rejelzések vizsgalatdhoz elGszor is meg kell adni egy € mintateret, illetve
az () részhalmazaibol 4ll6 A meérhet halmazok o-algebrajat. Az igy kapott (£2,.4) mérhet6
téren legyen tovabba adott valészintségi mértékek egy P konvex csaladja.

Ekkor egy Q-n értelmezett kiterjesztett valos értéki fliggvényt P-kvdziintegralhatonak ne-
veziink, ha mérhets A-ra nézve és kvaziintegralhato minden P € P szerint. Kvéziintegral-
hatosag alatt azt értve, hogy az integral létezik, az értéke lehet véges vagy végtelen.
Valosziniségi eldrejelzésnek nevezziik P egy P elemét.

Egy S : P x Q — R kiterjesztett valos értékd fiiggvényt szkérnak vagy pontozd szabdlynak
neveziink, ha S(P,-) P-kvaziintegralhat6 minden P € P esetén. Egy ilyen szkor gy inter-
pretalhatd, hogy ha egy elérejelz6 a P € P valoszintiségi elérejelzést adja és w realizalodik,
akkor az el6rejelzd jutalma S(P,w).

Bevezetem még a kovetkezd jelolést a @ szerinti vdrhato szkdrra a P elrejelzés mellett:

S(P,Q) = /S(P,w)dQ(w) (1.1)

Ezt felfoghatjuk mint a P el6rejelzésiink varhato jutalmat, ha a valédi hattéreloszlas Q.
Fontos lenne olyan szkérokat késziteni melyek "Gszinte" elérejelzésekre biztatnak. Minél
"kozelebb" van az el6rejelzésiink a valédi héattéreloszlashoz, annal jobb munkat végeztiink
és nagyobb jutalmat érdemliink. Tehat az eloszlasok kozott kellene valamilyen téavolsag-

fogalmat definilni.



A kovetkezGkben egy S szkor igen fontos tulajdonsagat definidlom, lényegében csak az

ilyen szkorokkal kell foglalkoznunk. Egy S szkért lényegesnek! neveziink a P osztalyon, ha

5@,Q) =2 S(PQ) YVPQeP (1.2)

Azaz barmely hattéreloszlas esetén a varhato szkor maximaélis, hogyha ezt a valodi eloszlast
(a lehetd legjobbat) adjuk eldrejelzésként. Ha a maximum csak ekkor éretik el, és minden
més esetben szigoru egyenlGtlenség all, akkor az S-t szigordan lényegesnek nevezziik. Azt,
hogy miért ez a megfelel¢ definicio, majd a késébbiekben latni fogjuk. Viladgos, hogy (szi-

gortian) lényeges szkorok és P-integralhato fiiggvények véges Osszege (szigortian) lényeges.?

Definicié: Egy G : P — R fiiggvény konvex, ha VA € (0,1),V Py, P, € P esetén
G((l — )\)PO + )\Pl) < (1 — )\)G(Po) + )\G(Pl) (13)

A G szigoruian konvex, ha egyenlGség csak Py = P; esetben lehetséges.

Definicié: Egy G*(P,-) : Q — R fiiggvényt G szubtangensének nevezziik a P € P

pontban, ha integralhaté P szerint, kvéziintegralhatd a tobbi @Q € P szerint és
G(Q) > G(P) + / G*(P,w)d(Q — P)(w) YQEP (1.4)

Definicié: Egy S : P x Q — R szkér reguldris P-n, ha VP,QQ € P esetén teljesiil:
S(P,P) eRés S(P,Q) < oc.

Tétel: Az S : P x Q — R reguldris szkor akkor és csak akkor (szigorian) lényeges P-n,

ha létezik eqy (szigorian) konvez, valds értékd G fiigguény P-n, melyre
S(P,w)=G(P) — /G*(P,w)dP(w) +G*(Pw) PeP,we (1.5)

ahol G*(P,-) : 2 — R G egy szubtangense P € P-ben.?

Bizonyitas: Ha az S reguléris szkor a fenti alaku, akkor a (1.4) szubtangens egyenlGt-
lenséghdl azonnal kivetkezik a lényegességet definiélo egyenlétlenség. Forditva legyen S egy
reguléris, lényeges szkor. Definidljuk G : P — R-t a kévetkezSképpen: G(P) = S(P, P) =
supge p (@, P), ami konvex fiiggvények pontonkénti szuprémuma, igy maga is konvex. To-
vabba a szubtangens egyenl6tlenség is teljesiil G*(P,w) = S(P,w) vélasztéssal. Ebbdl ko-
vetkezik az elGallitas, és bizonyitja a lényegességet. Szigori egyenlGtlenség ekvivalens azzal,
hogy G P-beli szubtangense nem egyenlé G @-beli szubtangensével, és ez ekvivalens G kon-

vexitasaval P-n. O

Kicsit masképp fogalmazva: az S regularis szkor pontosan akkor (szigorian) lényeges P-n,
ha a G(P) = S(P, P) varhato szkor fliggvény (szigortian) konvex P-n és S(P,w) G egy

szubtangense P-ben minden P € P-re.

! Paraméteres kérnyezetben Lehmann és Casella (1998) az (1.2) definial6é tulajdonsagra, mint kockazat
torzitatlansdgara (risk unbiasedness) hivatkozik. [2]
2Az angol irodalomban a proper scoring rules néven ismertek, nem taldltam a magyar irodalomban

forditast a proper kifejezésre, igy a magam altali lényeges forditast hasznalom, remélem elég kifejezé.
3Ekkor persze G(P) = [ S(P,w)dP(w) = S(P, P) = supgep S(Q, P).



1.1.1. Informaciémértékek és Bregman-divergencidk

Legyen S egy lényeges szkér P-n, ekkor a

G(P) = S(P,P) = sup S(Q, P) (16)

QeP
varhaté szkor fiiggvényt az S szkorhoz tartozéd (dltaldnositott) entrépidnak nevezziik. Ez a
maximalis elérheté hasznossig és a sima entrépia kifejezés is hasznalatos. Ha az S szkor

regularis és lényeges, akkor

az S-hez tartozo divergencia fliggvény. Ez nemnegativ, és ha az S szkér szigorian lényeges,
akkor pontosan akkor 0, ha P = @). Tehat a varhat6é szkér maximalizalasa egyenértékd a
divergencia minimalizdlasaval.* Bizonyos esetekben eléfordulhat, hogy valamilyen korlato-
zasok miatt csak adott tipusa eloszlasok johetnek szoba eldrejelzésként, igy ezek koziil kell
kivélasztani a legjobbat, ekkor ezek kozott kell minimalizélni a divergenciat. Példaul ha egy
paraméteres eloszlascsaladot akarunk illeszteni az adatsorra, akkor ezen a csaladon beliil
minimalizalhatjuk a divergenciat és igy becslést kapunk a paraméterre. Ha a mintatér véges,
és az entropia fliggvény elegendGen sima, akkor a divergencia fliggvény a Bregman divergen-
cia, melynek fontos szerep jut az optimalizacidelméletben. A Bregman tdvolsdg kifejezést is
hasznaljak habéar d(P, Q) = d(Q, P) nem feltétlen teljesiil minden esetben.
Erdekes probléma olyan feltételeket talalni, mely mellett egy d divergencidhoz megadhaté
egy S szkor ugy, hogy d a megfelels szkoér-divergencia. Ekkor persze egy 6j ut nyilik el6ttiink
kiilonboz6 szkorok definidlasadhoz. Szimmetrikus divergencia esetében Savage ([2], 1971) ad
sziikséges feltételt: ha P és @ ugyanarra az eseményre koncentralt indikatorvaltozok a meg-
felels p és ¢ € [0, 1] valoszintiségekkel, akkor d(P, Q) (p—q)? linearis fiiggvényévé redukalodik.
Friedman és Nau ([2], 1985) egy lazabb kapcsolatot vizsgalt lényeges szkorok és valdszintiségi
mértékek tavolsagai kozt. Vizsgalataikat valodi metrikdkra korlatoztdk, melyek szimmetri-
kusak és kiegyenlitik a haromszog-egyenl6tlenséget is. Egy S szkort effektivnek neveznek egy
d metrikaval, ha

S(P,Q) =z S(P2,Q) <= d(P1,Q) < d(P,Q) (1.8)

Egy d metrikat pedig ko-effektivnek, ha létezik olyan S lényeges szkér, mely effektiv d-vel.
Bebizonyitottak, hogy az 1, I, és a Hellinger tavolsig® az abszolit folytonos valoszintiségi

mértékek terén nem ko-effektivek.

1.2. Lényeges szkérok kategoérikus valtozdék esetén

Most az el6z6 két specialis esetét vizsgalom, és véges mintatér esetén Savage (1971, [2])

tozok esetén karakterizalja a (szigorian) lényeges szkorokat, majd néhany példat lathatunk

lényeges szkérokra.

4Ez felelhet meg a két eloszlas "tavolsaganak", bar nyilvanvalo, hogy matemetikai értelemben nem me-
trikarél van szo, példaul egyaltalan nem biztos, hogy szimmetrikus.
SHellinger tavolsag: d(P,Q) = [(v/p(x) — v/q(z))?, ahol p és q a megfelels stirtségfiiggvények.



1.2.1. Savage reprezentacio

Elgszor tehat kategorikus vagy més néven kvalitativ valtozok elGrejelzéseivel foglalkozom.
Ezek véges sok értéket felvevd diszkrét valdszintiségi valtozok, melyeknél az értékek nem
nagyséagrendet tiikroznek, hanem a valtozoé olyan kategorikus értékeit hivatottak jeldlni, mint
példaul szin vagy teriileti felosztas. A binaris valtozok ennek azt a specialis esetét adjak,
mikor két elemi eseményiink van, és donteni szeretnénk, hogy melyik kovetkezik be koziiliik.
Tehét akkor a mintatér Q = {1,...,m} véges sok, egyméast kizaré eseménybdl all, és egy
valoszintségi el6rejelzés egy (p1, . . ., pm) valoszintségi vektor. Az eddigi jeloléseket hasznélva

az elérejelzések konvex osztalya
P =Pm = {p= (P15, Pm) 1 P1s - P = 0,p1 o P = 1}
Ekkor egy S szkér megadasa ekvivalens a kovetkezs m fliggvény megadéasaval:
S(i): Pm — R i=1,....m

Vagyis, ha egy el6rejelz6 a p valészintiségi vektort adja és az ¢ esemény kovetkezik be, akkor
az 6 jutalma S(p,i). A kovetkezs tétel az el6z6 pontban ismertett (1.5) specialis esete, és

R

Elébb definidlom az eléz6 pont fogalmait erre a specialis esetre:

Definicié: Legyen G : P, — R konvex fuggvény. Ekkor egy G'(p) = (G} (p),...,G,,(p))

vektort® G szubgradiensének neveziink p € P,,-ben, ha

G(q) > G(p) +(G'(p),q—p)  Yg€Pn (1.9)

ahol (-, ) jeloli a (standard) skaléris szorzatot.

Definicié: Egy S szkor kategorikus valtozokra reguldris, ha S(-,4) valos értékd, kivéve

esetleg S(p,i) = —o0, ha p; = 0.

Tétel (Savage reprezentacid)
Egy S kategorikus vdltozokra vonatkozo reguldris szkor akkor és csak akkor (szigorian) lénye-
ges, ha
S(p.i) = G(p) — (G'(p),p) + Gilp)  i=1,....,m (1.10)
ahol G : P,, — R egy (szigorian) konvex figgvény és G'(p) G egy szubgradiense p-ben
Vp € P, esetén.

Azaz egy S regularis szkor akkor és csak akkor (szigoruan) lényeges, ha a G(p) = S(p,p)
varhato szkor fiiggvény (szigortian) konvex Pp,-n és az S(p,i) (i = 1,...,m) komponensek-

bdl alkotott vektor G egy szubgradiense p-ben.

Tehat ez eddigiek szerint minden korlatos (szigorian) konvex G fiiggvény P,,-en general
egy regularis, (szigortan) lényeges szkort. Ez a G fiiggvény lesz a (1.6) varhato szkor fiigg-
vény, informaciomerték vagy entropiafiggvény, a megfelel§ divergencia pedig (1.7) Bregman

tavolsag.

6Tegyiik fel, hogy G (p) valos értéki, kiveve a G’ (p) = —oo, ha p; = 0 esetet.



1.2.2. Schervish reprezentaci6

Mint méar emlitettem a klasszikus eldontendé kérdések témakore kiilon targyalast érde-
mel. Az eseménytér most két elembdl all, ahol az 1 felel meg az igennek: Q = {0,1}. Egy
valoszintiségi elérejelzés legyen p € [0,1] az igen valosziniisége.” Ebben az esetben egy S

szkor a kovetkezo két fiiggvénnyel adhatoé meg:
S(al)[oal]H@7 S(7O)[071]*>E

Ezek azt adjak meg, hogy mekkora a jutalmunk hogyha p valészintiséggel jeleztiik elére az
eseményt és az bekovetkezik (S(p,1)), ill. nem kiévetkezik be (S(p,0)).

Definicié: Az S szkor reguldris, ha S(-, 1) és S(-, 0) végesek, kivéve esetleg az S(0,1) = —co
vagy S(1,0) = —oo eseteket.®

A (1.5) tétel erre az esetre vonatkozd varidnsa szerint minden regularis, (szigortian)

lényeges szkor a kovetkezd alaku:

S(p,1) =G(p)+ (1 -p)G'(p),  S(p,0)=G(p) —pG'(p) (1.11)

ahol G : [0,1] — R (szigoruan) konvex fiiggvény és G’(p) G egy szubgradiense p-ben, a

kovetkezé értelemben:
G(q) > Gp)+G(p)(g—p)  Yge€l0,1] (1.12)

A G'(p) szubgradiens valos értéki, kivéve a G'(0) = —oo és a G'(1) = —oo lehetséges ese-
teket. Ha G differencialhato a p € (0,1) belss pontban, akkor a G'(p) értéke egyértelmd és

megegyezik a derivalt értékével.?

A Savage reprezentaciobol igen érdekes tulajdonsagait nyerhetjiik a regularis, (szigorian)

lényeges szkoroknak. Példaul a kovetkezd

S(n.1) = I Gla) ~ [ (@@~ G'W)da  pe©O) (1.13)

elgallitasbol leolvashatéd (mivel G(p) (szigoru) konvexitasa miatt G (p) (szigortian) monoton
nd), hogy S(p,1) szintén (szigorian) monoton nd. Hasonléan S(p,0) (szigortian) monoton
csokken, ahogy azt t6liik elGzetesen is elvarnank. Ugyanis minél nagyobb valdsziniiséggel
jeleztiink elére egy eseményt, ami aztan bekovetkezett, annal nagyobb jutalomra szamitunk.
Viszont ha nem kovetkezett be az esemény, akkor a jutalmunk egyre csdkken, minél nagyobb

valoszintiséggel jeleztiik elére azt.

Ennek felhasznalasaval bizonyithato a kovetkezs tétel, mely a binaris el6rejelzésekre vo-

natkozo6 reguléris lényeges szkoérokat karakterizalja:

"Kiilonbség az el6z6 részben targyaltakhoz képest, hogy most P = [0, 1], mig ott P2 = {(p1,p2) € R? :
p1 € [0,1],p2 =1 — p1} volt.

8Ezek azok az esetek, amikor az elSrejelzés szerint az esemény 1 valészintiséggel be fog kovetkezni, 4m
nem kovetkezik be, illetve forditva: az elérejelzés szerint 1 valoszintiséggel nem fog bekdvetkezni az esemény,

mégis bekdvetkezik.
9Egy szubgradiens lényegében egy tamaszhipersiknak felel meg.



Tétel (Schervish reprezentacio)
Legyen S eqgy requldris szkor. Ez akkor és csak akkor lényeges, €és
S(0,1) = lim, ¢ S(p,1), S(0,0) = lim,_.c S(p,0), illetve S(p,0) és S(p, 1) balrdl folytonosak,

ha létezik egy olyan v mérték (0,1)-en, melyre

S(p,1) = S(1,1) - /[ (a—avdg Vel (1.14)
S(p,0) = 5(0,0) — /[ i) e (1.15)

Az S szkor akkor és csak akkor szigorian lényeges, ha v pozitiv silyt rendel minden nyilt

intervallumhoz.

Bizonyitas: (vazlat) Tegyiik fel, hogy S kielégiti a tétel feltételeit. S(p,1) (1.14)
alakjahoz nézziik a (1.13) reprezentaciot és mivel G’(p) monoton novekszik, ezért azonositsuk
egy v mérték (balrol folytonos) eloszlasfiiggvényével, és alkalmazzunk parciélis integralést.
S(p,0) eléallitasa analog modon torténik. A masik iranyhoz forditsuk meg a gondolatmene-
tet. A szigort lényegességre vonatkozé allitds a szigortian konvex fiiggvények ismert tulaj-

donsagaibdl koévetkezik.[]

Ha a G varhatd szkor fiiggvény elegendGen sima, akkor v(dg)-nak létezik Lebesgue-
stirtségfiiggvénye —G"(q). Példaul a Brier szkor esetében G(p) = 2p(1 — p), igy a hozzétar-
toz6 v mérték az egyenletes. Mig a logaritmikus szkér a Shannon entropidbdl szarmazik,
és igy G(p) = plogp + (1 — p)log(1 — p), a v ekkor egy nem-véges mérték (q(1 — q))~!

Lebesgue-siirtiségfiiggvénnyel.

1.2.3. Példak

Az eddigiek utén lassuk néhany példat is lényeges szkorokra. Mindegyiknek 1étezik binaris
valtozata is, de ezt nem részletezem mindenhol, ugyanis ezt megkaphatjuk, hogy ha a képletet

két eseményre irjuk fel.

e Kvadratikus szkér (vagy Brier szkér)!®
Legyen G(p) a kovetkez konvex fiiggvény Pp-en: G(p) = >0 p7 — 1
Ekkor a (1.10) elsallitas a kovetkez6 un. kvadratikus szkort adja:

m m

S(p,i) = 2p; — Z;ﬁ —1==> (6 —p;)° (1.16)

j=1
ahol d;; a Kronecker-delta:
5, = { 1 ha z = ]
0 hai#j
A megfelels Bregman divergencia a négyzetes euklideszi tavolsig lesz:

m

d(p,q) = (p; — ¢;)° (1.17)

j=1

10Kzt az igen elterjedt szkort Brier (1950) vezette be, innen is a Brier szkor elnevezés.



e (Pszeudo)szférikus szkor
Legyen o > 1 és nézziik a kovetkezs altalanositott entropiafiiggvényt: G(p) = (z;nzl pg?‘)l/ °,
Az ehhez tartozo pszeudoszférikus szkor:
pi!
Sp,i) = =m—a (1.18)
(2o pf) et/

A tradicionalis szférikus szkort az o = 2 esetben kapjuk:

. Pi
S(p,i) = —— 1.19
S T (1:19)
A megfelel§ Bregman divergencia:
m m a—1

a1/a > ie1 Pid;

d(p,q) = Py - - (1.20)
(; ]) (Z;nzl qj)(a—l)/a

e Logaritmikus szkér
A negativ Shannon entrépia, G(p) = Z;ﬁ:lpj logp; szintén meghatéroz egy lényeges

szkort, melyet logaritmikus szkérnak neveziink:

S(p,i) = logpi (1.21)

A hozzatartoz6 Bregman divergencia a Kullback-Leibler divergencia:
d(pllq) = > _pjlog(p;/g;) (1.22)
j=1

Ez a klasszikus szkor egészen Good ([13]) munkassagaig vezethets vissza, a gyakorlat-

ban az egyik legtobbet alkalmazott szkorrél van szo.

e 0-1 szkor
A kovetkezd szkér abban az esetben jutalmaz egy valdszintiségi elérejelzést, ha annak
a modusza realizalodik. Ha tobb moédusz is van, akkor a jutalom ardnyosan oszlik el

ezek kozott:

S(p,i) = { iy ha i€ Mp) (1.23)
0 kiilénben

ahol M(p) = {i: p; = maxj=1._mp;}

A szkérnak megfelelS altalanositott entropia G(p) = max;—1..m p;, a divergencia fiigg-
vény pedig:

2 jen(q) Pi

|M(q)|

Ez nem lesz Bregman divergencia, mivel az entropia fliggvény se nem differencialhato,

d(p,q) = max pj — (1.24)

J=1..

se nem szigordan konvex.
A megismert szkérok mindegyike szimmetrikus a kovetkezs értelemben:

S((pla e 7pm>77’) = S((pﬂ'u cee 7p77m)77Ti) Vp S P’mmv’n— S Sm,VZ

Winkler ([14], 1994) szerint a szimmetrikus szkorok nem mindig dijazzak megfelelGen az
eldrejelzoi képességeket, és aszimmetrikus szkorok hasznalatara biztat. Aszimmetrikus (szi-
goruan) lényeges szkorokat olyan G (szigoruan) konvex entropia fiiggvényekbdl kaphatunk,

melyek nem invariansak a koordinatapermutéaciora.
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1.3. Lényeges szkoérok strtiségfiiggvény-el6rejelzések eseté-

ben

Legyen u egy o-véges mérték a (2,.4) mérhets téren. Jelolje £, (o > 1) valoszintségi

mértékek azon osztalyat, melyek abszolit folytonosak p-re és a stirtiségfiiggvényeikre az

ot = ( [ p(w)amdw))l/a (1.25)

integral véges. Egy P € L, valosziniiségi el6rejelzést a p strtségfliggvényével adunk meg
és p-t prediktiv siriségfigguénynek (siriségfigguény-eldrejelzés) nevezziik.!! Ebben az eset-
ben is érvényes a reguléris, lényeges szkorokra az (1.5) elSallitds, azaz az S regularis szkor
pontosan akkor (szigorian) lényeges P-n, ha a G(P) = S(P, P) varhato szkor fiiggvény (szi-
gortian) konvex P-n és S(P,w) G egy szubtangense P-ben minden P € P-re.

Most néhany a diszkrét esetben latott szkor abszolut folytonos megfelelGjét tekintem at.

Példak
e Az els§ szkor a kvadratikus (Brier) szkor volt, melynek folytonos alakja:

QS(p,w) = 2p(w) — ||pll3 (1.26)

Allitas: Ez szigorian lényeges az Lo osztdlyon.

Bizonyitas: Ehhez a d(p,q) = QS(p,p) — QS(q,p) > 0 feltételt kell leellendrizni tet-
szGleges p és g Lo-beli stirtiségfiiggvényekre, egyenlGtlenséget csak p = g p-m.m. eset-
ben megengedve. Kiszamolva a divergenciat egyszertien adodik: d(p,q) = ||[p—¢||3 > 0

és egyenl@ség is csak a megengedett esetben lehetséges.[]

Lathatjuk, hogy a divergencia most is a négyzetes euklideszi tavolsidg, mig az entrépia

ebben az esetben G(p) = ||p||3, a p prediktiv strtségfiiggény Lo-normanégyzete.

e Good ([13]) javasolta a folytonos pszeudoszférikus szkor hasznalatat:

a—1
PseudoS,,(p,w) = p(w)ﬁ (1.27)
Ipla
Szintén szigortan lényeges az L, osztélyon, ugyanis a G(p) = ||p|| entropia szigora
konvexitasa egyszert kovetkezménye a Minkowski-egyenlétlenségnek, mig a
a—1
¢* (w)p(w)p(dw)
d(pq) = llplla — I o (1.28)
llalla
divergencia nemnegativitdsa a Holder-egyenl&tlenséghdl adodik.
Az o = 2 esetben a klasszikus szférikus szkort kapjuk:
PseudoSs(p,w) = ;|D(7|j) (1.29)
Pil2

HEzek csak p-mm. vannak meghatarozva.
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o A kiovetkezd a logaritmikus szkor folytonos esete:
LogS(p,w) = log p(w) (1.30)

mely megkaphaté megfelel6en paraméterezett pszeudoszférikus szkér o — 1 hatér-
eseteként is. Bevezetését szintén Good ([13]) javasolta, és azota nagyon széles korben

elterjedt.'?

A hozzé tartozo varhato szkor fiiggvény a negativ Shannon entrépia,

Glp) = / p(x) log p(x)u(dz) (1.31)

mig a divergencia fiiggvény a klasszikus Kullback-Leibler divergencia:

dtvlla) = [ pla)tog Zggu(dx) (1.32)

Allitas: A logaritmikus szkor szigorian lényeges az L, osztdlyon.

Bizonyitas: Ehhez a kovetkezének kell teljesiilnie tetszéleges p és ¢ strtségfiigg-

vényekre:
/ p() log p(x)p(dz) > / p(x) log ¢(«)u(dz)

és egyenlGség csak p = g p-m.m. esetben lehetséges.

00) i) — (100 8
[ o108 W i) - (1 gpm) <

< log B, <Zg;) = log/]qgggp(a?)u(dx) =0

A Jensen-egyenlGtlenség alapjan, és egyenlGség csak % = konstans esetben lehetsé-

ges, de ekkor p(z) = ¢(z) p-m.m.O

Lathatjuk, hogy a logaritmikus szkor csak a megfigyelt w-n keresztiil fiigg a prediktiv stirtiség-
fiiggvénytdl, mig az el6z6 kettd emellett a prediktiv stirtségfiiggvény valamilyen £,-normajat

is tartalmazta. Az elgbbi tulajdonsiggal rendelkezs szkéroknak kiilon elnevezése is van:

Definicié: Egy olyan S szkort, mely csak magan a megfigyelt w-n keresztiil fiigg a p

prediktiv strtségfiiggvénytdl lokdlis szkdrnak neveziink.

Bizonyos regularitasi feltételek mellett megmutathaté, hogy minden lényeges lokélis szkér a

kovetkezé alaku:
S(p,w) = alogp(w) + f(w) (1.33)

ahol @ > 0 és f : Q — R tetszsleges fiiggvény. Azaz a lényeges lokalis szkorok oszté-
lya a logaritmikus szkor efféle transzformaltjaibol all. Igy a bevezetében mar emlitett a
LinS(p,w) = p(w) formulaval definialt linedris szkdor sem lesz lényeges, akarmilyen intuitiv

is lenne a hasznalata. Errél a kovetkezs egyszerd példan is megbizonyosodhatunk.

12M4s néven is hasznalatos, mint példaul predictive deviance vagy ignorance score.
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Jeldlje ¢ a standard normaélis striségfiiggvényt, mig u a (—e, €)-on egyenletes eloszlasét.
Ekkor € < v/log2 esetén

= LinS(p, p) (1.34)

1 1 [
LinS(u, ) = / e 2y > 5177 =

N \/2712

becslésre a valodi stirtiségfiiggvény csticsainal.

Wilson, Burrows and Lanzinger ([2], 1999) wvaldszinidségi szkorja kiintegralja a stirtség-
fliggvényt a megfigyelt w egy kis kdrnyezetében:

w+e
VSe(P,w) = / p(x)dx (1.35)

w—e€

de ez sem lesz lényeges.

A logaritmikus szkér taldn egyetlen probléméaja, hogy nem elég robosztus, a kis valo-
szintségld megfigyeléseket igen erdsen biinteti, és igy igen érzékeny az extrém értékekre.
Weigend és Shi ([2], 2000) ezért a logaritmikus szkér hasznalatakor trimmelt atlagszkor
szamitasat javasolja. A kovetkezs szkor sokkal robosztusabb lesz és nem is annyira érzékeny

az extrém értékek esetén.

1.4. CRPS (Continuous Ranked Probability Score)

Ezidaig csak diszkrét vagy abszolut folytonos, stirtiségfiiggvénnyel rendelkezd elGrejelzé-
sekkel foglalkoztam. Utobbi esetben maga a siriségfiiggvény volt az el6rejelzés. Ez egy
nem praktikus megszoritas, mivel nem minden esetben létezik stirtiségfiiggvény. Példaul, ha
csapadékmennyiséget akarunk elérejelezni, akkor sziikségszertien pozitiv suly keriil a 0-ba is.
Persze le lehetne cserélni a Lebesgue-mértéket egy keverék dominélé mértékre, de praktiku-
sabb, ha eloszlasfiiggvényeken értelmezett szkorokkal is dolgozunk. Tovibbé az eddig targyalt
szkérok nem nagyon érzékenyek a tavolsdgra, abban az értelemben, hogy semmi se bizto-
sitja, hogy a megfigyelt érték kornyezetére (a megfigyelt érték nélkiil) is nagy sulyt helyezd
elérejelzéseknek kedveznek. Pedig ez igen kivanatos tulajdonsag, ha a prediktiv eloszlasaink
tobbcsucsiaak. Ezért 1épjilink egy 1épcestfokkal feljebb, hogy egy kalap alatt kezelhessiik a két
esetet, és vizsgaljuk az eloszlasfiiggvények eldrejelzésének esetét is. Ehhez jelolje P Borel-
mértékek egy csaladjat R-n. Egy valdszintiségi elérejelzést, azaz P egy elemét identifikaljuk
F eloszlasfiiggvényével.

Egy ilyen el6rejelzés kiértékelésére definidlhato a kovetkezd szkor:

oo

CRPS(F,z) = - / (F(y) - 1{y > z})%dy (1.36)

— 00

Ez a prediktiv eloszlasfiiggvénynek és az x megfigyelés empirikus eloszlasfiiggvényének integ-

ralt négyzetes kiilonbsége. Vegyiik észre, hogy az integral mogotti kifejezéshez hasonloval

valojaban az {X < y} eseményre felirt binaris Brier szkor van az integral mogott. Tehét a

CRPS felfoghat6 ugy is, mint az y kiiszobértékekhez tartozé Brier szkorok egy integralja.
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A CRPS egy grafikus illusztracioja lathato a kovetkezd abran normalis prediktiv eloszlas
esetén. A bal oldalon lathaté a 0 varhato értékd normaélis strtségfiiggvény 1 ill. 4 szoras-
négyzettel, mellette pedig a megfelels eloszlasfiiggvény és az empirikus eloszlésfiiggvény
kiilonbsége az y = 0 és az y = 2 megfigyelések esetén. Ezek az abrédk mutatjak, hogy a
CRPS jutalmazza az éles elGrejelzéseket, de figyelembe veszi azt is, hogy a megfigyelés men-

nyire esik az eloszlas farokrészébe.

y=0 y=2
04 ; = ;
03 0.8 0.8
0.6 0.5
0.2
0.4 0.4
0.1 0.2 0.2
0 i) 0
-0 10 -10 i 10 -10 0 10
y=0 y=2
0.4 1 1
0.3 08 0.8
0.6 0.6
0.2
0.4 0.4
0.1 0.2 0.2
1 /
0 — 0 0
-10 0 10 -10 0 10 -10 0 10

1.1. dbra. Normaélis és a tapasztalati eloszlasfiiggvény kiilonbsége [6]

Eleinte elég nehézkesnek tiint ennek a szkornak az alkalmazasa analitikus kifejezés hidnya-

ban, 4am a kovetkezs elgéllitas sokat segitett ezen (Székely, [12]):
1
CRPS(F,x) = §EF|X —X'| — Ep|X — 2 (1.37)

ahol X és X' fliggetlen valtozok F eloszlastiiggvénnyel és véges els6 momentummal. Példaul

ha a prediktiv eloszldsunk normélis, akkor ez a kdvetkezd alakot Olti:

CRPS(N(u,0%),2) =0 (;7? — 2 (‘r;“) - x;“ <2<I> (x;“> - 1)) (1.38)

ahol ¢ és ® a standard normaélis sidridség- ill. eloszlasfiiggvényt jeloli. Hasonld analitikus ki-

fejezéseket kaphatunk mas eloszlasok esetén is. Ha ilyen zart alak nem &ll rendelkezésiinkre,
de tudunk F’ eloszlast véletlen szamokat generalni, akkor Monte Carlo médszerek alkalmaz-

hatok a jobb oldal kiszamitésara.

A hozzatartozo varhato szkor fiiggvény (entropia):

o0 1
G(F) =~ [ Fly)(L~ Fy)dy =~ EelX - X| (139
mig a megfelel§ divergencia Cramér-von Mises tipusi:
ARG = [ (Fl) - Gw)idy (1.40)
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Allitas ([2]): A CRPS lényeges a P osztilyon és szigorian lényeges P véges elsé mo-

mentummal rendelkezd Borel-mértékekbdl dllo Py részosztalyan.

Gyakran negativ orientdcidval hasznaljak, azaz CRPS*(F,z) = —CRPS(F,x)-vel széa-
molnak és a kapott értékeket veszteségekként kezelik és minimalizélni szeretnék. Ekkor a
CRPS* = Ep|X —z|—Ep|X —X'| felirasbol latszik, hogy az abszolt hiba ltaldnositasaval
van dolgunk. Mikor F' egy determinisztikus elérejelzés (x*), azaz a megfelels P egy pont-
mérték, akkor tényleg az abszolut hibat kapjuk vissza: |z* — z|. Igy e szkor hasznalatéval
egy természetes modszer adddik determinisztikus és valosziniiségi el6rejelzések Gsszehason-
litdsara. Azért hasznos ez az altalanositas, mert lényeges szkort kaptunk, az abszolut hibat
adtemelhetnénk mashogy is szkoros kornyezetbe, mint ahogy azt a kovetkezd részben bemu-

tatom, de egyéltalan nem biztos, hogy lényeges szkért fogunk kapni.

1.5. Az el6rejelz6i teljesitmény klasszikus mérészamai

A kovetkezSkben az egyszertség kedvéért tegyiik fel, hogy az Gsszes széba keriil6 momen-
tum véges minden mérték esetében. ElGszor legyen u egy pontbecslés és legyen x a megfigyelt
érték. Ekkor a két legegyszeriibb moédszer a becslés hatékonysidganak mérésére az abszolit
hiba: AE(pu,z) = |pn — x| és a négyzetes hiba: SE(u,x) = (1 — x)?. Ezek természetes modon
altalanosithatok valo-szintiségi elérejelzések esetére is. Definidlhatjuk az abszolit hiba szkort

és a négyzetes hiba szkort a kovetkezSképpen:
AES(P,x) = —|z — pup|, SES(P,x) = —(z — pp)? (1.41)

ahol pp a P prediktiv eloszlas varhato értéke.!® Az elsé nem lesz lényeges mig a masodik
lényeges, de nem szigoriuan lényeges, ugyanis a Ep|X — x| kifejezést a P prediktiv eloszlas
medidnja minimalizalja, ezért példaul ;1o = medp esetben nem teljesiil a 1ényegességet de-

finial6 egyenlétlenség:

AES(P,P) = —Ep|X — up| < —Ep|X — pug| = AES(Q, P) (1.42)

Mig a Ep(X — z)? kifejezést up minimalizélja, s igy tetszolges g mellett
SES(P,P) = —Ep(X — up)* > —Ep(X — ng)* = SES(Q, P) (1.43)

Itt egyenlSség a up = pg esetben 4all, ezért csak lényeges és nem szigortian lényeges szkort
kapunk.'*

A SES azonos varhato értékid prediktiv eloszlasokat nem tud megkiilonboztetni, igy eléggé
altaldnos, az eloszlas lapossagat, élességét, szoradsnégyzetét ekkor még szabadon valtoztat-

hatjuk. A kovetkez6 normalizalt négyzetes hiba szkor ezt hivatott orvosolni:

NSES(P,z) = (T)Q (1.44)

ahol up és op a P prediktiv eloszlas varhato értéke és szorasa.

13Mivel ezek negativan orientaltak, egy negativ eléjellel csinalunk bel6liik pozitivan orientalt szkorokat.
MEnnek alapjan a S(P,z) = |x — medp| képlettel definialt szkor lesz lényeges, de nem szigortan lényeges.
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1.5.1. PMCC (Predictive Model Choice Criteria)

Képzeljiik el, hogy a rendelkezésiinkre all6 x1, ..., x, megfigyelések alapjan valamilyen
modellt illesztiink az adatokra és ennek a "mind@ségére" vagyunk kivancsiak. A PMCC az

illesztés hibajat a kovetkezéképp értelmezi:

n

n
PMCC = (ni—x:)*+ Y o} (1.45)
i=0 i=1
ahol p és 02 jeloli az illesztett modell varhato értékét és szérasnégyzetét. Ezek altalaban
nem fliggnek i-t6l, de el¢fordulhat, hogy minden x;-hez tartozik egy megfigyelési suly, ekkor
persze minden egyes mintaelemhez egy ezzel stulyozott prediktiv eloszlas tartozik.

Ez az eddigi kornyezetben az
S(F,z) = —(EpX —z)? — D4(X) (1.46)

szkornak felel meg, és a véges masodik momentummal rendelkezs F' eloszlasfiiggvényt elosz-
lasokon van értelmezve.

Konnyen lathato, hogy ez nem lesz lényeges, mivel a varhat6 szkor nem akkor lesz maximalis,
ha a valédi F eloszlast adjuk el6rejelzésnek, hanem az ErX pontbecslés esetében, ugyanis
S(ErpX,z)=—(ErX — )% és igy

S(ErX,F) = —Ep(EpX — X)? = —D%(X) > —2D3(X) = S(F, F)) (1.47)

Egyenl6ség pedig csak D%(X) = 0, azaz az F = EpX esetben lehetséges. Tehat nem a
valodi hattéreloszlas esetén lesz minimélis a varhaté szkor, hanem a hattéreloszlas varhaté

értékének megfelel6 pontbecslés esetén.

Az ebben a részben bemutatott szkorok a prediktiv eloszlastol csak az elsd két mo-
mentumon keresztiil fiiggenek. Dawid és Sebastiani ([5], 1999) adott Osszefoglalast ezzel a
tulajdonsaggal rendelkezs szkorokrol. A kovetkezd Dawid-Sebastiani szkor példaul a PMCC

egy lényeges alternativijanak tekintheté

2
DSS(P,z) = (“”” - “P> +2logop (1.48)
P

Normalis prediktiv eloszlas esetében ez ekvivalens a logaritmikus szkérral, ugyanis csak egy

multiplikativ konstanstol eltekintve kiilonbdznek.

A CRPS alapjan vizsgélhatjuk a
1
S(F,z) = 7/ (F~Y(u) — )%du = —Ep(X — x)? (1.49)
0

képlettel definialt szkort is, viszont ez sem lesz lényeges.'®

Els6 rédnézésre gy ttinhet, hogy csak egy D% (X )-es tagban kiilonbozik a PMCC-tdl, &m itt
a varhato értéket a zarojelen kiviil kell képezni, mig ott beliil, igy nem ekvivalensek. Az ilyen
integralalakban elGallithat6 szkérokrol bévebben majd a kvantilisel6rejelzésekkel foglalkozo

részben teszek emlitést.

15 A neki megfelels fogalmak a Mallows-tavolsag és a Wasserstein-metrika.
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1.6. Energia szkér

A kovetkezében a CRPS egy igen széleskord altalanositasat fogom bemutatni, melyet az
(1.38) analitikus elgallitas tesz lehetové. Jelolje Pg, 5 € (0,2) azon P valészintségi Borel-
mértékek csaladjat R™-en, melyekre a Ep||X | varhato érték véges, ahol || - | jeldli az

euklideszi norméat. Ekkor az energia szkdrt a kovetkezSképpen definialjuk:

1
ES(P,z) = S Bp|X = X'||? = Ep|| X - |? (1.50)

ahol X és X' fiiggetlen vektorvaltozok a P € P eloszlasbol. Lathatoan a CRPS altalanositésa,
mely a f =1 és m = 1 esetnek felel meg. Most megengedjiik, hogy a valtozoink vektorér-
téktek legyenek és a ( index is nagyobb tartoményban mozoghat. A (1.51) kiszamitasa
diszkrét esetben egyszerd, kiilonben meg Monte Carlo moédszerekkel torténhet. Negativ ori-

entacioval a B-rendii abszolut hiba (Jz* — x|?) 4ltalanositasanak is tekinthetd.
Allitas (Székely, [12], 2003): Az energia szkor szigorian lényeges Ps-n.

Az energia szkor az 5 € (0,2) esetben az Gsszes valosziniiségi Borel-mértékre értelmezhetd

R™-en a kovetkezGképpen:

ES(P,x) =

2B-2T m+0 _ i{z,y) |2

o1 - B T+

ahol ¢ jeldli a P mérték karakterisztikus fiiggvényét. Igy tehat a szkor a prediktiv eloszlas és a
megfigyelés karakterisztikus fiiggvényenek egy stlyozott tavolsagat szamolja ki. Ha P € Pg,
akkor (1.51) és (1.51) megegyezik (Székely, [12]). A S = 2 hataresetben (1.51) jobboldala
EpX és x négyzetes euklideszi tavolsdgava redukalédik. Ekkor lényeges, de nem szigorian

lényeges szkort kapunk a P, eloszlascsaladon, melyekre Ep||X||? véges.

1.7. Lényeges szkérok és negativ definit fliggvények kap-

csolata

Ebben a fejezetben negativ definit fliggvények segitségével definidlok lényeges szkorokat,
megvizsgalom, hogy néhany eddig targyalt szkér, mely specidlis esetnek felel meg, majd a
CRPS egy igen messzemutaté altalanositasat mutatom be. Legyen 2 egy nemiires halmaz.
Egy Q x Q-n értelmezett valos értékii g fliggvényt negativ definit magnak neveziink, ha szim-
metrikus és Y ., Z?Zl a;ajg(z;,x;) < 0 minden n pozitiv egész, x1,...,x, € §, és olyan

ai,...,a, € R esetén, melyre "' | a; = 0.

Tétel ([2]): Legyen Q2 egy Hausdorff tér és g egy nemnegativ, folytonos negativ definit
mag Q0 x Q-n. Legyen P eqy valdsziniségi Borel-mérték Q-n és legyen X és X' két fiiggetlen

P eloszlasu valdsziniiségi vdltozo. Ekkor a
1
S(P,x) = iEpg(X, X')— Epg(X,z) (1.52)

képlettel definidlt szkor lényeges a valdsziniségi Borel-mértékek azon osztdlydn, melyekre az
Epg(X, X') vdrhato érték véges.
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A jobb oldal kiszdmitéasa ismét MCMC modszerrel torténhet. Lassunk néhany példat, mind-
egyikben a mintateret a standard topologiaval latjuk el. Nézziik meg, hogy par eddig latott

szkor melyik speciélis esetnek felel meg:

o Legyen = {0,1} és g(0,0) = g(1,1) =0, g(0,1) = ¢g(1,0) = 2. Ekkor visszakapjuk a

Brier szkort.
e Ha Q =R és g(x,2') = |z — 2'|, akkor a CRPS-t kapjuk meg.

e Hasonléan az Q = R™, 3 € (0,2), g(x,2") = ||z — 2'||° esetben tjra az energia szkort
kapjuk.

e Lassunk a CRPS egy eddig nem latott megfelelGjét (cirkularis valtozokra):
Legyen Q = S! a korvonal és jeldlje a(6,6’) két elem szogtavolsagat. Legyen P egy
valoszintiségi Borel-mérték S'-en és legyenek © és ©' fiiggetlen P eloszlast valtozok.
Mivel Gneiting ([2], 1998) egy tétele szerint a szogtavolsdg egy negativ definit mag

S'xS'-en, ezért a

1
S(P,0) = iEp a(0,0") — Epa(©,0) (1.53)
képlettel definialt szkér lényeges lesz a korvonal valdszintiségi Borel-mértékeinek hal-
mazan.
Most az energia szkor egy messzemutaté altalanositasat mutatom be, x = (z1,...,2,) € R™

és a € (0,00] esetén definidljuk ||z||,-t a kovetkezGképpen:

(X o) e (0,00)
lzlla =

maxj<;<m |%i o = 00

Schoenberg tétele ([2]) szerint ekkor a € (0, 00] és 5 > 0 esetén a kovetkezd

g(z,2") = ||z — 2'||? magfiiggvény akkor és csak akkor negativ definit, ha
(iym=1,a € (0,00] és 5 € (0,2] vagy
(i)m >2,a € (0,2], és 8 € (0,a] vagy
(ii))m = 2, € (2,00], és B € (0,1]

feltételek egyike teljesiil.

Ekkor tehat az el6z6 tétel szerint a kovetkezd
1 "o 8
S(P,z) = 5 Ep|X - X'la — Ep|lX —zla (1.54)

képlettel definiélt szkor lényeges lesz R™ valoszintiségi Borel-mértékeinek véges Ep|| X —X'||2
varhaté értékkel rendelkezd részosztalyan. Lathatéan az o = 2 esetben visszakapjuk az ener-
gia szkort, mig az m > 2, o # 2 esetben nem-euklideszi analogokat kapunk.

Mattner (2], 1997) megmutatta, hogy a > 1 esetén Epg||X — Y||? akkor és csak akkor
véges, ha Ep||X||? és Eq||Y |2 azok. Speciélisan o > 1 esetén Ep|X — X'||2 akkor és csak
akkor véges, ha Ep||X|? az.
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A kovetkezd tétel euklideszi mintatér esetén szigord lényegességet biztosit bizonyos

szkorokra, ehhez azonban el6bb sziikség van a teljesen monoton fiiggvény fogalmara:

Definicié: Egy 7 (0,00)-n értelmezett fliggvény teljesen monoton, ha mindegyik deri-

valtja létezik és ezekre (—1)%1(F)(t) > 0 teljesiil minden k nemnegativ egészre és ¢t > 0-ra.

Tétel ([2]): Legyen U folytonos fiigguény [0, 00)-n, melyre —¥’ teljesen monoton és nem
konstans. Legyen P eqgy valdsziniségi Borel-mérték R™-en és legyen X és X' két fiiggetlen

P eloszldsu vektorvdltozo. Ekkor a
1
S(P,z) = iEP\II(HX_X/H%)_EP\I/(HX_*TH%) (1.55)

képlettel definialt szkor szigorian lényeges lesz a valdsziniiségi Borel-mértékek azon rész-

osztdlydn, melyre a EpW (|| X — X'||3) vdrhato érték véges.

Specialisan a U(t) = t#/2 (3 € (0,2)) valasztassal az energia szkor szigort lényegességét
kaphatjuk meg a véges Ep|X ||§ varhat6 értékkel rendelkezs valoszintiségi Borel-mértékek

osztalyan.

1.8. Szkérok intervallum- és kvantilisel6rejelzések eseté-

ben

Nem minden esetben van sziikségiink egy egész eloszlasra, lehet hogy elég elég lenne
nekiink csak egy 95 szazalékos kvantilis, példaul hipotézisvizsgalathoz. S mivel néha igen
nehéz egy egész eloszlast meghatarozni, egy elérejelzés torténhet prediktiv intervallumokon

illetve prediktiv kvanitiliseken keresztiil is.'® Most ezt a két esetet részletezem:

1.8.1. Lényeges szkérok kvantilis el6rejelzésekhez

Most egy egész eloszlas helyett csak néhany kvantilist adunk meg elérejelzésként. Eze-
ket prediktiv kvantiliseknek nevezziik. Vegyiink «,...,a € (0,1) elemeket, az ilyen szintd
kvantilisek elérejelzésére toreksziink. Most egy szkor a prediktiv kvanitiliseken és a meg-
figyelésen van értelmezve, azaz ha egy el6rejelzé az r1,...,7 elérejelzést bocsatja ki és
x a megfigyelés, akkor az 6 jutalma S(rq,...,rg;x) lesz. A vdrhatd szkort a P valoszintségi

mérték és az 71 ..., elérejelzések mellett a
S(rl,...,rk;P):/S(rl,...,rk;x)dp(x) (1.56)

képlettel definidljuk. A technikai nehézségek elkeriilése végett tegyiik fel, hogy P € P, ahol
‘P olyan Borel-mértékek konvex osztalya R-en, melyeknek minden momentuma véges és
eloszlasfiiggvényiik szigorian monoton.

Egy P € P esetén jelolje q1,...,qx az ai,...,ap € (0,1) szinteknek megfelelg valodi P-
kvantiliseket. Ekkor az S szkort lényegesnek nevezziik, ha Vry,...,r, € R ésV P € P esetén

S(q1y.-yqe; P) > S(r1,y... 115 P) (1.57)

16peldaul Krzysztofowicz és Sigrest ([11], 1999) csapadékmennyiség kvantiliselérejelzéseinek foglalkozott.
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A kévetkezSkben megadom a lényeges szkorok egy igen széles osztalyét, melyek kvanti-
lisel6rejelzések kiértékelésére alkalmasak. ElGszor egyetlen kvantilis el6rejelzése esetén majd
tetszbleges szamura altalanosan. Tegyiik fel, hogy felléps s(x) és h(x) figgvények P-mérhetGek

és legfeljebb polinomiélisan nének z-ben. Ekkor érvényes a kovetkezs:

Tétel ([2]): Ha s(z) monoton nivekszik és h(x) tetszdleges, akkor az
S(r;x) = as(r) + (s(z) — s(r)) 1{z < r} + h(x) (1.58)
képlettel definidlt szkor lényeges az a-szinti kvantilis eldrejelzése esetében.

Bizonyitas: Legyen ¢ az (egyetlen) a-kvantilise a P € P valoszintiségi mértéknek, ekkor

a kovetkez§ jelolést hasznaljuk: P(q) = «. Ha r < ¢, akkor

S(q; P)—S(r; P) = / s(x)dP(z) + s(r)P(r) — as(r)

(r,q)
= s(r)(P(q) = P(r)) + s(r)P(r) —as(r) =0

ahogy allitottuk. Az r > ¢ eset hasonléan intézhets el. [

A leggyakoribb eset, mikor s(x) = z-t és h(x) = —ax-t helyettesitenek a képletbe. Ekkor
a kovetkezd lényeges szkort kapjuk!”:

1-— - ha z >
S(ria) = (1 — ) =1} —a) = § Q@) hawzr (1.59)
a(r—z) hazx<r
Kovetkezmény Ha s; (i = 1,...,k) monoton novekvd figguvények, és h tetszdleges,
ekkor az
k
S(r,-rkiw) = Y (cusi(ri) + (si(x) = si(ri)) 1{z < mi}) + h(x) (1.60)
i=1
szkdr lényeges az av;-szintd kvantilisek elérejelzése esetén. (i =1,...,k)

Cervera és Mutioz ([8], 1996) még csak linearis s;-k esetében bizonyitottak ezt, és fel-
vetették a kérdeést, hogy vajon csak ezek-e lényegesek kvantiliselérejelzések esetén. Gneiting
és Raftery fenti kovetkezménye adta meg a negativ vélaszt erre, de 6k sem adtak végleges

vélaszt arra, hogy vajon a fenti képletek szolgéaltatjak-e a lényeges szkorok dltalanos alakjat.

Mivel egy eloszlasfiiggvény megadasa ekvivalens az Gsszes kvantilis megadasaval, igy
konnyen kaphatunk kiilonb6z6 szkorokat eloszlasfiiggvény-elérejelzések esetére a megfelels
kvantilis-szkorokbol. Ehhez legyen v tetsz6leges Borel-mérték a (0, 1) intervallumon, és S,

jeloljon egy az « szinthez tartozé lényeges kvantilis-szkort, ekkor a kovetkezd

S(F,x):/o S, (F~Ya); z)v(da) (1.61)

eloszlasfliggvények elérejelzésének kiértékelésére hasznalt szkor szintén lényeges megfelels

integralhatosagi feltételek mellett.

I"Ekkor tehat épp az « szintnek megfelels felosztasnak megfelelsen biintetjiik, hogyha alul- vagy feliil-

becsiiljiik a kvantilist.
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Hasonléan épithetiink fel szkorokat prediktiv eloszlasfiiggvényekhez binéris elérejelzésekhez
tartozo szkorokbol. Legyen S egy binéris el6rejelzésekhez tartozod lényeges szkor, és v tet-
sz6leges Borel-mérték a szamegyenesen. Ekkor az
S* () = [ S, 1{y = 2)idy) (1.62)
formulaval definidlt szkor is lényeges, ha az integral létezik és véges. Emlékezziink vissza,
hogy a CRPS-t is igy kaptuk a megfelel§ binaris Brier szkérbol, a megfelels v a Lebesgue-
mérték volt. Ez a konstrukcié miikodik a tobbdimenziés esetben is: legyen P Borel-mértékek
egy osztalya R™-en, és egy el6rejelzést adjunk meg az 6§ m-dimenzids eloszlasfiiggvényével.
Ekkor a CRPS tobbvaltozos analogja a kivetkezSképpen értelmezhets:
CRPS(F.x) = - [ (F(y) = 1y = a})*v(dy) (1.63)

m

Ez a kvadratikus szkér egy sulyozott integrélja mind az m valtozoban, igy a v Borel-mérték
véalaszthato olyan szorzatmértéknek, hogy az elérejelzé a fontosabbakra koncentralja a figyel-

mét. Ha v véges, és a Lebesgue-mérték dominélja, akkor ez szigortian lényeges a P osztalyon.

1.8.2. Intervallumszkoér

Az intervallumeldrejelzések egy igen fontos specilis esetét képezik a kvantiliselGrejelzé-

seknek. A klasszikus centralis (1 —«) x 100 % prediktiv intervallumok esetével foglalkozom,

melyek alsé hatarpontja az § szinti kvantilis egy eldrejelzése, mig a fels6 az (1 — §) szinti

prediktiv kvantilis. Ekkor jeloljiink egy S szkort a kovetkezSképpen: S, (I, u;x), ahol I és u
jeloli a megfelel6 kvantilisel6rejelzéseket, x pedig a megfigyelést. Vagyis ha egy el6rejelzd

az [l,u] intervallumelGrejelzést adja, és z-et figyeljiik meg, akkor az 6 jutalma S, (I, u;z).

«
92
és a h(z) = —Z valasztas kovetkezd intervallumszkort eredményezi:

Ekkor az el6z6 tétel jeloléseit hasznélva, az oy = §, ap = 1 — § és az s1(x) = sa(w) = 22

S0 (t) = (w0 + 2021 <1} + 2o 0o > ) (1.64)

Ez az intervallumszkor sziik prediktiv intervallumok elérejelzésére biztat, és elkeriiliink
egy az a-tdl fliggs biintetést, ha az intervallum lefedi a megfigyelést. Hasonl6an kaphatunk

mas lényeges szkérokat is az s1(x), s2(x) és h(x) kiilonb6z6 megvalasztasaval.

Az intervallumszkor a gyakorlatban [7]

Vegyiik a kovetkezd X; stacionérius bilinearis folyamatot, ahol ¢, fiiggetlen N'(0,1) zaj

1 1
Xip1 = §Xt + §Xt€t + € (1.65)

Kabaila és He [7] egylépéses centrélis intervallumeldrejelzéseket vizsgalt 95%-os szinten. A

folyamat Markov jellegi, igy X;11 eloszlasa adott X;, X;_1,... mellett normalis %Xt var-

hato értékkel és (1+%Xt)2 szorasnégyzettel, melybdl a kovetkezd intervallumbecslés kaphato:
1

14+ =X

+ 5t

1 1
- X 1+ =X
' ttec +2 t

1
I = |:2Xt—c

} (1.66)

ahol ¢ = ®71(0.975). Ezt az I-t elnevezték standard prediktiv intervallumnak, mert az als6

és fels6 hatarpontja a feltételes eloszlas 2.5%-os ill. 97.5%-o0s kvantilise.
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Emellett még a kdvetkezs két masik alternativat vizsgaltak:
J =[F~1(0.025), F~(0.975)] (1.67)

ahol F jeloli a folyamat feltétel nélkiili (stacionérius) eloszlasanak eloszlasfiiggvényét, és

R

1 1

1 1
-X, 1+ =X
) g%era |+ g

ahol
1/2
(2log (%)) y ha0<y<736
0 ha y > 7.36

Y(y) =

Ez kicsit félrevezetének tlinhet, mert a feltételes prediktiv szérésnégyzet nagy értéke mel-
lett egy pontbecsléssé redukalodik, &m ~ ezen vélasztasa adott nomindlis fedettség mellett
minimalizalja a prediktiv intervallum varhat6 szélességét. Egy 100.000 elemszdmu mintét
generalva a bilineéris folyamatbdl az intervallumeldrejelzésekre a kovetkezs eredményt kap-
tak:

Intervallum- | Tapasztalati | Atlagos | Intervallum-
elérejelzés lefedettség | szélesség | atlagszkor
I 95.01% 4.00 -9.55
J 95.08% 5.45 -16.09
K 94.98% 3.79 -10.64

Mindhérom esetben a tapasztalati lefedettség igen kozel mutatkozik a nomindlishoz, a ma-
sodik K intervallumbecslésnek legkisebb az atlagos szélessége, de végiilis az I standard pre-

diktiv intervallum adja a legjobb eredményt az intervallumszkoér hasznalatakor.

1.9. Optimalis szkér becslés

Mint mar emlitettem, a lényeges szkorok fontos szerephez jutnak a becsléselméletben is.
Képzeljiik el, hogy az X1, ..., X, fiiggetlen, azonos eloszlasi megfigyelések alapjan akarunk
egy Py paraméteres modellt illeszteni az adatokra valamilyen {Py : ¢ € ©} csaladbol. Mikor

¥-t becsiiljiik, mérhetjiik a becslés josagat az atlagos szkoérral:
1 n
Sn(¥) =— S(Py, X; 1.69
(0) = (. X (1.69)

ahol S egy (szigoruian) lényeges szkor valoszintségi mértékek egy konvex osztalyan, mely
tartalmazza a paraméteres modellt. Ha vy jeloli a valédi paraméterértéket, akkor enyhe
feltételek mellett bebizonyithaté, hogy arg maxyS, () — ¥g. Igy egy természetes becslési
eljarast kapunk: vélasszunk ki egy a probléméhoz ill6 S szigortan lényeges szkort, majd
maximalizaljuk S, (0)-t a © paramétertéren. Az igy kapott 9, =argmaxyS, (1) konzisztens
becslést az S-hez tartozé optimdlis szkor becslésnek nevezziik. Ez a becslésosztély nagyon sok
idaig is ismert becsléseket foglal magéba, mint példaul a maximum likelihood-becslés, legki-
sebb négyzetes becslés vagy més regresszios becslések. Valahol a maximum likelihood-becslés
és az M-becslések kozott helyezkednek el félaton: a ML-becslés a logaritmikus szkornak
felel meg, mig az M-becslésnél optimalizalandé fiiggvény esetiinkben egy szigortan lényeges

szkorbol ered. Igy az M-becslésekre bizonyitott tulajdonsagok itt is érvényesek, példaul az
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aszimptotikus viselkedés is 6roklodik. Példaul vegyiik a normalis eloszlas eltoldsparaméteré-
nek a CRPS-b6l eredd optimaélis szkor becslését ismert szoras esetén. Ekkor az M-becsléshez
tartozo ¢ fiiggvény a kovetkezs alakt 1)(x) = 2®(%) — 1 ahol ¢ porzitiv konstans.
Nagy elényiik, hogy a feladat természetétdl fiiggGen mi valaszthatjuk meg melyik szkérhoz
tartozo hasznossagi fliggvénnyel dolgozunk. Pfanzagl, Birgé és Massart [2] optimdlis kontraszt
becslés néven foglalkozott veliik. Bebizonyitottdak a konzisztencia egy szigoriubb verzi6jat, és
megmutattik, hogy a konvergencia sebessége a paramétertér entropikus struktirajaval van
kapcsolatban. Szamos probléma esetében kideriilt, hogy a ML-becslés nem elég j6, ezért ér-
demes a logaritmikus szkor helyett valamilyen a problémahoz jobban ill§ S szkérbél eredd
optimalis szkor becsléssel probalkozni.
A pontbecslések mellett persze vizsgalhatunk intervallumbecsléseket is az intervallumszkor-
bol kiindulva. A kovetkezs paradoxonra J. O. Berger [2] hivta fel a figyelmet. Egy normaélis
populacié eltolasparaméterére keresiink intervallumbecsléseket, ismeretlen skalaparaméter
mellett. Legyen

L(I,0) =cA(I)—1{0 € I} (1.70)

a veszteségliiggvenyiink, ahol ¢ pozitiv konstans és \(I) jeloli az I intervallumbecslés Lebesgue-
meértékét. ElsG ranézésre nagyon intuitivnak tiinhet L hasznélata, hiszen minél keskenyebb
intervallumbecslésekre biztat, de biinteti, hogyha az intervallum nem tartalmazza a pa-
ramétert. A baj, hogy ezzel a klasszikus t-probanak megfelel§ konfidenciaintervallumot do-
minélja egy félrevezetd intervallumbecslés, mely nagyon rossz tulajdonségokkal rendelkezik,
példaul nagyon gyorsan rahtizodik a mintaatlagra a legbizonytalanabb helyzetekben is. Pedig
az L figyelembe veszi az intervallumunk szélességét és lefedettséget is. Mégis azt a kivetkez-
tetést vonhatjuk le, hogy az egyetlen kivalté oka ennek a nemkivinatos viselkedésnek csak
az lehet, hogy valami baj van a veszteségfiiggvénnyel. Ezért nagyon ajanlott itt is a lényeges
szkorokat el6venni és belgliik szarmazo veszteségfiiggvényekkel dolgozni. ElGszor is két inter-
vallumbecslés Gsszehasonlitasa igazan akkor bir értékkel, ha legalabb az egyik a szélesség és
a lefedettség koziil le van rogzitve. Az L veszteségfiiggvény minden halmazértékd becslésre
alkalmazhato fliggetleniil azok lefedettségétsl, ill. mértékiikt6l, ami elég sziikségtelennek, tul
altalanosnak tiinik. Ezért nézziink olyan intervallumbecsléseket melyeknek a nominalis le-
fedettsége megegyezik, azaz nézzik a legalabb (1 — «)-megbizhat6sagi szintd szimmetrikus
konfidenciaintervallumokat és hasznaljuk az intervallumszkérnak megfelel§ veszteségfiigg-
vényt: 5

L.(1,6) :)\(I)Jrarllréfj’wf?ﬂ (1.71)

Eszrevehetjitk hogy az L, veszteségfiiggvény mellett sokkal rugalmassabban biintetiink,
ugyanis figyelembe vessziik az intervallumbecslésiink és a becsiilni kivint paraméter tavol-

sagat.
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2. fejezet
Kalibraci6 és élesség

2.1. Kalibracidé

Gneiting, Raftery és masok a valészintiségi elérejelzések céljat a kovetkezGképpen fogal-
mazzak meg: maximalizalni az eloszlas élességét rogzitett kalibracio mellett. A kalibracié az
adatok konzisztenciajat jelenti, mennyire egyeztethetd Ossze statisztikailag a prediktiv elosz-
lasunk a megfigyelésekkel, igy k6z0s tulajdonsiga az elérejelzésnek és a megfigyeléseknek.
Mig az élesség a prediktiv eloszlas koncentraltsagét fejezi ki, igy csak maganak az eloszlés-
nak a tulajdonsaga. Minél koncentraltabb a prediktiv eloszlés, annal élessebb az el6rejelzés;
és minél élesebb egy elérejelzés, annél jobb, adott kalibracié mellett. ElGszor a valészintiségi
lyekrsl megmutatom, hogy logikailag fliggetlenek; majd kiilonb6z6 eszkozoket mutatok be
ezek meglétének ellenérzésére illetve becslésére, mint példdul a marginalis kalibracié dia-
gramm, boxplot vagy a PIT (Probability Integral Transform), utébbinak definidlom két,
diszkrét elérejelzések esetére valo altalanositasat is (randomizalt és nemrandomizalt PIT).
Veégiil sziikséges és elégséges feltételt adok két megismert kalibracié meglétére egy F; pre-
diktiv eloszlasfliggvény-sorozat esetén.

Ezutan ratérek a prediktiv eloszlasok koncentraltsaganak a vizsgalatara, két példat mutatok
arra, hogy a gyenge kalibraci6é mellett egy el6rejelz6 lehet élessebb, mint az ideélis elérejelzs.
Klimatologiai el6rejelzés esetében azonban alsé korlatot biztosithaté a prediktiv eloszlas va-
riancidjara.

Mindezeket példakon keresztiill mutatom be, kiilonb6z6 abrékkal illusztralom a megismert
fogalmakat, és a megismert lényeges szkorokat is felhasznalom kiilénbozé elérejelzék rang-
sorolaséra.

Legyenek (F})i=1,2,... €8 (G¢)i=1,2,... folytonos és szigorian monoton eloszlasfiiggvények so-

rozatai, melyek fligghetnek véletlen paraméterektdl is. (Gy)i=1,2,..-re gy gondolunk, mint
a valodi, természet altal generélt hattérfolyamatra, mig (F});=1,2. -re mint valészintségi
elérejelzések sorozatara.

A kovetkez6 definicié a két sorozat kozt esetlegesen meglévs aszimptotikus kompatibilitasra

utal:?

IHa véletlen paramétereink is vannak, akkor mindenhol a konvergencia 1 valoszintiséggel értends.
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Definicié (A kalibracié harom fé fajtaja)

(i) Az (F})i=1,2,... sorozat valdszinidségi kalibrdlt a (Gy)i=1,2,... sorozathoz, ha
1 X
72 GioF ') —p  ¥pe(0.1) (2.1)
t=1
(ii) Az (F})i—1,2, . sorozat ezceedance kalibrdlt® a (Gi)i—1 ... sorozathoz, ha
1z
fZGt_loFt(sc)Hz VzeR (2.2)
t=1

(iii) Az (F})i=1,2,.. sorozat margindlisan kalibrdlt a (G)i=1 2, .. sorozathoz, ha a kévetkezd
két hatarérték

T T
= : 1 ) = . 1
G(z) = TIEI;O (T ;_1 Gt(x)> és F(z) = TILI{; (T tE_l Ft(a:)> (2.3)
létezik és egyenls Vx € R és eloszlast hataroznak meg.?

(iv) Az (F})i=12,.. sorozat erdsen kalibrdlt a (G¢)i=1,2,... sorozathoz, ha mind valoszintségi,

exceedance és marginalisan kalibralt hozza.

Ha az (F})¢=12, .. sorozat minden részsorozata valoszintiségi kalibralt a (G¢)¢=1,2, .. meg-
felelg részsorozatahoz, akkor azt mondjuk hogy (Fy)i=1,2,.. teljesen valdsziniségi kalibrdlt
(G¢)i=1,2,...-hez. Hasonloan beszélhetiink teljes exceedance, teljes margindlis és teljes erds

kalibraltsdgrol is.

A kovetkezSkben bemutatok néhany tipikus el6rejelz6t és megvizsgalom Gket kalibraltsag
szempontjabol. Ehhez legyenek (p;)i=12,.., (01)i=12,... s (T¢)i=1,2,.. egymastol is fliggetlen,
fliggetlen, azonos eloszlést valészintségi valtozok sorozatai.

Mindegyik példaban a Gy az N (uy, 1) eloszlasfiiggvénye lesz, ahol puy ~ N(0,1). Azaz minden
pillanatban a termeészet kisorsol egy N'(0,1) eloszlasu véletlen szamot és a N (g, 1) eloszlast

veszi hattéreloszlasul.*

Idealis elSrejelzé
Az idealis el6rejelzé prediktiv eloszlasa minden egyes idépontban megegyezik a természet

eloszlasaval, azaz Fy = Gy minden t-re. Az ideélis elérejelzé természetesen erésen kalibrélt.

Klimatoloégiai elorejelzé
A klimatologiai eldrejelzé az Fy; = N(0,2) prediktiv eloszlast bocsétja ki ¢-t8l fiiggetlendil.

Ez az el6rejelzé valészintiségi és marginalisan kalibralt, de nem exceedance, ugyanis

T

I C3) M R

t=1

2Az angol elnevezést hasznalom, mivel nem talaltam neki igazin megfelels magyar kifejezést. A masik
két kifejezés angol megfelel6je probabilistic calibration és marginal calibration.

3A G létezése alapvets feltétel meteorologiai problémakban és a stabil klima létezéséhez kapcsolhaté.
Lényegében a marginalis kalibracié a megfigyelt és az el6rejelzett klima egyenlSségét hivatott kifejezni.

4Gy eloszlasa kevert normalis: Gt = G|ue ~ N (ut, 1). Ekkor G feltétel nélkiili eloszlasa N(0,2), ugyanis

fa(@) = [ faiu =y (@Y) - fue W)y = Far(o,2)
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Vegyiik észre, hogy az F; prediktiv eloszlas minden esetben megegyezik a G feltétel nél-
kiili eloszlassal. Minden ezzel a tulajdonsiggal rendelkezd el6rejelzét klimatologiai elGre-
jelzének neveziink. Klimatoldgiai eldrejelzés esetében a valdszintségi kalibréiltsig ekviva-

lens a marginalis kalibraltsaggal. Ugyanis, ha G folytonos és szigortian monoton, akkor

p = Fi(x) = G(x)-t helyettesitve (2.1)-be, a marginalis kalibraltsag definiciojat kapjuk,
ezt visszafele alkalmazva pedig a valdszintségi kalibraltsdgot. A gyakorlatban a klimatolo-
giai el6rejelzések torténelmi megfigyelések alapjan késziilnek és gyakran mint referencia-

elérejelzések hasznélatosak.

Nem-fokuszalt elorejelzé

A nem-fokuszalt elérejelzs prediktiv eloszlasa a kovetkezd keverék eloszlas:
1
Fy~ §{N(Mt71)+N(Mt+Tt,1)} (2.5)

ahol 7 % — % valoszintiséggel a +1 és —1 értékeket veszi fel, p-t6l fiiggetleniil.

Ekkor Fi(x) = %{(I)Jr(x — )+ P_(x — )}, ahol &4 (z) = %{@(m) +P(zF 1)}
Vizsgaljuk meg ezt az elérejelzét kalibréltsag szempontjabol, elszor nézziik a valdszintiségi
kalibréacio (2.1) feltételét:

T
T2 Gio B ) = {000 p) + 2007 (1) = (2.6)

ahol az utols6 egyenlGség p = @ () helyettesitéssel és egyszeriisitéssel adodik.”

Az exceedance kalibraciohoz (2.2) nem teljesiil altalaban:
1 ) -1 1 —1 —1
TZGt o Fi(z) — 5{(13 0d (z)+P 0P _(2)} £z (2.7)
t=1
A marginalis kalibracio (2.3) feltétele sem teljesiil, ugyanis

G(z) ~N(0,2) # F ~ %/\/(0,2) + i]\/(—m) + i/\/(m)

Tehat ez az elérejelzé valoszintiségi kalibralt, viszont se nem exceedance, se nem marginali-

san kalibralt.

Atlag-torzitott elérejelzd
Ez az elérejelzs a kovetkezd torzitott eldrejelzést bocesatja ki: Fy ~ N (pg + 74, 1), ahol
T¢ ugyanaz mint az el6zé példaban. Ez az elérejelz6 exceedance kalibralt, de se nem

valoészintiségi, se nem marginalis kalibralt.

ElGjel-torzitott elérejelzd
Ennek az el6rejelzének a prediktiv eloszlasa: Fy ~ N (—puy, 1). Ez az el6rejelzé exceedance és

margindlisan kalibralt, viszont nem valészintiségi kalibralt.

Kevert elérejelzdo
A kevert el6rejelz6 minden ¢ id6pontban a klimatologiai és az elGjel-torzitott elérejelzés koziil

valaszt % — % valosziniiséggel, p;-t6l fliggetleniil. Ez az elérejelzé valoszintiségi és exceedance

5Ugyanis ® o ®_1 o &, (x) = P(z — 1) és ezt atrendezve ® 4 (z) = ®_(z — 1), amibsl mar kdvetkezik az

egyenltlenség.
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Kalibracio Elérejelzé
VEM ideélis el6rejelzs
VEM Gy =F, =N(t,1)
VEM klimatologiai elérejelzé
VEM atlag-torzitott eldrejelzé
VEM elGjel-torzitott elérejelzé

VEM kevert elSrejelzd
VEM nem-fokuszalt el6rejelzd
VEM Hamill-elérejelzé

2.1. tablazat. A 3 kalibraciéfogalom logikailag fiiggetlen
kalibralt, de nem marginalisan kalibralt.

Hamill-el6rejelzo

Ehhez az elérejelz6hoz a kovetkezd kevert prediktiv eloszlas tartozik: N (uy + 8¢, 07),

ahol (0y,07) = (3,1), (—3,1) vagy (0,1%) egyforma valészintiséggel.®

1 & 1 1 13 1

= Ft S @ (p) b+ D! R i =

T;Gto ; (p)ﬂ?’{ { (p) 2}+ {10 (p)}+ { () +5 p+e(p)
(2.8)

ahol |e(p)| < 0.0032 minden p-re, de £(p) # 0 altalaban. A valdszintségi kalibracio feltétele

tehat megsériilt, emellett az exceedance kalibracio (2.2) feltétele sem teljesiil:

T
1 1 1 1 10 1 12

— F, — — + -4+ — S — = — 2.
T tE:l Gy o Fy(x) 3 {(x 2) 13$+ (ac 2)} 3% (2.9)

S6t ez az elérejelz6 marginélisan sem lesz kalibralt, ugyanis a két margindlis eloszlas:
_ — 1 1 1 269
G ~ N(0,2), mig 3{N( 1 >+N(2, )-l—N(O,lOO)}

A fenti példak mutatjak, hogy a harom bevezetett kalibraciéfogalom logikailag fiiggetlen

egymastol, azaz barmilyen kombinacioban felttinhetnek.

2.1.1. Valészinitiségi kalibracié becslése
PIT (Probability Integral Transform)

A kovetkezs transzformacié azon alapszik, hogy egy = G folytonos eloszlasi megfigyelést
visszahelyettesitiink az F eloszlasfiiggvényébe, akkor a (0,1)-n egyenletes eloszlasu vélet-
len szamot kapunk. Igy ha képezziik a p; = Fy(x;) tgynevezett PIT-értékeket, akkor ezek
egyenletesen oszlanak el az idedlis elérejelzé esetében. Tehat ezek egyenletessége sziikséges
feltétele az idedlis el6rejelzésnek. Ha ez forditva is igaz lenne, akkor mérhetnénk egy elére-
jelzésiink josagat a PIT-értékek egyenletességével, de sajnos ez nincs igy, olyannyira, hogy
Hamill (2001) példat adott olyan elérejelzére, mely PIT-értékeinek hisztogrammja lényegé-
ben egyenletes, habar minden egyes el6rejelzés torzitott. Ebbdl kifolyolag a PIT-értékek

6Itt a (6¢,02) pe-t6l és egymastol is fliggetlen sorozatot alkot.
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egyenletessége csak sziikséges, de nem elégséges feltétele az ideélis elorejelzének.”
A kovetkez6 dbran egy 10.000 elemszamu mintabol generalt PIT-hisztogramm lathat6 4 meg-
ismert el6rejelzs esetén, mindegyik esetben a [0, 1] intervallumot beosszuk 20 egyenld részre,

majd abrazoljuk ezek relativ gyakorisdgat. Lathatjuk, hogy nagyjabol mindegyik egyenletes:

&y oy
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= =
S w S o
g g ©
L (I
o T o =t
2 o 2o
iy Y
2 5 L
o - e =
= T T T T 1 =T T T T T 1
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Probability Integral Transform Probability Integral Transform
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i i
23 23
i i
2 o Lo
o = L=
° T T T T 1 S T T T T 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Probability Integral Transform Probability Integral Transform
(c) (d)

2.1. abra. (a) idealis, (b) klimatolégiai, (c) nem-fokuszalt, (d) Hamill eldrejelzd

A PIT-hisztogramm vizualis vizsgidlata magyarazatot adhat az elérejelzés hidnyossagaira.
Dombort hisztogramm tilsdgosan "széles" prediktiv eloszlasra utal, tul széles prediktiv in-
tervallumokkal. Homort hisztogramm esetében viszont tulsdgosan is "sziik" prediktiv elosz-
lasra kell gyanakodnunk. Haromszog-alakd hisztogrammot pedig akkor lathatunk, ha a pre-

diktiv eloszlasunk tul ferde.

Elérejelzs Nominalis lefedettség
50% 90%
Ideélis 51.2 90.1
Klimatologiai 51.3 90.7
Nem-fokuszalt 50.4 90.3
Hamill 50.8 89.7

2.2. tablazat. A prediktiv intervallumok empirikus lefedettsége

A (2.2) tablazat osszefoglalja a megfelels 50% és 90% prediktiv intervallumok empirikus
lefedettségét. Ez a PIT-hisztogramm kozéps6 10 illetve 18 beosztas alatti részébdl is leolvas-
hato.

7Az irodalom gyakran Rosenblatt (1952) nevéhez fiizi, de egészen Pearson (1933) munkéssagiig visszave-

zethets.
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Most vizsgaljuk meg, hogy a logaritmikus szkér és a CRPS hasznalatéval milyen sorrendet
tudunk felallitani az elérejelzések kozott. A 10.000 elemszama minta alapjan felirt atlag-

szkorokat a kovetkezd tédblazat foglalja Gssze:

Elérejelzé LogS CRPS
Idealis 1.39 0.54
Klimatologiai 1.77 0.77
Nem-fokuszalt | 1.54 0.64
Hamill 1.53 0.61

2.3. tablazat. Atlagos szkor

Leolvashatjuk, hogy mindkét szkor az idedlis elSrejelzét teszi meg a legjobbnak, ezutan a
Hamill és a nem-fékuszalt elérejelzé kovetkezik szorosan egymas utén, majd utolsoéként a
klimatologiai elérejelzé. A Hamill el6rejelzérsl belattuk, hogy semelyik megismert kalibrécio
feltételének nem tesz eleget, mégis mindkét szkor el6rébb sorolta a klimatologiai elérejelzénél,
pedig lattuk, hogy 6 valoszintségi és marginalisan is kalibralt. Ez azért van igy, mert bar
se nem valoszintiségi, se nem marginalisan kalibralt a Hamill-el6rejelzs, a (2.8) és a (2.9)
formulakbdl leolvashatjuk, hogy csak egy kicsit sérti meg mindegyik feltételt, igy igen kozel
van mindkét kalibraltsaghoz.

A kovetkez6 dbran a {X < y}-re felirt BS(y) bindris Brier-szkort® lathatjuk az y kiiszob-
érték fiiggvényeként. Az el6z6 fejezetben latottak szerint CRPS = [ BS(y)dy, tehéat a gor-
bék alatti teriiletek épp a CRPS megfelels értékét adjak.
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2.2. dbra. A Brier szkor és a CRPS kapcsolata

—— idedlis, - - - klimatologiai, ----- nem-fokuszalt, - - - Hamill-el6rejelzé

8BS(y)=—(Fx(y) — 1{X < y})?

29



Diszkrét eldrejelzések esete

Abban az esetben, ha a prediktiv eloszlas diszkrét, akkor a PIT-értékek nem lesznek mar
egyenletesek az idedlis el6rejelzd hipotézise esetében sem. Ezt orvoslandé sokan a kdvetkezs
randomizdlt PIT-et javasoljak: legyen P a prediktiv eloszlas és legyen x P eloszlasa véletlen

egész, valamint v legyen z-t8l fiiggetlen (0, 1)-en egyenletes eloszlasu szam. Ekkor
’U,:Px_l +U(szpz_1), 1‘21 (210)

u=vF, xt=0
szintén egyenletes eloszlasa (0, 1)-n.’
Crzado, Gneiting és Held [5]-ben a PIT-hisztogramm kovetkezd nem-randomizalt, meégis

egyenletes verzigjat ismerteti: ehhez a randomizalt PIT-értékeket (2.11)-ben helyettesitsiik

a feltételes eloszlasfiiggvényiikkel adott x megfigyelés mellett:

07 USPQL'—I
Flu)=4 =% P, <u<Ph, (2.11)
1, u> Py
haz > 1, és
o <P
F(u) _ 7 u 0
1, u > P()
ha z = 0.

A val6szintiségi kalibracio ezutan becsiilhets ezek elérejelzések sordan kapott atlagat
— 1
Fluy=~=Y F® 0<u<l 2.12
=7 L FOW, 0sus (212)

Osszevetve az egyenletes eloszlas eloszlasfiiggvényével (azaz az identitassal). It F(Y) a meg-
felels P prediktiv eloszlas és az x; megfigyelés alapjan készitett eloszlasfiiggveny. Emellett
felrajzolhatjuk a nem-randomizalt PIT-hisztogrammot: osszuk fel (0,1)-et N egyenld részre,
majd szamoljuk ki az f, = F (%) — F (%) értékeket és rajzoljuk fel a hisztogrammot
a j. beosztasnél f; sullyal, ezutan ellendrizhetjiik az egyenletességet. Fontos megjegyezni,
hogy a PIT-hisztogramm egyenletessége igen erés megkdtés, és azzal ekvivalens, hogy min-
den prediktiv intervallum nominélis lefedettséget mutat. Ezért a néha igen hasznos mod-
szer, miszerint tablazat foglaljak néhany prediktiv intervallum tapasztalati lefedettségét, a
PIT-hisztogramm speciélis eseteként interpretalhaté. Vegyilink egy prediktiv intervallumot
« alsé és [ fels6 hatarral, ennek nominalis lefedettsége 3 — . Randomizélassal a tapasz-
talati lefedettség a randomizalt PIT-értékek [, 5] intervallumba es§ relativ gyakorisaga, a
nem-randomizélt esetben pedig F(3) — F(a)-ként szdmolhato. Természetesen ez a kiilénbség
a randomizalt PIT alapjéan szamitott empirikus lefedettség varhato értéke. A PIT-értékek
hisztogrammja nagy mintaelemszam esetén kihangsilyozza az egyenletességtél valo apro el-

téréseket is, és ezek kimutatasahoz altalaban 10 vagy 20 beosztas elegendd.

9t P, = Z;C:Opi.
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Esettanulmany

Paraméterezziik a negativ binomidlis eloszlast a kivetkezdképpen: NB(, a) ugy, hogy a var-
hato értéke A > 0 legyen, mig a variancia A(1 + a\) > 0. Ekkor a > 0 és az a = 0 esetben a
Poisson-eloszlast kapjuk specialis esetként. Egy 200 elemt mintét vesziink a NB(5, %) elosz-
1asbol és a kivetkezs harom eldrejelz6t vizsgaljuk: NB(5,0) = P(5), NB(5, 1) és NB(5,1).

A (2.3) 4bra a nem-randomizalt PIT-hisztogrammot mutatja 10 beosztassal. Az els6 esetben
homora diagrammot kapunk, ami a széras alulbecslésére utal, azaz tul "szik" a prediktiv
eloszlas; a masodik eset a valosidgnak megfelels; mig a harmadik esetben épp forditva a

dombori diagramm a szoras tilbecslésébdl, tehat egy tul "széles" prediktiv eloszlasbol szér-

mazik.
NB(5,0) Prediction NB(5,1/2) Prediction NB(5,1) Prediction
o w 0
[ o T o T
& o | & o | g o |
@ ™~ @ o8 @ o™
b=} = -~ |
g o | g w | g w |
o= T - Tl
£ 24 2 24 2 o
= T T g T
e o | e @] g o |
o o [=]
o g 9
R T T T T T W T T T T T g T T T T T
0.0 0.2 04 06 08 1.0 0.0 02 04 0E 082 10 0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
Probahllity Integral Transform Probability Integral Transform Frobability Integral Transform

2.3. abra. PIT-hisztogramm

Altalanossag megszoritasa nélkiil ez altalanosithaté arra az esetre is amikor nem feltét-
len egészértéki, de rendezett adatsorral van dolgunk. Tehéat egy = mennyiség elérejelzésé-

vel foglalkozunk, amely az (x)72 _ valés szamokat veheti fel (py)72 . valoszintséggel és

— 00
Tp1 < T < Tpg1. (Pr)i -t az eléz6ekhez hasonloan képezziik. A PIT-transzformacio
altaldnosithat6 erre az esetre is. El§szor nézziik a randomizalt verziot: ha x = x; a meg-
figyelés:

w= Py +v(Ps — Pe_y) (2.13)

ahol v z-t6l fliggetlen standard egyenletes eloszlasu valtozd. A nem-randomizélt esetben,

x = xp megfigyelés mellett

07 u < Pk*l
u—P_

Fluy=9 p=p— P1<u<h (2.14)
]., u > Pk

Melyek a nemnegativ egész értéket felvevd valtozok esetében a mér ismert képleteket

adjak. Ismét aggregdlunk, és a hisztogramm egyenletességét vizsgalhatjuk.

Mint azt a kovetkezd
Gio FHp) = P(Xy < F7Y(p)) = P(Fy(X;) < p) = P(p; < p) (2.15)

egyszerd atalakitas is mutatja, a valészintiségi kalibraltsag ekvivalens a PIT-értékek egyen-

letességével.
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A (2.4) dbran a 200 mintaelemre kiszamolt szkorok tapasztalati eloszlasat latjuk boxplot
modszerrel abrazolva. A k6zépss vastag vonalak a mediant, a dobozok hatarai az also és fels
kvartilist'®, mig az alsé és fels6 vonalak a legkisebb és legnagyobb szkérértékeket jelolik, ha
ezek kiilonbsége nem nagyobb a doboz magassaganak 1,5-szeresénél. Ha ezen a hataron

kiviilre is esnek megfigyelések, azokat a kiviilallo pontok jelolik.
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2.4. adbra. Boxplot

Nyilvan a G, eloszlasa a valésdgban csak hipotetikus, a gyakorlatban nem ismert, ezért jo
volna, ha lenne egy olyan eszk6z a keziinkben, mellyel a valodi hattéreloszlas ismerete nélkiil
is ellendrizni tudnénk a valoszintségi kalibraciot. Persze G-t helyettesithetjiik az 1{x; < z}
tapasztalati eloszlasfiiggvénnyel, és vizsgalhatjuk az igy kapott mennyiséget, kdvetkezs tétel

e segitségével karakterizalja a valosziniiségi kalibraciot:

Tétel ([3]): Legyenek (Fy)i=12,... és (Gi)i=1,2,.. folytonos és szigorian monoton elosz-

ldsfiiggvények sorozatai. Legyen x; eloszldsfiggvénye Gy és (x;) x-keverd sorozat. Ekkor
T
! Hp: < 1 valdsziniiséggel mind 2.16
T z {p: <p}—p valdsziniséggel minden p-re (2.16)
t=1

akkor és csak akkor teljesil, ha az (F})i=12,.. sorozat valdsziniségi kalibrdlt a (Gy)i=12,...

sorozathoz.'t

10kzek a 1 és a 3-szintti kvantilisek.

1 (z,,) *-keverd sorozat, ha létezik N pozitiv egész, és egy f valds értéki fliggveny, mely n > N egészekre
értelmezett a kovetkezd két tulajdonsaggal:
(1) f monoton csdkkend és limn—oo f(n) =0
(2)han>Nés Ae Y ["illetve Be > akkor |P(AB) — P(A)P(B)| < f(n)P(A)P(B)
ahol }°  a legsziikebb o-algebra, amire x,, mérhets és >, a legszlikebb o-algebra, amire <, ..., z, mér-
hetdek.

m—4n?
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Kihangsulyozottan: a (2.16) feltétel sziikséges és elégséges a valoszintségi kalibraciohoz flig-
getleniil attol, hogy mint (2.1) empirikus megfelel§jeként vezettiik be.

Egy hasonlé karakterizacié adhat6é a margindlis kalibraciéra is, ahogy azt a kovetkezd rész-
ben latni is fogjuk; az exceedance kalibracio esetében viszont nem ismert hasonlé modszer,

mely (2.2) tapasztalati megfelelGjével karakterizalnd az exceedance kalibraciot.

2.1.2. Marginalis kalibracié becslése
Marginalis kalibracié diagramm

Kézenfekvs 6tlet, hogy ha minden egyes megfigyelés egy véletlen szam a megfelels pre-
diktiv eloszlasbol, akkor azt varnénk, hogy ha Osszesitjiik ezeket a prediktiv eloszlasokat,
akkor az igy kapott keverék eloszlas és a megfigyelt adatok hisztogrammja statisztikailag
OsszeegyeztethetGek. A marginalis kalibracio diagramm egy x érték vagy egy (zq,xp] inter-
vallum atlagos valdszintségét hasonlitja Gssze az x megfigyelés empirikus gyakorisagéval
vagy az (x4, xp] intervallum empirikus lefedettségével.

A marginalis kalibracio (2.3) feltételében Gy sorozat ismételten a valosdgban csak hi-
potetikus, a gyakorlatban nem ismert, ezért most is j6 volna, ha lenne egy olyan eszkoz a
keziinkben, mellyel a valoédi hattéreloszlas ismerete nélkiil is ellenérizni tudnank a marginalis
kalibraciot. Most is helyettesithetjiik G-t az 1{z; < x} tapasztalati eloszlasfiiggvénnyel, és
vizsgalhatjuk Gp(z) = T ZtT:l 1{z; < x} és Fr kapcsolatat.

Ezért is fontos a kovetkezd tétel, mely szerint enyhe regularitési feltételek mellett a mar-

ginalis kalibrécio sziikséges és elegends feltétele @T és Fr aszimptotikus egyenlségének.

Tétel ([3]): Legyenek (Fi)i=12,.. €s (Gi)i=1,2,.. folytonos és szigorian monoton elosz-
ldsfiiggvények sorozatai. Legyen x, eloszlisfiggvénye Gy és (x;) *-keverd sorozat. Tovdbbd

tegyiik fel, hogy
T
_ ) 1
F(z) = lim_ {T ; Ft(:v)} (2.17)
hatdarérték létezik minden x € R esetén €s a hatdrérték is szigorian monoton. Ekkor

T
1 —
Gr(z) = T E 1{z; <z} — F(x) 1 valdsziniséggel minden x-re (2.18)
t=1

akkor és csak akkor teljesil, ha az (F})i=1,2,.. sorozat margindlisan kalibrdlt a (Gy)i=12,..

sorozathoz.

Igy a marginalis kalibracio ellenérzése alapulhat a prediktiv eloszlasfiiggvények atlaganak
_ 1 &
Fr= ;Ft(x) zeR (2.19)

a megfigyelések tapasztalati eloszlasfiiggvényével
1 X
Gr(z) = T Z 1{x; <z} reR (2.20)

t=1

valo Osszevetésén.
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A legegyszeriibb grafikus technika az F'r () és a @T(x) fiiggvények abrazolasa. Ennél sokkal

informativabb az Fp(x) — éT(.’L') kiilénbség &brazoldsa'? (elss abra):
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2.5. abra. Marginalis kalibracié diagramm az eloszlés- és a kvantilisfiiggvények esetében,

—— az ideélis, - - - - a klimatoloégiai, ----- a nemfokuszalt, - - - pedig a Hamill el6rejelzét jelzi

A marginalis kalibracio hipotézise mellett csak kis ingadozasokat varunk 0 koriil, és ez teljesiil
is az idedlis és a klimatologiai el6rejelzére. Mivel a masik két el6rejelz6 nem marginélisan ka-
libralt, igy nagy kilengéseket tapasztalunk az &bran. Hasonl6 olvashaté le a masik abrardl is,
ahol a két kvantilisfiiggvény Q(Fr,q) — Q(GT, q) kiilonbsége lathato. Megintcsak marginalis
kalibréci6 esetén 0 koriili kis fluktuaciokat varunk, amely teljesiil is az ideélis és a klimatolo-
giai elérejelzd esetében. A masik kettd elérejelzénél a kvantilisfiiggvények kiillonbsége egyre

né a negativ értékek feldl a pozitivak fele, til szétterjedt elérejelzett kliméra utalva.

2.2. Elesség

Mint mar emlitettem Gneiting, Raftery és masok a valoszintségi el6rejelzések céljat a
kovetkezSképpen fogalmazzak meg: maximalizalni az eloszlas élességét rogzitett kalibra-
ci6 mellett. Ez lényegében az idedlis elérejelzést jelenti, példaul a teljes erGs kalibraltsag
megléte biztositja az aszimptotikus ekvivalenciat. Tehat a bevezetett kalibraciéfogalmaktol,
azt varnank, hogy egy megfelelGen elégségesen kalibralt prediktiv eloszlas legalabb annyira
szétterjedt mint az idedlis el6rejelzés. Az erds kalibraltsig a teljesség nélkiil nem tiinik elég
erGs megkotésnek, bar nem tudni ellenpéldéardl. Azt viszont kénnyen be lehet latni, hogy se
a valoszintiségi, se az exceedance, se a margindalis kalibracié énmagaban nem elég megkdtés,
azaz létezik elGrejelzs, mely valdsziniségi, exceedance vagy margindlisan kalibralt, meégis

élesebb az idealis el6rejelzénél.

127y 8bran F.feast=F1(z), F.obs=Gr(z), Q.fcast=Q(Fr, q) és Q.obs=Q(Gr, q).
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A kovetkezd példakban elég lesz a valoszintségi kalibracio véges (Fi)i<i<r és (Gi)i<i<r

sorozatokra vonatkozo megfelelGjével foglalkoznunk:

T
1 _ .
T ZGt oF Yp)=p  minden p € (0,1) (2.21)
t=1
Hasonléan definialhaté a tobbi kalibracié is véges sorozatokra, példaul az exceedance kalib-
raciora:

T

1

T ZGt_l oFi(z) ==z minden z € R (2.22)
t=1

Legyen 0 > 0,a > 1,0 < A < é és T = 2, illetve legyenek G, és G5 folytonos, szigortian
monoton eloszlasfiiggvények, O-ra szimmetrikus strtségfiiggvényekkel és véges szorasnégy-
zetekkel: D?(G1) = 02 és D?(G2) = \o?.

Definidljuk ekkor Fi-t és Fb-t a kovetkezSképpen:

o - Yoo 6 (2]
Fy(x) = Fy(ax)

Ekkor ezek variancidjara a kovetkezd igaz:
1 1
D?(Fy) + D*(F,) = o (1 + 2) (1+a*X?)o? < (1+A*)o? = D*(G1) + D?*(Go)
a

jollehet a véges valoszintiségi kalibracio (2.21) feltétele teljesiil.

Tehat egy valoszintiségi kalibrélt el6rejelzd lehet élesebb, mint az idealis elérejelzs.

Hasonl6 példa adhaté a exceedance kalibraciora is:

1+3a
definidljuk Fi-et és F»-6t a kovetkezGképpen:

Fiz) =G (12—fa>

Fola) = Gs (ffca)

1/2
legyven o > 0é0<a<1,és80< A <a ( 3+a) , G1 és G2 ugyanolyan mint el6bb és

Ekkor ezek variancidjéara:

D*(F)) + D*(F) = 3(1 +a)? (1 + 22) o? < (14 M)o? = D*(Gy) + D*(Gs)

noha a véges exceedance kalibracio feltétele megintcsak teljestil.

Tehat egy exceedance kalibrélt elérejelzs is lehet élesebb az idedlis el6rejelzénél. Nyilvan egy

margindlisan kalibralt elérejelzé is lehet élesebb mint az ideélis el6relzs.
Klimatologiai el6rejelzések esetében a véges valdszintiségi és a véges marginalis kalibraltsag

ekvivalens és egy gyenge élességi allités is igaz, nevezetesen als6é hatar biztosithaté a predik-

tiv eloszlas variancidjara:
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Tétel [3]: Véges mdsodik momentummal rendelkezé Gy1,...,Gp és Fy = --- = Fp = F

esetén, ha a véges valdsziniségi kalibrdcio (2.21) feltétele teljesiil, akkor

T T
1 1
=Y D*(FR)=D*F)>—>» D*G 2.23
7Y PR = D) 2 13 DG) (223)
és egyenldség csak az E(G1) = --- = E(Gr) esetben lehetséges.

Nyitott kérdés, hogy vajon egy nem-klimatologiai el6rejelzs lehet-e valdszintségi és margina-

lisan kalibralt, mégis élesebb mint az ideélis el6rejelzs.

2.2.1. Az élesség becslése

Az el6z6 példakban a prediktiv eloszlasok szorasnégyzetével mértiik az élesség mértékét,
most egy masik eszkdzt mutatok be, mellyel ez szintén megtehets. Ez a prediktiv interval-
lumok szélességének vizsgalata, melyre két lehetGség is adodik. Az egyik a prediktiv inter-
vallumok atlagos hosszanak vizsgélata, a masik pedig egy grafikus eszkoz, mely a prediktiv
intervallumok szélességének tapasztalati eloszlasat abrézolja boxplottal.

A kovetkezo tablazat az 50%-os és a 90%-os prediktiv intervallumok atlagos hosszat foglalja

Ossze a 4 eddig is vizsgalt eldrejelzs esetén.

Elérejelzé Atlagos hossz
50% 90%
Ideélis 1.33 3.35

Klimatologiai 1.91 4.65
Nem-fokuszalt 1.55 3.78
Hamill 1.46 3.59

2.4. tablazat. Az 50% és a 90%-os prediktiv intervallumok atlagos hossza

Lathatjuk, hogy mindegyik esetben az idedlis elérejelz6 esetében a legrévidebb a prediktiv
intervallumok atlagos szélessége, ezutan a Hamill-el6rejelzé kovetkezik, majd a nem-fokuszalt

és végiil a klimatologiai el6rejelzd.
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3. fejezet
Bayesi megkozelités

A bayesi hozzaallas kezdeti feltevése valamilyen a priori ismeret a paraméter(ek)rol,
valamilyen p(f) a priori eloszlas formajaban. A Bayes-tétel és a rendelkezésre allo adatok
segitségével ilyenkor kiszamithato a paraméter(ek) a posteriori eloszlasat:

1

PO = o

- p(z|0) - p(0) = normalizalo konstans - likelihood - prior (3.1)
1
p(z)
mellett, ugyanis a paraméter(ek) eloszlasara vagyunk kivancsiak. Ezért a posteriori eloszlast

ugyanis p(x|d) = I(0|z) a likelihood-fiiggvény és konstansként viselkedik a 6 valtozo

gyakran a

p(0]x) oc 1(0]x)p(0) (3.2)
alakban irjak, ahol « szimbélum jelentése: "aranyos vele", vagy "multiplikativ konstans
erejéig egyenlSek". A p(x) konstans normalizalja p(x|0)p(0)-t eloszlassa, igy megkaphato a
kovetkezsbol

p(z) = /@ p(2]0)p(0)d6 (3.3)

Az a posteriori eloszlas a prioritél valo fiiggése mutatja mennyi informaciét hordoz az adat-
halmaz az ismeretlen paraméter(ek)rsl. Ezt letesztelhetjiik, hogy ha kiilonb6z6 priorokat
valasztunk és megnézziik, hogy az a posteriori eloszlasok mennyire térnek el egymastol.
Néha csak a paraméterek egy része érdekel minket, a tébbi Gn. zavaré paraméter nem.
A bayesi analizis nagy érdeme, hogy ki tudjuk szlirni vele az ilyen zavar6 paraméterek
hatasat a tobbi paraméter becslésénél, egyszertien integralassal. Az igy kapott marginalis a
posteriori eloszlas a {6bb paraméterekrdsl hordoz csak informéciot. Példaul képzeljiik el, hogy
egy normaélis eloszlds mindkét paramétere ismeretlen szamunkra, de csak a variancia érdekel
igazan minket. A varhat6 érték becslése plusz bizonytalansagot ad a variancia becsléséhez.

Ekkor a variancia marginélis a posteriori eloszlasa a kdvetkezGképpen szamolhato:
p(o?le) = [ plaso? o) (3.9

Altalanosan pedig irjuk a paraméterek vektorat a @ = (61,60) alakban, ahol 0y a zavar6

paraméterek részvektora, ekkor a marginalis a posteriori eloszlasunk:
p(0sls) = [ p(01.bafe)a (33)
O2

Hogy kaphatunk konkrét pontbecsléseket, az ismeretlen 6 paraméterre? Vehetjiik a posteriori

eloszlas valamilyen funkcionaljat, példaul a maximum likelihood terminologiaval vehetjiik a
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posteriori eloszlds méduszat, azaz a legvaldszintbb értéket
6= max p(0]z) (3.6)
Vagy vehetjiik 6 a posteriori varhaté értékét:
§:Ewmg=/ﬁmw@w (3.7)

Esetleg a posteriori eloszlas medianja is széba johet, ami a kdvetkez6t teljesiti:

+oo 0
| v do= [ poje) ao - (3.9)

— 00
Habar ezen becslések valamelyikét, vagy akir mindegyiket szimultdn hasznalva a Bayesi
analizis a 6 erejét veszti el, mely abban rejlik, hogy a becslése az egész a posterior:

eloszlds. Gyakran a posteriori eloszlast Gibbs mintavételezéssel kapjak meg.

Legnagyobb siiriiségii régiok

Adott a posteriori eloszlas mellett persze kézenfekvs megfelels lefedettségii konfidencia-
intervallumok konstrualasa. Példaul egy 100 x (1 — «)% megbizhatoséagi szinti konfidencia-

intervallum minden olyan (L, R,) pér, mely kielégiti a kovetkezs egyenletet:

Ra
/ p(flx)dd =1 -« (3.9)
L

a4

Sziikitsiik le a szobajovs intervallumokat azokra, melyek hossza a legrévidebb (tébb pa-
raméter esetén a teriilete), ezek a Bayesi konfidenciaintervallumok.!
3.1. Konjugalt priorok

A bayesi analizis legels6 feladata a megfelel§ prior kivilasztasa, megtalaldsa. Az egyik

elterjedt prior, mikor a stiriiségfiiggvény egy konstans, azaz a priori eloszlas egyenletes:

a<0<b (3.10)

Ez annak a gondolatnak felel meg, hogy nincs semmi okunk megkiilonboztetni a paraméterér-
tékeket, mindegyiket egyforma valészintiiséglinek érezziik. Ekkor az a posteriori eloszlas csak

egy konstansszorosa a likelihoodnak:
p(0|z) x 1(0|z) (3.11)

Sok esetben egy-egy klasszikus eredményt gy kapunk meg a bayesi analizis segitségével, ho-
gyha ilyen priort feltételeziink. Persze ez csak akkor miikédik, hogyha a paraméterértékiink
véges hatarok kozott mozog. Na de mi a helyzet mas esetekben, hogyan valasszuk ekkor meg
az a priori eloszlast?

Az egész kulcsa az, hogy ha az adathalmazban elég informéacié van, akkor még egy rossz
prior se fogja befolyasolni a posteriori viselkedést. A bayesi analizis aszimptotikus tulajd-
onsaga, hogy patologikus prioroktdl eltekintve, elegendé mennyiségi adatot véve, az egy id6

utdn mar megfelel6 mennyiségt informéciét hordoz magéval, s igy az a posteriori eloszlas

LA credible intervals és a highest density regions (HDRs) elnevezések is hasznalatosak az angol iroda-

lomban.
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nem fiigg a priortol lényeges modon, igy tetszoleges, a feladatnak megfelel6 (nem elfajult)
eloszlast vehetiink priorinak. Tovabbra is fennéll a kérdés: mennyi az a megfelel§ adat? Ezt
példaul leellendrizhetjiik ugy, hogy kiillonb6z6 priorokat vesziink, és megnézziik mennyire be-
folyasolja ez az adodo posteriori eloszlast. Ha a posteriori eloszlasok nagy mértékben fliggnek
a kiilénboz§ priori vélasztasoktol, akkor az adathalmaz nem tartalmaz elegendd informaciot.
Ha viszont a posteriori elég stabilnak t{inik kiilonb6z6 priori eloszlasok esetén, akkor az adat-
halmaz altal hordozott informacié elegendd.

Altalaban az a priori eloszlas paraméterei (varhaté értéke illetve varianciaja) sokkal inkabb
kritikusabb szerepet jatszanak, mint az adott prior alakja az a posteriori viselkedésnél. Erre
majd késébb példat is lathatunk Lindley nevezetes paradoxonandl. Ezért az a priori elosz-
lascsaladot altalaban ugy vélasztjak, hogy megkdnnyitse az a posteriori eloszlas szamitasét.
Példéul Poisson likelihood mellett Gamma-eloszlast valasztva priorinak, konnyen kiszdmol-
hato, hogy posterioriként szintén Gamma-eloszlast kapunk (a megfigyelésekkel transzforméalt
parameéterekkel). Ilyen konjugdlt priorok més esetben is léteznek, mikor adott likelihood mel-
lett a posterior eloszlascsalddja megegyezik a prior eloszldscsaladjéval. Megmutathat6, hogy
ha a likelihood az exponencialis csalad tagja, akkor mindig taldlhato (szintén az exponen-

cialis csaladba tartozo) konjugélt prior hozza. Ehhez legyen a likelihood a kovetkezd alaku:

U(w:]0) = g(0)h(x:) exp Z ¢5(0)t; () (3.12)

Ekkor a kévetkezd priorral

m

p(8) o< [9(8)]" exp Z%(@% (3.13)

az a posteriori eloszlasunk

p(0]z) o lHl(xi|9)] p(0) o [9(0)]" " exp [ Y ¢;(0)d;(x) (3.14)

j=1
ahol .
dj(z) =a; + > t;(z;) (3.15)
i=1

A b és az a; paraméterek pedig szabadon véalaszthatok példaul a priorok momentumainak

el6irdsahoz. A likelihood és a prior strtségfiiggvénye nagyon hasonlit egymashoz, de maés
a véltozo, az els6ben ¢;(0) mint paraméterezés tinik fel, addig a priornal mint elégséges
statisztika.
Tehat a likelihood-fiiggvényben a ¢;(6) paraméterezésnek megfelels exponencialis csaladbeli
prior felirdsa az els6 feladatunk, majd a b és az a; un. hiperparaméterek meghatarozésa.
Egyszeriien adodik, hogy ugyanabba az exponencialis csaladba tartozik a posteriori elosz-
lasunk, mint a priori. Az adatok beérkezésének hatasara bekovetkezs valtozast a posteriori
parameéterekre is konnyen leolvashatjuk a (3.13) képletbdl: b paraméterhez az n mintaelem-
szam adodik, mig az aj-k valtozasat a (3.14)-bol olvashatjuk le és lathatjuk, hogy ez csak
a (D_;ti(wi))j, elégséges statisztikatol fiigg. Ez azért van igy, mert a likelihood-fiiggvény
is csak az elégséges statisztikan keresztiil fiigg a megfigyelésekt6l: két adathalmaz esetén,
melyek megfigyelései kiilonbozhetnek, de az elégséges statisztikdjuk megegyezik, akkor a
likelihood-fiiggvénye is megegyezik a két adathalmaznak.
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Likelihood Konjugalt prior
Geometriai Béta
Negativ binomialis Béta
Binomialis Béta
Poisson Gamma
Exponencialis Gamma
Gamma Gamma
Normalis

v ismeretlen, o2 ismert | Normalis

w ismert, o2 ismeretlen | Inverz-x?2

3.1. tablazat. Konjugalt priorok

Tehat minden exponencidlis csaladbeli likelihoodhoz létezik egy szintén exponencidlis elosz-
lascsaladu priori eloszlas, gy hogy a posteriori eloszlas ugyannannak az eloszlascsaladnak a
tagja, mint a priori. Ezt a priort nevezziik az adott likelihoodhoz tartozé konjugdlt priornak.

A (3.1) tablazatban néhany ismert likelihoodhoz tartozé konjugalt priorok talalhatok,
leolvashato, hogy tobb likelihoodhoz is tartozhat ugyanaz a prior, igy a megfeleltetés a ketts
kozott nem egy-egyértelmd. Nézziik meg az ismeretlen varhato értékd, de ismert varianciaja

normalis eloszlés esetét. A likelihood-fiiggvény ekkor

plz) = \/217 exp (— > (202“)> (3.16)

i=1

Legyen a p(y) a priori eloszls szintén normalis p1g és 02 hiperparaméterekkel: 1 ~ N (pg, 03),

S S O Ty )
p(u)—me p( 207 ) (3.17)

Ekkor az a posteriori eloszlas a (3.2) képlet alapjan a priorbdl és a likelihoodbél a kévetke-

azaz

z6képpen rakhat6 Gssze:

plal) o Hplz)p(s) o exp (— ol 3 ‘”2) (318)

202 202

Ez atalakitas utan (Osszegytjtjik a p-t tartalmazé tagokat, a tobbi meg konstansként visel-

kedik) a kovetkez6 alaku lesz:

2 = 2
I N
p(,u|x) X exp <%‘8 + Tg + ? - M) (319)
Végiil p szerint teljes négyzetté alakitva:
(b — ps)?
plake) oxexp (=L 2B (00302 (3.20)

—1 _
ahol o7 = (0—13 + ”) és pu, = o2 (”0 + ”).

o2 a2 o2
o 0’0 o

Tehét az a posteriori eloszlas szintén normélis p., és o2 paraméterekkel.
Kiszamolhat6 ismert varhaté érték mellett, a variancidra is a konjugélt prior, ami jelen

esetben inverz-x? lesz (egy x? eloszlast valtozo reciprokdnak az eloszlésa).
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3.2. Hipotézisvizsgalat és Bayes faktor

A klasszikus hipotézisvizsgalati feladatban két alternativa all el6ttiink, az egyik a Hy null-
hipotézis, miszerint az ismeretlen 6 paraméter a Oy C © résztartomanyba esik a paraméter-
téren. A H; ellenhipotézis szerint pedig § € ©; C O, ahol Oy és O diszjunkt felbontasat
adjak ©-nak. Elsére azt gondolhatnank, hogy a hipotézisvizsgalat a bayesi kornyezetben
egyszerden kezelhetd, hiszen nézhetjiik a hipotézisek a posteriori valészintiségét:

P(6 € Oglz) = /@ p(0]z)do (3.21)

Viszont a bayesi analizis velejardja az a priori ismeret, mely befolyédsolja a hipotézisvizsgala-
tot is. Képzeljiik el, hogy az a priori eloszlas szerint P(6 € ©g) = 0,1, mig az a posteriori
szerint P(6 € Oglz) = 0,05. Ez utobbi a 95% szignifikanciaszintnek felel meg a klasszikus
kornyezetben, de a beérkezs adat csak megduplazta bizalmunkat az alternativ hipotézis-
ben. Ha példaul P(6 € ©y) = 0,5 lett volna a priori informécionk, akkor ez az 95%-os a
posteriori szignifikancia igencsak megerdsitené az ellenhipotézisbe vetett hitiinket. Tehat a
prior igencsak befolyésolja a bayesi hipotézisvizsgalatot. Ezért vezessiik be az a priori és az

a posteriori valoszintiségeit a hipotéziseinknek:
Po = P(0 € @0|ZE), p1 = P(H € @1|I) (322)

F():P(HGGO), 7T1:P(0€@1)

Definicié: Hy a priori esélye H; ellenében my/m1, mig az a posteriori esélye po/p;.

A By(z) Bayes faktort® a kovetkezSképp definialjuk:

~po/pr_ po(l—m)
By(z) = = o o) (3.23)

Azaz az a posteriori és az a priori esélyek hanyadosa, igy a Bayes faktor azt méri, hogy a
bejévs adatok vajon novelik vagy csokkentik az egyik modell esélyeit a méasikkal szemben.
Ha By(z) > 1, akkor = fényében a Hy nullhipotézis még inkabb elfogadhat6, mint a H
ellenhipotézis. A Bayes faktor egy laza interpretacioja: Hp-nak az adathalmaz 4ltal hordozott
esélyei Hy ellenében. Fontos, bar a jelolésben nem latszik, hogy a Bayes faktor az a priori
eloszlastdl is fiigg, néha igen kényelmetleniil.

A példédban a By Bayes faktor az elsG esetben 2.11, mig a masodik esetben 19.
Vizsgaljuk meg mit kapunk a ©y = 0y, ©1 = 0; egyszerd hipotézisek esetében, ekkor az a
posteriori valoszintség:

i x p(0;)p(x|0;) = mip(x|6;) (3.24)

Igy az a posteriori esély
Do _ To p(x|6o)

== 3.25
p1 m1 p(x|61) ( )
és a Bayes faktor egyszertien a likelihood-hanyados
p(x|6o)
By(x) = 3.26
o) = alor) (320

’Fz a Ho-ra vonatkozd Bayes faktor (H; ellenében), a Hp-re vonatkoz6 Bi(x) ennek reciprokaként

kaphato.
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Osszetett hipotézisek esetén vegyiik § H;-re vett feltételes a priori eloszlasat:

pi(0) = p(0)/m; (3.27)

Ekkor az a posteriori valosziniiség a kdvetkezGképpen szamithato ki:
p=POCOl) = [ pbledsx [ popais = [  p@plodn (29
0cO; 0cO; 0cO;
Ekkor a Bayes faktor (az a priori ismereteinkkel) stlyozott likelihoodhanyados:
 Jrco, Po(O)p(al9)d6

Joco, P1(0)p(x]0)d0

Természetesen felirhato ez egyszert nullhipotézis esete az Gsszetett ellenhipotézissel szemben,

Bo() (3.29)

ezt egy példan ismertetem, mely egyben ravilagit a modszer egy hibédjara:

3.2.1. Lindley paradoxona [9]

A kovetkezd paradoxon mutatja, hogy a Bayes faktor néha nagyon is szélsGséges moédon
fiigg az a priori eloszlastol, ugyanis a hiperparaméterek megfelel6(en radikalis) valasztasaval
esetleg elérhetd, hogy a beérkezs adatot figyelmen kiviil hagyva mindig elfogadjuk a nullhi-
potézist.

Legyen © = (z1,...,2,) N(u,0?) eloszlastt minta, ahol o2 ismert, y viszont ismeretlen
paraméter, és a Hg : p = pg egyszert nullhipotézist teszteljiik az Osszetett Hy : p # po
ellenhipotézissel szemben. A p(u) a priori eloszldst valasszuk normalisnak p; és of hiperpa-
raméterekkel, ugyanis a (3.1) tablazatbol kiolvashato, hogy ez lesz a likelihoodnak megfelels
konjugélt prior.

Ekkor a By(x) Bayes faktor a kovetkezd alakot olti:

p(|po) [T, Lo (Bzte)

Bo(z) = = (3.30)
Jp@lmp(wde [, Lo (zon) 1, (u;fl) an
Ez megfelels atalakitasok utén:
o\ —1
0‘2 1/2 exp{% (02+ %) ('T_l’(‘l)Q}
Bo(z)=(1+ n1> . 3.31
o= (1002 exp {327 — )7 (331

Ha most lerogzitjiikk T értékét és o7 — oo esetén vizsgaljuk a kifejezést, akkor az szintén
végtelenhez tart. Tehat a Hy hipotézis elfogadasa mellett fogunk doénteni ha g a priori
szorasnégyzete elég nagy, akdrmit is sugall az adathalmaz. Minden rogzitett T esetén of
értékét meg tudjuk gy valasztani, hogy a nullhipotézist elfogadjuk. Speciilis ez igaz olyan
Vn(T—po)

T-re is, melyre -

elég nagy ahhoz, hogy elutasitsuk a nullhipotézist egy elére tet-

sz6legesen megadott szignifikanciaszinten a megfelel§ u-probaval.

Egy kompromisszumot a Bayesi és a klasszikus hipotézis vizsgalat kozott Lindley (][9],

1965) adott egyszeri null- és kétoldali ellenhipotézis esetén:

H0:9:90 VS H1:97é90

El6szor irjunk els 6-ra egy szétterjedt priort, ekkor egy « szintd teszt a kovetkezéképpen
néz ki: vegyiink egy 100(1 — «)%-o0s Bayesi konfidenciaintervallumot és utasitsuk el a null-

hipotézist, ha ez nem tartalmazza 6-t.
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3.3. Bayes faktor az altalanos esetben

Eddig csak hipotézisvizsgalathoz hasznéaltuk a Bayes faktort, tehat adott likelihood esetén
az igazi paraméterértéket kerestiik. Definidlhatdé a Bayes faktor altalanosabban is, amikor
nem tudjuk, hogy az eloszlasunk mely paraméteres csaladbdl szarmazik, nem ismerjiik a
likelihoodot sem. Az el6z6 részben a Bayes faktor az a posteriori és az a priori esélyek
hanyadosa volt, probaljuk meg ezt Atmenteni az altalanosabb esetre is. Most egy modell
megadasahoz meg kell adnunk a paraméter(ek) a priori eloszlasat és a likelihoodfliggvényt is.
Legyen {M; : j = 1,2} két paraméteres modell (likelihood+prior).

Definialjuk M, a posteriori esélyét M, ellenében a kévetkezs modon:

p(Mi|z) — p(My) p(z|My)

= 3.32
p(VTl) ~ p(Ve) plal ) (332
posteriori \ [ priori Bayes
esély esély faktor
Ez alapjan a Bayes faktort a kévetkezéképpen definidlhatjuk:
M 0 61)do
Bi(z) = pa|My) [ pi(x]01)pi(61)d6: (3.33)
p(x[Mz) [ pa(x|02)pa(62)do:
Itt tehat a likelihoodfiiggvény és az a priori eloszlas is fiigg az M; modelltdl.
A kovetkezs példa [4]-ben talalhato: legyen (z1,...,x,) egész-értékid adatsor, melyre a
kovetkezo két Osszetett modell valamelyikét akarjuk illeszteni:
Mi: (0-ba betolt) Geometriai(6;) likelihood Béta(aq, 31) priorral
Ms: Poisson(62) likelihood Gamma(ag, 32) priorral
Ekkor M;-re felirva a Bayes-faktort My ellenében:
r r I'(nz r netez (T, a,!
By (o) = L0+ AL 4 w0 £ BD(an)n + o)™ ([T d)

I(a)T(B1)T(n + nT + B1 + a1)T(nT + az2)B5?

Ha most szétkent priorokat valasztunk, azaz (a1, 531) = (1,1) és (a2, 82) = (€, €) (ez esetben

a Béta eloszlas az egyenletesre redukalodik), akkor a Bayes-faktor a kovetkezore redukalodik:

L(14n)D(nZ + 1)T(e)(n + €)™ (I, :!)
['(n+ nx + 2)T'(nT + €)ee

Bi(z) = (3.35)

Ha most e-nal nulldhoz tartunk, akkor ez a kifejezés végtelenhez tart. Tehat a Geometriai
modell az a priori hiperparaméterek megfelel6 valasztasa mellett minden esetben kihozhato
jobbnak a Poissonnal szemben, mint ahogy ezt mar a Lindley-paradoxonnadl is tapasztaltuk.
Tehat a Bayes faktort nagymértékben befolyasolja az a priori hiperparamétereinek meg-

valasztésa.
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Most vizsgaljuk meg ezt altalanosan is, legyen két paraméteres modelliink (j = 1, 2)
Mj : (ZIJZ|9],M]) ~ Pj ((L‘zw]) = Lj (0]‘561) likelihoddal és 2 (9_7) priorral (336)

A kozonséges Bayes faktor a kovetkez6 mennyiségek Gsszehasonlitasan alapszik:

p(z|M;) /alJ (2]6; ] 0;)d0; = Eo, a1, L (0;]7) (3.37)

Azaz a likelihoodfiiggvények a priori varhato értékét veti Gssze, ezért is viselkedik olyan
rosszul nem megfelel§ prior esetén.
A Bj(z) alapjan akkor favorizaljuk M;-et, ha

log p(z|My) > log p(x|Mz) (3.38)

Ebben az alakban els§ ranézésre ugy tiinhet, hogy ez ugyanaz mint a logaritmikus szkoér

alapjan hozott dontésiink
n LogS(My, X) > n LogS(M, X) (3.39)

de jobban megvizsgalva a dolgot mégsem, ugyanis:

n LogS(M logH {/p] (x:16;)p; (0 )d@} (3.40)

Az integral és a produktum operatorok pedig nem kommutalnak.
Aitkin ([4], 1991) az a priori helyett a likelihoodfiiggvények a posteriori varhaté értékeket
hasonlitja Ossze. Az igy kapott posteriori Bayes faktor (PBF) azt a modellt favorizalja,

amelyikre a
—A
log L; :log/ [Hpj (w16, ]p] 6;]x)dé (3.41)

kifejezés nagyobb értéket vesz fel. Ez megoldja a priorra valé érzékenységet, de egy tujat
is magaval hoz, méghozz4 inkoherens. Mindemellett tobben a loglikelihoodok a posteriori

varhato értéken alapuld Osszehasonlitast is javasoljak.

Eo, 12,01, 10 L (0]x) = E(g,1s,01,) log | [ L;(0;]:)

i=1

= Z Eo,12,1;) 10g Lj(0;]x:) < ZIOg E(ej\iEij)Lj(ajmi) =
i=1 i=1

= Zlog/Pj($i|9j)pj(9j|$)d9j (3.42)

=1

Ez utobbi kifejezés felfoghaté mint az Mj-nek megfelel§ likelihooddal és a paraméter a
posteriori eloszlasaval adott modellre felirt logaritmikus szkoér. Ez egy afféle a posteriori
logaritmikus szkor, mikor ilyen Osszetett (likelihood+prior) modellel van dolgunk. Ezt is

hasznalhatjuk a két modell kézotti valasztasra, és lathato, hogy nem ekvivalens az el6zével.
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4. fejezet

A logaritmikus szkor

hatareloszlasa néhany esetben

Klasszikus statisztikai feladatok esetében altaldban eleve adott modellel (példaul valami-

lyen eloszlascsaladdal) van dolgunk és annak ismeretlen paramétereire keresiink becsléseket,
vagy végziink rajuk vonatkozo hipotézisvizsgalatot, de ez nincs mindig igy; el6fordulhat
ugyanis, hogy nincs semmi informéciénk az eloszlascsalddrodl, vagy csak annyi, hogy melyek
jonnek szoba. Ekkor nekiink kell kivalasztanunk a megfelels mértékesaladot (likelihood) is,
amit megtehetiink példaul a logaritmikus szkor segitségével. A logaritmikus szkor az egyik
leggyakrabban hasznalt szkor, mivel a prediktiv eloszlastél csak a megfigyelésen keresztiil
fiigg! és a mas teriileteken neki megfelels fogalmak is igen elterjedtek: a becsléselméletben
a ML-becslés, az informacidelméletben a Shannon-entropia felel meg neki.
A logaritmikus szkorbol kiszamolt atlagos jutalom alapjan hozzuk meg dontésiinket a model-
lek kozott, ezért ezek hatareloszlasat vizsgadlom néhany ismert modell esetén. Ehhez kereszt-
kiértékeléses®> modszert alkalmazok: felosztom a mintat két csoportra®, az egyikbdl becsiilom
az ismeretlen paraméter(eke)t?, mig a mésodikkal tigymond "validalom" az illesztett mo-
dellt: a logaritmikus szkor segitségével vizsgalom az illesztés minGségét. Az elsG csoportot
altalaban gy szoktak megvalasztani, hogy az elemszama 70%-a legyen az eredeti minta elem-
szamanak. Majd ezutan két azonos varhaté értékid modellt hasonlitok Gssze, és vizsgalom,
hogy mikor fogunk tévedni, hogyha a logaritmikus atlagszkor alapjan dontiink kozottiik.
Most tehat kiilénb6z6 nevezetes modellek esetén vizsgdlom meg hogyan alakul az atlagszkor
hatareloszlasa.

Legyen Xi,...,X, fiiggetlen minta valamilyen paraméteres eloszlascsaladbol ismeret-
len paraméterrel (vagy paraméterekkel). A mintat felosztom két részre, és az elsé mintabol
(training data) becsiilom a paramétert, majd a masodik mintara (test data) felirt altagszkor
hatareloszlasat viszgalom. Jeldlje az igy kapott két mintat X (1), illetve X, El6szor azt az

esetet vizsgilom, mikor exponenciélis eloszlast tételezek fel az adatokrol:

ILattuk, hogy ez bizonyos értelemben ez forditva is igaz.

2 Cross validation

3 Training és test data

4Maximum likelihood modszerrel, ugyanis az optimalis szkor becslésnél lattuk, hogy ez felel meg a loga-

ritmikus szkérnak.
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4.1. Exponenciilis modell

Exp(\), ahol X ismeretlen paraméter

El6szor tehat X (V-bél becsiilom a A paramétert maximum likelihood, hiszen ez a becslés
felel meg a logaritmikus szkérnak. Az igy kapott becslés A = (X(l))fl, ahol X (1) jelsli az

els6 minta atlagat. Ekkor a prediktiv strtségfiiggvényként a kovetkezs adodik:
p(x) = Xe N

Ezért a logaritmikus szkor felirva ebben az esetben igy néz ki:

~ o~

LS(p,z) =logp(x) =log A — \x
Most a megfigyeléseink az X @) minta elemei, igy ezekre felirva a logaritmikus szkort, a
kovetkezs atlagszkort kapjuk:

— 1 & ~ A
L5(p, X)) 1= -3 LS(p X[7) =logA - =
=1

>

ahol X jeloli az (X(Q))fl statisztikat. Ez éppen a A paraméter masodik mintabdl szarmazoé
ML-becslése. Tehat az LS(p, X?) statisztika csak a két ML-becslés fiiggvénye, igy a hatar-
eloszlaséhoz csak a ML-becslések aszimptotikus normalitasat, és a kovetkezd, [1]-ben is meg-

talalhato tételt hasznalom fel:

Tétel: (A ML-becslés tulajdonsagai)

(1) (RR) regularitasi feltételek mellett az ML-becslés aszimptotikusan normaélis és optimélis
V(b —9) — N(0,1(9)7) (4.1)

ahol ¥, az ML-becslés, és I(¥) az egyelemd mintabol szamolt Fisher-informacio.
(2) Ha
Vi (tn = p) — Np(0,V) (4.2)
és f=(f1,..., fy) differencialhat6é p-ben, akkor
Vi (f(ta) = f() — Ny(0,DTVD) (4.3)

ahol D=(d;;) = (?9{] (M))E’

Alkalmazzuk most az ezeket az exponencialis eloszlas esetére. Mivel ekkor a Fisher-informécio

I(\) = 1/)2, ezért A-ra és A-ra a kovetkezd hatéreloszlasok érvényesek:
V(A = A) =2 N(0,A%)
Viz(h =) =% N(0,3?)

ahol nq, illetve nqy jeloli K(l) és X(Q) elemszamat. S mivel ezek fiiggetlen minték, az nq és

ny mintaelemszamokra tett feltevések miatt ez a kévetkezSképpen is irhatd

A0 () s (5 )

5Vagyis egy aszimptotikusan normélis statisztika fiiggvénye is az (ha ez a fiiggvény differencialhaté az

>

e

igazi parameéterértékben), és a kovarianciamatrix a derivaltmatrixszal transzformalodik.
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A tételben szerepld f transzformécios fiiggvény most a kdvetkezd:
x
fz,y) =logz — Y

Kiszamolva ennek a parcialis derivaltjait (A, \)-ban kapjuk a D transzformacios matrixot,

ami ebben az esetben egy d vektor:

onf 0
d= AN =
<62f>( : ()

Igy mikor az f(X,X) = LS(p, X(z))—re irjuk fel az aszimptotikus normalitdst a kovarian-

clamatrix a kovetkezéképpen transzformalodik: d'¥d = %.

Igy tehat ZS(p, X@)-re a kovetkezs hatéareloszlas adodik:

VL) = FO ) = Vi (5. X) - toga 1) — (0.7 )

De mivel nem ismerjiik A valodi értékét, csak az els6 mintabol szarmazo becslését, ezért
FOLX) = O\ A) helyett £(X,A) — (X, A) hatareloszlasat is kiszamolhatjuk:

o~

~ o~ ~ ~ A 100
Valf3) — FAR) = Vi (1 - x) L N(o, 21)

4.2. Normalis modell

N (p,0?), ahol mindkét paraméter ismeretlen

A kovetkezSben azt az esetet vizsgalom, mikor normaélis eloszlast tételezek fel az adatokrol,
melynek a paramétereit is becsiilni kell és ekkor vizsgédlom a logaritmikus atlagszkér hatar-
eloszlasat. Ugyanugy mint el6bb, a mintat felosztjuk két részre: X M re és X (2)—re, az els6ébdl
becsiilom a paramétereket:

i=X0 & 5=sWV

ahol s jeloli az elss minta tapasztalati szorésat®

Tehat a prediktiv strtségfiiggvény

@) 1 1<x—ﬁ>2
I) = ——ex — —
P 210 P 2 o

A logaritmikus szkort az X ) minta elemeire felirva, a kovetkezd altagszkort kapom:

LS(P,X(Q)) = 7510g27r —logo — %53 (52 + (i — ﬁ)Q)

Itt 1 és o jeloli a méasodik mintabdl szarmazé ML-becsléseket. Az atlagszkor most is csak a
ML-becslések fiiggvénye és ezért megint elGvehets a ML-becslések konzisztenciaja és aszimp-
totikus normalitasa:

— 1 1
LS(p,X?) — —510g27r—10ga ~3

— \1/2
65 = (7712 Z;L:Ql(Xi(z) - X(z))2> / (ez o ML-becslése lesz)
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A hatareloszlashoz ki kell szamolni a Fisher-informaciot: eltolas- és skala-paraméteres csalad-

ban ez nem fiigg az eltolasparamétert6l (u), és a skila-paramétertsl (o) is csak linedrisan

I(MU):;(; (2)>

Fontos, hogy nem o2-ben, hanem o-ban kaptuk meg a Fisher-informaciot. Persze atpa-
raméterezéssel megkaphatnank o2-ben is, de sziikségtelen, mivel tigyis o ML-becslését irtuk
fel korédbban.

Igy a fi, 11,5, ML-becslések aszimptotikus normalitasat egyiittesen felirva és felhasznalva,
hogy a két minta is és a [i, o (ill. a i, o) becslések is fiiggetlenek egymastol”, a kovetkezd
adodik:

i 7 g7 0 0 0

i 0 2 0 0
vall P =1" 1] —?M(0,%), ahol == 3

o o 0 0 &z O

G o 0o 0 0

Az LS(p, XP) statisztikat el6allito transzformacios fiiggvény ebben az esetben:

1 1 /x 2 1 /x1—=x 2
f(xl,acg,xg,x4):—210g27r—10g;v3—2(gjg) —2< lxg 2)

Kiszamolva a parcidlis derivaltakat (u, u, o, 0)-ban a transzformalo vektor ekkor:

1
d= gra‘df(ﬂa My 0, 0) = (07 07 Oa _)
o
Igy az atlagszkorra a kovetkezd hatareloszlas adodik

f— 1 1
vn (LS(p,X(Q)) + 3 log 2w + log o + 2) — N(0,10/6)

10

ugyanis a transzformalt kovarianciamatrix d’%d = G

Megintcsak a o paraméter valodi értéke nem ismert, ezért /n(f (i, i, 0,0) — f(u, p,0,0))

o~ o~~~ ~ o~ A~

helyett a /n(f (i, g, 0,0) — f(i1, i, 0,0)) hatareloszlasat kiszamolva:

Vit (552 @+ -2 -3%) ) —4 v (0.37)

Megfigyelhetjiik, hogy mindkét esetben feleakkora aszimptotikus szorasnégyzetet tapaszta-
lunk mint az exponencidlis modellnél. Ez persze nem annyira meglepS mivel a normalis
modellben két paramétert becsiiltiink (mig az exponencialisnél csak egyet); és igy természe-
tes, hogy aszimptotikusan jobb eredményt kapunk az utébbi esetben, hiszen ekkor jobban be
tudjuk allitani a prediktiv eloszlast. Persze a normalis eloszlas az egész szdmegyenesen pozitiv
striségfiiggvénnyel rendelkezik, mig az exponencialis eloszlas csak a pozitiv félegyenesre van
koncentralva, igy nem igazan lehet a két illesztést Osszehasonlitani. De ha elég nagy szamu
mintat vesziink, akkor a kapott megfigyelésekbdl mar tudunk az eloszlas tartojara kovet-
keztetni. Most két olyan modellt vizsgalok, amik szintén a nemnegativ félegyenesre vannak
koncentralva. Az igy kapott eredmények inkdbb GsszevethetGek az exponenciélis eloszlasnél

kapottakkal. Az elGszor a lognormaélist modellt vizsgalom.

"Fisher-Bartlett tétel [1]
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4.3. Lognormalis modell

LogNorm(j,0%), ahol mindkét paraméter ismeretlen

Vegyilink mintat az eloszlasbol és osszuk fel két részre: X W _re és X 2)_re. Mivel a kapott
adatokrél lognormalis eloszlast feltételezek, ezért mikor az els csoportbél becsiilém a pa-
ramétereket (maximum likelihood modszerrel), a mintaelemek logaritmusainak normalitasat

kihasznalva konnyen adédik:

i =log XM az XY-beli mintaelemek logaritmusainak 4tlaga
o pedig a mintaelemek logaritmusainak tapasztalati szorésa

Ekkor a prediktiv strtiségfiiggvényiink a kovetkezd lesz:

1 1 logac—ﬁ)>
)= ———exp|—= | —
p(z) = —— p< 2( =

A logaritmikus atlagszkort kiszamolva a kovetkezs adodik:

TS0 X)) — —5_ L - L (41 m—m?

LS(p, X'7) = —p— 7 log2m —logd — — (0 + (1 — 1) )

2 202
Ttt szintén @ és o jeloli a méasodik mintabol szdrmazd ML-becsléseket. Most a becslések més
statisztikakat jelolnek, amiknek viszont az aszimptotikus viselkedései megegyeznek a norma-
. 10

lis eloszlasnal tapasztaltakkal. Igy a Fisher-informécié sem valtozik: I(p, o) = 25 ( ) .

o2
0 2
Ezért ezekre is igaz a kdvetkezs:

o~ 0_2

7 7 07 02 0 0

i 0 2 0 0
vall Y =17 || —in0,2), ahol m= 03 7

o o 0 0 f4 0

5 o 0 0 0 &

Az egyetlen kiilonbség a normalis modellhez képest a transzformécios fiiggvényiinkben meg-

jelend xo 1j tag:

1 1/2a\° 1 (21 —22\°
flay, @0, 3, 24) = 7§log2ﬂ'—z2 — logxs — 3 (562) -3 <1sc32>

Ennek gradiense

dT: (81f7 anv a3f7 64.]0)(:“’7/% g, U) = (07 1703 7%)

és igy az 4j kovarianciamatrix d’%d = % +10/6 lesz.

Tehat a logaritmikus atlagszkor aszimptotikusan normalis a kévetkezs kovarianciamatrixxal:
7G(p (@ 1 1 d 5. 5
vn(LS(p, X )+u+§log27r+logo+§ —sd N 0,5(20 +1)

S mivel a 202 + 1 o folytonos fiiggvénye, ezért ez a kivetkezoképpen is irhato:

ﬁ(p,X(Q))—l—,u—i—%log27r+logo+% d 5
X 0.2
ﬁ( (252 +1) —’N(’fs)
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4.4. Gamma modell

'y x, ahol mindkét paraméter ismeretlen

Vegyiink egy X mintét és szokés szerint osszuk fel két részre: X (M_re 6s X _re. Most az o pa-
raméter maximum likelihood becslésének kiszdmités kicsit nehézkes lenne, ezért momentum
modszerrel becsiiljiik a paramétereket, melyre szintén kdnnyen bizonyithaté aszimptotikus

normalitas:

Tétel [1]:
Legyenek a statisztikdink a kovetkezs "atlag" alakuak:
Ty =150 gi(@i),..., T =230 gr(w;). Ekkor a T = (T1,...,T}) k-dimenziés statisz-

tika aszimptotikusan normalis:

Ty E(g:1(X))
Ty E(gr(X))

ahol ¥ = (3;5) = (cov(g:(X), g;(X)))
Most 2 ismeretlen paraméteriink van, ezért az els6 ketté momentumra irjuk fel a tételt:
X E(X) d
n I —* N3(0,%
() - (o )] o

( D?(X) cov(X, X?) )
ahol ¥ =
cov(X?,X) D?*(X?)

A paraméterekre a momentummodszerrel a kovetkezd becsléseket kapjuk:

o (xo\ . XO
=\~ | A=
Sn (sn’)?

ahol X, ill. s\ jelli az els6 minta tapasztalati kozepét és szorasat.

A prediktiv striségfiiggvény tehat a kovetkezs:

Yo -
A a—1_—Ax

Most R o~
XM = Zora 6s (XM)2 = w—re
A A2

tudjuk az aszimptotikus normalitast

vn [( a(a+1) ) - ( a(§+l) )1 —IN(0,%)
32

% 2a(o¢3+1)

_ p) p)

ahol % = ( 2a(at1)  2a(at1)(2a+3) )
)\3 )\4

Kovetkezs 1épésben felirjuk a logaritmikus atlagszkort az X (?) elemeiben:

> i’w\@)

LS(p, X)) = alog A —logT(a@) + (@ — 1)log X — AX(?)
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Ki lehetne fejezni ezt a fenti "atlag" alaku statisztikak fiiggvényeként is, de csak bonyolitana

a képletet. A log X (@)-re és X2)-re a tétel szintén biztositja az aszimptotikus normalitést:

log X (2) U(a) —log A
(M )| e

Igy ezekre és az X (V-beli statisztikikra egyiittesen is felirva az aszimptotikus normalitast:

D?(log X)  cov(X,log X) U(1, )
ahol® ¥ = =
cov(X,log X) D?(X) %

XJo >

a kévetkezd kovarianciamatrixot kapjuk a két minta fiiggetlensége miatt:

a 2a(at1)

1= 5 0 0
o 2a(>(\¥3+1) 2a(a+1\)4(2a+3) 0 0
0 0 ¥(l,0) 1
0 0 3 =

Most a transzformacios fiiggvényiink amivel az atlagszkor statisztikat kapjuk:

2 2
x x x
h(x1, 2, x5, 24) = — L 2log ! 2—i—logl"( 1 2)—
T2 — 7 To — 7 T2 — X7
2
x x
_ ( 1 5 — 1> T3 + 1 2$4
T2 — TY To — T

Kiszamolva a parciélis derivaltjait a (§, O‘(ijl) , ¥(a) —log A, §) pontban a kivetkezs transz-

formalo vektort kapjuk:

d" = (2a+1)(a/A = X),0,1 —a,\)

Ezutén fel lehet irni a transzformalt kovarianciamatrixot is ezek segitségével. Ehelyett in-

kabb vizsgaljunk meg egy "masik" gamma modellt.
4 ax, ahol az o ismert, mig a A ismeretlen paraméter

A kovetkezdben a gamma modell egy specidlis esetét vizsgalom, amely majd a kovetkezdk-

ben még szerephez jut. A paramétereit tigy vélasztom, hogy a varhato értéke X legyen.

Vegyiik az X mintat, és osszuk fel XW_re és X@-re. Az els6bol becsiiljiik az ismeretlen A

1

ramétert: A = —.
paramétert: A =0

A p(z) prediktiv strtségfiiggvény most a kovetkezs:
— (OLA) x(afl)efoﬁ\z
INGY)

A logaritmikus atlagszkor pedig

LS(p, X)) = alog(a) — logT'(a) + (a — 1)log X@) — a%

8 (a) —log\ = Elog X, ¥(a) = Ju logT'(a) = 8%?0(5)7 U(l,a) =0a¥(e)
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Az ebben szerepls statisztikdkra tudjuk az aszimptotikus normalitast:

X %
N X® - 1 —aN(0,%)
log X (2 U(a) — log(aX)
ahol
REE 0 0
_ 1
X= 0 0,3-ax2 0,3 ,\

0 1 (

0,3-ax 0,3

Ez esetben a kovetkezd a transzformécios fiiggvényiink:

f(z,y,2) = —aloga+ alogz + logT'(a) — (a0 — 1),er04g
x

Ennek a parcialis derivaltjai a (5, v, () — log(a)) pontban:

gradf (A T ¥a )—log(a)\)> = (0,a\, 1 — @)

Igy az atlagszkorra a kovetkezs hatareloszlas adodik:

Vn (LS( X®) — alog(a)) + log () — (a — 1)¥(a) + a) =

X 3
vl f X2 —f 1 —2N(0,0?)
log X2 U(a) — log(al)

ahol 02 =

L(2-a+(1-a)?¥(1,a)

Megintcsak nem ismerjiik A valodi értékét, csak a h) becslését, ezért erre is felirhaté hatér-

eloszlas:
Vn (fS(p, X®) — alog(a)) +logT(a) — (a — 1)¥(a) + a) —T N(0,5%)

ahol 0*2:07% %(2—0[4—(1—0[) ¥(l,a)) O

A kovetkezSben azt az esetet vizsgalom, amikor van elképzelésiink vagy informécionk a széba
joheté modellekrdl, és ezek koziil szeretnénk kivilasztani a legjobbat. Legegyszertibb eset,
amikor két modell koziil szeretnénk kivalasztani a helyeset. Az egyik legyen az exponencialis,
a mésik pedig az el6bb mar targyalt gamma modell, ahol ez utébbi a rendjét ismertnek te-
kintem, a mésik paramétert pedig gy valasztom meg, hogy a varhaté érték a két modellben

megegyezzen:

Exp(\) vs Ty ax (ahol « ismert, A ismeretlen paraméter)
Mindkét modellben tehat A a varhato érték, de ez ismeretlen, igy becsiilni kell. Vegyiink tehat
mintit az ismeretlen eloszlasbol és osszuk fel szokasosan két részre. Ez els6bdl becsiiljik a A
paramétert a mintadtlag reciprokaval. Igy a két modellnek megfelels prediktiv strtségfiigg-
vények:

o~

flz) = h) exp(—X:r)

52



és

ot exp(foz:{x)

Ekkor vizsgalhatjuk a tévedés valdszintségét: tévedhetiink gy is, hogy ha az exponencialis
modell mellett dontiink a logaritmikus atlagszkoér alapjan, mikor valojadban a gamma modell
a helyes és ez torténhet forditva is. Tehat afféle els-, ill. masodrendii hibdkat keresiink.
El6szor nézziik meg, hogy mikor tévediink az exponencialis modell kirara, azaz mely esetek-
ben valasztjuk a gamma modellt, amikor az exponenciélis lenne a helyes dontés. Ez akkor
torténik meg, ha a logaritmikus atlagszkér a gamma modell esetén a nagyobb. Vagyis akkor

tévediink, hogyha:

LS(f,.Xx®) <IS(5.x?) (4.4)
Ezt részletesen kifrva és a \ = ﬁ, illetve log X (2 jeldléseket bevezetve:
~ A - — A
log A — 3 < aloga+ alog\ —logT'(a) + (a — 1)log X2 — o5 (4.5)

Mivel az « ismert, ezért mindkét oldal exponensét vessziik és az a-t tartalmazoé tagokat az

egyik oldalra gytjtjiik®

a® A —a7 ) ! o
cla) == (I‘(a)) > (exp (X —log X ( )> X) (4.6)

Ha most néveljiik a minta elemszamat, akkor a bal oldal konvergens, exp(1 — E(log X)) 5-hoz

tart, ugyanis log X (2) a nagy szamok erds trvénye szerint a megfeleld varhato értékhez tart,
most az exponencialis eloszlast tételeztiik fel helyesnek, igy a varhato értéket is e szerint kell
képezni:
- o0
log X(?) — Epp(log X) = / log the dx = —y — log A
0

ahol ~ az Euler-konstans. A bal oldal nem fiigg az n mintaelemszamtol, igy a kévetkezd

hataratmenetet kapjuk:
(@) = exp((1+9)(a—1))

Tehat egyik oldal se fiigg A\-tol, igy aszimptotikusan az a paramétertdl fiigg, hogy mikor

tévediink. Abrazolva a két oldal kiilénbségét lathatjuk, hogy az nempozitiv, igy aszimptoti-

H
02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

0.27

0.4

0.6

0.8

4.1. abra. ¢(a) —exp (1 +7)(a — 1))

9tt vigyazni kell mert amikor o — 1. gy6kst vonunk mindkét oldalbél, akkor o < 1 esetén megvaltozik

az egyenlGtlenség.
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kusan mindig a j6 modellt fogjuk kivalasztani, ha a logaritmikus atlagszkor alapjan dontiink.

Nézziik meg most a masik esetet, mikor a gamma modell a helyes, de az exponenciélist
valasszuk a logaritmikus atlagszkor alapjan. Az eddigi jeloléseket hasznalva minden ha-
sonloan torténik, csak (1)-ben az egyenl6tlenség épp forditva all és (3)-ban a jobb oldalon
levé statisztika hatarértéke most més lesz, ugyanis most W varhato értékét a (valodi)

gamma eloszlas szerint kell venni:

log X2 — FEr(log X) = / logx(?(/\i) e g = U (a) — log(al)®
0

Ekkor a kovetkezét kapjuk hatardtmenetként:
c(a) < (aeu—w)))

Megintcsak kiestek a A-t tartalmazé tagok, igy aszimptotikusan csak a-to6l fiigg, hogy mi-

a—1

kor tévediink. Ismét dbrazolva a két oldal kiilonbségét, ez nemnegativ, igy itt is 1-hez tarto
valosziniiséggel a j6 modellt fogjuk kivalasztani, ha a logaritmikus altagszkér alapjén hozzuk

meg dontésiinket.

0.4

0.3

0.24

0.14

D702 04 0B OB 1 12 14 16 18 2
H

4.2. abra. c(a) — (ae(lf‘l’(a)))a_l

Most azt az esetet vizsgdlom amikor mindegyik mintaelemhez tartozik egy t; megfigyelési
stly (példaul mennyi ideig figyeltiikk meg az elemet), melyet ismertnek tekintiink és az el6z6e-

ket probalom altalanositani erre az esetre. A t;-vel kapcsolatban a kovetkezd enyhe meg-
2

J

szoritéssal élek: tegyiik fel, hogy a ;- >

ful Osszeg hatarértéke létezik és véges.!!

1 logt

Tehat az Exp (%) ésal o e modellek koziil szeretnénk kivalasztani a valodit, most is

S L

mindkét esetben At; a varhato :’erték. Ebben az esetben a megfigyeléseink X; = ¢;Y; alakuak,
ahol Y;-k fliggetlen, azonos eloszlasu valtozok az egyik eloszlasbol. Becsiilniink kell az is-
meretlen \ paramétert, ehhez vegyilink ismét mintat az eloszlasbol és osszuk fel két részre:
XW_re 6s X@_re. A ML-becsléshez frjuk fel az elsé minta egylittes strtségfiiggvényét. Az
i. mintaelem strtségfiiggvénye az exponencialis esetben

peior- ton(-22)

Az egész minta egyiittes strtségfiiggvénye ekkor:

ni A\ 1 l'(l)
fxom(z) = fo,; (zi) = ———5 exp *AZ t(11)

1
H?:lﬂfl(' ) i—1 Ui

10Ahol ¥(a) = 04 logT(a) = a‘f?‘i‘;) , a [-fiiggvény logaritmikus derivaltja.

11 Az el6z6 esetben, mikor mindegyik t; eggyel volt egyenls, ez azonosan 0.
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A loglikelihood-fiiggvényt ennek logaritmusaként kapjuk:

I(A) =nilogh — > logt") — /\Z (=M /i)

i=1
Ezt A szerint lederivéilva, adodik a ML-becslés:

ni

N
S (/e

Nézziik meg, hogy ugyanezt kapjuk-e a I' modell feltételezve helyesnek. Ekkor a megfigyelé-
sek ismét X; = t,;Y; alakuak, ahol Y;-k fiiggetlen, azonos eloszlasi I'y o valtozok. Az i. elem

siirtiségfiiggvénye ebben az esetben

= (2 g (22

A minta egyiittes siriiségfiiggvénye

(an)em M ap X gV
Ix( gx,(x;) = = exp [ —aA
* H I, (D) Tl g s

i=1"

Logaritmust véve majd A szerint lederivalva ugyanazt a ML-becslést kapjuk:

ni

GRSTNECOY

Ezért jelolje
Fo)=Rexp(-Re) e ) i= oo exp(-ada)
x) = Aexp(—Az és x) = ——x% " exp(—alz
p g T(a) p
a A paraméterid exponencidlis és a megfelels I siirtiségfiiggvényt.

Ekkor az X ) mintaelem prediktiv stirtiségfiiggvénye 1 /t( ). flz /t(2 ) lesz.

A logaritmikus szkor X! j ) ben felirva a kovetkezs alakd lesz:

LS(f, x?) = log (1 /62 o/t ? )) — log A — log 1 = X ({12

Most a masodik mintdbol mindegyik mintaelemnek kiilonb6zs a prediktiv stirtségfiigg-

vénye'?; az atlagszkor ekkor igy alakul:

o~

— 7 1 & ~ ~ 1 & P\
LS(f, X)) = =3 LS(], X)) = log A - oo 12 -
Jj=1 j=1

Legyen K :=lim n% >z log tg.z), ekkor
TS(ﬁX(Q)) —logh—K -1

Most nézziik meg a I' modell esetén mit kapunk az atlagszkoérra. Ekkor az X ;2) mintaelem
prediktiv stirdségfiiggvénye 1 /t§2) -/g\(:c/t;z)) lesz, hasonloan az exponencidlis eloszlaséhoz,

(2)

most is mindegyik strdségfiiggvény t§- -vel van skalatranszformalva.

A logaritmikus szkor X]@)—ben:

L85 X)) =log (1/tP 5 /1)) =

12Fpp t;?)—vel van skalatranszformalva ]?
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aloga + alog X — log t;Q) —logT'(a) + (@ —1) log(Xj(Q)/tg-Q)) - aX(XJ(?)/t;Q))

Az atlagszkor a kovetkezd:

~

~ A
LS X(Q) LS(g, X:”) = aloga + alog A —logT'(a) — a=—
@ nQZ g g gl(e) —ax

1 &
— Z log t§2) (a—1)— Z log(X 2) t(2)
n2 «

j=1

Most, ha az n mintaelemszammal végtelenhez tartunk, akkor

L33, X?) — —aloga — alog A+ logT(e) + a + K — (a — 1)E(log Y)

- 2 2 2) poe P . n 2
Ugyanis XJ(» )/tg ) = Yj( ) fiiggetlen, azonos eloszlastak és n%, > log(Yj( )) — E(logY),
ahol Y eloszlasa az Yj(Q) mintaelemek valodi eloszlaséval egyezik meg.
Most is azt az esetet vizsgalom elGszor, mikor az exponencidlis modell a helyes és tévediink

2 valdjaban A-parameéterti exponencialis elosz-

mikor I'-el6rejelzést adunk. Ezért az Yj(
lasuak, ezért a varhato értéket is e szerint kell képezziik és igy: E(logY) = —y — log A
Megintcsak akkor adjuk a helytelen I'-el6rejelzést, ha az atlagszkoér ebben az esetben lesz

kisebb.

~

~

_ ~ 1 & A
LS(F, X)) = —logh+ — S logt? + 2 >T5(5, X@) =
(f,.X®) g m; gty +5 2 L5@EX")

~ PR
—aloga — alog A+ logT'(«) + ai + - ;logt§ (a—1)— Zlog X(2)/t(2))

Ha a mintaelemszammal végtelenhez tartunk és aszimptotikusan v1zsgaljuk a két oldalt,
akkor a kovetkez6t kapjuk:

—logA+ K +12> —aloga —alogA+logl'(a) + a+ K + (o — 1)(y +1log A)

A M-t tartalmazo tagok ismét kiejtik egymast, s mindkét oldalt csak egy 0j tag (K) jelent
meg az el6z6 esethez képest, tehat ismét elmondhatd, hogyha a logaritmikus atlagszkor
alapjan hozzuk meg dontésiink, akkor 1-hez tarto valoszintséggel a helyes modellt fogjuk
kivalasztani.

Most nézziik meg ezt altalanosan is. Legyen ) a valodi hattéreloszlas és legyen P az
elérejelzés, és vizsgaljuk meg mikor tévediink. Ez pontosan akkor kovetkezik be, ha a minta

alapjan szamolt atlagszkorokra a kovetkezd teljesiil:
CECE B
n :

Ha most a mintaelemszammal a végtelenbe tartunk, akkor a nagy szamok erds térvénye

szerint,
n

%ZS(P,X)HS(PQ ZSQX ) — S(Q,Q)
i=1 =1

igy tehat épp a lényegesség definicidéja miatt 1-hez tarté valdsziniiséggel nem fogunk tévedni
és mindig a helyes modellt fogjuk kivalasztani. Eppen ezért definialtuk igy a lényeges szkoro-

kat, mert ez a tulajdonsag biztositja, hogy a helyes modellt fogjuk kivalasztani, ha elegendd
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adat all a rendelkezésiinkre. Na de nekiink az els6 mintabdél becsiilni kellett az ismeretlen
paraméter(ek)et. Ebben az esetben is at lehet menteni az el6z6 eredményt? Legalabb a lo-
garitmikus szkér esetében? Ehhez tegyiik fel, hogy a @) valddi és a P prediktiv eloszlés is az
exponenciélis csalad tagja, azaz abszolat folytonosak és a strtségfiiggvények, ahol f, g, ¢, ¢

folytonos fiiggvények:
p(x|0) = fO)k(z) exp | D ¢;(0)t;(x)
j=1

m

a(z]9) = g()i(z) exp | D 0;(9)s;()
j=1

~

Becsiiljiik a paramétereket maximum likelihood: p = p(z|0). Ekkor

> i)
=1

Ha most a mintaelemszammal végtelenbe tartunk, akkor mivel f és 1 folytonosak ez a

S|

% ST LS, Xi) =log f(B) +1ogk(X) + > ¢;(0)
i=1 j=1

ugyanoda tart, mint az az atlagszkor, ahol ismertnek tekintjiik a paramétereket:
R R SR
lim - ; LS(p, X;) = lim - ; LS(p, X;) = LS(P,Q)
Teljesen hasonléan kapjuk, hogy a mésik oldal esetében
N RN R

Igy tehat ekkor ebben az esetben is fennall, hogy 1-hez tarté valoszintiséggel nem fogunk
tévedni.

Vizsgaljuk meg az el6z6 példat Bayesi kornyezetben is: hasonlitsuk 0ssze az Exponencialis
modellt, ezzel a szintén \ varhato értéki Gamma modellel a Bayes-faktor segitségével. Trjunk
el6 egy a priori eloszlast a A\ ismeretlen paraméterre. Mindkét esetben a konjugélt prior
Gamma lesz, igy a szamitasok megkonnyitése végett hasznaljuk ezt.

Tehat legyen A a priori eloszlasa I'y p, azaz p(A) = Fb(c;) Ao~ lg=bA
A két modell ekkor

M; : Exp(X) likelihood T', p, priorral
My : Ty ox likelihood I'y 5 priorral

A megfeleld stirtiségfiiggvények pedig:

A «
p1(1‘|/\) _ /\67)\1, p2($|>\) _ (]?‘.‘(Of)malea)\m
Felirva a Bayes-faktort a két modellre:
By(x) = fooo p1(z]N\)p(\)dA _ fooo Ale=AnT \a—1o=bA gy _
> pa(z|\)p oo (a2t T pa—lo—anT Na—le—
Jo pa(@Np(N)dA 52 AR T | g0t emoAnT xa—Te—bAd)

B <F(O¢)>n 1 fooo /\a+n7167)\(b+ni)d)\
I1

@ n a—1 [ ygtan—1,-\(b+anz =
o i m fy A e JdA
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<F(a))"n 1 T(a+n) (anZ + b)atan

a® » L a ' T(a+an) (nZ +b)atn
Ha most az a hiperparaméterrel végtelenhez tartunk, akkor az o < 1 és az a > 1 eseteket

meg kell kiillénbo6ztetniink. Elébbinél az a-tol figgs

['(a+n) (anT + b)rten
I(a+ an) (nxT+b)etn

kifejezés 0-hoz, mig a masik esetben szintén végtelenhez tart, persze rogzitett n mintaelems-
zém mellett. Vagyis a < 1 esetén, ahogy ndveljiik az a priori eloszlas szoérasnégyzetét, ugy né
a Gamma modell evidencidja is az Exponencialissal szemben. Az « > 1 esetben épp forditva,
mindig meg tudjuk valasztani az a paraméter értékét ugy, hogy az Exponencialis modellt
fogjuk elfogadni a Bayes faktor értéke alapjan.'®> Tehat ismételten megallapithatjuk, hogy

mennyire érzékeny a Bayes faktor az a priori hiperparaméterek megvalasztasara.

3%z igaz marad, akkor is, ha az el6bbi helyett a T'y oc a priori eloszlast hasznéljuk.
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