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nak, hogy mint belsé konzulensem lehetévé tette a megvaldsitast, és koszonom
Vidor Péternek a modszertani részhez a nagyszerd otleteket.

Nagyon halas vagyok Besny6né Titter Bedtanak, aki altal a kigondolt 6ra-
vazlataimat ki is probalhattam gyerekekkel.

Végiil, de nem utolsé sorban koszonom Kangyerka Adamnak, hogy bar nem
matematikus, beledsta magat a témaba, és sok segitséget nytujtott a hibék

javitasaban és a formai megvalésitasban.



1. BEVEZETES

A grafok sikbarajzolhatosaganak gyokerei visszanyulnak az okori
gorogokhoz, akiktél irasos dokumentumok maradtak fent poliéderek vizs-
galatarol. A kovetkzs nagy elérelépés Euler nevéhez fizédik, aki mar grafokkal
is foglalkozott. Ahhoz azonban, hogy beszéli tudjunk sikbarajzolhatosagrol

pontosan tudnunk kell, hogy mit is jelent egy gréf lerajzolés.

1.1. Definicié Eqgy grdfnak a sikba valo lerajzoldsa eqy leképezéspdr. Az elsd
leképezés a grdf csucsait képezi le injektiv modon a sikra, a mdsodik, pedig az
éleket képezi Jordan-gorbékbe az alabbi feltételekkel:

(1) Egy €lt reprezentdlo giorbe végpontjai az élre illeszkedd csicsoknak
megfeleltetett sikbeli pontok (ezen két csics egybeeshet ekkor a gorbe
két végpontja is eqybeesik, tehdt zdrt gorbe lesz).

(2) Egy é€lt reprezentdls gorbe belsd pontjai elkerilik a csicsoknak megfelel-
tetett sikbeli pontokat.

(3) Két kiilonbozd élt reprezentdld gorbének véges sok kizis pontja van és

kozos belsd pontjaikban datmetszik egymdst.

Most mér definialhatjuk a két legalapvetébb fogalmat, amit a diplomamunka

soréan hasznalni fogunk.

1.2. Definicié Topologikus grdfnak hivunk eqy G = (V, E) grdfot, ami le

van rajzolva a sikba.

Egy fontos osztéalyat ki kell emelniink a topologikus grafoknak, ezek pedig a

geometriai grafok.

1.3. Definicié A geometriai grdf eqy G = (V, E) grdf, ami le van rajzolva
a sikba, de Jorddn-gorbék helyett eqyenes szakaszokkal.

Ezenttl nem fogunk kiilonbséget tenni az absztrakt G grafban 1évé csu-
csok (élek) és a nekik megfeleld sikbeli pontok (sikbeli gorbék) kozott. Azt
is feltessziik a tovabbiakban, hogy G absztrakt graf egyszerd, azaz nincsenek

benne parhuzamos élek és hurokélek.

1.4. Definicié Egy G = (V, E) grdfot sikbarajzolhatonak vagy réviden csak
stkgrdfnak neveziink, ha van olyan sikbarajzoldsa ahol az éleknek megfeleld

Jordan-gorbék nem metszik eqymdst a belsejiikben.



A sikgrafok megértéséhez vezets elsé mérfoldké L. Euler nevéhez fiizédik.
Az Euler tétel (1750) kimondja, hogy egy Osszefiiggs sikbarajzolhato grafban

az alabbi Osszefiiggés igaz:
c—e+1=2

ahol ¢ jeloli a csucsok, e az élek és [ a lapok szamat.

Ennek a tételnek ma mér szadmos bizonyitasat ismerjiik. A legegyszeriibb
bizonyitas szinte semmiféle elGismeretet nem igényel, ahogy azt majd latni
fogjuk a 7. fejezetben.

Az Euler tétel kozvetlen kovetkezménye, hogy egy egyszert sikgrafban az

alabbi teljesiil:

e < 3c— 6.

Vegyiink ugyanis egy olyan sikgrafot, amiben minden lapot hdrom él hatérol.
Ekkor [ = 2e/3 ahonnan az FEuler képletbe behelyettesitve kapjuk, hogy
e = 3c — 6. Ha van egy tetszéleges egyszert sikgrafunk akkor 4j élek hoz-
zdadéasaval elérhetd, hogy minden lapot harom él hataroljon és igy e < az
1j élek hozzaadéasaval keletkezett graf élszama, ami pedig 3¢ — 6. Ugyanigy
egy gyakran hasznalt specialis grafosztalyra, az egyszerd paros sikgrafokra is
kaphatunk az el6zénél még élesebb élszam becslést. Vegytlik észre, hogy ha
a graf egyszerd és paros akkor egy lapot legalabb négy él hatarol, és ezzel
szamolva azt kapjuk, hogy az egyszerii paros sikgrafok élszama < 2¢ — 4.

Mindezekkel az eredményekkel még korantsem tudjuk eldonteni, hogy ha
adott egy graf akkor az sikbarajzolhato-e vagy sem. Természetesen, ha jo sok
éle van, tobb mint 3¢ — 6, (illetve, ha azt is tudjuk, hogy paros akkor tébb
mint 2¢ — 4), akkor biztosak lehetiink benne, hogy nem sikbarajzolhat6. De
mit tudunk mondani akkor, ha ennél kevesebb éle van? Biztos, hogy ekkor
sikbarajzolhat6?

Nézziik a kovetkez6 problémét. Van harom hazunk és harom kutunk melyek
az 1. dbran lathat6 modon helyezkednek el. Szeretnénk minden hézbol mind-
egyik kuthoz egy utat épiteni, méghozza gy, hogy semelyik 1t ne keresztezze
semelyik maésikat.

Az el6z6 tételbsl rogton latszik, hogy ez nem fog sikeriilni, hiszen nekiink

3.3 = 9 élet kéne behuznunk de a paros grafra vonatkozo élszamkorlatbol
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1. abra: 3 haz, 3 kat

kovetkezik, hogy 6 cstcsi sikgrafnak maximum 2 -6 — 4 = 8 éle lehet. Vizs-
galjuk meg, mi torténik, ha asunk még két kutat amit csak az els6 hazzal kell
Osszekotniink.

Ekkor mar az élszamkorlatnak nem mond ellent a feladat megoldhatésaga,
hiszen 3-3+2 = 11 élet kell behtuznunk és az Euler tételbsl adodo élszamkorlat
82 —4 = 12. Azonban nyilvanval6, ha a harom héz harom kit feladatot sem
tudtuk megoldani, akkor ezt sem fogjuk tudni.

Latni fogjuk, hogy a sikbarajzolhatdsag terén igen sokat tudunk. Meg fogjuk
tudni pontosan adni, hogy egy graf mikor sikbarajzolhato, hogy milyen rész-
grafokat tilos tartalmaznia. Ez mas hasonl6é probléméaknél altalaban nem fog
menni. A diplomamunka fejezetei soran a sikbarajzolhatosag kiilonb6z6 irany
altaldnositésaival fogunk foglalkozni, melyeknél probalunk minél jobb also és
fels6 becslést adni majd az élek szaméara, de olyan karakterizaciot mint a sik-
grafoknél nem fogunk talalni.

Még miel6tt pontosan megmondanank, hogy egy graf mikor sikbarajzolhato,

be kell vezetniink néhany 1j fogalmat.

1.5. Definicié K, -nek nevezziik az n csiucsi teljes grdfot, azaz eqy olyan n

cstcesi grafot, ahol minden csics minden csicesal dssze van kétve. (2.a dbra)

1.6. Definicié K, ,,-nek neveziink egy olyan pdros grdfot, ahol az egyik os-
ztdlyban n a mdsikban m csics van, a két osztaly kézott az dsszes €l be van

hizva, és mas éle nincs. (2.b dbra)

1.7. Definicié Felosztott K, -nek neveziink eqy olyan grdafot ami a K,-bdl

keletkezik az éleinek pontokkal valo felosztdsdval, azaz ha a K, éleinek legaldbb



2.a abra: K;, 2.b abra: K

eqy €li, belsdleg diszjunkt utakkal torténd helyettesitésével jon létre. Hason-
loan nevezzik felosztott K, ,,-nek a K, ,, éleinek pontokkal valo felosztdsdval

keletkezd grifot.

Ezek utan kimondhatjuk a sikgrafok karakteritacidjara vonatkozo K. Kura-

towskitol szarmazo tételt:

1.1. Tétel [?| Eqgy grif akkor és csak akkor sikbarajzolhatd, ha nem tartalmaz
felosztott K3 3-at vagy felosztott Ks-ot.

Az, hogy a K5 és a K33 nem sikbarajzolhato az rogton kovetkezik az él-
szamra adott korlatbol, igy az az irdny, hogy ha tartalmaz felosztott K;-6t
vagy felosztott K3 s-at akkor nem sikbarajzolhaté kénnyen adédik. A masik
irdnyhoz még sziikséges par észrevétel, amire most nem tériink ki.

Egy masik érdekes probléma, amire a sikbarajzolhatd grafoknal valaszt
tudunk adni, hogy mi a helyzet, ha topologikus illetve, ha geometriai gra-
fok sikbarajzolhatosdgat vizsgaljuk. Az a meglepd helyzet, hogy a sikgrafok
korében a két dolog ugyanaz, ahogy ezt az alabbi Fary [.-tol és K. Wagner-t6l

szarmazo 1948-as tétel adja.

1.2. Tétel |?| Ha eqy G egyszeri graf sikbarajzolhatd, akkor van olyan sik-

barajzoldsa is, melynél minden élnek megfeleld Jordan-gérbe egyenes szakasz.

A kovetkez§ fejezetekben a sikbarajzolhatésaghoz hasonlo problémakkal fo-
gunk foglalkozni, csak nem azt fogjuk megkdvetelni, hogy semelyik él se
metssze egymast, hanem ezt kiilonb6zd irdnyokba altalanositjuk. Ezen kiviil a
6. fejezetben részletesebben bemutatunk egy ebben a témakoérben hasznalatos
modszert. Az Osszefoglalas el6tt (7. fejezet) kitériink arra, hogy a diploma-

munka témajabol mi és hogyan adhato at kozépiskolas didkoknak.



2. KVAZI-SIKGRAFOK

A sikbarajzolhatésag legkézenfekvébb altalanositdsa a kovetkezs. Egy
topologikus grafban megengedjiik ugyan, hogy legyenek metszé élparok, de azt
kizarjuk, hogy legyen harom él, amelyek koziil barmely kett& metszi egymast.
Az ilyen topologikus grafokat nevezziik kvazi-sikgrafoknak. A toplogikus
kvazi-sikgrafok egy fontos részhalmaza az egyszerd kvazi-sikgrafok, ahol
azt is megkoveteljiik, hogy barmely két él legfeljebb egyszer metsze egymast.

Vizsgaljuk meg, a kvazi-sik- illetve egyszert kvazi-sikgrafok élszamat.
Egyrészt szeretnénk egy olyan értéket talalni aminél, ha egy grafban tobb
¢l van akkor, biztosan tartalmaz harom olyan élet, amik paronként metszik
egymast. Ezt nevezziik az élszamra vonatkozo felsé becslésnek. Masrészt sz-
eretnénk talalni egy minél nagyobb élszamu kvézi-sik illetve egyszerd kvazi-sik
grafot. Ez lesz az alsd becslésiink az élszamra vonatkozolag.

Ezzel kapcsolatban az els6 lényeges eredmény P. K. Agarval, B. Aronov,
Pach J., R. Pollack és M. Sharir nevéhez fizédik. Ok belattéak, hogy egy n
csucsu egyszerd kvazi-sik topologikus grafnak legfeljebb C'n éle van alkalmas
C' konstanssal. [?] Ezt altalanositotta Pach J., R. Radoi¢i¢ és Toth G. nem
csak egyszeri kvazi-sikgrafokra. [?7] A két tétel bizonyitasa hasonlo, és tele van

nagyszerd Otletekkel.
2.1. Tétel Ha G(V, E) egy kvdzi-sik topologikus grdf akkor |E| = O(|V]).

Emlékeztetiink arra, hogy végig feltettiik, hogy a GG graf, mint absztrakt graf

egyszery.

Bizonyitas. Legyen GG egy n csucsu kvézi-sik topologikus graf. Rajzoljuk at
G-t ugy, hogy kvazi-sik maradjon, de a lehets legkevesebb metszés legyen az élei
kozott Gsszességeben. Ezt jeloljiik G-mal. G-ban nyilvan nincs énmagat met-
sz6 él, kiilonben ezt a hurkot eltavolitva csokkenthetnénk a metszések szamat.
Hivjunk lencsének egy olyan tartoményt, amit két olyan él kozt talalunk, amik

legalabb kétszer metszik egymaést. Vizsgaljuk meg G lencséit.

2.1. Allitas G minden lencséje tartalmaz csicsot.

Bizonyitas. Tegyiik fel indirekt, hogy van G-ban olyan [ lencse, ami nem

tartalmaz cstucsot. Vegyiik tartalmazésra nézve az I’ C | minimalis lencsét.



Kicserélve I két oldalat (és egy kicsit ,arrébb hiuzva”, hogy az dtmetszési tula-

jdonséag ne sériiljon) csokkenteni tudjuk a metszések szamat. (lasd 9. abra)

Feltehets hogy G 6sszefiiggs, hiszen kiilénben indukcioval készen lennénk.
Legyen eq,es,...,e,_1 € E(G) élek egy sorozata ugy, hogy ey, es,...,e; egy
T; C G fa legyen minden 1 < i < n — 1. Tehét e, s, ..., 6,1 G-nek egy T
feszitotajat alkotjak.

Most ebbél a T feszitéfabol konstrualunk egy T feszitGfaszert ,szerkezetet”.
El6szor megkonstrualjuk Ty, Ty, ..., T,_1 metszés mentes topologikus gréafokat,
amelyek fak. Legyen T) az a két cstcsu topologikus graf aminek az egyetlen
éle ey (tgy ahogy G-ban rajzolva volt). Tegyiik fel, hogy T;-t mar definialtuk
valamely ¢ > 1-re, és legyen v az e;;; azon csicsa, ami nem tartozik T;-
hez. Adjuk hozza Ti-hez e;+1 azon kis darabjat ami v és a Ti—vel valo elsG
metszéspontja kozott van. Precizebben mondva koévessiik e; 1 élet v-t6l addig
a v/ pontig ahol elgszor beleiitkozik Ti-be, és jeldljiik ezt a darabjat e;+1-nek
éir1-gyel. Ha v’ cstcsa T,-nek akkor adjuk Tj-hez v-t és &;1-et és legyen az
igy kapott topologikus graf TiH. Ha ' belss pontja T} egy e élénck akkor v/
legyen egy 1j cstcs. Ez e-t két részre osztja e¢'-re és ¢’-re. Adjuk mindkettst
T;-hez és toroljiik e-t. Ezen kiviil adjuk még hozza v-t is és €;11-€t is, és ez
legyen Tz‘+1- n — 2 1épés utan megkapjuk 7 := T,,_; topologikus fat. (3.Abra)

Erre az alabbiak teljesiilnek:

e metszés mentes;
e kevesebb, mint 2n cstcsa van;
e (¢ minden csiicsat tartalmazza;

e minden éle vagy egy teljes él vagy egy G-beli él darabja.

3. abra: T konstrukciéja T-bél
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Jelolje D azt a nyilt tartomanyt, amit gy kapunk, hogy a sikbdl elhagyjuk
T cstcsait és éleit.

Most definialunk egy H konvex geometriai grafot a T segitségével. Egy
geometriai grafot konvex geometriai grafnak neveziink, ha a cstcsai egy

konvex sokszogon helyezkednek el.
1. H cstcsai:

Sétaljunk korbe D hataran az oramutatd jarasdval megegyezd iranyba.
Ekézben kétféle objektummal talalkozunk: T csicsaival és éleivel. Feleltessiink
meg minden ilyen objektumnak egy x; csticsot H-ban az éramutato jarasaval
megegyezG iranyban konvex helyzetben. Természetesen ugyanahhoz az élhez
illetve csticshoz tobb objektum is tartozik: minden élhez ketté a két oldalrol,
és minden csicshoz annyi, amennyi a fokszama T-ban. Kénnyen latszik, hogy
a csucsok szama H-ban legfeljebb 8n (hiszen az élek szama T-ban < 2n, és igy

az Ossz-fokszam < 4n).
2. H élei:

Jelolje E' a G\ T-beli élek halmazat. Egy e € E’ tobb pontban is metszeheti
T-t. Ezek a metszések felosztjak e-t részekre, amiket szeleteknek neveziink.
Jelolje S az Osszes e € E' €l Osszes szeleteinek halmazat. A végpontjuktol
eltekintve minden s € S szelet D-ben fut. s két végpontja két objektumhoz
tartozik, amiket reprezentalt két x;, x; cstcs H-ban. Kossiik 6ssze H-ban x;-t
és x-t egy egyenes szakasszal.

Vegyiik észre, hogy H-ban nincs hurokél, hiszen, ha z; = x; akkor hasznalva
azt, hogy T 6sszefiiges konnyen latszik, hogy az s és az x;-hez tartozo T-beli
¢l altal meghatérozott lencsében nincs csticsa G-nek, ami ellentmond az els6
allitasnak.

Természetesen kiilonbozé szeletek adhatnak ugyanazon x;, z; € H-beli pon-
tok kozotti élt. Két ilyen szeletrél azt mondjuk, hogy azonos tipustak. Vegyiik
észre, hogy két azonos tipusu szelet nem metszheti egymést. Ha ugyanis két
azonos tipusu szelet metszené egymast akkor mivel egy él nem metszheti 6n-
magat ezért a két szelethez tartozo ey, ey € E élek kiilonboz6ek, és mivel két

G-beli csics kozott legfeljebb egy ¢l mehet ezért z; és x; kozil legalabb az
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egyik T egy élét reprezentalja (és nem egy csucsat). Ekkor viszont ez az él e;-
gyel és ey-vel hdrom paronként metszé élt alkot, ami ellentmond annak, hogy

G kvézi-sik.
2.2. Allitas H egy kvdzi-sik konvex geometriai grdf.

Bizonyitas. Ha két H-beli él metszi egymast, akkor a végpontjuknak
megfelels T-beli objektumok felvaltva az egyik illetve a mésik élhez tartoznak,
ahogy megyiink sorba az éramutato jarasaval megegyezé iranyba D hataran.
Ezért harom paronként metszé élnek H-ban megfelel harom paronként metszd

szelet, ami ellentmondas.

Soroljuk a szeleteket két osztalyba. Az egyikben legyenek az tugynevezett
fedett szeletek azaz az olyan s szeletek, amikhez van két s; és s, azonos ti-
pusi szelet s mindkét oldalan. A maésik osztalyban legyen a tobbi szelet,
amiket fedetlen szeleteknek neveziink. Egy e € E élet fedetlennek neveziink,

ha legalabb az egyik szelete fedetlen. A tobbi élet meg nevezziik fedettnek.
1. Fedetlen élek szama

Hasznaljuk V. Capoyleas és Pach J. konvex geometriai grafokra vonatkozo
3.1-es tételét a kvazi-sik grafokra. |?] Eszerint egy n csticst konvex geometriai
kvazi-sikgraf éleinek a szdma legfeljebb 2-2n— (2'22+1) = 4n—10. Tehét mivel H-
rol az el6bb megmutattuk, hogy kvazi-sik ezért |E(H)| < 4|V (H)| — 10 < 32n
igy kevesebb, mint 32n-féle szelet van. Mivel legfeljebb két fedetlen szelet van
minden tipusban, ezért legfeljebb 64n fedetlen szelet van, ami felsGbecslés a

fedetlen élek szamaéara is E-ben.
2. Fedett élek szama

Azt allitjuk, hogy nem létezik fedett él. Tegyiik fel ugyanis, hogy e € E
fedett. Iranyitsuk meg az e élet tetszélegesen, és jeldlje s1,89,...,8, € S a
szeleteit az iranyitasnak megfelelen. Legyen t; € S 1 <1 < m az S — i-
vel azonos tipusa téle balra futd legkdzelebbi szelet. Mivel nem létezik sem
énmagat metsz6 ¢, sem iires lencse G-ben ezért a t; és a t;,, ugyanahhoz az
f € E élhez tartoznak minden ¢ < m-re. (4. abra) Ez azt jelenti, hogy e és f

élek végpontjai megegyeznek, ami nem lehet (mert G egyszerd graf).
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4. abra: t; és t;,; ugyanahhoz az élhez tartozik

Azt lattuk tehat, hogy FE-nek legfeljebb 64n szelete van, amik mind
fedetlenek. Ehhez hozzdadva a T feszitéfa n — 1 élét Gsszességében kevesebb,

mint 65n éle van G-nak.
O

Ennél jobb becslést adtak E. Ackerman és Tardos G. kvazi-sik grafokkal
foglalkozo 2007-es cikkiikben. [?] Az alabbi tételt latjak be.

2.2. Tétel A > 3 csiicsu kvdzi-sikgrafok élszdama legfeljebb 8n — 20.

A tétel bizonyitasa a 7. fejezetben fog el6keriilni, ahol arrél a modszerrél
adunk rovid osszefoglalot amit E. Ackerman és Tardos G. is hasznéalnak a fenti
tétel belatasahoz.

Nagyon hasonléan be lehet latni azt is, hogy egy n csiicsu egyszerd kvazi-
sikgrafnak legfeljebb 6.5n — 20 éle van.

Ugyandk alsé becslést is adnak az élszamra, mutatnak egy 7n — O(1) éld
grafot ami kvazi-sik. Illetve egy 6.5n — O(1) élszamu grafot, ami egyszertd
kvézi-sik, amibdl kideriil, hogy az ilyen grafokra a felsé becslés éles az additiv
konstanstol eltekintve.

A konstrukcié a kovetkezs. Rajzoljunk egy hatszog racsot ahol a hatszogek
Osszes atlojat behiizzuk egyenes szakasszal egy kivételével. Majd az 5. dbran
lathatdo modon gorbeként adjuk hozza a hidnyzo atlot is. Végiil rajzoljuk
be a hosszu éleket, minden csucsba kettét. (5. abra) Megvizsgalva a grafot
igazolhato, hogy kvazi-sik. Figyeljiik meg, hogy azon csiicsok fokszama, amik
elég tavol vannak a hatartol 14. O(y/n) cstics van, ami kézel van a hatéarhoz,
és fokszama igy kisebb, mint 14. Ennek a grafnak igy 7n — O(y/n) éle van.
Ahhoz, hogy ezt javitsuk tekerjiik fel a grafunkat egy hengerre tigy, hogy harom
hatszog legyen korben, és a henger tetején és aljan hizzunk be még 6t-6t 1]
élet. (utana ezt le tudjuk rajzolni Gjra a sikba.) Ha a hengeren m sor hatszog
van, akkor a cstcsok szama n = 6m + 6 az éleké e = Tn — 29. Ha n nem

oszthato hattal, akkor a konstans tag egy kicsit rosszabb lesz.

13



5. abra: konstrukcié 7n — O(1) éli kvazis-sikgrafra

Télikk szarmazik a kvazi-stk grafok valamilyen értelemben vett &l-

talanositasa. G-rél ahelyett, hogy egyszerd graf a kovetkezdket teszik fel:
(1) G-ben nincs hurokél;

(2) minden lencsében, azaz két parhuzamos éldarabka &ltal 1étrejovs lap-
ban, van beliil csiicsa a grafnak;
(3) minden harom paronként metszé él altal létrejovs haromszog belsejében

van a G-nek pontja.

Azért kezdenek el foglalkozni az ilyen G grafokkal, mert a bizonyitas
sordn ezek a G lényeges tulajdonsagai, és nem az, hogy G egyszerd és nem
létezik harom paronként metszé él. Igy a bizonyitast egy ici-picit modositva

megkapjuk a kovetkezs tételt.

2.3. Tétel Tegyiik fel, hogy a G topologikus grdafra teljesiilnek a fent leirt
feltételek Ekkor |G(E)| < 8n — 20, és van ilyen n csicsi graf 8n — O(1) éllel.

Ami az egészben lényeges az az, hogy igy méar a becslés éles, azaz létezik ilyen
graf aminek 8n — O(1) éle van. A konstrukci6é nagyon hasonlit az el6z6hoz. In-
duljunk ki az el6z6 konstrukci6 még nem feltekert grafjabol. Minden nem
egyenes élhez adjunk hozza egy parhuzamos élt, ami koézéppontosan szim-
metrikus az eredeti élhez. (lasd 6. abra) Két ilyen él egy lencsét alkot, amiben
van két csucs. Adjunk még hozza egyenes éleket a 6. dbréan lathaté modon.
Minden ilyen 6j él benne lesz két harom paronként metszé élhalmazban, melyek

mindegyikében lesz egy csiicsa a grafnak.

Sokaig nem tudtak, hogy a topologikus grafokkal kapcsolatos kérdéseknél
lényeges-e kiilon kezelni az egyszert topologikus grafokat a topologikus gra-

foktol. Arra hogy lényeges kiillombség lehet, j6 példa a kvazi-sik grafok, hiszen
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6. abra: 8n — O(1) éld graf, ami teljesiti az el6z6 feltételeket

itt ahogy lattuk élszamra nem ugyanaz az érték jon ki. (Egyszert kvazi-sikgraf
élszama 6.5n — 20 mig lattunk konstrukciot 7n — O(1) élid kvazi-sikgrafra.) Az
alabbi E. Ackerman-tol és Tardos G.-t6l szarmazo 2007-es tétel valamelyest

altalanositja, és Osszehozza ebben az esetben a két fogalmat. |?]

2.4. Tétel Legyen G egy > 4 csucsu egyszerd topologikus graf, amelyben nincs
hdarom olyan pdronként metszd él amelyek eqy olyan lapot fognak kozre amiben
nincs csucsa a grafnak. Ekkor G éleinek a szdma legfeljebb Tn — 20 és ez a

korldat éles is konstanstol eltekintve.

A tétel bizonyitasa szintén hasonld az el6zGekhez, illetve a konstrukcié is az
elébbi 6. dbran lathatohoz.
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3. K-KVAZI-SIKGRAFOK

A kvézi-sikgrafok kézenfekvd altalanositésa a kovetkezs. Vizsgéljuk az olyan
topologikus grafokat melyeknek egy rogzitett k egészre van olyan sikbaraj-
zolasa, amiben nincs k darab paronként metsz6 él. Az ilyen grafokat nevezik
k-kvazi-sikgrafoknak.

Vizsgaljuk meg el6szor, hogy mit tudunk mondani abban a specialis esetben,
ha konvex geometriai grafokat vizsgalunk. V. Capoyleas és Pach J. adott
¢les korlatot az élszamra vonatkozolag 1992-ben. [?]| Jeloljik t.(Ck,n) azt
a szamot, ahany éle lehet maximum egy n cstcst olyan konvex geometriai

grafnak, amiben nincs k paronként metszd él.

3.1. Tétel Minden n > 2k + 1-re

2k +1
te(Cry1,n) = 2kn — ( ; )

Bizonyitas.
G cstcsainak szama szerinti indukciéval bizonyitunk. Legyen k£ > 1

rogzitett. Ha n = 2k + 1 akkor a tétel trividlisan koévetkezik, hiszen

N S )

Tegyiik tehat most fel, hogy minden kisebb, mint n csiicst grafra igaz a tétel
és legyen GG egy maximalis élszamu olyan graf, aminek a csticsai egy konvex

n-szogoén helyezkednek el és nem létezik benne k + 1 paronként metszé él.

3.1. Allitas Ha két csicsot kevesebb, mint k csics vdlaszt el a konvex n-szog

hatdrdn, akkor ok dssze vannak kotve éllel.

Nyilvan egy ilyen élet adva a grafhoz nem keletkezhet k+1 paronként metszs
él. Viszont, ha csak az ilyen élek lennének behtuzva az még kevés lenne, ugyanis
ekkor az élszam 2kn/2 < 2kn — (2’“; 1). Vegyiink egy uv élet amire az u és a
v végpontok legaldbb k csiiccsal el vannak vélasztva a konvex n-szog hataran.

Jelolje a cstucsokat G-ben az 6ramutatd jarasaval megegyezG iranyban:

Uy Tl ey Trgy Us YLy -+ s Yno (ny,ne > k).
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Definialjuk a kovetkezs részbenrendezést G azon élein, amik metszik uv-t. Két
x;y; €s xyy; €l Osszehasonlithato, ha metszik egymast és ekkor

TiY; < Tyl &Si<i és 7 < jl.

Ez nyilvan tranzitiv.
Legyen egy z;y; €l rangja rang(x;y;) az olyan lancoknak a maximélis hossza
amiknek ¢ a maximalis eleme. Ekkor az azonos rangi élek egy antilancot

alkotnak. Mésrészt azt is tudjuk, hogy minden élre
1 <rang(viy;) <k—1
hiszen maskiilonben lenne k& + 1 paronként metszé él.

1.1épés: G definidlasa

(G, csucsai:

Uy TYy ooy T Uy YLy e e e s Yng ( bramutato jarasaval megeggyezs iranyban)

G1 élei:
(1) {u,v,41,...,Yn, } részgrafban ugyanazok legyenek az élek mint G-ben;
(2) {u,27,...,x5_;, v} részgrafban csak az uv legyen él;
(3) zfy; € E(G) akkor és csak akkor, ha létezik z;y; € E(G) aminek a

rangja éppen 7.

Y4 Y4 Y4 Y4

s Y2 s Y2

7. dbra: G grafhoz és uv élhez konstrualt G, ahol k =2

3.2. Allitas G4-ben nincs k + 1 pdronként metszd €l.
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Ehelyett azt mutatjuk meg, hogy ha van ¢ paronként metszé él,
X Yjs e Th Y (1 > ... > mq1 > ... > j;) Gi-ben akkor talalunk
hozzé G-ben t paronként metszd élt, amik mind metszik wv-t és van vég-
pontjuk {y;|j1 > j > ji}-ben. Innen az allitas kovetkezik. ElGszor vegytink
t élet z;yj1,...,v,y;, € E(G), amire rang(x;,yj1) = r1,...,rang(z;,y;,) =
ry.  Ezeket fogjuk tgy modositani, hogy eleget tegyenek a fent leirt
kovetelményeknek. Legyen x,, y, = x;,y;, ¢és tegyiik fel, hogy mar talaltunk

Tp Ygrs -+ s Tpy_1 Y, t — 1 Elt, amik paronként metszik egymast és

(1) rang(zpyq,) =711, rang(Tp,_ Yg,_,) = re-1;
(2) ¢ =J1,q2 > Jo, -+, Q1 > Jear-
Természetesen létezik olyan x,y, 7 rangu él, ami metszi z,, ,y, , ¢let
(hiszen az 1,y > r;). Ha ¢ > j, akkor ezt az élet valaszthatjuk x,,y,-nek

és indukcioval készen vagyunk. Ha ¢ < j; akkor mivel két azonos rangi él nem

metszheti egymast p > 1. Ekkor x,,y, = x. Ennek az élnek metszenie kell
Tp, Yg, €1t (mert p > d;) ésigy @, ..., Tp, ,Yq » Eleket is. Ezzel az allitast
belattuk.

3.3. Allitas |E(G))| < t(Cryr,no +hk+1) — k> +k

A 3.2-es allitashol kovetkezik, hogy elég azt belatnunk, hogy hozza tudunk
venni G1-hez k? — k élet ugy, hogy tovibbra se legyen benne k + 1 paronként

metszé él.
(1) {u,x7,...,x5_1,v}-ben uv-t kivéve minden ¢l hidnyzik és 1. allitasbol
adodoan be is hizhato. Ez (k;rl) —1éL
(2) Vegyiik észre, hogy z1y; € E(G), 1 < j < k — 1-re rang(x;y;) < j.
Ezért a}y; ¢ E(G1) har > j. Bz 35" (k — 1 — j) 1] élet ad.
Tehat dsszesen (*5') — 1+ Zf;ll(k: —1—7) = k? — k 1j élet vehetiink hozza.

2.1épés: G4 definidlasa
Hasonl6an definidlhatjuk G5 grafot az

* *
{uaxlw"7$n1av7y17"'7yk—1}

pontokon Osszekotve -t yi-gal, ha létezik x;x; € E(G) él, amire rang(z;y; =

r, és {u,x1,...,Ty,,v}-ben ugyanazokat az éleket hizzuk be, mint a nekik
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megfelel6 G részgrafban. Ugy, mint az elébb
|E(G2)| S tc(Ok-l—la ny + k + ]_) - kJQ + k.

Jelolje dg,(2) a z € V(G;) fokat Gi-ben (i = 1,2), éslegyen e, azr (1 <r <
k — 1) rangu élek szama G-ben. Ha vessziik az r rangu éleket, akkor ebben
a részgrafban nyilvan nem lehet kor, amibdl az kovetkezik, hogy minden r-re
az r rangu élek egy erd6t alkotnak. Minden r-re az r rangu élekbdl alkotott

részgraf csucsszama dg, () + dg,(y?). Ebbdl adodik a kovetkezd.
3.4. Allitas e, < dg, (z¥) +dg,(y) — 1 minden 1 <r <k — 1.

Az el6z6 allitasbol és abbol, hogy uv € E(Gy) N E(Gs)

[E(G)] < IE(Gl)|+|E(G2)|—1—Z_:(dc;1(xi)+dag(yi‘)—6r) < [E(G)|+[E(Gy)| =k

r=1

Az 3.3 allitasbol és ebbdl kapjuk, hogy
|E(Q)| < to(Cryr,m1 +k+1) +t(Crpr,ng + k+1) — 2% + k.

G1-re és Ga-re alkalmazhatjuk az indukcids feltevést, hiszen n; + ny + 2 = n,
ny >k, ny > ktehat 2k+1 < n;+k+1 <ni=1,2re, azaz a tétel feltevései
teljesiilnek. Igy

2k+1
|E(G)| = t(Cry1,n) < 2k(n1+k+1)+2k(n2+k+1)—2< 2+ ) oKX 4k
2k+1
:2k(n1+n2+2)—2k2+k:2kn—< 2+ )

Még azt kell belatnunk, hogy a becslés éles. Ezt az alabbi konstrukcié iga-
zolja.
Legyenek x4, ..., x, egy konvex n-szog csiicsai az éramutato jarasaval meg-
egyezd irdnyba.
Kosstik 0ssze x;-t xj-vel, ha
(1) kevesebb, mint k csiccsal vannak egyméstol elvalasztva a sokszog
hataran;
(2) i <k.
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8. abra: konstrukciéo n =13 és k = 3-ra

Miel6tt ratérnénk annak az esetnek a vizsgélatara, amikor nem kotjiik ki,
hogy konvex geometriai grafrol van szo, hanem egyszeri topologikus grafokat

vizsgalunk, be kell vezetniink par ehhez sziikséges 1j fogalmat.

3.1. Definicioé G grif metszési szama cr(G) az a legkisebb szam amire G-

nek van olyan lerajzoldsa, amiben cr(G) darab metszés van az élek kizitt.

Konnyt latni, hogy ha csak az olyan lerajzolasokat vizsgéaljuk, amikben min-
den két él legfeljebb egyszer metszi egymaést, attol a cr(G) értéke nem valtozik.
Vegytink ugyanis egy olyan lerajzolast, amiben cr(G) metszés van, és tegyiik
fel, hogy van két él e és f amik legalabb kétszer metszik egymaést. Legyen két
egymas utani metszéspontjuk = és y. Ekkor e és f x és y kozotti darabjat
metszi néhany él, e-t ¢ darab f-et j darab. Tegyiik fel, hogy 7 > i. Ekkor,
ha f-et az abran lathaté modon e "felett" vezetjik akkor a metszések szama

csokken, ami ellentmondas. (9. abra)

i db
f f
X y
c e
j db

9. Abra: metszések csokkentése

3.2. Definicié Vegyiik G grdf csiucsainak az osszes kétrészes particiojat Vi, Vs

és jelolje E(V1,Va) a G dsszes olyan élét, aminek egyik végpontja Vi-ben a
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masik Vo-ben van. Ekkor G-nek a szélessége

b(G) = ~—min  [E(V1,V3)].

[Val,|V2|<2n/3

Az alabbi Osszefiiggést fogjuk hasznélni, ami a Lipton-Tarjan szeparacios

tétel kovetkezménye. |7

3.1. Lemma Legyen G egy n csucsi grdf, és jelolje a pontok fokszdmait
di,...,d, Ekkor

b*(G) < (1.58)*(16er(G) + Xn:(df)).

Most mar megvannak a sziikséges eszkozok Pach J., F. Shahrokhi és
Szegedy M. tételének kimondasahoz, amiben felsé korlatot adnak olyan egy-

szerd topologikus grafok élszdmaéara, amiben nincs k£ + 1 paronként metszs él.
7]

3.2. Tétel Legyen G egy n csiucsu olyan eqyszerd topologikus grdf, amiben

nincs k + 1 pdronként metszd él. Ekkor

|E(G)| < 3n(10logn)?*2.

Bizonyitas. Bizonyitas helyett most csak a gondolatmenet 1ényegét vazoljuk,
kihagyva sok kevésbé izgalmas szamolést.

Indukciéval bizonyitunk k és n szerint. Ez azt jelenti, hogy feltessziik, hogy
igaz az allitas egy adott k-ra és az Osszes n-re majd belatjuk, k + 1-re és hozzé
az Osszes m-re. n = l-re minden k-ra igaz. Legyen G egy olyan n csucsi
egyszeru topologikus graf, amiben nincs k + 2 paronként metszé él.

Elsgként feliilrél becsiiljik cr(G) értékét, amihez konstruéljuk meg a G,
grafot. Minden e € E(G)-re legyen G, az a graf amiben G azon élei szere-
pelnek, amik elmetszik e-t. Ekkor G.-ben nincs k + 1 paronként metszd él,
ami miatt G.-re mar az indukcios feltevést alkalmazhatjuk. Innen kapjuk,
hogy cr(G) < 1/23° cpo)(|E(Ge)]), amire az indukeios feltevés miatt mér
igaz a tétel igy cr(G) < 3/2|E(G)| - n(10logn)*~2. Ebbdl kis szamolassal
b(G)-re is kapunk egy fels6 becslést hasznéalva cr(G) becslését, és azt, hogy
ST (d2) < 2] B(G)] .

Ezek utan bontsuk két részre V; és Vo G(V') csucsait ugy, hogy mindkét rész
legfeljebb 2n/3 és koztiik pontosan b(G) él legyen. Jelolje G és G a V] illetve
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V5 altal feszitett részgrafokat G-ben. (G; és G sem tartalmaz k + 2 paronként
metsz§ élt, viszont kevesebb csticsuk van, mint n igy rdjuk is alkamazhat6 az
indukcios feltevés. Ezek utan az |E(G)| = |E(G1)| + |E(G2)| + b(G)-t kell
feliilrs] becsiilni a mar megkapott b(G) becslésbdl és az indukcios feltevéssel,

és szamolni egy Kkicsit. 0

A ma tudott legjobb felss korlat k-kvézi-sikgrafok élszamara n(logn)cos®,

ami J. Fox-tol és Pach J.-t6l szarmazik. [?] A sejtés azonban a kovetkezd.

3.1. Sejtés Minden k > 3-ra létezik olyan ¢, > 0 konstans, hogy minden n

csucsi cpn €ld topologikus grdaf tartalmaz k paronként metszd élt.
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4. RACSOK

A kvazi-sikgraf probléméat altalanositsuk még tovabb, tgynevezett racsokat
vizsgalva. (k,l)-racs-nak neveziink egy topologikus graf olyan élhalmazat,
ami Ey és Fy-bdl all, ugy, hogy |Ei| = k, |Es| = | és minden Ej-beli él
metsz minden Fy-belit. Egy (k,[)-racsot természetesnek neveziink, ha az F;
élek diszjunktak és az FEs élek is diszjunktak. Ebben az esetben egyelGre elég
keveset tudunk az élek szaméra vonatkozo fels§ becslésre. Az a sejtés, hogy
rogzitett k,1 > 1 egészekhez létezik ¢y, konstans, hogy egy természetes (k,[)-
racs mentes n cstcsi topologiai grafnak legfeljebb ¢ n éle lehet. A sejtést E.
Ackerman balatta k =2 [ = 1 esetben. [?|

4.1. Tétel Eqy természetes (2,1)-rdacs mentes n csicsi eqyszerd topologikus

grifnak O(n) éle van.

Habar tgy ttnhet els6 latasra, hogy k = 2, [ = 1-re konnyen kijohet a sej-
tés, a tétel bizonyitésa korant sem egyszertd. Ugynevezett szoveteket (thracle)
hasznal a bizonyitashoz. Ezek olyan topologikus grafok, amiknek minden két
éle pontosan egyszer taldlkozik, akir az élen beliil akar a csticspontban. Més-
részt valahogyan szinezi az éleket. Telis-tele van szebbnél szebb Gtletekkel. A
végén az fog kideriilni, hogy a tételben leirt grafok élszama kisebb, mint 65n.

A sejtés specialis eseteként a geometriai grafokra 2009-ben E. Ackerman,
J. Fox, Pach J. és A Suk belattak, hogy az n cstcstu természetes (k, k)-récs
mentes grafok élszama legfeljebb O(k?nlog®n). [?] Ugyandk belattak egyszert
topologikus gréafokra, hogy a felss korlat O(n(logn)*~°).

Ha nem koveteljilk meg, hogy a réacs természetes legyen, akkor a (k,1)-
racsokrol 1 < k£ < 5 Pach J. és Toth G. belatta, hogy minden n csicsu
topologikus grafnak, aminek tébb, mint (k + 2)(n — 2) éle van (1 < k < 5),
van olyan éle, amit legalabb k él metsz. [?| Ez a korlat éles k = 1,2,3-
ra. Metszési szamok felhasznalasaval konnyen megkaphat6 az is, hogy ha egy
grafnak > ¢v/kn éle van, akkor van olyan éle, amit legalabb & ¢l metsz.

Pach J., R. Radoici¢ és Toth G. az olyan (2,k)-racsokat vizsgéaltak, ahol
feltettek még azt is, hogy az Fj-be tartozod két ¢l metszi egymast, (az Es-beli
k ¢lrél nem tették fel, hogy diszjunktat, azok metszhetik is egymast meg nem
is). |?| Ekkor a kovetkezd tétel igaz.
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4.2. Tétel Minden rigzitett pozitiv egész k-hoz létezik ¢ konstans, hogy min-
den topologikus grafban, aminek az élszama nagyobb, mint cyn van k+ 2 olyan

€l, hogy az elsd kettd metszi eqymdst is és a maradék k €lt is.

A bizonyités menete nagyon hasonlit a kvazi-stkgrafok élszamara vonatkozo
tétel bizonyitasahoz. A tételben arrél nincs sz6, hogy az éleknek
fiiggetleneknek kellene lenniiik, azaz a végpontjaik nem egyeznek meg. Ha

ezt is feltessziik, akkor csak az aldbbi sejtést fogalmazhatjuk meg.

4.1. Sejtés Minden k > 2-hoz létezik ¢ konstans, hogy minden n csicsi
topologikus grdfban, aminek legaldbb cpn éle van tartalmaz k + 2 fiiggetlen élt,

hogy az elsd kettd metszi a tobbi k-t.

Mit tudunk mondani altalanosan a (k,l)-racsok élszamarol?  Sajnos
megszoritasok nélkiil nem tudtunk konstansszor csticsszam mérett korlatot
adni, viszont djabb kitételeket adva a racsok tulajdonsagara sikeril. A
megkotés pedig a kovetkezd. Tegyiik fel, hogy a (k,[)-racsban az E;-hez tar-
tozo k él egy cstcsra illeszkedik. Ekkor a racsot sugarasnak nevezziik. (10.a
abra) Ha ezen feliil még azt is feltessziik, hogy az Es-hoz tartozd [ él is egy

pontra illeszkedik akkor a racsot kétsugaras-nak nevezziik. (10.b dbra)

10.a abra: sugaras (4,5)-racs, 10.b abra: kétsugaras (4,5)-racs

Az ilyen racsokra vonatkozo tételek Pach J.-to6l, R. Pinchasi-t6l, M. Sharir-

tol és Toth G.-t6l szarmaznak. [?]

4.3. Tétel Minden k,l > 1-re eqy t6bb mint 16 - 244 kn €l topologikus grdf

tartalmaz sugaras (k,l)-rdcsot.
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4.4. Tétel Minden k,1 > 1-re eqy tébb mint 8 - 24'kn €ld egyszerd topologikus

grdf tartalmaz sugaras (k,l)-rdcsot.

A 4.4-es tétel egy konnyen belathato kovetkezménye, hogy minden k,1 > 1-
hez van olyan ¢ = ¢; konstans, hogy minden n cstcsu egyszert topologikus
grafnak, aminek legalabb cn éle van tartalmaz olyan sugaras (k,[)-racsot
aminek az els6 k éle a tobbi [ élet ugyanolyan sorrendben metszi, azaz tényleg
ugy fog kinézni mint egy természetes modon elképzelt récs.

Az elébbi tételnek megmutatjuk a bizonyitasat, aminek az alapotlete hasonlo

ahhoz, amit a kvazi-sikgrafoknal olvastunk, ezt fejleszti tovabb.

Bizonyitas. A bizonyitas eleje ugyanaz, mint a kvézi-sikgrafok élszaméara
vonatkozo tétel bizonyitasa addig, amig megkonstrualjuk a T grafokat illetve
T-t. Ezen kiviil sziikségiink lesz az alabbi M. Schaefert6l és D. Stefankovic-tol

szarmazo allitasra. [?]

4.1. Allitas Minden e € G(E)-re és m > 0-ra minden 2™ egymdst kovetd

metszés e-n legaldb m kiilonbozd €ltol szarmazik.

Innentsl mar Gjabb otletekre van sziikségiink.

1. 1épés: Megkonstrualjuk Hy, H,, ..., H, = H metszésmentes topologikus

grafokat, és hozza megadjuk ez E; dgynevezett haszndlt éleket.

E~’Z- := G-nek azon élei, amiknek van darabja lf]i—ben. ﬁl = T és El =
{e1,ea, ..., en_1}. Tegyiik fel, hogy mar megkonstrualtuk H-t és Ej-t valamely
i > l-re. E; := E(G)\E; az ugynevezett nem haszndlt élek. Minden e € Ej-t
metsz H; valahany pontban (lehet, hogy egyben sem) felosztva az e élt kis
darabokra, tigynevezett szeletekre. Jelolje s az Osszes e € E; Osszes szeletének
halmazéat. Ugy fogjuk megkapni H;-b6l ﬁiﬂ—et, hogy hozzéadunk egy bizonyos
tulajdonsagu s szeletet. A szeletek végpontjai vagy Hy-beli cstcsok vagy egy p
pont H; egy e élén. Az utobbi esetben, I:Ii+1—hez a szeleten kiviil hozzévessziik
a p pontot is és az e €l helyett ey, ey éleket, ahol p e-t ey, ey részekre osztotta.
Ha egy szeletet hozzévesziink H;-hez akkor ez H; egy cellajat két részre osztja.
Ha az igy keletkezett celladk mindegyike legalabb 8 oldalu (beleszamitva az 4j
hozzavett szelet altal adodo oldalt) akkor megengedett vigdsrol beszéliink. (11.
abra)

Ezek utén két esetet kiilonboztetiink meg:
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11. Abra: s szelet megengedett vagast ad

(1) Ha nem létezik olyan s € S, ami H;-nek megengedett vagasat adja,
akkor m =i, H := H;, E := F; valamint E := E(G)\FE és ezzel H;-k
konstrualasat befejeztiik.

(2) Ha létezik olyan s € S ami megengedett vagasat adja H;-nek, akkor
H;-hez vegyiik hozzé ezt az s szeletet az elébbiekben leirt médon (azaz,
ha kell vegyiink hozzé 1j csticsot is és éleket is bontsunk két részre) és
legyen ez H,,, valamint, ha s az e € E; egy darabja akkor Fj,; :=
E; U {e}.

Mivel G-nek véges sok éle van az eljaras véges sok lépésben véget ér.

2.1épés: Hasznalt élek szamanak becslése.

4.2. Allitas H-nak kevesebb, mint 8n éle van, amibdl az is kévetkezik, hogy
|E| < 8n.

Ez egy kis szamolgatasbol konnyen kijon. Legyen ¢; (0;) az élek (cellak)
szama Hyi-ben. Azt tudjuk, hogy € < 2n és 0; = 1 (T tulajdonsagai miatt).
Ezen kiviil minden i-re €11 < €; + 3 és 9;11 = §; + 1 amibdl kovetkezik, hogy
€m < 3m—+2n—3 és 6, = m. Masrészrsl minden cella mérete legalabb 8, hiszen
ez igaz Hy = T-re, ha feltessziik, hogy n > 5, ¢és a lépések soran ez mindig igaz
is marad. Igy €, > 46,. Ezeket Osszerakva kapjuk, hogy 3m + 2n — 3 > €, >
40, = 4dm azaz 2n —3 > m és igy €, <3m+2n—3 <6n—9+2n — 3 < 8n.

3.1épés: Nem hasznalt élek szamanak becslése.
Jelolje dg(v) av € G fokat H-ban. Adjunk meg egy koriiljarasi iranyt v-re

illeszkeds nem hasznalt H-beli éleken. Azt fogjuk megmutatni, hogy H két
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egymast kovets e és e’ éle kozt legfeljebb (2k — 2)244l nem hasznalt éle van
G-nek. Jeldljiik E,(¢/,e")-vel ezen nem hasznélt éleket. Egy e € E,(¢/,¢”)
élt nevezziink révidnek, ha kevesebb, mint 4'-szer metszi H illetve nevezziik
hossziunak, ha tobbszor.

Fontos lesz szamunkra a kés6bbiekben, hogy meg tudjuk kiilénboztetni egy ¢l
két oldalat. Ennek érdekében iranyitsuk meg az éleket a kovetkezs képpen: H
éleit tetszblegesen, egy F, (€', €”)-beli élet pedig v-t6l kifelé. ha két iranyitott
él e és f metszi egymast egy p pontban, akkor azt mondjuk, hogy e f-et
balrol jobbra metszi, ha e atforgathato p kdzépponttal az éramutato jararsaval
megeggyezs iranyba f-be gy, hogy a forgatas szoge kisebb mint I1.

Most definidljuk, mit értiink egy él tipusan. ElGszor vizsgaljuk a hosszi
éleket. Ha e = vw € E,(¢/,¢e") egy hosszi él, akkor tekintsiik e elss 4' met-
széspontjat H-val ahogy haladunk v-t61 w felé és a metszéspontoknak megfelels
H-beli élek legyenek (hy, hy, ..., hyu). Minden 1 < i < 4-hez frjunk t; = h;
(illetve t; = h-t), ha h;-t e balrol jobbra (jobbroél balra) metszi. Az e él ti-
pusa legyen ezek alapjan T'(e) = (t1,ta,...,tu). Egy révid e = vw él tipusat
ugyanugy definialjuk, mint a hosszu élét annyi kiilonbséggel, hogy T'(E) lehet,

hogy rovidebb, és w-t hozzavessziik a listdhoz mint utolsod elemet.
4.3. Allitas A tipusok szdma legfeljebb 24* .

Mivel H-nak nincs megengedett vagasa, ezért egy e = viv € E,(€,€") egy
szeletének két végpontja kozel van egymashoz, azaz a tavolsag kisebb, mint 6 H
megfelels cellajanak a hataran. Azaz, ha rogzitjiik az elsé i < 4! elemét a T'(e)
sorozatnak akkor a kovetkezot legfeljebb 24 féle képpen valaszthatjuk, ugyanis
mindkét iranyba vélaszthatjuk a 6 legkdzelebbi élet illetve a 6 legkozelebbi
cstucsot, ha e rovid él (és ezek egybe is eshetnek, ezért a legfeljebb 24). Ebbsl
kivetkezik, hogy a tipusok szdma legfeljebb 244

4.4. Allitas Az E, (€, ¢")-ben minden tipusi élbol legfeljebb 2k — 2 van.
Az allitdas abban az esetben, ha révid élekrél van sz6, rogton koévetkezik,
hiszen, ha két F,(¢/, €”)-beli rovid él tipus megegyezik, akkor mindkét végpont-

juk megegyezik, ami ellentmond annak, hogy G graf egyszert, azaz nincsenek

benne parhuzamos élek. Tehat most vizsgéaljuk a hosszu éleket.
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Tegyiik fel indirekt, hogy létezik 2k — 1 e, e, ..., €961 € E,(¢/,€") hosszu
¢l amiknek azonos a tipusa. Legyen ez a tipus (tq,ts, ..., t4) ahol minden j-re
t; = h) vagy h;.

Miel6tt belekezdenénk az allitds bizonyitasaba, vezessiink be par jelolést,
hogy konnyebben tudjunk beszélni bizonyos dolgokrol.

Minden 1 < i < 2k — 1-re és minden 1 < j < 4lre jeldlje e{ az e; élnek a
H-val valo j — 1 és j metszéspontja kozti szeletét. Legyen e; az e;-nek azon
szelete, ami v és v-b6l indulva ez elsé H-val valé metszéspont kozott van.
Tovabba legyen ¢; = Ujflzl e{, azaz e;-nek azon darabja, ami v-edik és a 4'-dik
H-val val6é metszéspont kézott van.

Figyeljiik meg, hogy minden rogzitett 1 < j < 4'-re az eg 1 <1 <2k—-1
szeletek paronként diszjunktak. Ha ugyanis lenne két metsz6 szelet, akkor
vegyilk ezek koziil azt, amire a j a lehets legkisebb, legyenek ezek eg és
ef/ és a metszéspontjuk p. Ekkor é;-nek és é;-nek v és p kozti darabja egy

olyan lencsét alkotna, amiben nincs cstcs, ami ellentmondés (nincs iires lencse

é—ban). Tehat az é1,és, ..., e9,_1 gorbék parhuzamosan haladnak, azaz, ha
€1,6, ..., es_1 v-bbl ebben a sorrendben erednek akkor minden 1 < j < 4'-re
el,e), ... el hj-vel ugyanilyen sorrendben talalkoznak. (12. abra)

12. dbra: parhuzamosan haladé élek

A 4.1 allitasbol kovetkezik, hogy 1étezik 21 kiilénboz6 éle G-nek, ami metszi
er-t. Legyen ezek koziil e az egyik, és metssze é,-t x-ben.

Megmutatjuk, hogy e vagy az {é1,é,..., €} vagy az {€x,epr1,...,€2%-1}
Osszes elemét metszi. Ebbdl pedig mar kénnyen koévetkezik az ellentmondas

hiszen a 21 G-beli ¢t diszjunkt élek koziil legalabb a fele metszi a fentebb
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leirt halmazok koziil az egyiknek az 6sszes elemét, ami pont egy sugaras (k,)-
Tacs.

Tegyiik tehat fel indirekt, hogy létezik két gorbe e, és €, hogy a < k <
b < 2k — 1 és nem metszi Sket e. Jelolje R/ 1 < j < 4' azt a tartomanyt,

amit e’

- ei és hj_1 és h; azon darabkai hatarolnak, amik az e’ és ei—vel valo
metszéspontjuk kozott van.

Az el6z6ekbol latszik, hogy R’ tartalmazza ei—t és H-nak nincs csicsa a
belsejében. Legyen j < k a legkisebb olyan szam, amire e-nek van pontja
RI-ben. Mivel e nem végzsdik R7-ben ezért kell, hogy metssze R/ valamelyik
oldalat. Megmutatjuk, hogy e metszi h;_i-et feltéve, hogy j > 1. Definicio
miatt e-t nem metszheti e/ és eg sem. Viszont az sem lehet, hogy e h; oldalrél
1ép be is és hagyja is el R7-t hiszen akkor kapnank egy iires lencsét, ami nem
lehet. Igy tehat, ha j > 1 akkor e R'-t a h;j_1 oldalon hagyja el, azaz belép
R7='-be ami ellentmond j valasztdsdnak. Ha viszont j = 1 akkor e végpontja
hg := v, és ekkor e-nek és é;-nak a v és z kozotti darabjai alkotnak egy iires

lencsét (R'UR™U...,URY tartomany). Ezzel az allitast belattuk. (13. abra)

13. abra: e-nek van pontja R/~ — ben

Most mér csak az a dolgunk, hogy 6sszeszamoljuk az éleket G-ban.

|E(G)| = |E| + |E| < |E| + |E(H)| < (24" (2k — 2) + 1)| E(H)]

< (24% (2k — 2) + 1)8n < 16 - 24* kn

ahogy a tételben szerepel.
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Az 4.4-es tétel bizonyitasa nagyon hasonld az el6z6hoz, egy-két apré mo-

dositassal konnyen megkaphato.

A racsok problémajat még tovabb altaldnositva vizsgaljuk meg az tgyneve-
zett k-csillag-rdcsokat. Legyen k egy rogzitett pozitiv egész. Az AUBU X
élekbdl allo topologikus graf egy k-csillag-racs, ha |A| = |B| = |X| = k,
és A éleinek x kozos végpontja, B éleinek y kozos végpontja és A Osszes éle
metszi B Osszes élét, és X Osszes éle metszi A U B Osszes élét. Azaz A és B
egy kétsugaras (k, k)-racsot alkot, aminek Osszes élét metszi X Osszes éle. (14.
abra) Most a k-csillag-racsokat szeretnénk kizéarni. Ebben az esetben az élek

szamara vonatkozo Tardos G.-t6l és Toth G.-t6]l szarmazod tétel a kovetkezd.

7]

14. abra: 4-csillag-racs

4.5. Tétel Minden k pozitiv egészhez létezik eqy i konstans, hogy eqy n csicsi

topologikus grdf, aminek legaldbb cin éle van tartalmaz k-csillag-rdcsot.

A tételben nagyon lényeges, hogy A éleinek (illetve B éleinek) van kozos

végpontja, a bizonyitas nem megy fliggetlen élekre.

4.1. Megjegyzés Ha egy olyan csillagunk van, ahol az A, B, X osztdlyok elem-
szama nem ugyanannyi, akkor a max{|A|, |B|,|X|} = k-val mikdédik a fenti
tétel.

Bizonyitas. Eltekintiink attol, hogy preciz bizonyitast adjunk arra valo tekin-
tettel, hogy a bizonyitas tartalmaz hosszu, kevésbé izgalmas, szamolos részeket.
Ehelyett vazoljuk a fébb lépéseket, ami remélhetéleg egy atfogd képet fog

adni a bizonyitas menetérdl. (Megjegyezziik, hogy a bizonyitds menne nem
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azonos méreti osztalyokkal is, csak akkor még bonyolultabb lenne.) Kitériink
arra, is, hogy hol lehet egyszertisiteni a bizonyitdsban, hogy ha csak egysze-
ri topologikus grafokat vizsgalunk. Tehat itt most egyaltalan nem lesziink
precizek.

A bizonyitéshoz rogzitsiik k-t és vegyiink egy F' tetszGleges topologikus gré-
fot, |V(F)| = n'. Legyen C = |E(F)|/|V(F)| . A célunk az, hogy beléassuk,
hogy F' tartalmaz k-csillag-racsot, ha C elég nagy. A C-re vonatkozo6 korlat
csak k-tol fiigg, n’-t6l nem igy ebbdl kovetkezni fog a tétel.

Legyen F, az F legsiirtibb nem iires Osszefliggd részgrafja, azaz amire
|E(Fo)|/|V (Fo)| a lehets legnagyobb. Rajzoljuk at Fo-t ugy, hogy a metszések
szama a lehetd legkevesebb legyen, de mint absztrakt graf ugyanaz maradjon.
Ezt jelolje Gy. Itt, ha F egyszerd topologikus graf, akkor nincs sziikségilink
Go-ra.

Most ugyanigy, mint az el6z6 tétel bizonyitasanal konstrualjuk meg T-ot
és H-t valamint hozzd G, és Go topologikus grafokat, amiket Go-bol kapunk
azoknak az éleknek és cstucsoknak a hozzavételével, amik 7T illetve H kon-
strualasahoz kellettek (4j cstucsok bizonyos éleken, illetve élek kettészedése).
Megjegyezziik, hogy G illetve (G5 konstrudlasa kozben elSfordulhat, hogy
keletkezik k-csillag-racs. Ez nem torténhet meg, ha egyszeri topologikus gré-
fokrol van sz6.

A kovetkezd 1épés az igazi 0 6tlet a bizonyitasban. Sok csticshoz talalhatunk
sok élet, amik az adott cstcsbol indulnak, és sokéig ,,parhuzamosan” haladnak
(H-ra vonatkozolag), majd szép sorban ,elindulnak” kiilén a tobbit6l. Minden
ilyen elindulas, eltavolodas kiilon-kiilon celldjaban torténik H-nak. Az ilyen
halmazokat nevezziik kdtegeknek.

Hasznélva azt, hogy C nagy, talalhatunk tgynevezett metszG-6svényeket Go-
ben, azaz talalhatunk egy k éld koteget, és hozza egy masik (nem feltétlentil
kiilonbo6z6) k éld koteget gy, hogy ez a 2k él parhuzamosan megy | — 1 H-beli
cellan keresztiil, de végiil az els6 k él metszi a masodik £ élt.

Itt most, ha egyszerd topologikus grafokat vizsgalunk, akkor készen is
vagyunk, hiszen [ = k valasztassal a 2k metsz6-6svény él és a k H-beli él épp
egy k-csillag-racsot ad. Az altalanos esetben azonban vigyaznunk kell, hiszen
eléfordulhat, hogy a kivalasztott H-beli élek koziil néhany egybeesik vagy része

egy metszG-Osvénybeli élnek. A 4.1 allitast hasznalva azonban belathato, hogy
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ha [ elég nagy akkor van kozte legaldbb k, amik a metsz6-6svény élektdl kiilon-

bozbek, ahonnan ebben az éltalanos esetben is készen vagyunk. 0
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5. DISZJUNKT ELEK

Most vizsgaljunk meg egy mas iranyu altalanositasat a sikbarajzolhatosag-
nak, amelyben épp az ellenkezGjét vizsgaljuk a metszéseknek, mint eddig. Most
ugyanis azt megengedjiik, hogy barhogyan metsszék egymaést az élek, viszont
azt ki szeretnénk zarni, hogy legyen sok diszjunkt él. Két élt akkor neveziink
diszjunktnak, ha se beliil nem metszik egymaést, se nem egyezik meg a vég-
pontjuk.

Ebben a fejezetben csak geometriai grafokat vizsgalunk. (Nincs értelme
topologikus grafokat vizsgalni, hiszen barmilyen absztrakt grafnak vehetiink
olyan lerajzolasat, hogy ne legyen benne két diszjunkt él, ha eleget kacska-
ringoznak ez élek.) Ezen beliill is érdekes alosztaly lesz a konvex geometriai

grafok. Vezessiik be az alabbi két fogalmat:

5.1. Definicio dy(n) := k+1 pdronként diszjunkt él nélkiilin csicsi geometriai
grdf maximdlis élszama.
der(n) := k + 1 pdronként diszjunkt él nélkili n csiucsi konver geometriai

grdf maximdlis élszama.

A fejezet soran szeretnénk minél jobb also és fels§ becslést talalni dy(n)
illetve de(n) értékére. Latni fogjuk, hogy d.x(n)-re meg is tudjuk adni a
pontos értéket, mig di(n)-re csak egyre jobb és jobb becsléseket kapunk mind
alulrol mind feliilr6l, de kozottiik még mindig nagy lesz az eltérés.

Bevezet6iill megmutatjuk, hogy mit mondhatunk k& = 1 esetben.

5.1. Tétel (H. Hopf, E. Pannwitz, Erdds P.) |?| Egy geometriai grifnak,

amiben nincs két diszjunkt él legfeljebb n éle lehet, azaz di(n) < n.

Bizonyitas. Minden cstcshoz rendeljiink hozza, egy ra illeszkeds élet. Ha a
cstcs fokszama egy akkor nincs valasztasunk. Minden mas cstucshoz rendeljiik
azt az €lt, ami a csicsnél 1évS legnagyobb szoget bezéar6 élpar jobb (6ramutatod
jarasa szerinti iranyban) éle. Ha marad olyan e él, amit nem rendeltiink hozza
egyik cstcshoz sem, akkor a 15. abran lathato helyzet all el6. Az a és a 3
nem lehetnek a legnagyobb szégek u-nal illetve v-nél. Ezért mindketts kisebb,
mint I, és az uw/, vv’ élek diszjunktak hiszen e egyenesének kiilonbozs oldalan
vannak. Tehét nincs olyan él, amit ne rendeltiink volna hozza egy cstcshoz

sem, azaz n < |E|. O
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\/7
15. abra: e élt nem rendeltiik csticshoz

A 16. dbran egy n csicsi, n éld olyan graf lathatd, amelyben nem létezik két
diszjunkt él, azaz az also becslés dy(n)-re szintén n azaz di(n) pontos értéke

n.

16. abra: konstrukcio n éllel

dy(n)-re elgszor N. Alon és Erdés P. mutatta meg, hogy < 6n — 5 [?], amit
kicsit bonyolultabban, de a dy(n) bizonyitasahoz hasonléo méodszerrel W. God-
dard, M. Katchalaski és D. J. Kleitman megjavitott 3n + l-re [?] majd J.
Cerny belatta, hogy dy(n) = o(2.5n) [?]. A legjobb also korlat do(n)-re M.
Perles-t6l szarmazik mégpedig 2.5n — 4 [?], tehat J. Cerny becslése éles additiv
konstanstol eltekintve. Hasonldé modszerrel lattak be ugyancsak W. Goddard,
M. Katchalaski és D. J. Kleitman, hogy ds(n)< 10n + 1, illetve also korlatnak,
hogy ds(n) > 3.5n — 10. |?]| d3(n)-re kés6bb még jobb becslést adott Toth G.
és P. Valtr. Ok belattak, hogy minden n > 6-ra 4n — 9 < ds(n) < 8.5n [?].

Mielstt ratérnénk az altaldnos eset vizsgalatara, azaz arra, hogy héany éle
lehet legfeljebb egy geometriai grafnak, amiben nincs k+1 diszjunkt él, nézziik

meg mi a helyzet a konvex geometriai grafokkal.

5.2. Tétel (Y. S. Kupitz 1982) |?] Olyan k-ra és n-re aholn > 2k+1 d(n) =
kn.

Bizonyitas. Legyen GG egy konvex geometriai graf, melynek a csticsait jelolje

To,X1,...,Tp—1 korben sorba. Feltehets, hogy {zo,...,z,_1} egy szabalyos
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n-szoget hataroznak meg. Particionaljuk az x;x; éleket n osztalyba gy, hogy
két él akkor és csak akkor tartozzon egy osztalyba, ha parhuzamosak. Ve-
gyiik észre, hogy ha G-ben nincs k£ + 1 diszjunkt él, akkor minden osztalyban
legfeljebb k él lehet. Tehat |E(G)| < kn.

Ahhoz, hogy megmutassuk, hogy ez a korlat éles, azaz nem lehet rajta javi-
tani, mutatnunk kell egy kn éld k + 1 diszjunkt él nélkiili konvex geometriai
grafot. A konstrukcid a kiovetkezs: G cstcsai legyenek, mint az el6bb, és huz-
zuk be az ;T4 |ny2)4; (0 <4 <n—1,1 < j < k) éleket ahol az indexeket

modulo n vessziik. (lasd 17. &bra) O

S
o PN

17. abra: konstrukciok (n=9, k=1;n=9,k=2;n=10, k=1

Most térjiink ra az altalanos eset vizsgalatara, azaz arra, hogy legfeljebb
hény éle lehet egy olyan n csucsii geometriai grafnak, amiben nem létezik
k 4+ 1 diszjunkt él. Ehhez azonban el6szor idézziik fel R. P. Dilworth hires

tételét, amit a bizonyitas soran hasznalni fogunk. [?]

5.3. Tétel Legyen (X, <) egy részben rendezett halmaz. Ekkor,

(1) ha a maximdlis hosszi lanc mérete k akkor X felbomlik k darab an-
tilancra;,
(2) ha a mazimalis hosszi antilinc mérete k akkor X felbomlik k darab

ldncra.

Ezek utan ratérhetiink a kérdés elsé n-ben linearis felsé becslésére, melyet
Pach J. és Tor6esik J. adott 1993-ban. |?]

5.4. Tétel Minden n, k > 1-re di(n) < k'n.
Bizonyitas. Legyen G egy n csicsii geometriai graf, amiben nincs £ + 1
paronként metsz6 él. Minden v cstcsara jelolje z(v) és y(v) a v x illetve

y koordinatajat. Feltehetd, hogy nincs két csics, aminek ugyanaz az x ko-

ordindtaja, ugyanis, ha lenne akkor egy hajszalnyit elforgatjuk a sikot ugy,
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hogy az x koordinatak kiillonbozzenek. Egy e élrél azt mondjuk, hogy e’ él
felett van, ha minden fiiggsleges egyenes, ami elmetszi mindkét élt, e-t e’ f6lott
metszi. (Igy, ha a vetiileteik diszjunktak, akkor mindketts a masik felett van.)
Definialjunk négy rendezést <;, <3, <3 és <4 a diszjunkt élparokon. Legyen
e=vjw; és e'=vgwy két olyan él, hogy e €' felett van és x(v;) < z(wq) és
x(ve) < w(ws). A négy rendezés legyen a kovetkezd (18. abra):

1) e <y €' akkor és csak akkor, ha z(v1) < x(vy) és m(wl)
2) (01) > 2(vy) &5
3) e <3 ¢ akkor és csak akkor, ha z(v;) < z(vg) é
4) (v1) > @(vs) €

e <o €' akkor és csak akkor, ha (v, x(vg) és

(
(
(
(

e <4 €' akkor és csak akkor, ha (v, (Vs

T
|

18. abra: A négy rendezés

A definiciokbol rogton kovetkezik, hogy
(1) (E(G),=;) egy részben rendezett halmaz (1< i < 4);
(2) Barmely két diszjunkt él 6ssze van hasonlitva legalabb az egyik rendezés

szerint.

Vegyiik észre, hogy (F(G), <;) nem tartalmazhat k+ 1 hossza lancot, hiszen
méskiilénben G-ben lenne k + 1 paronként diszjunkt él (1 < i < 4). Dilworth
tételének els6 pontjabol kovetkezik, hogy F(G) felbomlik legfeljebb k osztalyra
gy, hogy az egy osztalyban 1évé élek nincsenek 6sszehasonlitva <; rendezés
szerint. Ugyanezt végrehajtva mind a négy rendezésre E(G)-t felosztjuk £
(1 < j < k') k* darab osztélyra tgy, hogy egy osztéalyon beliili élek semelyik
rendezés szerint sincsenek 6sszehasonlitva. Ezért a (2) tulajdonsagbol kapjuk,
hogy egyik E; osztaly sem tartalmaz két diszjunkt élet. A (V(G), E;) grafra
tehat:

|E;| <di(n) <n (5.1 tétel)
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k‘4
E(G) = |Ei| < k'n
j=1
U

A becslés elsd javitasa Toth G.-tol és P. Valtr-tol szarmazik. [?] Az ag-
ynevezett cikk-cakk utakat 6k kezdték el vizsgélni, amik késébb is fontosak

lesznek szémunkra.

5.5. Tétel Minden n, k > 1-re dp(n) < k3(n+1).

Bizonyitas. Ez a bizonyitas is az el6z6ekben bevezetett négy rendezésen
alapszik. Legyen G = (V, E) egy geometriai graf, amiben nincs k + 1 diszjunkt
él. Jelolje z(v) a v csices x koordinatajat, és tegyiik fel, hogy nincs két csics,
aminek ugyanaz az x koordinataja. (Kicsit rotalva a cstcsokat ez konnyen
elérhetd.) Dilworth tételbdl tudjuk, hogy az élek lefedhetsk k antilanccal <
rendezés szerint. Legyen F; a leghosszabb antilanc, amirdl most tudjuk, hogy
|Ey| > |E|/k. Hasznalva tjra Dilworth tételét Ei-en az <o rendezésre itt a
legnagyobb antilanc E, mérete > |Ey|/k > |E|/k?. Probaljuk megbecsiilni
| Ey| méretét feliilrsl, aminek a segitségével majd kapunk egy fels§ becslést az
élek szamara.

Jelolje TI(e) ez e élnek az x tengelyre valo merdleges vetitésével kapott sza-
kaszt. Mivel |Es| egy antilanc <; és <, szerint is, ezért minden e, e’ € Ey-re
I(e) NII(e") # . Igy Necr, H(e) # 0, azaz létezik egy [ fiiggsleges egyenes,
ami metszi Fy minden élét.

Legyen Go = (V, Eg) az az iranyitott geometriai graf, amit (V, Ey)-bdl ka-
punk tgy, hogy minden e = vjvy Es-beli élet mindkét irdnyba megirdnyitva
két éllé bontunk, azaz vy és vo0; élekkel helyettesitjiik.

Azt mondjuk, hogy ey = vgiy € Gy egy cakkja e; = vy € Go-nek, ha:

(1) TI(eq) NII(ez) hossza pozitiv;
(2) minden z € (II(e;) N II(e2)) \ {II(v1)}-re a fiiggsleges egyenes z-n &t
eo-t e; alatt metszi, és ey és ey kozott nem metsz v1-bdl kiindulo élt.
Vegyiik észre, hogy GG minden éléhez legfeljebb egy cakk van. Egy ejes. .. e,
irdnyftott ut Gao-ben cikk-cakk tt, ha e;;; egy cakkja e;-nek minden i =
1,2,...,7 — 1-re.
Azt allitjuk, hogy egy cikk-cakk utnak Go-ben legfeljebb 2k éle van, illetve,

hogy Ga-nek legfeljebb n + 1 maximalis (nem novelhetd) cikk-cakk utja van.

37



Ha ezeket belatnank, akkor a tétel bizonyitéséaval is kész lennénk, hiszen ebbdl
|Ey| < 2k(n+1)

ahonnan
|E| < K?|Fy| = K*|ES| /2 < k3 (n + 1).

Tehat mar csak az van hatra, hogy a fenti két allitast beldssuk.
5.1. Allitas Egy cikk-cakk dtnak Go-ben legfeljebb 2k éle van.

Legyen P = ejes. .. e, egy cikk-cakk 1t G}—ben, és legyen e; = v; jv; minden
1=1,2,...,rre.

Vegyiik észre, hogy az x(vy), z(ve), ... és az z(vy), x(vs), . . . sorozat koziil az
egyik novekvs a masik csokkend. Ha ugyanis lenne olyan 4, amire z(v;_1) <
z(vip1) és x(v;) < x(vipe) vagy x(vi—1) > x(vip1) és x(v;) > x(v;12) akkor az
e; és az e; o 0ssze lenne hasonlitva <; vagy <, szerint, ami nem lehet, hiszen

E, antilanc rajuk nézve. (19. abra)

19. abra: e; 5 <1 ¢; vagy e;io <3 €;

Ezért P hossza legfeljebb 2k hiszen ha tobb, akkor ej,es, ... e kK + 1

diszjunkt él lenne.

5.2. Allitas Go-nek legfeljebb n+ 1 mazimdlis (nem novelhetd) cikk-cakk itja

van.

Belatjuk, hogy egy cstucsban legfeljebb egy maximalis cikk-cakk at végzdédik,
leszamitva legfeljebb egyet, amiben el6fordulhat, hogy ketts végzsdik.

Legyen v € V' egy olyan csiics, ami [ egyenes jobb oldalan fekszik. Tegytiik
fel, hogy van két maximalis cikk-cakk at P, és P, melyek v-ben végzddnek.
Ekkor azonban az egyiket mégis lehetne tovabb folytatni. Tegyiik fel ugyanis,
hogy P; utolso élének meredeksége kisebb, mint P, utolsé élének meredeksége,
akkor P, utolso éléhez van cakk, azaz P, nem maximalis. Ez nyilvan min-

den nem [-en fekvS pontra elmondhatd. Egy [-re esé pontban hasonléan az
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el6z6hoz legfeljebb két maximaélis cikk-cakk ut végzddhet. (Egy "jobbrol" és
egy "balrol".) Mivel feltettiik, hogy minden pont x koordinataja kiilénbo6zé,

ezért [-re es6 pontbol legfeljebb egy van, amivel az allitast belattuk. 0

Most nézziik meg a becslés egy tovabbfejlesztését, amit mi is tovabb fogunk
még javitani. k*n nagysagrendd becslést elgszor Toth G. adott. |?] Lényegében

az G bizonyitasat irta le S. Felsner konyvében. |?]

5.6. Tétel Minden n, k > 1-re di(n) < 256k?n.

Bizonyitas. Legyen GG egy n cstcsu graf, amiben nincs k£ + 1 diszjunkt él.
Jelolje x(v) és y(v) a v csics x illetve y koordinatajat. Tegyiik fel, hogy nincs
két cstics, aminek azonos az x koordinataja. Most is tekintsiik a négy rendezést
az éleken.

Minden v; cstcsra osszuk a v;-re illeszkedd éleket két osztalyba. v; bal élei
legyenek azok a wv;v; élek melyekre x(v;) < x(v;), a jobb élek meg, amikre
z(v;) < z(vj). A bal fok I; a v;-re illeszkedd bal élek szama, a jobb fok r; meg
a v;-re illeszkedd jobb élek szama.

Minden v cstics jobb élein definialjunk két rendezést. Rs(v) legyen a mere-
dekség csokkenése szerinti rendezés, R,(v) pedig az x koordinata novekedése
szerinti rendezés. Ekkor R(v) N R, (v) egy részben rendezés.

A kovetkezs lemma a Greene-Kleitman-Fomin tétel egy kovetkezménye. [?]
A késébbiekben részletesebben kitériink erre a tételre, mert a tovabbi javita-
sokhoz sziikségiink lesz ra, hogy pontosabban megértsiik. Egyelére azonban

csak kimondjuk, és hasznalni fogjuk.

5.1. Lemma Legyen P = (X, <) egy részben rendezés m elemen. Ekkor létezik
C legfeljebb /m darab ldnc osztdlya és A legfeljebb /m darab antildnc osztdlya,
hogy C' U A lefedi P dsszes elemét.

A tételbdl tehat azt kapjuk, hogy egy v cstcs jobb élei lefedhetsk legfeljebb
\/Tv lanccal és /7, antilanccal. Legyen C"(v) azon élek halmaza, amik lanccal
fedettek és A"(v), amik antilanccal. Az |J,C"(v) és J, A"(v) koziil az egyik
tartalmazza az élek felét. Legyen G’ az a graf ami G megszoritasa a nagyobbik
osztéalybeli élekre, tehéat |E(G')| > |E(G)|/2. Egy G'-beli él jobb blokkja legyen
azon élek halmaza, melyek azt a lancot (vagy antilancot) alkotjak, amelyikbe

tartozi. Egy jobb blokkban a rendezés legyen a meredekség csokkenése szerint.
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Ezzel a rendezéssel egy él jobb blokkja x koordinata szerint névekvs (ha a
lancok vannak G’-ben) vagy x koordinata szerint csokkend (ha az antilancok
vannak G’-ben) sorozatot alkotnak.

Most lényegében ugyanezt hajtsuk végre G’-ben a bal élekre. Jelolje I} v
cstcs bal fokat G'-ben. Nyilvan I/ < ,. A jobb élekhez hasonléan minden v
cstcs G'-beli bal élein definidljunk két rendezést. Lg(v) legyen a meredekség
novekedése szerinti rendezés, L,(v) pedig az = koordinata névekedése szerinti
rendezés. Az el6z6ekhez hasonloan véve az Lg(v) N L,(v) részben rendezést
egy v csucs G'-beli bal élei lefedhetdk legfeljebb \/E lanccal és \/Z antilanc-
cal. Legyen C'(v) azon élek halmaza, amik ldnccal fedettek és A'(v), amik
antilanccal. Legyen G” a |J, C'(v) és |, A'(v) koziil a nagyobbik osztély éleire
valo megszoritassal kapott graf. Ekkor |E(G”)| > |E(G)|/4. Egy G"-beli él
bal blokkja legyen azon élek halmaza, melyek azt a lancot (vagy antilancot)
alkotjak, amelyikbe tartozik. Egy bal blokkban a rendezés legyen a meredek-
ség novekvése szerint. Ezzel a rendezéssel egy ¢él bal blokkja x koordinata sze-
rint névekvs (ha a lancok vannak G”-ben) vagy = koordinata szerint csokkend
(ha az antilancok vannak G”-ben) sorozatot alkotnak. Egy G’-beli jobb blokk
megszoritasa G”-re egy jobb blokk G”-ben.

Most itt is definidljuk a cakkokat, csak most megkiilénboztetiink jobb és bal
cakkot. Két kozos végpontu él e = uv és € = vw jobb-cakkot alkot, ha e’
rogton e utan jon v jobb blokkjaban. Hasonloan e = uv és ¢/ = vw élek bal-
cakkot alkotnak, ha €’ rogton e utan jon v bal blokkjaban. Egy eq, e, ..., €,
ut G"-ben egy cikk-cakk ut, ha az egymast kovets élek felvaltva egy jobb- és
bal-cakkot alkotnak.

Hasonloan az el6z6 bizonyitashoz megprobalunk fels6 becslést adni a cikk-

cakk utak hosszéra illetve a maximalis cikk-cakk utak szamaéara.
5.3. Allitas Minden cikh-cakk it G"-ben legfeljebb 2k él.

Négy eset van aszerint, hogy a jobb/bal blokkok x koordinata szerint
novekvsk vagy csokkendk. A négy eset a négy rendezésnek felel meg, és mi
most csak egy esetet néziink meg, a tobbit eset hasonléan kezelhet6.

Tegyiik fel, hogy G’ (és igy G”) jobb blokkjai x koordinata szerint névekvsk
(azaz a jobb élekre lancok fedtek tébbet), és G” bal blokkjai = koordinata
szerint csokkenGek (azaz a bal élekre az antilancok fedtek tobbet). Legyen

€1,€9, ..., €11 €gy 2k+1 hossza cikk-cakk tat. Azt allitjuk, hogy ekkor e; 1o <3
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e; minden 1 < ¢ < 2k — 1-re. Nézziik e;, e;11, €;19 éleket, amik egy cikk-cakk-ot
alkotnak, és legyenek a cikk-cakk cstcsai a,b,c,d. e; és e;11 egy jobb- vagy
egy bal-cakk b cstucsbol. (20. abra)

20. abra: cikk-cakkok

(1) Ha e; és e;1 egy jobb-cakk, akkor z(a) < x(c), és mivel e;;1 és e; 1o
egy bal-cakk ¢ cstcsnal ezért x(b) > x(d). Ebbdl kovetkezik, hogy ;9
e; alatt van, amibd6l e; o <3 €;.
(2) e; és e;11 egy bal-cakk, akkor x(a) > z(c), és mivel e;1 és e; 1o egy
jobb-cakk ¢ csticsnal ezért z(b) < z(d). Ebbdl kovetkezik, hogy e;12 €;
alatt van, amibél e;; o <3 e;.
Tehat azt kaptuk, hogy egy 2k+1 hosszu cikk-cakk 1t tartalmaz egy <3 szerinti

k+1 hosszi lancot, ami ellentmondés, hiszen a lanc élei paronként diszjunktak.

5.4. Allitas Jelolje Z a mazximdlis (nem bovithetd) G"-beli cikk-cakk utak

szamdt. Ekkor Z < 2,/|E(G)|n.

Legyen ey, ey, . . ., e, egy maximalis cikk-cakk it. Az els eleme v az a cscs,
ami illeszkedik e;-re, de nem illeszkedik es-re. Nézziik meg, hany maximaélis
cikk-cakk utnak lehet ez els6 eleme v. Nyilvan legfeljebb annyi lehet, ahany
blokk illeszkedik v-re, ami pedig legfeljebb /r, jobb blokk és \/E < /1, bal
blokk. Innen mar csak szamolnunk kell. A szadmolashoz egyrészt hasznalni
fogjuk a Cauchy-Schwarz egyenl6tlenséget miszerint (3, a;)? < n(d>.1, a?),
és azt, hogy > 1" (r; +1;) = 2|E(G)].

Z< Z(\/r—m/ﬁ) < nZwm V02 < nZ?(n +1;) = \/4n| E(G)]

Most mar csak 6ssze kell raknunk eddigi eredményeinket.
G" minden éle benne van legalabb egy maximalis cikk-cakk utban és minden
maximalis cikk-cakk ut hossza legfeljebb 2k amibdl |E(G")| < 2kZ. Masrészt
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|E(G")| > |E(G)|/4. Ezekbdl és a Z fels6 becslésébdl kapjuk, hogy |E(G)| <
256k%n. U

Ezt a becslést javitjuk tovabb tobb 1épésben, t6bb kiilonbozs 6tletet bevetve.
A cél, hogy a 256 helyett tudjunk valami jobbat mondani.

1. Attérés szeparalt paros grafokra

Az els6 otlet, hogy vizsgaljuk meg, mit mondhatunk szeparalt paros
grafokra, majd valahogy vezessiik vissza altalanos grafokra az eredményt.
Szeparalt paros grafnak neveziink egy lerajzolt paros grafot, ahol a két osz-
taly elemei egyenessel elvilaszthatok egymastol. Ebben az esetben lesz egy
baloldali és egy jobboldali osztalyunk.

Nézziik meg, mit tudunk mondani szeparalt paros grafokra. Ekkor minden
csucsnak vagy csak jobb élei vagy csak bal élei vannak. Legyen n, darab cstcs
a paros graf baloldali osztalyaban (ezeknek a pontoknak csak jobb élei vannak),
és ny darab cstcs a jobboldali osztalyban (nekik meg csak bal élei vannak),

ahol n; + ny = n. Ekkor G”-ben a maximalis cikk-cakk utak szama:

ni

=1 =1 i=1

i=1

< V2nE(G)

ahol a méasodik egyenl6tlenségnél a Chauchy-Schwarz egyenlGtlenséget hasznal-

tuk. Ezt és az el6z6 tétel bizonyitasat hasznalva kapjuk a kévetkezét.

5.5. Allitas Szepardlt paros n csicsu topologikus grdfnak, amiben nincs k + 1
diszjunkt €l legfeljebb 128k*n éle van.

Azt, hogy hogyan tudjuk visszavezetni a szeparalt paros grafok becslését az
Osszes grafra a 4. pontban vizsgéljuk, amikor mar megkaptuk az altalunk elért
legjobb felsé becslést szeparalt paros grafokra. Mostantol tehéat csak szeparalt

paros grafokkal foglalkozunk.
2. Hany lanccal hany élet fediink

A bizonyitas soran emlitett Greene-Kleitman-Fomin tétel segitségével
javitjuk most tovabb a becsléstinket. |?] A tétel a kovetkez6t mondja. Legyen

P egy m elemi részben rendezett halmaz. Jelolje a; a leghosszabb lanc
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méretét. Legyen as az a legnagyobb szam amire P-ben létezik két lanc, ame-
lyek egyiitt lefedik a; + ay darab elemét P-nek. Hasonldéan minden ¢ > 2-re
legyen a; az a legnagyobb szam amire P-ben van ¢ lanc, amelyek lefednek
a1 + as + ...+ a; elemet, amig a; pozitiv. Ekkor a; > as > ... > a; ahol
aj az utols6 a; ami definidlva volt. Rajzoljuk ezeket egy diagramba az 21.
abran lathaté modon. Legyen b; az i. sor ,oszlopa”. (21. abra) Ekkor minden
J < k-ra by + by + ...+ b; pont annyi amennyit P-ben j antilanc legfeljebb le
tud fedni.

QW | e

QZ — \

05 o o
Q‘ b

O K ]
b
H 57

21. abra: a; oszlopok és b; sorok elhelyezkedése

Ebbdl konnyen kovetkezik a bizonyitas soran hasznélt lemma. Nézziik ugya-
nis a maximalis oldalt diagramba frhato négyzetet, azaz egy olyan négyzetet,
aminek bal alsé csticsa épp a diagram bal also csticsaban van, és az egész benne

van a diagramban. (22. abra)

[

22. abra: maximalis négyzet
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Legyen v a négyzet oldala. v biztos, hogy < y/m hiszen sszesen m elemii
P. Igy ai,as, ..., a,-hoz tartozo v lanc és by, bs, . .., b,-hez tartézé v antilanc
lefedi P Osszes elemét, hiszen minden antilanc legfeljebb v darab olyan elemet
fed, amit kivalasztott lanc is fed.

Most a részben rendezett halmazok elemei egy cstics jobb vagy bal szom-
szédjai, tehat a graf élei. Az eldzGekben lattuk, hogy /r; (v/1;) lanc és /r;
(v/1;) antilanc lefedi az Gsszes élét egy csics jobb (bal) éleinek, ahonnan /7;
(V1) lanc vagy /r; (v/1;) antilanc lefedte biztosan az dsszes 6l felét. Erez-
ziik, hogy ez egy Kkicsit pazarlas egyrészt azért, mert nekiink nem kell, hogy az
Osszes élet lefedje valami (lanc vagy antilanc), csak azt szeretnénk, hogy minél
kevesebb lanc vagy antilanc ,ardnylag” minél tobb élet fedjen le. Kérdés, hogy
itt az ardnylag mit jelent. Mésrészt vannak olyan élek, amiket lanc is és an-
tilanc is fedhet, tehat ezek biztosan bekeriilnek a lesziikitett grafba, tgyhogy
amikor azt szamoljuk, hogy valahany lanc és antilanc hany élt fed le, az éleket
szamoljuk ,multiplicitassal”, azaz, ha lanc is és antilanc is fedte, akkor kétszer.

Vizsgéljuk el6szor, hogy mit is jelent az aranyaiban” precizen. Tegyiik fel,
hogy pr; (pl;) él fedhet6 le g/r; (qv/1;)lanccal és g/r; (¢v/1;) antilanccal. Ekkor
ezzel szamolva azt kapjuk, hogy

n/2 n/2

7 < qum Vi) = qz<¢ﬁ+ V0 < qv/2n|G(E)),

MmAasrészt
|E(G")| = plE(G")]/2 = p’|E(G)|/4

Ebb6l azt kapjuk, hogy |E(G)| < %128%k*n. Tehat az a célunk, hogy a %
legyen a lehetd legkisebb.

Szeretnénk egy adott g-ra meghatarozni egy olyan maximalis p-t amelyre
igaz, hogy tetsz6leges m elemt részben rendezett halmazban ¢/m lanccal és
gyv/m antilanccal sszesen legalabb pm elemet le tudunk fedni (az elemeket
multiplicitassal szamolva). Csak p < 1-et érdemes vizsgalnunk, hiszen példaul
eléfordulhat, hogy egy részben rendezett halmaz egy lancbhol vagy antilanchol
all. (A mi esetiinkben ez azt jelenti, hogy egy cstics jobb vagy bal élei egyetlen
lancbol allnak.) Ekkor egy lanc és egy antilanc lefedi az Osszes elemet, de
ahhoz, hogy valamely p > 1-re fedjiink pm elemet g\/m lanccal és ¢/m an-

tilanccal ¢-t (1 — p)-szeresére kell novelniink.
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Nekiink mindig a lehets legrosszabb esetet kell vizsgalnunk, vagyis azt, hogy
gv/m lanc és ¢/m antilanc a lehetd legkevesebb élet fedjen le.

Leset: A diagramban a maximalis négyzet oldala xv/m < g/m.

Ekkor szerencsénk van, hiszen igy a ¢1/m lanc és ¢y/m antilanc lefed legalabb

m elemet.
2.eset: A diagramban a maximalis négyzet oldala zv/m > ¢/m.

Konnyen latszik, hogy mivel a diagramban az oszlopok magassaga csokken,
akkor fed le a gy/m lanc és ¢y/m antilanc legkevesebb elemet, ha az els6 x/m
oszlop azonos mérett ((x 4 a)y/m), és az els6 x+/m sor is azonos mérett ((x +
b)/m) (23.a abra) Vegyliik észre, hogy feltehetjiik, hogy a = b, hiszen ez nem

valtoztat a lefedett elemek szaman. (23.b abra)

am| alm

gym by qfm  am
x{m X

23.a dbra: nem szimmetrikus diagram, 23.b Abra: szimmetrikus diagram

A diagrambol konnyen leolvashatjuk, hogy ekkor (v/m(z +a))* — (ay/m)? =

m azaz a = 1;;”2. Masrészt ¢/m(2(zy/m + ay/m)) > pm. Ezt atrendezve,

és behelyettesitve az el6bb megkapott a értéket ga? — px + ¢ > 0 kell, hogy

teljesiiljon. Ez nyilvan igaz, ha 2¢q = p hiszen ekkor azt kapjuk, hogy q(x—1)% >
0 ami minden ¢ > O-ra teljesiil.
A célunk az volt, hogy minimaizaljuk q/p*-et.

min q/p* = min q/4q> = 1/2

p<lyg

Az el6z6ekben lattuk, hogy tetszdéleges m elemi részben rendezett hal-
mazban /m/2 lanccal és y/m/2 antilanccal le tudunk fedni m elemet mul-

tiplicitassal szamolva. Ebbdl és az el6z6 becslésekbdl kapjuk a kévetkezét:
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5.6. Allitas Szepardlt paros n csiucsu topologikus grdfnak, amiben nincs k + 1

diszjunkt €l legfeljebb 32k*n éle van.

3. Pontosan hany élet fediink

Az el6zekben lattuk, hogy /r;/2 (v/1;/2) lanccal és \/r;/2 (v/1;/2) antilanc-
cal lefedtiik egy csucs jobb (bal) szomszédjuk r; (I;) élét multiplicitassal szé-
molva, azaz vagy a lancokban szerepls éleket vagy az antilancokban szereplSket
valasztva G éleinek legalabb felét bevettiik G'-be (illetve G’ éleinek legalabb
a felét G"-be). Elsfordulhat azonban, hogy olyan szerencsénk van, hogy ennél
joval tobb éle van G'-nek. Ha viszont az az eset all fenn, hogy csak az élek
felét, vagy kicsit tobb mint az élek felét vettiik be G’-be akkor viszont ott
tudunk javitani, hogy a bal élek szama G’-ben kevés, azaz E:L:/? I} |E(G)|-nél
joval kisebb. (I a G’-ben az i cstcsra illeszkedd balélek szama)

Vizsgaljuk meg, hogy ha |E(G")| = z|E(G)| akkor hogyan valtozik a becslé-
siink. Vegyiik észre, hogy az eddigi becslésekben mindegy volt, hogy elébb a
jobb éleket vizsgaljuk és utédna a bal éleket vagy forditva, most azonban attol
fiiggGen vélasszuk, hogy melyiket vizsgéljuk elGszor, hogy a szeparalt paros graf
jobb- vagy baloldali osztélydban van tobb cstics. Vizsgaljuk elGszor a jobb (bal)
éleket, ha a jobboldali (baloldali) osztalyban van tobb csics. Tegyiik most fel,
hogy a jobboldali osztalyban van tobb csics.

Egyrészt > 72, I = x| E(G)| ahol ng > 1/2 igy

i=1"1

ni

Zgi\/ﬁJri\/l—;S ni Y ri+ nzilé
=1 =1 i=1

=1

< Vml|G(B)| + Vnax|G(E)| < /(1 +2)n|G(E)]

Ahol az utols6 egyenlGtlenséget az alabbiakbol kapjuk.
Osszunk le \/|E(G)|-vel és emeljiink négyzetre. Ekkor a jobboldalt az alabbi

modon becsiilhetjiik felilrsl:
ny + xng + 2/xning <n/2+n/2-x +nyz
Azt kell tehat belatnunk, hogy

n/2+n/2 x4+ nyr <n+nz
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Ezt tovabbszamolva azt kapjuk, hogy 0 < (1 — z)? ami teljesiil minden z-re.

Ezért a végsd képletben 2-vel szorzas helyett (1 + x)-vel valo szorzas lesz.

Masrészt |E(G')| = |E(G)|x/2 ¢sigy |[E(G")| > |E(G)|x-1/2. Ezért a végss

képletben 16-tal valo szorzas helyett 4/x2-tel valo szorzas lesz.

Osszerakva |E(G)| < 32k2n(%)(1+7$) = 32k’ng#. Mivel mi nem tudjuk «
értékét ezért a legrosszabb esetet kell megvizsgalni ahol 1/2 < x < 1. Derivalva
az (1+ x)/8z? fiiggvényt azt kapjuk, hogy maximuma legfeljebb az 1/2-ben és
az 1-ben lehet. z = 1/2-re |E(X)| < 32k*n-0.75 x = 1-re |E(G)| < 32k?n-0.25.
Tehéat a legrosszabb eset # = 1/2-nél van. A most kapott eredmény és az
eddigiek a kovetkezot adjak:

5.7. Tétel Szepardlt pdros n csicsi topologikus grdfnak, amiben nincs k + 1

diszjunkt €l legfeljebb 24k*n éle van.

4. Becslés visszavezetése altalanos grafokra

Jeloljiik f(k,n)-nel az élekre vonatkozo felsG becslés értékét, ahol k jeloli
azt, hogy nincs a grafban k + 1 diszjunk él, n pedig a graf csticsainak szama.
Legyen f(k,n) a szeparalt paros grafokra vonatkozo értéke f(k,n)-nek (az
altalunk elért érték 24k%n). Osszuk a graf cstcsait két osztalyba gy, hogy az
egyikben < \_%J diszjunkt él legyen a masikban < (%W diszjunkt él legyen. Ez
elérhetd, hiszen nincs a grafban k£ 4 1 diszjunkt él. A két osztaly cstucsszama

legyen n, illetve no. Ekkor, ha

ko= e+ 1 ([5] o)+ ([5]m2)

akkor f(k,n) egy jo fels6 becslés lesz az élek szamara. f(1,n)-et tudjuk minden
n-re és és f(k,1)-et is minden k-ra, ezért minden k-ra és n-re meg fogjuk tudni
hatarozni.

Azt allitjuk, hogy raadasul meg tudjuk ugy valasztania kettéosztast, hogy
az egyik oldalon L%J a masikon (%W cstcs legyen. (Itt azt mar nem tudjuk
onkényesen megvalasztani, hogy melyik oldalhoz melyik csticsszam keriiljon.)
Ha n pératlan, akkor vegyiink még egy csticsot a grathoz, amit ne kossiink
Ossze egyik cstuicesal sem. Minden iranybdl ,toljunk be” egy egyenest ugy, hogy

az egyenes mindkét oldalan n/2 pont legyen. (24. 4abra)
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n

> db pont

n
> db pont

24. abra: egyenes betolasa a csticshalmazba adott iranybadl

Ekkor mindkét oldalon van valahény diszjunkt él, amik a II-vel elforgatott
iranynal pont forditva lesznek. (Ha eredetileg, azon az oldalt ahonnan toltuk az
egyenest volt a darab diszjunkt él, a masik oldalt b, akkor a II-vel elforgatott
irAanynal ahonnan toltuk azon az oldalt lesz b darab diszjunkt és, a masik
oldalt a.) Ha vesziink egy irdnyt, és egy kicsit forgatjuk, akkor egy ideig a
csticshalmaz kettéosztasa nem valtozik, majd valamikor bejon egy Gj pont és
kimegy egy régi mindkét halmazbol. Vizsgaljuk meg, hogy hogyan valtozik
ekkor a diszjunkt élek szama a két oldalt. Ha bejon egy 1j pont akkor ez
vagy nem valtoztat vagy eggyel noveli a diszjunkt élek szamat, ha kimegy egy
pont a halmazbol, akkor ez vagy nem valtoztat vagy csokkenti a diszjunkt élek
szamat. Azaz, ha az iranyt valtoztatva véltozik a pontok kettéosztéasa, akkor
mindkét oldalon a diszjunkt élek maximalis szdma legfeljebb eggyel véltozik.
Az el6z6ekbdl kovetkezik, hogy lesz olyan irany, ahol az egyik oldalt < (%W a
mésikon < LgJ darab diszjunkt él lesz. Ha n paratlan volt, akkor az ennél az
irdnyu kettéosztasnal hagyjuk ki a bevett 0j pontot, amivel a diszjunkt élek

szama nem valtozik a két oldalt. (csak a cstucsok szama lesz Lﬂj illetve PW a

2 2
két oldalt.)

Valasszunk tehat olyan kettéosztast ahol n, és no koziil az egyik ng a
masik {gw Az f(LgJ ,ny) + f([%} ,ny) akkor lesz a legnagyobb, ha ny = [%J

és nog = {%W Tehat Gsszességében, ha

e (|2 21) 1 ([ 12)

és a kezdeti feltételek teljesiilnek f(k,n)-re akkor f(k,n) biztosan fels§ becslés

az élek szamaéra.
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Erdemes megnézni, mit tudunk mondani, ha k is és n is paros. f(k,n) legyen
ck®n, és probaljuk meghatarozni c-t.
ck’n > 24k°n + 2 [c(k/2)?(n/2)]
kell, hogy teljesiiljon, amit ¢ = 32 kielégit.
Ha k vagy n paratlan, akkor egy kis plusz hibataggal elérhets, hogy k*n

egyiitthatoja ne valtozzon.

5.8. Tétel Eqgy n csicsu topologikus grafnak, amiben nincs k + 1 diszjunkt €l
legfeljebb 32k*n + 8kn éle van.

Ebben az esetben a kovetkezs egyenlétlenég kell, hogy teljestiljon:
k+1)2n+1 k+1 n+1

2 2 - 2 2

E—1\°n—-1 k-1 n—1
2 .
3 ( 2 ) 5 T8 9

ami kis szamolassal belathato, hogy igaz, ha k > 4 (ekkor n > 10 feltehetd).
k = 1,2, 3-ra korabban irtunk jobb becslést.

32k%n + 8kn > 24k*n + 32 (

Elszamra vonatkozo also becslésre a legjobb konstrukeié Toth G.-tél és P.
Valtr-tol szarmazik. [?| Az egyszertiség kedvéért tegyiik most fel, hogy k paros
és n paratlan. Legyen P = {pi,po,...,p.} pontok egyenls tavolsagra egy p
vizszintes egyenesen ahol z = (n — k 4+ 1)/2. Legyen Q = {q1,42,...,¢.} a
P tiikorképe tugy, hogy ¢;-nek p; felel meg és p1p.q.q1 egy négyzet, és q a Q-t
tartalmazo egyenes. Jelolje r azt a p-vel és ¢-val parhuzamos egyenest, ami
egyenld tavolsédgra van p-tdl és ¢-tol.

Kossiik ossze pi-t ¢;-vel, ha —k/2 < i+ 75 — (2 +1) < k/2, és ezeket
az ¢leket jelolje Ey. (25. abra)E; élei elmetszik r-et k + 1 pontban, ezek
T_kj2,T—k/241; - - -, Tkj2 ahol r; azon p;q; élen van amire i + j — (2 + 1) = .
Legyen R az ryry g t = —k/2,—k/2+1,...,k/2 — 2 felez6pontjainak halmaza,
és kossiink 0ssze minden R-beli pontot minden P-belivel és (Q-belivel, és jeldlje
ezt Ey. (25. ébra)

Megmutatjuk, hogy G = (PUQ U R, E — 1 U Ey)-ben nincs k + 1 diszjunkt
él, azaz megad egy als6 korlatot.

A csticsok szama z + z + (k — 1) = n, az élek szama pedig
m—k+1(k+1)—4(1+2+...+k/2)

| By |+ || = 5

+n—k+1)(k—-1)=
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25. abra: E; és Fr ahol k=4, n=15, 2=6

(n—k:—l—l)(%—%)—@ > g(kz—l)n—QkQ.

Igy az also korlat, amit ebbsl kapunk %(k —1)n — 2k

Most vizsgaljuk meg, hogy miért igaz, hogy nincs k + 1 diszjunkt él G-ben.
Legyen D diszjunkt élek halmaza G-ben, azt kéne belatni, hogy |D| < k.
Ha |D N Ey| < 1, akkor |D| < |R| +1 = k. Kiilonben legyen e; D N E4
legbaloldalibb éle, ami metssze r egyenest rs-ben, és e; a legjobboldali éle, ami
metssze r egyenset r,-ben. Mivel s+ k/2 csticsa van R-nek e; baloldalan ezért
D-nek legfeljebb s + k/2 éle van e; baloldalan. Ugyanigy D-nek legfeljebb
k/2—t éle van ey jobboldalan. Mivel e és ey kozott PUQ-nak ¢t — s — 2 cstcsa
van ezért D-nek legfeljebb t — s — 2 éle van e; és ey kozott. Osszességében

D-nek legfeljebb (s + k/2) + (k/2 —t) + (t — s — 2) + 2 = k éle van.

Erdemes megvizsgalni a fels6 becslésben hasznélt modszereink hatarat, azaz
mutatni egy minél tobb éld olyan grafot, amiben nincs k£ + 1 olyan él, amik
a valamelyik relacionkkal paronként 6ssze vannak hasonlitva. Ekkor persze
elképzelhetd, hogy a graftban van k + 1 diszjunkt él. Illetve azt is vizsgaljuk,
ha ennél még enyhébb feltételt néziink, és csak azt szeretnénk kizarni, hogy
ne legyen benne 2k hosszu cikk-cakk 1t, ahol az els6, harmadik ... 2k — 1. él
valamelyik relaci6 szerint paronként Gssze van hasonlitva.

Az els6 kérdésre a konstrukeié a kovetkezs. Vegyiink két (k — 1) X k-as egy-
ségracsot, ahol a racspontokba helyezziink cstucsokat, majd egy kicsit forgassuk
el az éramutato jarasaval ellentétes iranyba, hogy ne legyen két pont egy fiig-

gbleges egyenesen. Két ilyen egységracsot helyezziik egymas folé ugy, hogy
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koztiik kimaradjon egy vizszintes sav. A t6bbi n — 2k%+ 2k pontot helyezziik a
két négyzetracstol jobbra jo messze egy olyan szakaszra, ami a vizszintessel egy
nagyon Kkicsi pozitiv szoget zar be, és a kezd6pontjan és a végpontjan atmend
vizszintes egyenes a két egységracs kozé esik. Kossiik Ossze a egységracsok

cstcsait a tobbi cstuccesal. (26. abra)

26. abra: pontok elhelyezkedése

Azt allitjuk, hogy ebben a grafban nincs k+ 1 olyan él amik paronként 6ssze
vannak hasonlitva az egyik relacié szerint. Nézziik végig a relaciokat, hogy

hény élet tudok venni, amik paronként 0ssze vannak hasonlitva altala.

o <;: A felst téglalapbol nem megy két él, amik <; szerint vannak Gssze-
hasonlitva, az als6 téglalapbol meg egy sorbdl legfeljebb egy ¢él indulhat,
azaz Osszesen legfeljebb k — 1, igy az also téglalapbol és fels6bdl egyiitt
legfeljebb k£ mehet.

e <5: Mivel a baloldali végei a szakaszoknak egyre balrdbb kell, hogy
elhelyezkedjenek, egy oszlopbol legfeljebb egy él indulhat, azaz 6sszesen
legfeljebb k < szerint Gsszehasonlitott éliink lehet.

e <3: A fels6 téglalapbol egy sorbol legfeljebb egy indulhat, az alsé
téglalapbol nincs két él, amik <3 szerint vannak Osszehasonlitva, igy
Osszesen alsobol és fels6bdl legfeljebb k paronként <3 szerint Gsszeha-
sonlitott élet vehetek.

e <,: Hasonlbéan, mint <5-nél nem lehet tobb mint k.

A megadott grafnak n csicsa és 2k*n — 2nk — 4k* + 8k3 — 4k? éle van.
Abban az esetben, ha a hosszu cikk-cakk utakat szeretnénk kizarni, jobb also
becslést is adhatunk. Ekkor a tavoli szakasz masik oldalara is tavol rakhatunk

két ugyanolyan egységracsot, mint a baloldalara. (27. &bra)
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27. abra: pontok elhelyezkedése

Egy ilyen n csicsu grafnak 4k%n — 4kn — 16k* + 32k3 — 16k? éle van.

A legjobb fels6é becslés még nagyon tavol van az alsdé becsléstél. A becslés
javitasanak tovabbi iranyai lehetnek a kovetkezsk. Egyrész figyeljiik meg, hogy
egy csucs jobb vagy bal szomszédjain a részben rendezés olyan speciélis, hogy
a komplementere is egy részben rendezés. Masrészt érdemes lenne arra is
figyelni, hogy lancok Osszeftiizése is bajt okoz, azaz nem csak az a baj, ha egy
lanc 6nmagéban hosszu.

Sajnos azonban lattuk, hogy a modszeriink als6 becslése is tavol van egyelére
a probléma alsé becslésétsl, az el6bbi k-ban méasodfoki az utobbi k-ban els6-
foka. Azt is lattuk, hogy a cikk-cakk mddszerrel nem érhetiink el nagysagrendi-
leg jobb korlatot. Tehét a tovabbi javitashoz alapvetéen 1j megkozelitésre van
sziikségiink. Mindez azt jelenti, hogy nem elég ilyen specidlis cikk-cakk utakra
slleszkedd” diszjunkt élekkel foglalkozni, hanem valahogy az ,0ssze-vissza” el-
helyezkedd diszjunkt éleket is figyelembe kell venni. Ez érzékelteti a feladat

nehézségét.
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6. SULYATRENDEZO MODSZER

A sulyatrendez6 modszer (SM), eredeti néven discharging method, egy
olyan technika, amit gyakran hasznélnak allitasok bizonyitasara grafelmélet-
ben, és ezen beliil gyakran hasznalt a sikgrafokkal kapcsolatos problémékban.
Leginkabb a négyszin-tétel bizonyitasabol ismert, ahol kdzponti szerepet jat-
szik. H. Heesch az SM-mel latta be, hogy bizonyos konfiguraciok elkeriil-
hetetlenek egy maximalis sikgrafban. [?| Kezdetben minden ¢ foku csucsnak
adott 6 — ¢ sulyt egy maximaélis sikgrafban. Az Euler-formulabdl kénnyen
lathato, hogy ekkor a sulyok Osszege a grafban 12. A sulyatrendezd fazis
sorén a pozitiv silyt csicsok atadjak a stlyukat més csiicsoknak bizonyos elére
megadott sulyatrendez6 szabalyok szerint. A graf osszsulya nem véltozik. Ha
feltessziik, hogy bizonyos konfiguraciok nem fordulnak el a grafban, akkor
belathato, hogy minden csticsnak a végén < 0 a silya, ami ellentmondas,
hiszen az Osszstlyrol tudtuk, hogy 12.

Az SM sikeres miikodéséhez nagy kreativitasra van sziikség. ElGszor is ah-
hoz, hogy megadjuk a kezdd silyokat, majd hogy meghatarozzuk a silyatren-
dez6 szabélyokat.

Az aldabbiakban R. Radoic¢i¢ és Toth G. osszefoglaldjara alapozva egy rovid
attekintést nyajtunk az SM kiilonbozs grafelméleti alkalmazésairol. |?] Ezek
utan konkrét bizonyitédsokat adunk SM moddszerrel olyan tételekre, amiket az

el6bbiekben targyaltunk.
1. Euler formula SM-mel

Ennek a jol ismert klasszikus tételnek is van SM tipust bizonyitasa. Az
otlet W. P. Thurston-t6l ered és a kovetkezs. |[?] Vegyiink egy 3-0sszefiiggs
sikgrafot, és gondoljunk tgy ra, mint egy egyszerd poliéderre, és helyezziik el
gy a térben, hogy ne legyen vizszintes éle. Ekkor van egy u csiicsa, ami a
legmagasabban van, és egy v, ami legalacsonyabban. A kezdg stlyok legyenek
a kovetkezGk: minden csicsnak legyen a sulya +1, minden él kozepére rakjunk
—1 sulyt, és minden lap kézepére +1-et.

A stlyatrendezés legyen a kovetkezd: a cstcsok és az élek sulyait a szom-
szédos oldalnak adjuk at. Minden stly mozogjon vizszintesen az 6ramutato

jarasaval ellenkezd iranyba az abran lathat6 modon. (28. abra)
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28. abra: sulyok vandorlasa

Minden oldal a hataranak egy nyilt intervallumatol kapja a stlyokat, ahol
az elsG és az utolso is egy oldal sulya, kiilonben meg felvéiltva oldal és cstics
sulyok. Ha ezeket Osszeadjuk, azt kapjuk, hogy minden oldal —1 sulyt kap.
Tehat a lapok silya 0 lesz. A sulyatrendezés utan egyediil u és v csucs silya

nem nulla igy a stlyok Gsszege 2. Ezzel be is lattuk a tételt.

Az Euler-formula nagyon lényeges szerepet tolt be az alapveté SM bizonyité-
sok soran, annak beladtasara, hogy a kezdetben megadott Osszsily egy kicsi

(pozitiv vagy negativ) konstans, ahogy ezt a kovetkezdkben is latni fogjuk.
2. Ritka részgrafok létezése

Az SM els6 alkalmazéasa P. Wernicke-hez nytilik vissza, aki 1904-ben belatta,
hogy ha egy haromszogelt sikgrafban a minimalis fokszam 6t akkor tartalmaz
két olyan szomszédos csticsot, ahol vagy mindkét csics foka 6t vagy az egyiké
ot a masiké hat. [?] (Az a tény, hogy minden sikgraf tartalmaz < 5 foku
cstcsot egy jol ismert kovetkezménye az FEuler-formulanak.)

A bizonyitas a kovetkezs képpen megy. Jelolje C, F, és L a sikba lerajzolt
haromszogelt sikgraf cstcsainak, éleinek illetve lapjainak halmazat. Kezdetben
minden cstcs stlya legyen 6 — d(c) és minden lap sulya 6 — 2|{| ahol d(c) jelolje
a c csucs fokat, és |l| az [ lap méretét, ahol méreten a hatarolo élek szamat
értjik. Megjegyezziik, hogy az egyetlen pozitiv sulyt csicsok az 6todfokuak,
illetve mivel haromszogelt grafrol van szo ezért kezdetben minden lap sulya 0.

Szamoljuk Ossze a grafban kiosztott sulyokat.
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Ehhez el6szor figyeljiik meg, hogy > .- d(c) = 2|E| és > .. |l] = 2|E|

Ezeket és az Euler-formulat hasznélva kapjuk, hogy:

> (6-2[1)+> (6—d(c)) = 6|L| —4|E|+6]C|—2|E| = 6(|C|—|E|+|L|) = 12.

leL ceC

A sulyok atrendezése a kovetkezs: minden 6todfoku cstics adjon 1/5 silyt
minden szomszédjanak.

Nyilvanvalo, hogy az Osszsuly értéke ugyanaz marad, ami pozitiv, azaz
létezik olyan cstucs ¢ aminek a silyatrendezések utan is pozitiv a sulya. Egy
cstcsnak csak akkor lehet a végén a sulya pozitiv, ha a foka < 7 (Ahhoz, hogy
egy cstcs stlya pozitiv legyen, sziikséges, hogy 6 — d(c) + d(c)/5 > 0 legyen,
de persze ez nem elegendd.) Ha ¢ egy pozitiv sulyu csucs, vizsgaljuk meg d(c)

szerint kiilon az esteket.

e Ha d(c) = 5 akkor kezdetben 1 volt a silya, amit kés6bb szétosztott a
szomszédjai kozott, igy ahhoz, hogy a végén pozitiv silya legyen, kel-
lett, hogy kapjon valakitél silyt, ami azt jelenti, hogy van egy 6todfoku
szomszédja, és ezzel készen vagyunk.

e Ha d(c) = 6 akkor kezdetben 0 volt a sulya, igy kellett, hogy kapjon
valakitdl sulyt, azaz van egy 6todfokt szomszédja, és ezzel ismét készen
vagyunk.

e Ha d(c) = 7 akkor kezdetben -1 volt a sulya, tehat legalabb hat szom-
szédos csuicsatol kellett, hogy kapjon sulyt, azaz van hat 6t6dfokt szom-
szédja. Mivel a graf haromszogelt ezért kell lennie koztiik szomszédos-

nak, tehat ezzel az esettel is készen vagyunk.

P. Wernicke eredménye volt a kezd6pontja a ritka részgrafok vizsgalatanak.
Egy sikgraf részgrafjat akkor nevezziik ritkdnak, ha kicsi a silya, azaz cstcsai
fokszamainak Gsszege kicsi. A fentiekben tehat azt lattuk be, hogy létezik ritka

él.
3. Szomszédsagi struktarak sikgrafokban

Egy cstics szomszédsaganak meghatarozasahoz is sikeresen hasznaltak az
SM-et. A szomszédsagi struktira meghatarozasa a négyszin-tétel miatt valt

sokak szaméra érdekessé. Ehhez az Euler-formula egy ekvivalens valtozatat
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hasznaljuk, ami H. Lebesgue-t6l szarmazik [?]:

S (1) -

ceC

Ebbdl az kovetkezik, hogy létezik egy c cstcs amire 1 — @ + ZBC‘%' > 0.

Mivel >, o 77 legfeljebb d(c)/3 ezért d(c)/3 > d(c)/2 — 1 amibdl d(c) < 6. Az
egyenlStlenséget megoldva d(c) € {3,4,5}-re kapjuk, hogy minden sikgrafban
létezik :

e vagy egy 3 fokd cstics, amire a ra illeszked6 harom lap mérete a
kovetkezs lehet: (3,6,bdarmi), (3,7, < 41), (3,8,< 23), (3,9,< 17),
(3,10,< 14), (3,11,< 13), (4,5,< 19), (4,6,< 11), (4,7,< 9),
(5,5,<9), (5,6,<7)

e vagy egy 4 foku cstcs, amire a ra illeszkedd négy lap mérete a kovetkezd
lehet: (3,3, barmai), (3,3,4,<11), (3,3,5,<7), (3,4,4,<5)

e vagy egy b fokid csics, amire négy haromszoglap és egy legfeljebb 6t-
szoglap illeszkedik.

Jelolje w(k) a minimalis silyat egy legkisebb foku olyan csicsnak, amire
illeszked6 lapok mérete legfeljebb k, egy cstcs silya pedig a railleszkedd
lapok méretének Osszege. H. Lebesgue eredményébdl kapjuk, hogy w(k) <
max {51,k 4+ 9}. Erre adott egzakt képletet O. V. Borodin és D. R. Woodal
SM-et hasznalva [?].

4. Tiltott korok nélkiili sikgrafok csicsszinezése

Az a probléma, hogy egy graf mikor 3-szinezhetd, azaz mikor létezik a csi-
csainak olyan harom szinnel val6 kiszinezése, hogy szomszédos csiicsok szinei
ne legyenek azonosak, NP-teljes, s6t még a sikgrafokra is az. Ezért ter-
mészetes az a kérdésfelvetés, hogy mit tudunk mondani specialis stkgrafokrol,
ez esetben olyanokrol, ahol bizonyos hosszusigi korok létezését kizarjuk. H.
Grotzch belatta, hogy minden sikgraf, amiben nem létezik harom hosszi kor
3-szinezhetd. R. Steinberg nevéhez fliz6d6 1976-o0s sejtés azt mondja ki, hogy
minden olyan sikgraf, amiben nincs se négy se 6t hosszi kor 3-szinezhets. A
sejtés a mai napig nincs belatva néhény specialis esettdl eltekintve. Erdés P.-
tol szarmazik a probléma kovetkezd relaxacioja: létezik-e olyan ¢ egész, hogy

minden olyan sikgraf, amiben nincs négy és ¢ kozti hosszu kor 3-szinezhets. A
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kérdésre elGszor L. Abbott és B. Zhoun adott vélszt, 6k megmutattak ¢ = 11-re
[?7]. Ezt az eredményt javitotta tovabb D. P. Sanders és Y. Zhaou ¢ = 9-re
[?7], majd O. V. Borodin, A. N. Glebov, A. Raspaud és M. R. Salavatipour
¢ = T-re [?]. A ma ismert legjobb eredmény X. Luo-t6l, M. Chent-t&l és W.
Wang-t6l, hogy ha egy G sikgrafban nincs 4, 5, 6 hosszi kor, tovabba nincs
k hosszi kor valamely rogzitett k € {7,8,9}-ra akkor G 3-szinnel szinezhetd
[?7]. Ezeknek a specidlis eseteknek a bizonyitasaban nagy szerepet jatszott az
SM, és lényegében azonos moédon hasznaljék. Indirekt vesznek egy minimalis
ellenpéldat. Utéana taldlnak benne bizonyos konfiguraciokat, majd SM-mel
megmutatjik, hogy ezek nem lehetnek a grafban. Az Euler-formula alabbi

valtozata gyakran hasznalt

S =4)+> ceCdc)—4) =-8.
lel
Ilyenkor a kezdd suly d(c¢) —4 minden ¢ € C-re és |I| —4 minden [ € L-re kivéve

a kiils6 lapot, ahol a stly |I| + 4. (Igy az &sszstly 0 lesz.)
5. Sikgrafok cstcsainak korszinezése

Az SM talan leggyiimolcséz6bb alkalmazasai a sikgrafok cstucsainak kiilon-
b6z6 fajtaja szinezései. Most ezekbdl mutatunk kettst.

Az egyik érdekes szinezés az ugynevezett korszinezés, amikor azt szeretnénk,
hogy egy oldalnak ne legyen két azonos szint cstcsa. Jeldljik yi(A*)-gal azt
a legkisebb szamot ahany szinnel az el6bbi feltételnek megfelelGen ki tudjuk
szinezni a G sikgraf csicsait. Nyilvan x;(A*) < A*(G) ahol A*(G) a legna-
gyobb oldal mérete. T. J. Jensen és Toth B. azt sejti, hogy a most tudott
legjobb alsé korlat [3/2A*| egyben az igazsag is, azaz éles. A legjobb felss
korlat D. P. Sanders-t6l és Y. Zhao-tol 5/3A* [?|. Vizsgaltak a probléméat
kizarolag 3-0sszefiiggs grafokra is, amire H. Enomoto, M. Hornak és S. Jendrol
nagyon otletes SM-mel belattak, hogy xx(A*) < A* + 1, ha A* > 60 [?].

Egy masik szinezési mod, amikor azt szeretnénk, hogy minden koérben legfel-
jebb harom szin szerepeljen. Ez az ugynevezett kor-hdrom szinezés. Ezt a fajta
szinezést B. Griinbaum kezdte vizsgalni, aki be is latta, hogy minden sikgraf
kor-harom 9-szinezhetd. |?| Ez az eredmény szép fokozatosan lépésrél-lépésre
fejlodott addig, amig O. V. Borodin SM-et hasznalva be nem latta, hogy min-

den sikgraf kor-harom 5-szinezhetd, ami a lehetd legjobb korlat. [?] Vizsgaltak
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még a kor-harom szinezési problémat olyan esetekben is, amikor kikototték,
hogy mekkora legyen legalabb a graf szélessége, vagyis azt, hogy milyen hossza
legyen legalabb a grafban a legrovidebb kor. Ezekben az esetekben is nagyon
gyakran taladlkozhatunk SM-et hasznalé bizonyitasokkal. Masrészt altalanosi-
tottak a problémat a listas szinezés iranyaba. Ez azt jelenti, hogy minden
cstcshoz adott egy szin lista, és a cstcs szine a listan szerepld szinek koziil kell,
hogy kikeriiljon, egyébként meg ugyanaz a feladat mint eddig. O. V. Borodin,
D. G. Fon-Der Flaas, A. V. Kostochka, A. Raspaud és E. Sopena belattak,
hogy minden sikgraf listasan kor-hdrom 7-szinezhets, ha minden csucs listaja

legalabb hét elemii |?|. Ez a bizonyitas is SM alapokon nyugszik.
6. Egyideji szinezés

Az egyideji szinezése egy sikgrafnak azt jelenti, hogy bizonyos elemeit (csu-
csait, éleit, lapjait) vagy akéar az Osszeset szinezziik egy grafnak. Ezt ugy
értjiik, hogy ha bevalasztottuk mondjuk a cstucsokat, hogy szinezziik, akkor
az Osszes csucsat ki kell szinezni a grafnak. Szinezésen olyan szinezést értiink,
ahol nincs két kiillonb6zd szomszédos elem, amiknek azonos a sziniik, ahol most
szomszédosnak tekintjiik azt is, ha az egyik tartalmazza a masikat. (Példaul
egy lap és az egyik hatéarolo éle vagy egy él és annak egyik végpontja.) Ebben
a témaban is sok érdekes alkalmazasa van az SM-nek. A kérdés altaldban
az, hogy hany szinre van sziikségiink, ha a maximélis fokszam A. Becslést
szeretnénk y.(A)-ra (csiucsokat szinezziik) y.(A)-ra (éleket szinezziik) x;(A)-
ra (lapokat szinezziik) x.(A)-ra (cstcsokat és lapokat szinezziik) xq(A)-ra
(éleket és lapokat szinezziik) x..(A)-ra (cstucsokat és éleket szinezziik) xeer(A)-

ra (csucsokat, éleket és lapokat is szinezziik).

e X.(A): a négyszin-tétel pont azt adja meg, hogy x.(A) < 4. Persze
ebbdl x;(A) < 4 is kovetkezik.

e x.(A): V. G. Vizing tétele (nem csak sikgrafokra) azt mondja, hogy
Xe(A) < A+ 1. Ez a korlat nem javithaté6 minden A-ra. (A €
{2,3,4,5}-re nem javithato.) V. G. Vizing belatta, hogy x.(A) = A,
ha A > 8 és azt sejtette, hogy A € {6, 7}-re is egyenldség all [?]. Ezt L.
Zhang SM-et hasznalva belatta A = 7-re |?], de A = 6-ra maig nyitott

probléma.
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e xq(A): O. V. Borodin &ltal bizonyitott G. Ringel sejtés kimondja,
hogy egy olyan grafnak, amely legnagyobb lapjanak a mérete négy, a
korszinezési szama 6t [?]. Ebbgl kovetkezik, hogy xa(A) < 6.

e o(A): Ugyancsak SM-et hasznéalva D. P. Sanders és Y. Zhao belatta L.
S. Melnikov sejtését, miszerint ¢ (A) < A+3[?]. A ma tudott legjobb
eredmények a kovetkezdk: xo(2) = 5, xa(3) < 5, xaA < A+ 3, ha
A € {4,5,6}, xaA < A+2 ha A € {7,8,9}, és xuaA = A+ 1, ha
A>10 7] 7]

® XeolA) 68 Xee(A): ezek a problémak altalanosan mai napig megol-
datlanok, de a legtobb esetre vannak becslések, amik bizonyitasai-
hoz szintén iigyes SM-eket hasznaltak. V. G. Vizing sejtése, hogy
Xee(A) < A+ 2 mar csak A = 6-ra nyitott, illetve Kronk és Mitchem
sejtése, hogy Xeer(A) < A+ 4 is csak A € {4, 5}-re nyitott.

7. Elkritikus kromatikus grafok

V. G. Vizing tételébdl tudjuk, hogy x.(A) minden grafban (nem csak sik-
barajzolhatoban) A vagy A + 1 (ahol A a maximalis fokszam). Egy G,
ami Osszefliggd és x.(A) = (A + 1) A-kritkus, ha barmely élét elhagyva
az élkromatikus szama csokken, azaz x.(G \ e) < x.(G) minden e € E(G)-
re. V. G. Vizing azt sejtette, hogy a A-kritikus grafok élszama legalabb
1/2(n(A —1)+3). A < 5-re a sejtés igazolt. A legjobb also korlat f(A)|C|/2,
ahol f(A) = 1/2(A — v/2A — 1), és ezt szintén SM-et hasznalva latta be D.
P. Sanders és Y. Zhao [?|. Mivel itt nem sikgrafokrol van szo, ezért az Euler-
formula semmilyen forméban nem alkalmazhat6. A bizonyitasban a kovetkezd
képpen hasznalték az SM-et. ElGszor indirekt feltették, hogy létezik A-kritikus
G graf, aminek az élszama kisebb, mint 1/2f(A)c. A lényeges eszkoz a bi-
zonyitas soran V. G. Vizing szomszédsagi lemmaéja, ami azt mondja ki, hogy
egy A-kritikus graf minden olyan csticsanak, aminek van 7 foku szomszédja van
legalabb max{2, A —i+1} A fokt szomszédja. A kezdd suly minden ¢ csticsra
legyen f(A)—d(c). Ekkor az 6sszstly f(A)|C|—2|E| > 0 (hiszen 2| E| < |C|A).
A sulyatrendezés pedig legyen a kovetkezd: ha c¢ egy kisebb, mint f(A) foku
cstcs, akkor 6 adjon minden u szomszédjanak (d(u)—f(A))/(d(u)+d(c)—A—-1)
sulyt. Persze a sulyatrendezés soran az 6sszsily nem valtozott, viszont azt be

lehet latni, hogy ekkor minden cstics silya < 0 lesz, ami ellentmondas.
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A kiilonbo6z6 alkalmazasi teriiletek egyaltalan nem teljes inkabb izelits jellegti
Osszefoglaldsa utana nézziik meg az SM azon alkalmazasait, amik a témankhoz
szorosan kapcsolodnak.

Az els6, amit mar korabban is emlitettiink E. Ackerman és Tardos G. kvazi-

sikgrafok élszamara vonatkozo tétele. |?]

6.1. Tétel Egy > 3 csicsi kvazi-sikgrdf élszama kisebb, mint 8|C| — 20.

Bizonyitas. Legyen GG egy n cstcsu kvazi-sikgraf, és tegyiik fel, hogy tgy
van lerajzolva, hogy a lehets legkevesebb metszés van benne Osszesen. Azt is
feltehetjiik, hogy G Osszefiiggd, hiszen kiilonben indukciéval készen lennénk.
Azon pontok halmazat, ahol G élei metszik egymast, jelolje X (G), és legyen G’
az a graf, amit G-bdl X (G) hozzavételével és a megfelels élek kettébontasaval
kapunk. Ekkor G’ metszésmentes, azaz egy graf sikbarajzolasa. G cstcsait
nevezzik eredeti csucsoknak, X (G)-belieket meg wjaknak. Minden 1j cstcs
foka négy, hiszen nincs harom éle G-nek, amik egy pontban metszik egymast.
Jelolje L(G") a G’ oldalainak halmazat, és |l| | € L(G") oldal méretét, azaz
az l-et hatéarolo élek szamat G’-ben. (Elsfordulhat, hogy egy él kétszer is
el6fordul egy lap hataran, ekkor kétszer szamoljuk bele a lap méretébe.) Egy |
lap hataran 1évs eredeti csicsok szamat jelolje v(1). (Egy cstcs is el6fordulhat
tobbszor egy lap hataran, és ezt is szamoljuk multiplicitassal.) A haromszog,
négyszog, 0tszog kifejezéseket fogjuk hasznalni a 3, 4 illetve 5 méretd lapokra.
A lap neve elé tett szam, pedig azt fogja jelolni, hogy mennyi a v(l). Példaul
egy 3-négyszog egy 4 méretd lap, aminek 3 eredeti csticsa van.

Kezdetben G’ minden [ lapjanak stlya legyen |I| +v(l) — 4. Szamoljuk &ssze
az igy kiosztott stlyok Osszegét:

Dol +vD) —4) =2[E@)|+( Y () —4|L(G)] = 4/C| -8
IEL(G) IEL(G")
ahol az utolso egyenlGtlenség az Euler-formulabol és az alabbibol kovetkezik:
> Z dw) =, d(u Z d(u) = 2| B(G")[-A(|V(G")|-V(G]),

lEL(G") ueC(@ uweC(G') weX (G
ahol d(u) jeloli az u cstcs fokat.

Vegyiik észre, hogy G’-ben minden lap stlya nem negativ. Egyediil az 1 és 2
méretid oldalakkal és a 0-haromszogekkel lehetne baj. Ezek koziil az els6 kettd

G valasztasa miatt nem fordulhat eld, hiszen feltettiik, hogy G-ben a lehetd
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legkevesebb metszés van. 0-haromszog meg azért nincs, mert az 3 paronként
metszd élt adna.

A sulyatrendezéssel azt szeretnénk elérni, hogy anélkiil, hogy az Gsszsily
valtozna minden [ € L(G") lap sulya legyen > v(1)/5.

Egyediil az 1-haromszogek azok a lapok, amik ezt az eredeti sulyukkal nem
teljesitik. Legyen [ egy 1-haromsz0g, u az eredeti csucsa, €| és e, az [ u-
ra illeszkedd két oldala és e; és eo G azon két oldala, aminek e} és e}, része.
Vizsgéaljuk meg azokat a G’-beli lapokat, amik e;-et ugyanazon oldalrél érintik
mint [. e; mentén igy koveti egy vagy tobb lap l-et, ezek legyenek [q,1s,. . ..
Legyen [; az elsé koziiliik, ami nem egy 0-négyszog. (29.Abra)

29. abra: sulyatadas

Ilyen létezik, hiszen az utols6 [;-nek van legalabb egy eredeti cstcsa. Ter-
mészetesen, ha e; helyett ugyanezt es-re mondjuk el, akkor ugyanezt az [;-t
kapjuk. Megjegyezziik, hogy [; nem lehet haromszog mert harom oldal nem
metszheti egymast egy pontban, és e; és es-nek nem lehet ugyanaz mindkét
végpontja (hiszen a graf egyszert). Adjon at [; 1/5 sulyt I-nek, amit ugy fogunk
mondani, hogy [; az [;_1-gyel valo kézos élén keresztiil sulyt veszt. Ezt minden
1-haromszogre hajtsuk végre, és az igy kapott sulyok lesznek a stlyatrendezés
utani 0j értékek.

Nézziik meg, miért igaz, hogy ekkor minden lap stlya > v(1)/5 lesz.

(1) Egy [ 1-haromszog sulya 1/5 = v(l)/5;

(2) Egy I 0-négyszog sulya 0 = v(1)/5;

(3) Egy az elébbiektdl kiilonbozs [ lap sulya = || + v(l) — 4 — x; ahol x;
az 0sszes suly amennyit [ atadott mas lapoknak. [ minden alkalommal,

amikor vesztett a sulyabol 1/5 stlyt adott at, és egy oldalan keresztiil
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legfeljebb egyszer. Masrészt egy oldalon keresztiil csak akkor adhatott
at salyt, ha annak mindkét végpontja 1j cstcs volt, tehat x; < (|I] —
v(1))/5. Osszességeben [ 1j stlya > |I| + v(l) — 4 — |I|/5 + v(1)/5 =
20()/5+4/5(]l] +v(l) =4 —1) > 2v(l)/5 ahol az utols6 egyenlétlenség
abbol kovetkezik, hogy most olyan lapokat vizsgaltunk, amiknek a stilya
> 1.

Ebbél mar megkapnank azt, hogy |E(G)| < 10/C|—20 abbdl, hogy 4|C|—8 >
Sier v(1)/5 = 2| E(G)] /5.

Rendezziik at Gjra a silyokat a még jobb becslés érdekében. A lapok extra
stilyat, azaz amennyivel nagyobb a v(l)/5-nél, szétosztjuk G csticsain. Igy G’
minden lapjanak és minden eredeti csticsanak is lesz valamekkora sulya.

A kovetkezs képpen adjanak silyt a lapok csicsoknak: ha [ egy olyan lap,
amire v(l) > 0 és van extra stlya, azaz a sulya > v(l)/5 akkor ezt az extra
stlyt ossza ki a hataran 16vs eredeti csticsai kozt egyenletesen. Igy persze igaz
marad, hogy minden lap stulya > v(l)/5 és a lapok sulyainak az Gsszege plusz
a csucsok stlyainak 6sszege épp 4|C| — 8.

Tehat most az a feladatunk, hogy az eredeti csticsok silyara is adjunk egy
alsod becslést.

Azt allitjuk, hogy minden eredeti cstcs silya > 4/5

A bizonyitashoz tekintsiikk a G, grafot, amit G-bdl kapunk elhagyva az u
csicsot és a ra illeszkedd éleket. Legyen GI, az a graf, amit G,-bol az élek
metszéspontjainak hozzavételével és a megfelels élek kettébontasaval kapunk.
Jelolje [, G, azon lapjat, amelyik tartalmazza u-t. Tegyiik fel, hogy G, nem
tires. (Kiilonben a graf csillag lenne, amire nyilvan teljesiil a tétel.) Legyen w
egy csucs l,-n. Ekkor létezik legalabb egy [ lapja G'-nek, aminek a hataran u
is és w is rajta van.

Leset: |[| >5

Ekkor ez az egy oldal ad elég sulyt u-nak. Ehhez az kell, hogy

|+ ov(l) —4— (] —v()/5>v()/5+v(l)4/5
teljestiljon, ami |I| > 5-re igaz.
2.eset: [ egy 4-négyszog vagy egy 3-négyszog vagy egy 2-négyszog, ahol a

két eredeti cstics atellenesen helyezkedik el.
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Ezekben az esetekben szintén ez az egy oldal elég silyt ad magaban u-nak,

ugyanis sorban az aldbbi igaz egyenl6tlenségeknek kell teljestilniiik:
444—-4-0>4/5+4-4/5
44+3—-4—-0>3/5+3-4/5

442-4-0>2/5+2-4/5

3.eset: | egy 2-haromszog, egy 3-haromszog, egy 1-négyszog vagy egy olyan
2-négyszog, ahol a két eredeti csics szomszédosak. Ezek sorba legaldbb a
kovetkezd silyokat adjék u-nak:

2-haromszog legalabb 3/10-et hiszen 3+2—-4—-02>2/5+2-3/10

3-haromszog legalabb 7/15-6t hiszen 3+3 -4 —-02>3/5+4+3-7/15

1-négyszog legalabb 2/5-6t hiszen 4 +1 -4 —2/5>1/5+2/5

2-négyszog, amiben a két eredeti cstcs szomszédos legalabb 7/10-et hiszen
442—-4-1/5>2/5+2-7/10.

Vegyiik észre, hogy az 1-négyszog esetét kivéve taldlunk egy G-beli u-ra
illeszkedd olyan élet, amit nem metsz él, igy ennek az élnek mindkét oldala ad
silyt u-nak ezért az el6z6ek alapjan készen vagyunk.

Masrészt van legalabb még egy w’ csticsa [,-nak, igy a legkisebb értéket akkor
kapjuk wu sulyara, ha f, két 1-négyszogre esett szét és még esetleg néhany 1-

haromszogre, de ekkor is u stlya 4/5. Végiil becsiiljiik az osszsilyt az el6zéek
alapjan:

401 =8> N wll)/5+ Y 4/5>2|E(G)|/5+4|C(G)|/5
leL(G") ueC(G)
Tehét |E(G)| < 8|C| — 20.

]

Ahogy lattuk ez egy két lépcsGs SM volt, azaz egymast kovetGen két-
szer hajtottunk végre sulyatrendezéseket végig tligyelve egyrészt arra, hogy az
Osszsily ne valtozzon mésrészt, hogy bizonyos specialis feltételek megmarad-
janak (nevezetesen itt, hogy minden [ lap silya > v(l)/5). A sulyokat a két
fazis utan szamoltuk Ossze tjra.

Egy masik ehhez hasonlé alkalmazasa az SM-nek a témaban E. Ackerman
tétele. [?]
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6.2. Tétel Minden olyan > 2 csucsiu topologikus grdfnak, amiben nincs 4

pdronként metszd él legfeljebb 36(n — 2) éle van.

A tétel bizonyitasa nagyon hasonlo az el6z6hoz. Kezdetben szintén csak
a lapoknak adunk sulyt méghozza ugyanannyit, azaz |l| + v(l) — 4-et. Az
elsé lépésben az a cél, hogy minden lap stlya nem negativ legyen. (Ekkor a 0-
haromszogeknek kell valakiktsl legalabb 1 stlyt kapniuk.) A méasodik lépésben
most nem az eredeti csicsoknak szeretnénk még szétosztani stilyokat, hanem
ugynevezett ékeknek. Egy ék w egy harmas w = (v,l,7) ahol v egy eredeti
csucs, [ és r két v-bol kiléps él ugy, hogy [ rogton r utan jon v-bsl nézve
az 6ramutato jarasaval megegyez6 iranyba. Ilyen ékek fogjak megkapni lapok
,f0losleges” stlyait gy, hogy minden ék legalabb 1/18 sulyt kap, de a lapokra
tovabbra is igaz lesz, hogy silyuk nem negativ. Ebbdl készen is vagyunk,
hiszen, ha Gsszeszamoljuk most a stlyokat az legalabb 2| E(G)|/18 és kezdetben
tudjuk, hogy 4|C| — 8 volt az 6sszsuly, amibél |E(G| < 36(n — 2).
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7. SIKGRAFOK KOZEPISKOLABAN

A gréafelmélet véleményem szerint olyan, mint Mozart a zenében. Nem
kell hozza nagy elGismeret, sokak szaméra érthetd lehet, de mindekézben hi-
hetetlen mélységeket rejt, ha komolyabban elkezd vele az ember foglalkozni.
A grafelméletben lehetGségiik van a kozépiskolasoknak is eljutni igen komoly
feladatokig, gyonyord gondolatmenetekig, illetve megoldatlan problémakig.
Betekintést nyerhetnek a matematikusok vilagaba, abba, hogy egy matema-
tikus hogyan jut el kérdésekig és utana, hogyan talalja meg a helyes utat és
jut el a megoldasig. Ez azért lehetséges, mert ellentétben a matematika més
teriileteivel, nem sziikségesek elvont fogalmak, tételek feldolgozasa, és az egész
nagyon szemléletes. A sikbarajzolhatosag fogalmat konnytd megérteni, de an-
nal érdekesebb és szebb a sikgrafok tényleges ,megértése”, karakterizacioja.

Célom az volt, hogy tapasztalatot szerezzek arrél, hogyan gondolkodnak
a kozépiskolas didkok, mennyire képesek elengedni fantézidjukat és szabadon
gondolkodni.

El6zetesen irnék arrél, hogy milyen csoportban probaltam ki az el6re megter-
vezett orakat, hiszen ez lényeges. A csoport egy nyolcadikos matematika
tagozatos osztaly fele volt, matematika irant érdekl6dé gyerekekkel. Tanaruk
elmondésa szerint mostanaban nagyon ,fel volt dobva” az egész osztaly at-
tol, hogy szép eredményeket értek el versenyeken, amik nem egy-egy gye-
rekhez fliz6dnek, hanem 10-12-en vannak, aki koziil néha az egyikiik néha
a masikuk szerepel jol egy-egy versenyen. Ezt én is észrevettem rajtuk. Amel-
lett, hogy semmi rendetlenkedés nem zavarta az 6rat, azt éreztem, hogy szivjak
magukba a matematikat, nem csak csendben végigiilték, hanem folyamatosan
gondolkodtak, koncentraltak. Habar korukhoz képest egyéltalan nem konnyt
tananyaggal késziiltem, azt hiszem annak nagy részét mindenkinek sikeriilt
atadnom. Miel6tt beszdmolnék a megtartott orakrol, és azok tapasztalatairél
el6szor bemutatnam az orak tervezett menetét. Ugy becsiiltem, hogy legfeljebb

0t ora elegendd kell, hogy legyen.

1. A grafokroél eddig tanult ismeretek felidézése
Mivel nem tudtam pontosan, mit tanultak, illetve mire emlékeznek
(grafelméletet hetedikes korukban tanultak) ezért elengedhetetlen volt egy

rovid ismétlés, hogy lassam, honnan indulnak. A fogalmak, amikre nekem
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szitkségem volt az a fa, fa élszama, kor, egyszerd graf, paros graf (itt fontos
az is, hogy minden kor hossza paros, mert annak belatasakor, hogy K33 nem
sikgraf sziikség lesz ra), illetve a graf izomorfia, amire persze csak szemléletes

formaban volt sziikségem. Ezt az 30. abran lathato két példan szemléltettem.

30. abra: grafizomorfia szemléltetése

2. Miért jok a grafok, és hol talalkozunk az életben grafokkal

Fontosnak tartom ezeknek a dolgoknak a tisztazasat, hogy érezzék a gye-
rekek, hogy miért is kezdiink egyéltalan foglalkozni ilyesmikkel. Koénnyebb
bizonyos dolgokat grafként kezelni, jobban atlatjuk a problémékat, azonban
ehhez meg kell tanulnunk egy 1j nyelvet, hogy konnyen tudjunk benne mo-
zogni. A példakat téliik vartam én az alabbiakat gytjtottem Ossze: iwiw-en
kapcsolatok, szociogram, utvonal tervezd, postasok levélkihordasa, héz épités
és mindenféle projektek, internet és végiil a nyomtatott aramkorok szamitogép
alaplapon, ami elvezet minket a sikgrafok problémajahoz, hiszen nyomtatott
aramkorok gyartasanal fontos koltségtényezd, a vezetGk metszésének minima-

lizadlasa, illetve a metszések kikiiszobolése.

3. Sikgrafok definiadlasa, nem sikgrafok keresése
Természetesen itt nem akartam pontosan definidlni, hogy mi az, hogy egy
graf lerajzolasa, de példakon keresztiil reméltem, hogy hamar megértik, hogy

mi az, hogy sikgraf. A 31. dbran lathato két graf volt az els§ két példam.

31. abra: Melyik sikgraf?
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Utana az 6 feladatuk, hogy keressenek nem sikgrafot, majd ha taldltak, és
az nem a K5 vagy K3 3 akkor az lesz a feladat, hogy minél kisebb nem sikgréafot
keressenek. (A K5-0t ¢s Kjs-at elkészitettem szivoszalakbol, hogy felrakjam
a tablara, és végig fent legyen emlékeztet6il.) Ha megtalaltdk a Kz-0t és
K3 3-at akkor én felrajzolok nekik felosztott K5 és K3 grafokat, és megnéz-
ziik, ezekkel mi a helyzet. Mindekézben nyomatékosan felhivom a figyelmiiket
rd, hogy csak azért mert nem sikeriilt gy lerajzolni Gket, hogy az élek ne
keresztezzék egymést nem lattuk be, hogy tényleg nem lehet. Megbeszéljiik,
hogy lehet a sikgrafokra tigy gondolni mint konvex testekre, és megprobaljuk
felrajzolni a szabélyos testeket mint sikgraf. (Ehhez készitettem szines abrékat,
illetve bevittem szabalyos testeket.) Veliik nem foglalkozom azzal, hogy csak

3-0sszefiiggd sikgrafok felelnek meg testeknek.

4. Euler tétel

Bar tapasztalt tanaroktol hallottam, hogy a tételt példakon keresztiil ki szok-
tak talalni a didkok, én agy terveztem, hogy elmondom nekik, és a bizonyitasra
koncentralok. El6tte azonban megprobalom ravezetni ¢ket, hogy a baj akkor
van, ha sok az ¢él ,yalamihez” képest, s6t igazabol mar az is baj, ha lokélisan
valahol sok. Egy kis apr6 triikkk, hogy a tételt ¢ — é + [ = 2 formaban mon-
dom ki, hiszen igy csak azt kell megjegyezni, hogy cél=2, és hogy kozépen van
negativ. Tapasztalatom, hogy az egyetemi hallgatoknak is sokszor végig kell
menniiik a bizonyitason gyorsan fejben, hogy fel tudjak irni a tételt. Kétféle
bizonyitast terveztem, amiket parosaval kell kitalalniuk segitségekkel. Minden
par valaszthat, hogy melyiket szeretné, majd utana kozosen is megbeszéljiik
mindkett6t. Miel6tt ratérnék, hogy mik is ezek a segitségek leirom, hogy mit
szantam bevezetiil a bizonyitasokhoz, ami alapjan ki tudjak valasztani, hogy

melyiket szeretnék.

1. bizonyités: Ez az Elekes Gyorgy Véges matematika cimt konyvébdl is-
mert gatas bizonyitas. [?| Van egy sziget orszagokkal, és az orszagok gatakkal
vannak korbevéve. Egyszer nagy szarazsig tamad, igy szeretnék beengedni a
vizet minden orszigba, amihez a lehets legkevesebb gatat szeretnék megny-
itni. Ha a lapok az orszagok és a tenger, az élek a gatak, akkor [ — 1 gatat
kell megnyitni ehhez, hiszen mindig tudok gy gatat megnyitni, hogy elarass-

zon egy olyan orszagot a viz, amit eddig nem. A nem megnyitott gatak pedig
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nyilvan egy 0Osszefiiggs grafot alkotnak, amirdl azt is tudjuk, hogy fa, tehat
az élszama ¢ — 1. Igy Osszesen az élek szama e = [ — 1 4+ ¢ — 1. Bevezetdiil
elmesélem nekik, hogy egy varazslatos kis szigetre kalauzol minket a bizonyitas,

ahol szarazsaggal kiizdenek, és ezt a probléméat kell megoldaniuk.

2. bizonyitas: SM-mel bizonyitunk, a 7. fejezetben leirtak szerint.
Bevezetsiil mesélek nekik a modszerrdl, hogy koriilbeliil mi a lényege, és el-
mondom, hogy ez egy 1j huszadik szazadi modszer, és tobbek kozott a négyszin
tétel bizonyitasédnal is hasznaltak. Nyomatékositom, hogy ezek nehéz dolgok,

¢és ha megértik mar nagy szo.

Mindkét bizonyitashoz készitettem segité cetliket. Az elején mindenki
megkapja az elsét, és aztan télem lehet kérni az tobbit, ha elakadnak, mikézben

persze velem is konzultadlnak. A segitségek a kovetkezdk voltak.

Segitségek az elsd bizonyitashoz:

(1) Valahol az Operencias tengeren tiil, ahol a kurta farkd malac tir volt
egy nagy sziget sok-sok orszaggal. Minden orszagot gatakkal vették
koril. Tortént egyszer, hogy nagy-nagy szarazsag tamadt a szigeten.
Nagy szerencséjiikre a viz, ami korbevette szigetet nem tengerviz volt,
hanem édesviz, igy csak azt kellett valahogy megoldaniuk, hogy minden
orszagba be tudjak vezetni a vizet. Ehhez gatakat kellett megnyitniuk.
Legaldbb hany gatat kellett megnyitniuk? (Ehhez illusztracio volt a

32. abra.)
AL
AN
FavVays o —
AV ays AN
=
AN
AN
AN
B>
B>
AN
G AN
AN Ve vag

32. abra: sziget orszagokkal

(2) Ha még nincs minden orszagban viz, akkor tudok tgy gatat megnyitni,

hogy egy olyan orszagba jusson viz, ahol eddig nem volt.
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(3) Lapok az orszagoknak felelnek meg, kivéve a kiilsé lapot, ami a tenger.
Az élek a gatak, amik utjat alljak a viznek.

(4) Ha a lehetd legkevesebb gatat nyitottam meg, akkor a zarva maradt
gatak egy Osszefliggs grafot alkotnak.

(5) Ebben a grafban nincs kor.

(6) Ez a graf fa.

(7) n cstcesu fa élszama n — 1.

(8)

n
Osszesen hany éli a graf?

Segitségek a masodik bizonyitashoz:

(1) Tekintsiink most a sikgrafra gy, mint egy konvex testre, és raadéasul
helyezziik el gy, hogy legyen legmagasabban és legalacsonyabban 1évé
cstcsa (ez késsbb fontos lesz). Hogyan osztanad ki a silyokat az elején,
hogy tudvan az 0sszegiiket megkapjuk a kivant allitast, hogy c—e+1 =
27

(2) A cstcsokra irjunk +1-et.

(3) Az élek sulya legyen -1, és ezt irjuk a felez6pontjukba.

(4) A lapok stilya legyen +1, és ezt irjuk is a lap belsejébe. (Ehhez il-

lusztracio volt a 33. abra.)

33. abra: stulyok szétosztasa

(5) Probaljuk atrendezni a sulyokat gy, hogy Ossze tudjuk konnyen sza-
molni. Azaz adjunk valami szabélyt, hogy ki kinek mennyi silyt adjon
a sajatjabol.

(6) A cstcsok és az élek adjak at az Osszes sulyukat valamelyik lapnak.

Kérdés, hogy melyik cstcs/él melyiknek.

69



(7) Minden él illetve cstcs silya az abran lathaté modon a nyil irdnyéba
es6 szomszédos lapnak adja a sulyat. (A silyok vizszintesen jobbra

mennek.) (Ehhez illusztracio volt a 34. abra.)

34. abra: stlyok vandorlasa

(8) Egy lap kiktsl kap sulyt? Mennyit 6sszesen?
(9) Folilrsl az els6 sily, amit egy lap kap, egy élt6l vagy egy csicstol
szarmazik?

10) Es alulrol az elss?

12

13) Mennyi a cstcsok stulya?

(10)
(11) Mennyi most a lapok stlya?
(12) Mennyi az élek stlya?

(13)

5. Euler tétel alkalmazasa

Visszatériink az eredeti problémara, hogy a K5 és a K33 miért nem sikgraf.
Egyel6re az Euler tétellel nem tudunk semmit kezdeni, mert a lapok szamat
nem tudjuk, ezért ezt szeretnénk a képletbsl valamilyen modon kiejteni. Meg-
figyeljiik, hogy ekkor nem fogunk tudni pontos képletet, azaz valami olyasmit,
hogy valahany cstics+valahany él=valamennyi, azért ,fizetni” fogunk, hogy a
lapokat kiejtsiik.

Az alabbi feladatokat kapjak:

1. Milyen 0Osszefiiggést mondhatunk egy olyan sikgraf élszama és cstcsszama
kozott, aminek minden lapja haromszog?

Minden lapot 3 él hatérol, és minden él két lapban szerepel, tehat e = 31/2.
Ebbdlés az Euler tételbsl kapjuk, hogy e = 3¢ — 6.

2. Milyen 6sszefiiggést mondhatunk egy olyan sikgraf élszama és csticsszama

kozott, aminek minden lapja négyszog, 6tszog, n-szog?
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Hasonlé gondolatmenettel, mint az el6bb e = 41/2, illetve e = 5[/2 és e =
nl/2, ahonnan e = 2c — 4, e = 5/3(c — 2) illetve e = n/(n — 2) - (¢ — 2)

Utana megkérdezem, hogy mit tudnak mondani egy olyan grafrél, amiben
kiilonb6z6 méretd lapok vannak, és felhivom a figyelmiiket arra, hogy mar
korabban megbeszéltiik, hogy fizetni fogunk majd valamikor azért, hogy a
lapok szamaval nem foglalkozunk. Haromszogeljiik a grafot, megegyeziink,
hogy bizonyitas nélkiil elhissziik, hogy lehet. Az igy kapott grafban az élek
szama > mint az eredetiben, és az el6z6 feladatokbol tudjuk, hogy e = 3¢ — 6,
tehat e < 3¢ — 6. Mindezek utan, megkérdezem, hogy most be tudnak-e
latni, hogy K5 nem sikgraf. (Ks-ben a cstucsok szdma 5 az éleké 10 és mivel
10 > 3 -5 — 6 ezért nem lehet sik) Es azt, hogy K33 nem sik? Eszrevessziik,
hogy itt nem kaptunk bizonyitast az el6z6 képletiinkbdl, de ez nem jelenti
azt, hogy a graf sik. Visszagondolunk, hogy mit tudtunk a paros grafokrol,
felidézziik, hogy minden kor paros, azaz a legkisebb kor benne négy hossza.
Szintén az eléz6 feladatokbol kaphatjuk, hogy paros sikgrafban e < 2¢ — 4,

amit kiszdmolva K3 3-ra 9 < 8 kéne, hogy teljesiiljon.

6. Kuratowski tétel

Belattuk, hogy K5 és K33 nem sikbarajzolhat6. Ezek utan felrajzolok nekik
egy olyan felosztott K5-6t vagy K s-at, amire az el6z6 képletekbdl nem kapjuk
meg, hogy nem sik, tehat levonjuk azt a tanulsagot, hogy attol, hogy egy graf
teljesiti az el6z6 képletet nem feltétleniil sik. Tisztazom veliik, hogy most ott
tartunk, hogy bizonyos grafokrol el tudjuk donteni, hogy sikgrafok-e, de sok
grafrol nem. Definidlom nekik, hogy mi az a felosztott K5 és K33, amikkel
eddig is taldlkoztunk mar, csak még nem definialtuk, majd kimondom a Ku-
ratowski tételt. (Ezt nem bizonyitjuk.) (Egy graf akkor és csak akkor sikgraf,
ha nincs benne se felosztott K5 se felosztott K 3.) gy pontosan megmondjuk,

hogy mely grafok sikok és melyek nem.

7. Fary tétel
Feladat: a 35. és a 36. abran lathato grafokat rajzoljék le tigy, hogy szintén
ne legyenek benne metsz6 élek, de minden él egy egyenes szakasz legyen.

Adjanak fel 6k is ilyen rejtvényeket a padtarsuknak.
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35. abra: Feladat a Fary tételhez

N
~
) ~
~l
(03]
(o)}

36. adbra: Feladat a Fary tételhez

Kérdés: melyek azok a sikgrafok, amiket egyenes szakaszokkal is le tudjuk
ugy rajzolni, hogy nem metszik egymast az élek? Szavaztatom &ket, hogy
vajon minden sikgraf ilyen vagy csak bizonyos grafok.

Miutan eleget rajzoltak, és remélem mar sokan ugy érzik, hogy minden sik-
graf atrajzolhato igy, kimondom Fary tételét, azaz hogy minden sikgraf leraj-
zolhato gy is, hogy szintén nem metszik egymést élek, és minden éle egyenes

szakasz. (nem bizonyitjuk)

8. Merre tovabb?
Milyen mas feltételt lehetne adni, ahelyett, hogy ne legyen egyetlen metszé

élpar sem. Itt tényleg az 6 Gtleteiket varom.

Az oratervek utan osszefoglalom az el6z6 pontoknak megfelelGen, hogyan is
valosult meg mindez. Osszesen harom o6rat tartottam, amibe nem fért bele

minden, az 5. pontig jutottunk.

1. Elég jol emlékeztek az alapfogalmakra, egyediil azt kellett megszavaztat-
nom veliik, hogy hény éle van a fanak, jottek n+3, n+2, n+1 és n—1 tippek,

de végiil az n — 1-et szavaztak meg. Gyorsan atismételtem veliik a bizonyitast



vazlatosan, hamar el6jott nekik. Azt is tudtak, hogy két graf mikor ,ugyanaz”,

rogton mondték a mindenféle gumiszalagokat.

2. Arra, hogy miért jok a grafok azt valaszoltak, hogy konnyen fel lehet
vele rajzolni az ismeretségeket. Ennek kapcsan felidéztiikk a Ramsy tételt.
Példdkat nem nagyon tudtak mondani grafokra. Két példat hoztak 6k, az
egyik az volt, hogy ha kiillonb6z6 boltokban vasarolok, akkor hogy jarjam az
utcékat, ez azutan volt, hogy elmondtam a postéas feladatot. A mésik példa
az internet volt. A tanuldé nem tudta pontosan elmondani, hogy is lesz graf
az internetbdl, de gondolom valahol hallott mar réla. A szamitogép alaplap

integralt aramkoreinek probléméja nagyon feldobta a csoport fit tagjait.

3. Az altalam felrajzolt els6 példara rogton ravagtak, hogy az nem sik, majd
par masodperc mulva majdnem mindenki ravagta, hogy, ja de mégis. Ekkor azt
hiszem tisztazodott benniik a sikgraf fogalma, a mésodik példamra mar min-
denki mondta, hogy sik. Aztan elkezdtek keresgélni nem sikgrafokat. Hatalmas
grafokat rajzoltak az elején, igyhogy szadmomra nagy kihivés volt megmutatni
egy-egy ilyen hatalmas grafrol, ha sik volt hogy az miért az, hogyan kell atren-
dezni az éleket, pontokat. Aztan miutan mondtam, hogy probaljanak minél
kisebbet, kicsit konnyebb lett a helyzetem. A harom haz harom kut felada-
tot az egyik fit rogton mondta, valahonnan ismerte, de meg lehetett kérni
ra, hogy ne mondja el a tobbieknek, és keresgéljen masikat, hatha van még.
Aztan valaki megtalalta a Kg-ot, és miutan javasoltam, hogy nézze meg nem
tud-e kisebbet, hamar meglett a K5. Kézben mésok is megtalaltak a K5-0t és
a Kjs-at is. Azt konnyen megértették, hogy azzal, hogy mi nem tudtuk fel-
rajzolni nem lattuk be, hogy nem sikgraf, csak érezziik. A felosztott Ks-re és
K3 3-ra, amiket felrajzoltam nekik rogton ravagtak, hogy ez sem megy, nem kel-
lett magyardzkodnom hozza. A szabélyos testek héalojanak sikbarajzolasanal
meghokkent&en gyorsak voltak. Felrajzoltam a tetraédert, utana a kockara
mindenki rogton jelentkezett, hogy az megy, és az oktaéder és a dodekaéder is
hamar megvolt, bar azt mér azt hiszem nem mindenki latta. Az ikozaéderrdl
ott nem beszéltiink, de mondtam nekik, hogy ha van kedviik otthon nézzék

meg.
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4. Szerencsémre fele-fele aranyban tetszett a csoportnak az egyik illetve a
mésik bizonyités, igy harom par az egyiket, harom a masikat valasztotta.

Az els6 bizonyitast valasztok, nagyon hamar végeztek a bizonyitassal, gya-
korlatilag csak az els6 segitség kellet nekik. Az elején mindegyik csoport a
konkrét abran kezdte el szamolgatni, hogy hény gatat kell megnyitni, de aztan
megértették, hogy most altalanosan egy akirmilyen szigetre kéne, hogy meg-
mondjak, hany gatat kell megnyitni. Maskor is nagyon fontos volt szamukra,
hogy konkrét példakon vizsgaljak a dolgokat, néha nagyon nehezen tudtak et-
t6l elszakadni. Két csoport egybdl azt vette észre, hogy a ki nem nyitott grafok
a végén fat alkotnak, mert nem lehet benne koér. Megkérdeztem téliik, hogy
egy graf amiben nincs kor az biztosan fa-e, és az egyik gyereknek eszébe jutott,
hogy erd§ is lehet, de hamar elmagyaraztak, hogy az miért nem lehet. A két
csoport koziil az egyiknek az volt a valasza az els6 segitség kérdésére, hogy
e — (¢ — 1), erre nem szamitottam, nagyon tanulsagos volt. Végiil a két cso-
port, aki rogton azt vette észre, hogy fat kap a végén, hamar osszerakta beléle
az BEuler tételt. A harmadik csoport aki ezt a bizonyitast valasztotta abba
az iranyba indult, amit én terveztem, hogy mindig tud tgy gatat megnyitni,
hogy egy tjabb orszagot arasszon el a viz. Nekik még kellet az a segit6 kérdés,
hogy mit alkotnak a nem kinyitott gatak, ebbdl 6k is hamar kész voltak. Elére
sejtettem, hogy ez a bizonyités sokkal konnyebb lesz szamukra, mint a masik,
és ez igy is volt. Ezért, és azért is mert az id§ vészesen telt ugy dontottem,
hogy megbeszéljiik ezt a bizonyitast mindenkivel, elmondjak a masik csopor-
tok, hogy 6k hol tartanak a bizonyitasukkal, és onnan egyiitt gondolkodunk,
probalkozunk a bizonyitéas kitalalasaban.

Azalatt amig a harom csoport végzett a gatas bizonyitassal az SM-est
valasztok a kovetkezdkre jutottak. Az elején kellet még kiilon-kiilon magya-
raznom nekik a modszer lényegét, éreztem rajtuk, hogy nehezen értik meg, de
nagyon kiizdenek. Az els6 Otlet a stlyok kiosztasara az Gsszes csoportban az
volt, hogy mindennek, éleknek, cstiicsoknak, lapoknak legyen a silya 1. Utana,
ha rakérdeztem, hogy akkor a sulyok Osszege mit fog megadni szép lassan
rajottek, hogy az éleknek —1 silyt kell adni. Amikor ezzel megvoltak, akkor
odaadtam nekik a 4. segitséget, hogy legyen rola dbrajuk, hogy hol tartanak.
Aztéan elkezdtek gondolkodni, hogy hogyan adjak at egymasnak csucsok, lapok,

élek a stlyokat, és ekkor kapcsolodott be a hdrom masik csoport is.

74



Megbeszéltiik kozosen, hogy azt kell belatnunk, hogy az Osszsily 2, tehét
valahogy szeretnénk, hogy a +1-ek és a —1-ek kiejtsék egymést. Azt a segit-
séget is elmondtam nekik, hogy az élek és a csiicsok adjak at a silyaikat lapok-
nak. Nagy orom volt latni, hogy mennyi Otletiik van. Egyaltalan nem féltek
tippelgetni, ami épp esziikbe jutott azt mondtak. A kovetkezs Gtletek hangoz-
tak el:

(1) Elek és a csticsok kérbe adjak egymésnak a stlyokat a lapok mentén.
Eszrevettiik, hogy ez azért nem lesz jo, mert egy ¢l két laphoz egy cstcs
meg tobb laphoz is tartozik.

(2) Minden él adjon —1/2 sulyt az egyik szomszédos lapjanak, —1/2 sulyt
a masiknak. Igen &m de akkor most a lapok silyai nagyon kiilonb6zek
lesznek, és a cstcsokon még mindig ott a sok egyes, tehat nem nagyon
latjuk mi lesz.

(3) Mindenki adja a sulyat vagy a legfelss vagy a legalso cstucsnak. Itt
esziikbe jutott, hogy én valamiért azt irtam az els6 segitségben, hogy
legyen legalso és legfelsd cstucs.

(4) Minden cstcs és ¢l adja a lefelé 1évS lapnak a sulyat.

Ez utana az otlet utan mondtam el én, hogy hogyan is vandoroljanak a st-
lyok (ekkor méar csak 6t perc volt hatra az 6rabol). Utana gyorsan megnéztiik,
hogy az 0Osszes él sulya persze 0 lesz, az als6 és a fels6 cstcs sulya 1 lesz a
tobbié 0. A lapok stulyanak kiszamolésahoz a 9. segitségre volt csak sziikségiik

és onnan ment.

5. Megérezték, hogy a lapok szamaval nem nagyon tudunk mit kezdeni,
és valahogy jo lenne megszabadulni téliik, és azt is megértették, hogy ekkor
nem fogunk tudni pontos képletet adni, csak valami becslést. A két feladatot
gyorsan megoldotték, de a tovabblépés nehezen ment. Magyarazas, ravezetés
utan végiil egy okos fi mondta ki, hogy huzzunk be 1j éleket, hogy minden
lap harom oldald legyen. Itt mondtam, hogy fogadjék el, hogy ezt meg lehet
csindlni, &m egy fit nagyon tiltakozott, hogy de a kiils6 lapot nem feltétleniil
lehet. Erre a probléméra egy nagyon érdekes megoldés sziiletett. Az egyik fia
elészor azt mondta, hogy rajzoljuk tgy, hogy a kiilsé lap pont egy harom oldala
lap legyen, és akkor beliill mar meg tudom csinalni. Erre én visszakérdeztem,

hogy ez j6 Otlet, csak mi van, ha egyaltaldn nincs harom oldala lap a grafban.
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Erre azt mondta, hogy akkor el6szor ahogy épp le van rajzolva a graf harom-
szogeljlik a belsejét, majd rajzoljuk at ugy, hogy egy haromoldali lap keriiljon
kiviilre, majd hizzunk be még éleket beliil, hogy minden lap harom oldala
legyen. Ez nagyon tetszett, de azért megmutattam nekik, hogy egyszertien
kiviil is huzhatok 1j éleket. Ez valdszintileg azért nem jutott esziikbe, mert
egyenes szakaszokkal akartak megoldani a problémat. A K5 nem sikbarajzol-
hatésdga innen konnyen ment. Annak a kérdésnek, hogy mit tudunk mondani
a K3 3-r6l voltak gyerekek, akik bedéltek, és kiszamolva, hogy 9 < 10 teljestil
mondtak, hogy akkor az mégis sikgraf. A tobbiek azonban meggy6zték Sket,
hogy ez egyaltalan nem biztos. Abbol, hogy milyen specialis graf a Ks3 és
abbol, hogy mit is tudunk egy péros graf koreir6l megérezték, hogy itt valami
jobbat fogunk tudni mondani az élek szdmara, hiszen a legkisebb kor négy
hosszti. Sajnos itt csongettek ki, de azért még, hogy lassam mit reagalnak
feltettem nekik azt a kérdést, hogy mit gondolnak arr6l, hogy at lehetne-e
rajzolni a stkgrafokat gy, hogy minden él egyenes szakasz legyen. KEgybe-
hangzoan a nem valaszt adtdk. Mondtam nekik, hogy otthon rajzolgassanak,

probélgassak.

Az orakat fél osztalyban tartottam. Ekozben egy matematika tanar az osz-
taly masik felében elGvette a grafelméletet, felelevenitették a régen tanultakat.
Az altalam tartott harom 6ra utan volt egy érajuk egyiitt a két félosztalynak,
ahol az a csoport, aki velem dolgozott elmesélte a mésiknak az Euler tétel
két bizonyitasat. Ezen én is bent iiltem, de mintha ott se lettem volna, nem
segitettem, nekik kellett Osszerakni mindent nélkiilem. A bizonyitédsokat agy
adtak els, ahogy 6k is kaptak, a kapott segitségeket elmondték, majd vartak
ré a valaszokat. Még ekkor is konkrét szigeten szamoltak, azaz a bizonyitas
kozben is egy felrajzolt &dbra szerint nézegették, hogy ennek 5 lapja van és
akkor 4 élet elég elvenni stb. Viszont a végén c-vel, e-vel és [-lel irtak fel
a dolgokat. Azt hiszem ezt a mésik csoport is jol megértette. A maéasodik
bizonyitas nehezebben ment. Aki a tablanal elmondta, ugyanugy kérdezgette
a masik csoportot, és én biztos vagyok benne, hogy értette is a bizonyitést,
de nem tudta igazan atadni, nem tudta Osszefoglalni, mi a lényeg, és mért azt
csinaljuk itt éppen, amit csinadlunk. Azt hiszem ebbdl a hallgatosag nem sokat

értett meg. Igazabodl ezen nem is csodalkoztam, tisztaban voltam vele, hogy

76



ez egy sokkal nehezebb, elvontabb bizonyités, oriiltem, hogy azért volt, aki

megértette, ha nem is mindenki.

Osszességében, nagyon nagy élmény volt tanitani Sket, értelmes, érdekléds
csoport volt, akik mint a szivacs szivtak magukba a matematikat, és élvezték
a gondolkodast. Nagyjabol tgy alakultak a dolgok, ahogy terveztem. Jol
miikodott a csoportmunka és a frontalis oktatés is. Ha éppen egy csoporttal
foglalkoztam kozben a tébbiek ugyanolyan aktivan dolgoztak, és ahogy korbe-
koérbejartam tjra visszatérve egy csoporthoz azt tapasztaltam, hogy el6rébb
jarnak joval, mint el6zéleg amikor naluk voltam. A frontalis részeknél, amikor
kozosen beszéltliink meg valamit akkor is mindenki figyelt, mertek kézbeszolni,
kérdezni. Néha megkértem &Sket, hogy tegye fel az a kezét, aki nagyjabol érti,
amirdl beszéliink, és egy-egy kivétellel mindenkinek fent volt a keze. Harmadik
orara, amikor bementem lattam, hogy tele van firkdlva a tabla mindenféle
grafokkal, amit épp torolt le a hetes, azt gondolom, tényleg foglalkoztatta Gket
a dolog.

Ami kiilonosen nagy o6rom volt az az, hogy lattam, hogy ezek a gyerekek
mernek gondolkodni. Ezt a képességiiket sokan elveszitik az iskolai tanul-
méanyaik soran, amirdl szerintem elsédlegesen a tanarok tehetnek. A gon-
dolkodashoz batorsag kell, és ha egy gyerek nem kap elég pozitiv visszajelzést,
akkor elbatortalanodik, és inkabb nem gondolkodik. A mésik tanulsag, az volt,
hogy nyolcadikos gyerekeknek nagyon nagy sziikségiik van konkrét példékra.
Persze ezt elméletben tudja az ember, de ha gyakorlatban szembesiil vele,
akkor érti meg igazan. Ok gyakran konkrét példakon szamolnak, de végiil
altaldnos eredményként mondjak ki a tapasztalataikat, ami egyaltalan nem
baj. Szép fokozatosan kell Gket szoktatni ahhoz, hogy ne csak konkrét példak

segitségével, hanem altalanositva azokat gondolkodjanak.
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8. OSSZEFOGLALAS

A sikbarajzolhatosagrol nagyon sok mindent tudunk, megvan a karakteriza-
civja a sikbarajzolhato grafoknak. Kiilonb6z6 iranya altaldnositasokat vizs-
galva azonban mér nem tudunk olyan erds tételeket, mint a sikbarajzol-
hatosdgnal, ekkor az a célunk, hogy egy fels§ becslést adjunk bizonyos tulaj-
donsagu grafok élszamaéra, illetve egy minél tobb éld konstrukciot. Végig olyan
topologikus grafokkal foglalkoztunk, amik mint absztrakt grafok egyszertek.

Els6 iranyu altalanositas az volt, amikor harom paronként metszé él 1étezését
tiltottuk meg egy grafban. Egy ilyen tigynevezett kvazi-sikgraf élszama O(n)
volt, ahol n a graf csticsainak szama. Kiilon vizsgaltuk a problémét egyszert
(minden két ¢él legfeljebb egyszer metszi egymast) és nem egyszeri topologikus
sikgrafokra. Egyszert kvazi-sikgrafok élszamara 6.5n — O(1) éles becslés volt,
ha nem tettiik fel, hogy a topologikus graf egyszert akkor fels§ becslés 8n — 20
volt, az also Tn — O(1). Kideriilt, hogy lényeges kiilonbség van koztik, tehat
ez egy jo példa arra, hogy érdemes kiilon vizsgalni a felmeriil§ problémaéakat
egyszeri és nem egyszert topologikus grafokra. Vizsgaltuk a kvazi-sikgrafok
valamilyen értelemben vett altalanositasat, aminek az élszamara a 8n — O(1)
mar éles becslés.

A kvazi-sikgrafokat tovabb altalanositva a k-kvazi-sikgrafokkal foglalkoz-
tunk, azaz olyan grafokkal, amiknek van olyan lerajzolasuk, amiben nincs k
paronként metsz6 él. ElGszor megvizsgaltuk, mit tudunk mondani a konvex
geometriai k-kvazi-sikgrafokrol. Ebben az esetben éles becslést tudtuk adni.
%; 1). Aztén egyszeri topologikus
2%k—8

n csucsu grafra és k + 1-re a becslés 2kn — (

grafokat vizsgaltunk, amire a felsg becslés cn(logn) volt, illetve nem egy-

=16 A ma tudott legjobb felss becslés k-kvazi-sikgrafok

szertekre cn(logn)
élszaméra n(logn)c°8*. A sejtés azonban az, hogy minden k-ra létezik ¢ kons-
tans, hogy az élszam < ¢in. Latjuk, hogy ettdl a kapott becslés nagyon téavol
van.

Tovabb altaldnositva a racsok problémajanal is azt lattuk, hogy keveset
tudunk az élszamrol. Természetes (k,[)-racsokra az a sejtés, hogy rogzitett
k,l > 1 egészhez létezik ¢y, konstans, hogy a természetes (k,l)-rdcs mentes

n csucsu topologikus grafok élszdma legfeljebb ¢ n. k < 2, [ = 1-re a sejtés
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igaz, de kozel sem trividlis. Ezen kiviil természetes (k, k)-racs mentes geo-
metriai grafokrol tudjuk, hogy legfeljebb O(k?n(logn)?) éliik van, illetve egy-
szerti topologikus grafokra a becslés O(n(logn)*=6). Probaltuk a problémat
sziikiteni, ezért kezdtiink el specialis racsokkal foglalkozni. Az olyan n csicsu
toplogikus grafok élszama, amiben nincs k + 2 él, hogy az els6 ketté metszi
egymast és a tobbi élet is ¢xn, ahol ¢ k-t6l fliggs konstans. Az a sejtés, hogy ha
a k + 2 élrdl feltessziik, hogy fliggetlenek, akkor is ez a becslés érvényes. Vizs-
galtuk a sugaras és az egyszerd kétsugaras (k,l)-racsokat, illetve a k-csillag-
racsokat. Sugaras (k,[)-récs mentes topologikus grafok élszama < 16 - 244 kn,
az egyszer( kétsugaras (k,[)-récs nélkiilieké pedig 8 - 24'kn. A k-csillag-racs
mentes topologikus grafok élszama cipn, ahol ¢, k-to6l fiiggs konstans.

Egy masik iranya a sikgrafok altalanositasainak az, amikor azt szeretnénk
kizarni, hogy sok diszjunkt él legyen a grafban, azaz a grafunk legyen minél
gubancosabb. Az olyan n csicsi konvex geometriai grafok élszdma, amiben
nincs k+ 1 diszjunkt él legfeljebb kn, és ez a becslés éles. Topologikus grafokra
lattuk, hogyan javult szép fokozatosan a fels becslés, majd az altalunk adott 1]
becslés 32k2n +8kn volt. TSbb lépésben értiik el, kiilonbozs dtleteket bevetve.
Az also becslés 3/2(k — 1)n — 2k?, ami messze van a fels6t6l. Megvizsgaltuk a
modszeriink adta alsé becslést, ami nagysagrendileg kiilonb6zott a probléma
alsé becslésétol.

A kiilonbo6z§ irdanyu altalanositasok utan bemutattunk egy modszert, amit
gyakran hasznalnak allitasok bizonyitasara grafelméletben, és ezen beliil
gyakran hasznalt a sikréafokkal kapcsolatos problémakban. Az dgynevezett
stulyatrendezé modszer 1ényege a kovetkezs. Kezdetben kiosztunk a graf csu-
csainak, éleinek, lapjainak silyokat, ezeket 0sszeszamoljuk, majd atrendezziik
gy, hogy az 6sszegiik ne valtozzon. Ebbdl kideriilhet, hogy bizonyos konfigura-
ciok nem fordulhatnak el6 a grafban. Van olyan eset is, hogy azért rendezziik
at a silyokat, mert kezdetben nem tudtuk 6sszeszémolni, de ligyesen atpakolva
6ket mar konnyen meg tudjuk mondani az 6sszegiiket. Adtunk egy révid Ossze-
foglalot néhany teriiletrsl, ahol eredményesen hasznaltak ezt a modszert, majd
megmutattuk SM-et hasznalva, hogy egy n cstucsu kvazi-sikgraf élszama legfel-
jebb 8n — 20, illetve véazlatosan, hogy egy 4-kvazi-sikgraf élszama legfeljebb
36(n —2).
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Végiil kitértiink arra, hogy mi az, amit kézépiskolaban is lehet és érdemes
a grafelmélet ezen részébdl tanitani. Bemutattunk egy tervet arra, hogy
hogyan lehet megvalositani, és a megtartott 6rak utan beszdmoltunk a tapasz-
talatainkrol. Azt tapasztaltuk, hogy érdemes gyerekekkel néha szamukra at-
lagosnal nehezebb, kihivast jelenté témakkal foglalkozni. Nagyon motivalja
6ket, és batoritja az Otleteik megfogalmazaséara, kibontakoztatasara, és nagy

mértékben fejleszti a gondolkodés képességét.
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