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Koszonetnyilvanitas

Ko6szonom Toth Gézanak az érdekes témét és a minden részletre kiterjeds hosszu
konzultaciokat, melyek soran sokat tanultam. Halas vagyok tiirelméért és a sok biz-
tatasért, amelyet téle kaptam.

Ko6szénom Kiss Gyorgynek, hogy mint bels§ konzulensem, lehetévé tette e dol-
gozat megvalositasat.

Koszénom Terpai Tamasnak a formai megvalositas, valamint a hibak felkutatasa

és javitasa soran nyujtott segitségét.



1. fejezet

Bevezetés

Legyen P = {P; | i € I} sikbeli ponthalmazok egy csaladja. Azt mondjuk,
hogy P a siknak m-rétegti fedése, ha a sik minden pontjdhoz létezik legaldbb
m kiilonb6z6 P;, mely az adott pontot tartalmazza. Az 1-rétegii fedést egyszertien

fedésnek nevezziik. Egy P; fedi az x pontot, ha tartalmazza azt.

1.1. Definici6. Egy P sikbeli ponthalmazt fedés-szétbonthatonak (cover-decom-
posable) neveziink, ha létezik olyan m = m(P) € N szdam, hogy a stk P eltoltjaival
valo tetszdleges m-rétegi fedése szétbonthato két fedéssé, azaz két diszjunkt halmazba

sorolhatok az eltoltak gy, hogy a két halmaz a sik eqy-eqy fedését alkotja.

Pach Janos fogalmazta meg elGszor a kérdést: milyen feltételeknek kell teljesiil-
niiik egy ponthalmazra, hogy a fenti tulajdonsigi legyen? Ebben a témaban irt elsé
cikkében [I] az alabbi speciélis esetet bizonyitotta, illetve megfogalmazta az utana

kovetkezs sejtést.

1.2. Tétel. (Pach) [I] Minden kézéppontosan szimmetrikus nyilt konvex sokszog
fedés-szétbonthato.

1.3. Sejtés. Minden sikbeli konvex ponthalmaz fedés-szétbonthato.
Késébb tobben is foglalkoztak a problémaval, és tovabbi eseteket sikeriilt bizonyitani.

1.4. Tétel. (Pach, Mani) [2] A nyilt egységkorlap fedés-szétbonthats. A sik pont-
jainak az eqységkorlap eltoltjaival valo tetszdleges 33-réteqi fedése szétbonthato két
fedéssé.

1.5. Tétel. (Tardos, Toth) [3] Minden nyilt hdromszog-lap fedés-szétbonthato. A sik

pontjainak adott nyilt haromszog eltoltjaival valo tetszdleges 43-rétegid fedése szét-
bonthato két fedéssé.
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1.6. Tétel. (Palvolgyi, Toth) [4] Minden nyilt konvex sokszog-lap fedés-szétbonhato.

Jelen dolgozatban a sokszogekre vonatkozo eddigi eredményekrsl adunk attekin-
tést. Az elsé fejezetben az eredeti, Pach Janostol szarmazo, kozéppontosan szimmet-
rikus sokszogekre vonatkozo [I] bizonyitast vazoljuk, ez még 1986-ban jelent meg.
1988-ban megsziiletett az egységkorlapokrol szolo [2] bizonyitas is, de maéig csak
kézirat. Annyira bonyolult, hogy a szerzék allanddéan reménykednek, hogy sikeriil le-
egyszerisiteni. Fz utan 18 évig nem foglalkozott senki a problémaval. Tardos Gabor
és Toth Geéza [3] cikke a haromszogekrsl mar 2007-ben jelent meg. A 2. fejezetben
ezt az eredményt ismertetjiik és tobb oOtlet felhasznalasaval megjavitjuk a szerzék
altal adott konstrukciot, melybdl egy tovabbi otlet segitségével jobb korlat kaphato.
A 3. fejezetben Palvolgyi Domotor és Toth Géza konvex sokszogekre adott, 2010-ben
megjelent [4] bizonyitasat foglaljuk Gssze. Ez azért érdekes, mert a szerzék egy 1j
fogalom bevezetésével kicsit masként kozelitik meg a problémét és egy erGsebb ered-
ményt kapnak, melybdl végiil kovetkezik az 1.6. Tétel. A 4. fejezetben Matt Gibson
és Kasturi Varadarajan [5] cikkében leirt eredményeket ismertetjiik. A szerzok egy
algoritmust adnak meg, mely polinomiélis id6ben megoldja haromszogekre a fedés-
szétbontasi feladat egy altalanosabb, gyakorlatban is alkalmazhaté valtozatat. Mi
ennek modositasaval egy egyszertibb, fedés-szétbontasi feladatot megoldo6 valtozatot
adunk meg, mely elég vastag (nagy rétegszamu) fedés esetén nem csak ketts, hanem
tobb fedéssé is szét tud bontani. Két fedéssé bontés esetén ebbdl rosszabb eredmény
kovetkezik, mint amit a 2. fejezetben leirunk, de tobb réteg esetén linearis korla-
tot ad, mely jobb, mint barmely eddigi eredmény. S6t tetszéleges kozéppontosan
szimmetrikus konvex sokszogre is kiterjeszthets ez az algoritmus és ezekre is linearis
korlatot kapunk. Az 5. fejezetben pedig Palvolgyi Domotor [7] cikke alapjan atte-
kintjiik a fedés-szétbonthatosig specialis valtozataival, valamint a 2- és 3-dimenzios

kivételekkel kapcsolatos eddigi eredményeket.

Minden sokszoégekre vonatkozo bizonyitas Pach Janos 6tletén alapul, ezért elszor

tekintsilik az eredeti tételt és a bizonyitas egy Osszefoglalasat.

1.7. Tétel. (Pach) Legyen P egy olyan nyilt halmaz a sikon, melynek hatdra egy
kézéppontosan szimmetrikus konvex sokszdg. Ekkor létezik olyan k = k(P) € N szdm,
hogy a siknak P eltoltjaival valo tetszdleges k-réteqi fedése szétbonthato két fedéssé.
Bizonyitds vdzlat. Legyen P = {P, | i € I} a P eltoltjainak, S = {s; | i € I}
az eltoltak kézéppontjainak a halmaza. Jelolje P(t) a P azon eltoltjat, melynek
koézéppontja a t pont.
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Pach Jénos 6tletének 1ényege, hogy az eredeti feladat dualis atfogalmazéasat te-
kinti, ez tetszéleges @ ponthalmazra alkalmazhato. Jelolie Q a Q stlypontjara vett
kozéppontos tiikorképét, és hasonléan az el6z6hoz Q(s) annak egy eltoljat. Az x
pontot fedi Q(t) pontosan akkor, ha a t pont eleme Q(x)-nek. Ez az alabbi 1.1.
abranak a tx szakasz felez6pontjara vald kozéppontos tiikrézésével lathato be. A mi
esetiinkben P kozéppontosan szimmetrikus alakzat, P = P, ezért az el6bbi érvelésnél

torolni lehet a feliilvonasokat, € P(t) pontosan akkor, ha t € P(z).

Q(x)
Q)

1.1. dbra. Az z € Q(t) pontosan akkor, ha t € Q(x).

A sik minden x pontjat legalabb k eltolt fedi, az el6z6ek alapjan ez azzal ekvi-
valens, hogy P(z) legalabb k pontot tartalmaz S-bél. A P elemeinek két osztalyba
sorolasat ugy fogjuk megadni, hogy a kézéppontokat kiszinezziik két szinnel, pirossal
és kékkel. Ekkor egy x pont fedve van mindkét szint fedésnél akkor és csak akkor,
ha P(z) tartalmaz mindkét szind S-beli pontot.

Az modszer masik lényeges Otlete, hogy nem egyszerre szinezziik S 6sszes pontjat,
hanem kis darabokat tekintiink bel6le. Feldaraboljuk a sikot olyan kis diszjunkt
korlatos régiokra, melyekbe P egy eltoltjanak csak legfeljebb két szomszédos oldala
metszhet bele. Az eredeti bizonyitasban négyzetracsot ad meg a szerzd, de mast is
lehet alkalmazni. Kiilon tekintjiik az egyes cellakat, mert ekkor P egy eltoltjaval vald
metszés helyett vizsgalhatjuk a megfelel6 ékekkel valo metszést.

Két kozos kezdGponttal rendelkezd félegyenes két darabra vagja a sikot, ezeket
nevezziik ékeknek. Az ék csiicsa a félegyenesek kozos pontja, szoge az altaluk bezart,
az €k belsejében mért sz0g. Az ék hatara a két félegyenes, melyet a zart ék tartalmaz,
a nyilt nem.

Feltehets, hogy S pontjai altaldanos helyzetiiek olyan értelemben, hogy semelyik
két pont altal meghatarozott egyenes sem parhuzamos P egyik oldalaval sem. Ha
ez mégsem lenne igaz, akkor a pontok kis mértéki elmozditésaval elérheté. Minden

y € S pont esetén tekintsiik az Osszes téle kiillonb6z6 pontra illeszkeds, P oldalaival



1. FEJEZET. BEVEZETES 4

parhuzamos egyenest. Ha ezek kozott van olyan, amely illeszkedik y-ra, akkor y-t egy
kicsit elmozditjuk. Azon egyenesek, amelyek elkeriilik y-t, egy sokszoget hataroznak
meg koriilotte. Ugy valasztjuk meg az y pont 1j helyzetét, hogy tovabbra is ennek a
sokszognek a belsejében maradjon, de ne illeszkedjen a pontok egyik egyenesére sem,
igy ha y egy egyenesnek valamelyik oldalan volt, akkor ez tovabbra is teljesiil. Ha
nincs y-ra illeszkeds egyenes, akkor nem valtoztatunk semmit. A P eltoltjaival to-
véabbra is ki lehet metszeni S-bél ugyanazokat a ponthalmazokat, mint a valtoztatés
el6tt, de keletkezhetnek tjabb metszések is. Az 1.2. abran lathato, hogy ha y pont
1j helyzete 1’ lesz, akkor azt egy megfelel6 ékkel ki lehet metszeni S-bél az x pont
nélkiil. A tételek soran az ékekre hatarozunk meg feltételeket, az athelyezésekkel
csak annyi valtozas torténhet, hogy ezeknek tobb ékre kell teljesiilniiik.

Az nem fordulhat el8, hogy egy y pont, amelyet mér sorra vettiink, elromoljon
egy masik pont miatt, mert éppen tugy hatarozzuk meg a javitasnal az aktualis
pont 1j helyzetét, hogy ne keriiljon ra més pontokra illeszkeds egyenesekre, és ezek
kozott az y pont egyenesei is szerepelnek. Ez a tulajdonsag azért hasznos, mert az

ékek eltolasakor a pontok egyesével keriilnek be illetve ki az ékbdl.

1.2. abra. Az y’ pontot ki lehet metszeni az = pont nélkiil is, pedig y-t nem lehetett.

A tovabbiakban a kénnyebb érthetség kedvéért tegyiik fel, hogy P egy kozép-
pontosan szimmetrikus négyszog (paralelogramma), a cstcsai legyenek A, B, C' és
D. Mas koézéppontosan szimmetrikus sikidomokra hasonléan menne a bizonyitéas.
Mindegyik csticshoz tekintsiink egy nyilt éket, melynek szoge egyéllasu a sikidom
megfelels bels6 szogével, nevezziik ezeket P-ékeknek. P helyett ilyen ékekkel fogjuk
metszeni S-nek az egyes celldkba ess részhalmazait. Minden X € {A, B, C, D} ese-
tén a megfelel§ ék eltoltjait nevezziik X-ékeknek, ha egy ilyen ék cstcsa a p pont,
jelolje azt X (p).

1.8. Definicio. A P = {P, | i € I} sikfedést lokdlisan végesnek nevezziik, ha

minden kompakt halmaz véges sok P;-t metsz.
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A P tartomény nyilt, ezért feltehetd, hogy az eltoltjaival valo fedés lokélisan
véges. Nyiltakkal valo tetszéleges k-rétegii fedésbdl ugyanis kivalaszthato lokalisan
véges k-rétegii fedés. Minden pontot fed legaldabb k eltolt, tekintsiink ezek koziil
pontosan k példéanyt. Mivel P nyilt, nem csak a pontot, hanem annak egy kis kor-
lap alaku kornyezetét is lefedik az eltoltjai. Tetsz6leges korlatos halmazt lefednek a
pontjaira, mint kézéppontokra illesztett korlapok, és definicié szerint nyiltakkal va-
16 tetszéleges fedésébdl kivalaszthato véges fedés. Tekintsiink egy korlapokkal valo
véges fedést, illetve az ezekhez tartozo eltoltjait P-nek. Ezek tovabbra is k-rétegt
fedését alkotjak a kompakt halmaz pontjainak és szamuk véges. Emiatt feltehetd,
hogy minden cella csak véges sok S-beli pontot tartalmaz.

Feltehetd, hogy minden S-beli pont valamely cella belsejébe esik. Racsfelbontéas
esetén ennek belatasahoz vegyiink egy olyan egyenest, amely nem parhuzamos egyik
racsegyenessel sem. Megszamlalhato sok racsegyenes létezik, de egy tetszéleges pon-
ton keresztiil kontinuum sok kiilonbo6zé egyenes hiizhato, tehat tudunk ilyen egyenest
valasztani. Toljuk el ezen egyenes mentén az egész racsot. Mivel a racs cellainak sza-
ma megszamlalhato, és minden cellaba véges sok pont esik, S megszamlalhato. Az
egyenes mentén tolva azonban kontinuum féle kiillonb6z6 helyzete lehet a racsnak,
igy lesz olyan, amikor egyik S-beli sem esik cellahatéarra. (De igazabol az sem baj, ha
valamelyik pont cellahatarra esik, mert a két (vagy tobb) hatarolt cella barmelyikébe
sorolhatjuk.)

A P egy eltoltja legfeljebb csak valamilyen korlatos szamu cellat metszhet, legyen
ez a szam N. Ha az eltolt tartalmaz legalabb k pontot, akkor a skatulya elv alapjan
létezik olyan cella, amelybe ezek koziil legalabb m = % pont esik. Ezt felhasznalva

atfogalmazhato a tétel celldkra.

1.9. Tétel. A P sikidom fedés-szétbonthato, ha tetszdleges S véges ponthalmaz ese-
tén létezik olyan m € N szdm és a pontoknak egy szinezése két szinnel, hogy minden

P-ék, mely legaldabb m S-beli pontot tartalmaz, mindkét szindt tartalmaz.

A G cellat fogjuk vizsgélni, a tovibbiakban S jellje csupan a G belsejébe es6

kozéppontok halmazat.

1.10. Definicié. S ponthalmaz valamely X € {A, B,C, D} ék szerinti hatdra le-
gyen BdX(8) ={s € P | X(s)NS =0}, az elemeit nevezziik X -hatdrpontoknak.
Az dsszes P-ék szerinti hatdrok uniogjat jelolje Bd(S). Az S-beli nem hatdrpontokat

pedig nevezziik belsé pontoknak.
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1.11. Definicié. Két hatdrpontot nevezziink szomszédnak, ha létezik olyan P-ék,

amely pontosan ezt a két pontot tartalmazza Bd(S)-bdl.

Ez a szomszédsag definicio a hatarpontoknak meghatarozza egy természetes ren-
dezését, amelynél két pont egymas utan kovetkezik, ha szomszédok. A hatarok ren-
dezéseit egyméas utéan filizve az egész Bd(S)-en kapunk egy ciklikus sorrendet, korbe
tudunk menni a hatarpontokon. Ez a sorrend azonban specialis olyan szempontbdl,
hogy bizonyos pontok el6fordulhatnak benne kétszer is. Nevezziik ezeket a hatar-
pontokat szingularis pontnak, a tobbit regularis pontnak. Egy pont lehet tobb

szomszédos csics szerint hatarpont, de ekkor a sorrendben csak egyszer szerepel.

1.12. Lemma. Ha létezik szinguldris pont, akkor az csak valamelyik csics és annak
kézéppontosan szimmetrikus tikorképe szerint lehet hatdrpont. Tovdbbd ha valame-

lyik ilyen csiucspdrhoz tartozik szinguldris pont, akkor a tébbihez nem.

Bizonyitds. Tegytik fel indirekt, hogy p az A,C és q a B, D cstucsparhoz tartozo
szingularis pont, ekkor a hatarban megtalalhaté az 1.3. abran lathato két részlet. A
hatarpont definici6ja szerint csak a sziirke részeken lehetnek pontok, emiatt keriil
q a p-hez tartozo valamelyik sziirke részbe. Ekkor azonban p miatt ¢ nem lehet B-
hatéarpont, ez pedig ellentmondés. A p is keriilhetett volna valamelyik ¢-hoz tartozo

sziirke részbe, de abbol ugyanigy ellentmondésra jutottunk volna. 0

1.3. dbra. Két kiillonb6z6 cstcsparhoz tartozo szinguléris pont.

Ha egy P-ék metszi S-t, akkor a metszet harom diszjunkt részhalmaz unidja-
ként irhato fel: egy intervallum (szomszédos hatarpontok sorozata), mely tartalmaz
legaldbb egy pontot az adott cstcshoz tartozé hatarbol, bels6 pontok, és egy méasik
intervallum, amely tartalmaz legaldbb egy pontot a cstics kozéppontos tiikkorképéhez

tartozo hatarbol. Az utébbi kettd barmelyike lehet iires.
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D

1.4. abra. Bd(S) kézéppontosan szimmetrikus konvex sokszog esetén.

Otletek a hatar szinezésére:

e Szinezzlink minden hatarpontot kékre és minden belsé pontot pirosra. Azonban
eléfordulhat olyan ék, amely sok pontot tartalmaz a hatarbol, de belsé pontot

nem, minden pontja kék, tehat ez a szinezés nem jo.

e Szinezziik a hatéar pontjait felvaltva, a bels6 pontokat pedig pirosra. (A hatéar-
pontok szdmanak paritasabodl illetve a szinguléris pontok miatt ezzel lehetnek
gondok, nem mindig lehet szabalyosan felvaltva szinezni.) Ez a szinezés akkor
lenne jo, ha minden ék, amely elég sok pontot tartalmaz, tartalmazna tobb ha-
tarpontot. El6fordulhat azonban, hogy egy ék csak egy hatarpontot tartalmaz,
mely éppen piros, és azon kiviil sok belsé pontot. Ekkor az nem tartalmaz kék

pontot, tehat ez a szinezés sem jo.

Az el6bbi észrevételek miatt érdemes kiilon tekinteni azokat a pontokat, ame-
lyeket ki lehet metszeni egyediil a hatarbol tgy, hogy az ék egyébként sok pontot
tartalmaz. Tobb cikkben el6fordul az alabbihoz hasonlé definicid, de ezek kozott a
sikidom tulajdonségaibol adodéan nagy eltérések lehetnek. Mindig tgy hatérozzuk
meg a definiciot, ahogy az a bizonyitas szempontjabol kézenfekvs. Esetiinkben az

alabbi valtozatot érdemes tekinteni.

1.13. Definicié. Minden X € {A,B,C,D} esetén egy r € Bd*(S) hatdrpontot
nevezziink gazdagnak, ha van olyan X-ék, amely pontosan 2 pontot tartalmaz, r-et

és eqy belsd pontot.
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El6szor a hatarpontokon adunk meg egy fekete-fehér szinezést, majd ennek alap-
jan hatarozzuk meg S pontjainak egy megfelel6 szinezését pirossal és kékkel. A
hatarpontok szinezése, f: Bd(S) — {fekete, fehér} legyen olyan, hogy nincs két
szomszédos fekete és harom szomszédos fehér pont. Az alabbiakban megadunk egy
ilyen szinezést.

Ha nincs szinguldris pont a hataron, akkor egy tetszéleges pontbol elindulva
kérbemegyiink a hatarpontokon a ciklikus sorrend szerint és felvaltva szinezziik azo-
kat fehérrel kezdve. Bd(S) elemszaméanak paritasatol fiiggden vagy végig felvaltva
lesznek a szinek, vagy a kiindulasi pontnél lesz két fehér egymas mellett, de két
szomszédos fehér megengedett.

Ha vannak szinguléris pontok, akkor az egyik széls§ szingulédris ponttol indu-
lunk, és mindig a kovetkez§ szinguléaris pont felé haladva szineziink, egyszerre a két
oldalon. Az els6 szingularis pont legyen fekete, és elGszor szinezziik ki a ra illeszke-
d& hurokszerti hatar darabot felvaltva, fehérrel kezdve. Amennyiben a hurok utolso
regularis pontja fekete lenne, szinezziik ezt mégis fehérre, mert ez szomszédja az
elsé szingularis pontnak, amely fekete, és szomszédos feketék nem megengedettek.
Ha a kovetkez6 szinguléris pont nem szomszédja az utoljara kiszinezettnek egyik
oldalon sem, akkor legyen az is fekete, a koztes regularis hatarpontokat pedig szi-
nezziik felvaltva tgy, hogy a két szélsé fehér legyen. Ha a kdvetkezd szingularis pont
szomszédja az utoljara elértnek, akkor szinezziik azt fehérre. Ha mindkét oldal sze-
rint szomszédok, akkor tovabblépiink, ha az egyik oldalon vannak regularis pontok
kozottiik, akkor szinezziik ezeket a feketétdl haladva a fehér felé, felvaltva, fehérrel
kezdve, és a végén itt is legfeljebb csak 2 fehér essen egymas mellé. A fehér szingularis
pont utan kévetkezd szingularis pont mindenképpen fekete és a kozéjiik esé regularis
pontok szinezését (ha létezik ilyen), feketével kezdjiik iigyelve, hogy az utolso fehér
legyen. A végén a hurokszerd hatar darabot ugyantugy szinezziik, mint az elején, az
egyetlen szingularis ponttol kiillonb6z6 szinnel kezdve és befejezve.

Ennek segitségével adjuk meg S piros-kék szinezését az alabbi g fliggvény szerint.

(2) kék  ha x € Bd(S) és x gazdag, vagy f(x) = fehér
x) =
g piros egyébként

1.14. Megjegyzés. Ennél a szinezésnél két szomszédos hatarpont koziil legaldbb az
egyik kék, mert a fekete-fehér szinezésnél nincs két szomszédos fekete, igy az egyik

biztosan fehér lesz és emiatt g-nél kék. A bels6 pontok pirosak.
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1.15. Allitas. Minden X € {A, B,C,D} esetén, ha egy X-ék legalabb 10 pontot

tartalmaz S-b6l, akkor tartalmaz kék és piros pontot is.

Bizonyitds. Két esetet kiilonboztetiink meg:

A eset. Ha X N (S \ Bd(S)) # 0, azaz a metszetben bels§ pontok is vannak,
mivel ezek pirosak, csak kék pont létezését kell belatni. Ha | X N Bd(S)| > 3, akkor
amiatt, hogy a hatarral valo metszet két intervallum unidja, a 3 pontbdl legalabb
2 szomszédos, és azt lattuk az el6bbi megjegyzésben, hogy ezek koziil legalabb az
egyik kék. Ha |X N Bd(S)| < 2 és X nem tartalmaz szomszédos hatarpontokat,
akkor az egyetlen X-hatarpont gazdag és emiatt kék.

B eset. Ha X N (S '\ Bd(S)) = 0, akkor W tartalmaz egy legalabb 5 pontu
intervallumot a hatarbol, melyek kozott kék pont létezése ugyanugy kovetkezik, mint
az A esetben. Tegyiik fel indirekt, hogy minden pont kék. Mivel a hataron nem
lehet 3 szomszédos fehér, ezért a legalabb 5 hosszi intervallumban kell lennie olyan
hatarpontnak, mely k6zéps6 és f szerint fekete. Tehat ez a pont csak amiatt lehet
kék, mert gazdag. De az ék nem tartalmaz belsé pontokat, ezért a gazdagsig miatt
létezd bels6 pontot is tartalmazo éknek valamerre ki kell nytlnia a vizsgélt ékiinkbdl,
az alabbi 1.5. abran lathatok az esetek. Két ilyen ék azonban nem tartozhat egy

konvex sokszog csticsaihoz. Tehét ez a pont nem lehet gazdag, vagyis piros. 0

1.5. dbra. Az ék nem tartalmaz belsé pontot, emiatt a gazdagsagot igazold ék kilog

a vizsgalt ékbdl.

A sik minden celldjanak pontjait ezzel a modszerrel szinezve olyan szinezését
kapjuk S pontjainak (az eredeti értelemben véve), hogy mindkét szini pontokhoz

tartozo eltoltak kiilon-kiilon egy fedését alkotjak a siknak. O



2. fejezet

Haromszogek

Tetszbleges nyilt haromszoglaprol is belathato, hogy fedés-szétbonthato. Mivel
azonban a haromszog nem koézéppontosan szimmetrikus, nem alkalmazhato ré az
1. fejezet bizonyitédsa. S6t annyira mas ez a feladat, hogy az el6zGek egyszeri at-
fogalmazasaval sem nyerhets jo bizonyitas. Természetesen ilyenkor is tekinthetjiik
a feladat dualisat, tovabba valamilyen cellafelbontést és ékekkel valdé metszést. Egy
ékkel valo metszet itt is egy intervallumot tartalmaz a hozza tartozo hatarbol, és tar-
talmazhat belsé pontokat. De sokkal bonyolultabb leirni, hogy a mésik két hatarbol
milyen ponthalmazt tartalmazhat, mert az nem lesz feltétleniil intervallum. Emiatt
mas eszkozoket kell alkalmazni a bizonyitds soran, és masként fogjuk definialni a
gazdag pontot, valamint a szinezést.

Ebben a fejezetben Tardos Gabor és Toth Géza [3] cikkével foglalkozunk, mely-
ben a szerzék konstruktiv bizonyitast adnak tetszéleges nyilt haromszog fedés-szét-
bonthatosagara. Megadnak egy olyan szinezést, mely szétbont egy legalabb 43-rétegti
fedést két fedéssé. Az alabbiakban beldtjuk, hogy a konstrukcié javithatd és mar 19

réteg is elég a szétbonthatosighoz.

2.1. Tétel. Adott T nyilt (vagy zdrt) haromszag eltoltjainak lokdlisan véges rendszere
két részhalmazra oszthato olyan mddon, hogy minden ponthoz, melyet legaldbb 19

hdromszég fedett, mindkét halmazban taldlhato a pontot fedd hdromszig.

2.2. Megjegyzés. Nyilt haromszogek esetén ebbdl kovetkezik, hogy tetszéleges 19-
rétegi fedés szétbomlik két fedéssé, mert tetszéleges k-rétegii fedésbdl kivalaszthato
lokalisan véges k-rétegii fedés, ezt lattuk az 1. fejezetben. Zartakra ez nem igaz, de

lokalisan véges fedés esetén ezekre is miikddik a bizonyitas.

10
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Bizonyitds. Mivel az itt leirt bizonyitas legnagyobb része a fenti cikk otleteit hasz-
nélja, el6szor tekintsiik az eredeti bizonyitast. Ebben az esetben is a szerzék Pach
Jénos duélis atfogalmazasabol indultak ki.

Jelolje C = {T'(x;) | i € I} a T nyilt haromszog-lap eltoltjainak egy rendszerét,
S ={x; | i € I} a sulypontok halmazat. A sik minden p pontjara p € T'(x;) akkor
és csak akkor, ha x; € T(p). (T a T haromszog origéra vonatkozé kozéppontos
tiikorképét jeloli.) Tehat a C rendszer legalabb 19-rétegben fedi a p pontot, ha T(p)
legaldbb 19 pontot tartalmaz S-bél.

Legyen H = T NT, mely egy kézéppontosan szimmetrikus hatszog, ezért lehet
vele parkettazni a sikot. Ez a parkettazas jo cellafelbontasa lesz a siknak, mert egy
hatszog csak tgy metszheti egyszerre a haromszog minden oldalat, ha azok a hatszog
3 paronként nem szomszédos élére esnek. Ebben az esetben a haromszog tartalmazza
az egész hatszoget, egyébként pedig legfeljebb két szomszédos oldala metsz bele.
Igy valamely cstcshoz tartozo ékkel valéo metszet a hatszognek ugyanazon pontjait

tartalmazza, mint a hdromszog egy eltoltja.

RdbS

2.1. dbra. Hatszoges cellafelbontés.

A tovabbiakban mindig T eltoltjaival, illetve a szogeinek megfelels ékekkel fogjuk
metszeni a sikot. Az egyszertibb jelolés és abrazolas érdekében azonban tekintsiik
a sik, illetve a lefedendd ponthalmaz kozéppontos tiikorképét, és vizsgaljuk a T
eltoltjaival valo metszeteket. Ezekre pontosan akkor igaz, hogy megfelel§ szinezés
esetén tartalmaznak mindkét szinti pontot, ha az eredeti feladatban T-re igaz. T
csucsai legyenek A, B és C.

A T egy eltoltja legfeljebb 6 hatszogbe metszhet bele. Ennek belatasahoz te-
kintsiik egy tetszéleges T'(p) eltolt esetén azt a hatszoget, amely tartalmazza a p
pontot. Ezt biztosan metszi a haromszog, de ki is nytlik bel6le. Legfeljebb azon-
ban csak annyira nyulhat ki, hogy a sulypontja a hatszog hatarara esik. Az ilyen

héromszogek a 2.2. abran lathato, sziirkével jelolt tertiletre eshetnek csak, ezt pedig
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fedi a kitiintetett hatszog és a kozvetlen koriilotte elhelyezkedd 6 hatszog. Mind a
hét hatszoget nem metszheti egy haromszog, mert akkor a kozépstt teljes egészében
tartalmaznia kellene, ez azonban H definici6ja miatt nem lehetséges. A T egy elfor-
gatottja tudna metszeni 7 hatszoget, de ennél a feladatnal csak eltoltakat engediink

meg. Hat hatszoget metsz6 eltolt viszont 1étezik, ilyen szintén a 2.2. abran lathato.

2.2. dbra. Egy haromszog eltolt legfeljebb 6 hatszoget metszhet.

Kiilon fogjuk tekinteni az egyes hatszogeket, ezért a tovabbiakban S jeldlje csu-
pan azon haromszog-sulypontokat, melyek a vizsgélt hatszogbe esnek. Mivel a fedés
lokalisan véges és a hatszog korlatos, véges sok ilyen pont lesz. Feltehets tovabba,
hogy mind a hatszog belsejébe esnek, ezt lattuk az 1. fejezetben.

Bevezetiink egy természetes linearis rendezést a sikon a hdromszég BC' oldalaval
parhuzamos egyeneseken tugy, hogy az A cstuicson athaladd egyenes kisebb legyen,
mint a BC' oldal egyenese. Ezt kiterjesztjiik részbenrendezéssé a pontokon, azaz x
legyen kisebb, mint y, ha a BC-vel parhuzamos egyenesek koziil az x-re illeszkedd az
el6z6 rendezés szerint kisebb, mint az y-ra illeszkedd, jelolésben x <, y. Hasonloan
definidljuk <p-t az AC-vel parhuzamos, és <c-t az AB-vel parhuzamos egyenesek
szerint. Feltehets, hogy S pontjai altalanos helyzettiek olyan értelemben, hogy se-
melyik két pont altal meghatarozott egyenes sem péarhuzamos a haromszog egyik
oldalaval sem, ezt is lattuk az 1. fejezetben. Emiatt nem létezhet két olyan pont,
amelyeket valamelyik rendezés szerint nem tudunk 6sszehasonlitani, igy <4, <p és
<¢ linearis rendezéseket hataroznak meg az S pontjain.

Jelolje W4 azon p pontok halmazat, melyekre p <p O és p <¢ O. Ez egy nyilt ék,
szoge egyallast a T héaromszog A csucsanal fekvs szoggel, és csicspontja az origo.

Wa(p) jelolje Wy-nak azt az eltoltjat, melynek cstcspontja p, a tovabbiakban az
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ilyen ékeket A-ékeknek fogjuk nevezni. Lathato, hogy W4 (A) a tartalmazasra nézve
legsziikebb olyan A-ék, mely tartalmazza a T haromszoget. Hasonloan definialjuk a
Wpg(q) és We(r) ékeket a B és C cstucsok szogeivel egyallasunak, és nevezziik ezeket
B- illetve C-ékekenek. A T haromszog helyett ilyen ékekkel fogjuk metszeni az S

ponthalmazt. (Ha a T haromszog zart, akkor zart ékeket tekintiink.)

W

W

2.3. dbra. A haromszog cstcsaihoz tartozo ékek.

A kovetkezd definiciok 1ényegében megegyeznek az 1. fejezetben leirtakkal, de ha-
romszog esetén a hatar a korabbitol 1ényegesen eltérd tulajdonsagokkal rendelkezik,
emiatt tekintjiik ezeket jbol. A tulajdonsagok belatdsanal az el6bbi rendezésnek

fontos szerepe van.

2.3. Definici6é. X = A, B, C esetén a p € S pontot nevezziik X -hatdrpontnak, ha
Wx(p) NS = 0. A p pontot nevezziik hatdrpontnak, ha X -hatdarpont valamely X

esetén. Ha p nem hatdrpont, akkor nevezziik belsé pontnak.

2.4. Definicié. X = A, B,C esetén nevezziink két X -hatdrpontot X -szomszéd-
nak, ha létezik olyan X-ék, amely csak ezt a két pontot tartalmazza az X -hatdrbol.

Nevezziink két pontot szomszédnak, ha X -szomszédok valamely X esetén.

A szomszédos hatarpontok lancait egymas utan fiizve ilyenkor is kapunk egy
ciklikus sorrendet a hatarpontok halmazén, és lehetnek olyan pontok, amelyek a
sorrendben t6bbszor is el6fordulnak. Az egyszertibb szohasznélat érdekében egy p
X-hatarpont esetén nevezziik az W (p) éket p érinté ékjének. Ha p tobb hatarnak
is eleme, akkor vegyiik értelemszertien azt az érinté éket, amelyik cstcs szerinti

hatarpontként tekintjiik a p pontot.

1. Két szomszédos X-hatarpont esetén az érinté X-ékek szarainak meghosszab-

bitasaval kapott négy egyenes altal kozbezart paralelogramma, a 2.4. 4bran az
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x és y pontokra illeszkeds ék savozott része nem tartalmaz S-beli pontot. Ha
mégis lenne itt pont, akkor hatarpont is lenne, amely rendezés szerint a két

meglévs pont kozé esik, igy azok nem lennének szomszédok.

2.4. abra. Hatarpontok tulajdonsagai.

2. Ha p X-hatarpont, akkor tekintsiik a tartalmazasra nézve maximalis olyan X-
éket, amely csak a p pontot tartalmazza az X-hatarbol. A maximalitds miatt
p szomszédjai az ék két szaran vannak. Nevezziik ezt p gazdagsag-bizonyito
ékjének. Ez az ék csak abban a paralelogrammaéaban tartalmazhat pontokat,
amelyet p-n keresztiil az ék szaraival parhuzamosan htuzott egyenesek és az
ék szarai kozbezarnak. A 2.4. abran p gazdagsagbizonyito-ékje lathato, csak a
sziirkével jelolt részen tartalmazhat pontokat. Ha mashol is lennének pontok,
akkor tartalmazna tovabbi pontot a sajat hatarabol, de feltettiik, hogy p az
egyetlen.

3. Minden X-ék, amely tartalmaz S-beli pontot, tartalmaz legalabb egy X-hatar-
pontot. Az ék pontjai koziil <x-minimalisnak az érint6 ékje a rendezés defini-

civja miatt nem tartalmazhat S-beli pontott, tehat ez egy X-hatarpont.

4. Ha az ék tobb X-hatarpontot is tartalmaz, akkor azok a ciklikus sorrendben
egy intervallumot alkotnak. Ha az x és y hatarpontok elemei az éknek, akkor
az ezek kozé esG hatarpontok is, mert ezek csak az 1. pontban vizsgalt, a két
pont kozé esé paralelogramméban lehetnek, 2.4. abran a sdvozott teriilet, mely

része az éknek.
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5. A 4. tulajdonsag alapjan kovetkezik, hogy mindharom cstcshoz tartozé hatar
egy-egy intervallumot alkot. A <p szerint legkisebb A-hatarpont B-hatarpont
is, és a <¢ szerint legkisebb A-hatarpont C-hatarpont is. Hasonlo allitas igaz

a B- és C-hatarra is.

6. Az A-hatarpontokon a <p és a <¢ rendezések egymashoz képest forditott sor-
rendet hataroznak meg. A 2.4. abran lathato x és y A-hatarpontok rendezésé-
nél az A-ékek szarai éppen a rendezésnél hasznélt egyenesekkel parhuzamosak
(vizszintes | AB, ferde || AC). Igy az abrarol leolvashato, hogy = <¢ v és
y <p x. Ugyanigy beldthato, hogy a B- illetve C-hatarpontok a masik két
rendezésnél egyméashoz képest forditott sorrendben helyezkednek el. Emiatt a
vetelnénk meg két X-hatarponttol, hogy a masik két rendezés szerint ne legyen
kozottiik X-hatarpont.

7. Létezhet S-ben olyan ¢ pont, amely tobb cstics szerint is hatarpont. Ez lathato
a 2.4. abran, ilyenkor a két sziirke ék érinté ék, igy nem tartalmaznak pontot S-
bél. Kétszeres hatarpontbol tobb is lehet, de mindharom ék altal megérinthetd
hatarpont legfeljebb egy lehet, ez lathato a 2.6. abran. Tegytik fel, hogy mégis
van 2 ilyen pont, s és t. Mivel ezek elemei a C-hatarnak, feltehets, hogy s <4 t
és t <p s. De elemei a B-hatarnak is, amibél kovetkezik, hogy ¢ <& s, mert
feltettiik, hogy a < 4 rendezésnél forditott a sorrendjiik. Es elemei a C-hatarnak
is, de a <4 és <p rendezések szerint azonos a sorrendjiik, ez pedig ellentmond

a 6. tulajdonsagnak.

Legyen z4 a kozos C- és B-hatarpontok koziil a <4-maximélis, és hasonldéan
definidljuk a zp és z¢ potokat is. Az S\ {za, 2B, 2c} pontoknak megadjunk egy
particiojat. Legyen Sy = {x € S | * <4 2za}, és ugyanigy Sp ={z € S | z <p zp}
é¢s S¢ = {r € S| 2 <¢ z¢}. A fennmaradé pontok halmazét jelolje Sy, azaz
So = [S\{z4, 2B, 2c}] \ {SaUSBUSc}. So, Sa, Sp és S¢ a 2.5. dbran lathatoan egy
particiojat alkotjak az S\ {z4, 2B, 2c } halmaznak, és S-t6l fliggGen ezek barmelyike
lehet tires. Az x4, x5 és rc pontoknak majd késébb lesz szerepe.

Ennél a bizonyitasnal is lesznek gazdag pontok, olyan hatarpontok, melyeknek
gazdagsag-bizonyito ékje elég sok pontot tartalmaz. Az eddigiek alapjan azonban
még nem tudjuk, hogy mit érdemes gazdag pontnak nevezni, ehhez tudni kell, milyen

alaku lehet a hatar.
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2.5. dbra. Lehetséges hatar haromszog esetén.

X
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2.6. abra. Ha Sy = (), akkor létezik 2 haromszoros hatarpont.
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Az S szinezésénél ismét legyenek a bels6 pontok pirosak és a gazdagok kékek,
tovabba szinezziik a lehets legtobb pontot pirosra azzal a feltétellel, hogy nincs két
szomszédos piros hatarpont. Erre azért van sziikség, mert elGfordulhat olyan ék,
amely sok bels6 pontot tartalmaz és a hatarbol 2 pirosat. Ezt az esetet nem zéarja ki
az, hogy a gazdagokat kékre szineztiik. Ha a két kimetszett hatarpont nem gazdag,
akkor gazdagsag-bizonyit6 ékjeik kevés pontot tartalmaznak. Ezek unidja azonban

nem fedi le a teljes eredeti éket és lehetséges, hogy a kimarado részen sok pont van.

2.7. dbra. Ha két hatarpontot tartalmaz egy ék, akkor azt nem fedik le a pontok

;;;;;

2.5. Megjegyzés. A gazdag X-hatarpont definiciéja abban fog kiilonbozni a ko-
rabbitol, hogy a megfelels ék tobb pontot fog tartalmazni S-bél és ezek kozott eld-
fordulhatnak a masik két hatarhoz tartozo pontok is. Erre azért van sziikség, mert
nem tudjuk, milyen ponthalmazt tartalmaz abbol az ék, és lehet, hogy mindegyik

pont piros. Ezt illusztralja a 2.8. abra.

2.8. dbra. Nem tudjuk, mit tartalmazhat egy ék a nem hozza tartoz6 hatarokbol.

S pontjainak szinezése mohd modszerrel.
Elgszor szinezziik ki a bels6 pontokat pirosra és a gazdagokat kékre. Minden X €

{A, B, C'} esetén haladjunk végig az X-hatarpontokon a < x rendezés szerint névekvd
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sorrendben. Ha talalunk egy még ki nem szinezett pontot, akkor legyen ez piros, a
két szomszédja pedig kék. Egy ilyen szomszédot vagy még nem értiik el, ezért nincs
kiszinezve, vagy gazdag, és akkor tovabbra is kék marad. Igy az X-hatarnak egy < x
szerinti moho szinezését kapjuk, mely megtartja a sziikséges tulajdonsagokat.

Latszolag probléma van azokon a részeken, ahol kozos hatarpontok vannak, mert
mindkét hataron figyelembe kell venni a kisebb szomszédokat. Probaljuk elGszor ezt
a szinezési modszert alkalmazni az A- és a B-hatarpontokon. Szerencsére a kozos
hatarpontok a <4 és <p rendezés szerint azonos sorrendben vannak, ezért a két
rendezést Ossze lehet fésiilni. Csak az egyes kozos hatarpontok elGtt illetve utan valod
elérés a lényeges, az egyszerti A- és B-hatarpontok sorrendje nem szamit. Ha egy
koz6s hatarpont az egyik cstcs szerint gazdag, akkor legyen kék, illetve ha egyik
hataron van egy ilyen pontnak egy piros szomszédja, akkor megint csak legyen kék,
hogy semelyik hataron ne lehessen két egymés melletti piros. Hasonléan szinkroni-
zalhaté a moho szinezés az A- és C-, valamint a B- és C-hatarokon.

Mindharom hatarnak a szinezését azonban nem feltétlen tudjuk Osszehangolni,
mert el6fordulhat, hogy vannak olyan pontok, amelyek , korbeverik” egymast. Tegyiik
fel, hogy p kozos A- és B-hatarpont, q kozos B- és C-hatarpont, r kozos A- és C-
hatarpont, és egyik sem gazdag. Ha r <4 p, p <p q és q¢ <¢ r, akkor ezt a harom
pontot nem tudjuk a szabaly szerint szinezni. Mivel r <, p, és ezek A-hatarpontok,
akkor r-et el6bb ki kell szinezni, mint p-t. Hasonl6 indokléssal kapjuk a rendezések
miatt, hogy p-t el6bb ki kell szinezni, mint ¢-t, ¢g-t el6bb ki kell szinezni, mint r-et,
és ezzel korbeérve egy lehetetlen feltételt kapunk.

Az eredeti bizonyitasban a szerzék ezt a problémét tgy kiiszobolték ki, hogy a
particional kitiintetett szerepet kapd z4, zp és zo pontokat rossz pontnak nevezték
és kékre szinezték a szabalytol fiiggetleniil. Ez utan kiilon szinezték az Sy, Sg, S¢ és
Sp ponthalmazokat, ezeknél mar nem jelentkezhet az el6zé probléma. A szinezésre
vonatkozo feltételek igy tovabbra is teljesiilnek, mivel csak szomszédos piros pontok
nem megengedettek.

Gazdagnak csak azokat a pontokat definialtak, amelyek gazdagsag-bizonyito ékje
legalabb 8 pontot tartalmaz. Ekkor belathato, hogy minden ék, amely tartalmaz
legaldbb 8 pontot, tartalmaz mindkét szintt.

Kék pontot azért tartalmaz, mert ha a sajat hatarabol kimetsz legalabb két
pontot, akkor azok szomszédok és nem lehet mindketts piros, ezt feltettiik. Ha csak
egy pontot tartalmaz, akkor viszont az gazdag és ezért kék.

Piros pont tartalmazasat indirekt bizonyitottak, feltették, hogy minden pont kék.
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Ha egy pont nem rossz pont és kék, akkor vagy gazdag, vagy van olyan szomszédja,
mely a megfelel6 rendezés szerint kisebb nala és piros, igy csak az éken kiviilre eshet.
Ezen feltételek valamelyikének csak 4 pont felelhet meg, a sajat hatar intervalluma-
ban a két szélsG, valamint a mésik két hatarnak az ékhez tartozo rendezés szerinti
minimalis pontjai.

A bizonyitas szerint a rossz pontokkal egyiitt, melyek szintén indokoltan kékek,
egy ¢kben Osszesen legfeljebb 4 + 3 = 7 pont lehet kék. Tehat ha 8 pontot tartalmaz
egy €k, akkor el6fordul benne piros is.

A haromszog egy eltoltja legfeljebb 6 hatszoget metszhet. Ha 43 pontot tartalmaz
S-bél, akkor van olyan hatszog ezek kozott, amelybe legalabb 8 pont esik, igy az
el6z6ek miatt a haromszog tartalmaz mindkét szind pontot.

Az alabbiakban belatjuk, hogy 3 helyett elegendd 1 rossz pontot bevezetni, igy
tekintve kapjuk, hogy minden ék, amely tartalmaz legaldbb 6 pontot, mindkét szintt
tartalmaz. Ebbdl pedig kovetkezik, hogy mar 6-5+41 = 31-rétegi fedés is szétbomlik
két fedéssé.

Ha Sy = (), akkor minden X € {A, B, C'} esetén az X-hatar <y rendezés szerint
legkisebb pontja az egyetlen hdromszoros hatarpont lesz. Ha ez a pont gazdag, legyen
kék, egyébként pedig piros, hiszen nincs < x rendezés szerint kisebb szomszédja, ezek
éppen az érintG ékekbe esnének, itt azonban nem lehet S-beli pont. Emiatt minden
hataron ezt a pontot kell elGszor kiszinezni.

Ha Sy # ) és létezik a hataran egy gazdag pont, akkor mivel az mindenképpen
kék a szomszédjai szinétdl fiiggetleniil, vagjuk szét ennél a pontnal S hatarat. Te-
kintsiik gy a szétvagott X-hatéart, hogy a gazdag pont mindkét darabjanak eleme.
Az igy kapott négy hatéar részbenrendezéseit mar 6ssze lehet fésiilni egy rendezéssé,
és ezzel szabaly szerinti szinezést kapunk, mert a valojaban rendezés szerint szinezett
pontoknal csak a szomszédok szine szamit, és azok minden pontnal megmaradnak.

Ha Sy # ) és nincs gazdag pont a hataran, akkor tekintsiik minden X-hatéron a
<x szerint legkisebb pontot, ezek az Sy hataran lehetnek csak. Vizsgéljuk most csak
az A-hatar pontjait. A Wy(zp) és We(zp) érint6 ékek miatt minden = € Sp pont
esetén zp <4 T és zg <c¢ . Bs hasonléan a Wy(z¢) és Wp(z¢) érinté ékek miatt
minden x € S¢ pont esetén zo <4 x és zc <p x. Ha van egy zx-ektdl kiillonb6z6
ilyen pont, vagy két hatar esetén ugyanaz a zx a minimélis, akkor ennél a pontnél
szét tudjuk vagni a hatart dgy, mint egy gazdag pontnal. Ez a pont mindenképpen

piros, hiszen nem gazdag és nincs a sajat rendezése szerint kisebb szomszédja.
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2.9. abra. Szétvagjuk a hatart, ha van gazdag vagy megfelel6 minimalis hatarpont.

Ha mindharom hatér esetén a legkisebb hatarpont valamelyik zy és mindegyik
tartozik valamelyik hatarhoz, akkor sajnos ezek a pontok korbeverik egymast a ren-
dezések szerint és nem tudunk sehol sem szétvagni, ezt lattuk korabban.

Emiatt kell lennie egy olyan pontnak, amelyet nem tudunk a szabély szerint
szinezni, attol fiiggetleniil kék. Elvagjuk ennél a hatart és Osszefésiiljik a kapott

hatardarabokat. Legyen z¢ ez a pont minden hatszogben.

2.6. Definicid. Nevezziik a zo pontot rossz pontnak, a tobbit pedig, amelyeket lehet

a szabdly szerint szinezni, 30 pontoknak.

Most mar meg lehet hatarozni, hogy pontosan hogy fog kinézni a szinezés és mit

fogunk, illetve mit érdemes gazdag pontnak nevezni.

2.7. Definici6é. Nevezziink eqy X -hatdrpontot gazdagnak, ha a gazdagsdg-bizonyito
ékje legaldbb 4 jo pontot tartalmaz.

Ez alapjan mar fel lehet irni, hogy mennyi pontot kell tartalmaznia egy éknek

az egyes szinek tartalmazésahoz.

2.8. Allitas. Ha eqy Wy (p) €k tartalmaz legaldbb 4 S-beli pontot, akkor ezek kizitt

van kék.

Bizonyitds. Mindenképpen tartalmaz az ék X-hatarpontot. Ha legalabb kett6t tar-
talmaz, akkor azok kozott van kék, mert nem lehet két szomszédos hatarpont piros.
Ha csak egy X-hatarpontot tartalmaz az ék, akkor két eset van. Vagy tartalmazza a
rossz pontot, és akkor az kék, vagy nem tartalmazza, de akkor az egyetlen hatarpont

gazdag, ezért kék. 0
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A piros pontokra vonatkozo bizonyitds majdnem minden lépésében megegyezik
a [3] cikkben szerepls eredetivel, ezért elészor nézziik meg, hogy azzal az érveléssel
mi jon ki.
2.9. Allitas. Ha egy Wa(p) ék tartalmaz legaldbb 5 S-beli jo pontot, akkor ezek

kézott van piros. (Mert ha tartalmazza is a rossz pontot, az mindenképpen kék.)

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy Wa(p) tartalmazésra nézve minimalis megfelel§ ék,
azaz pontosan b jo pontot tartalmaz és esetleg még a rossz pontot. Tetszéleges
tobb pontot tartalmaz6 ék magaba foglal egy ilyen éket, mert a pontok altalanos
helyzetébsl adododan eltolédsokkal elérhetd, hogy csak az eldirt szamu pont maradjon
az ékben. Tegyiik fel indirekt, hogy az ékben minden pont kék, ekkor persze mind
hatarpont, mert a bels6é pontok pirosak. Legyen x egy jo pont, belatjuk roéla, hogy
Osszesen 4-féle lehet, a <p szerint minimalis vagy maximaélis A-hatarpont, illetve a
B- és C-hatarpontok koziil a <4 szerint minimalis. Pontosabban azt fogjuk belatni,
hogy x masmilyen pont nem lehet.

Az x pont nem lehet k6zépss, azaz nem < pg-minimalis vagy -maximalis A-hatér-
pont. Ha az lenne, akkor tekintsiik a gazdagsig-bizonyito ékjét. Ez része a Wy(p)
¢knek, de nem tartalmazza annak legalabb 2 pontjat, x két szomszédjat. A Wy (p) ék
pontosan annyi pontot tartalmaz, amennyi minimalisan sziikséges egy gazdag pont
gazdagsag-bizonyitd ékjében, igy x nem lehet gazdag. Tehat csak azért lehet kék,
mert valamelyik szomszédja piros, ezeket azonban tartalmazza a W (p) ék, igy csak

kékek lehetnek és ezzel ellentmondésra jutottunk.

2.10. 4bra. Az x nem lehet kozéps6 A-hatarpont.

Az x pont nem lehet nem < ,-minimalis B- és C-hatarpont. A két eset szimmet-
rikus, azért elég az egyiket bizonyitani. Tegyiik fel, hogy x egy nem < 4-minimalis
B-hatarpont Wy (p)-ben, és y a minimalis. Tekintsiik « B-hatar szerinti gazdagsag-

bizonyit6é ékjét. Ez nem tartalmazza a Wy4(p) ék minden pontjat, mivel y nem esik
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bele. Emiatt z csak ugy lehetne gazdag, ha y a rossz pont és x gazdagsig-bizonyitod
¢kje a Wa(p) ¢k minden jo pontjat tartalmazza. Ekkor viszont a bizonyités elején
tekinthettiik volna a Wy(q) éket, mely része a W, (p) éknek és pontosan 5 j6 pontot

tartalmaz, ellentmondéasban Wy (p) minimalis valasztésaval.

P
2.11. abra. Az x nem lehet nem < 4-minimalis B-hatarpont.

Mivel x kék jo pont és nem gazdag, kell lennie egy olyan szomszédjanak, mely <p
szerint kisebb néla és piros. Az ilyen pontok a szomszédos hatarpontok tulajdonségai
alapjan csak a 2.12. abra sziirke részén lehetnek, tehat a Wa(p) éknek elemei. Itt

azonban csak kék pontok vannak, ezért ismét ellentmondasra jutottunk.

2.12. dbra. Az x-nek nem lehet <p szerint kisebb piros szomszédja.

Tehat kék jo pont az ékben legfeljebb 4-féle lehet, de W (p) 5 j6 pontot tartalmaz,

ezért kell kozottiik lennie pirosnak is. 0

Eddig azt lattuk be, hogy ha egy ék legalabb 6 pontot tartalmaz S-bél, akkor
azok kozott el6fordul mindkét szin. Emiatt ha T egy eltoltja legaldbb 6 -5+ 1 = 31

pontot tartalmaz, akkor tartalmaz pirosat és kéket is.
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Az kovetkezd allitasban egy tovabbi otlet segitségével a 2.9. allitashoz képest még
egy Wa(p)-beli pontrol belatjuk, hogy nem lehet kék jo pont.

2.10. Allitas. Ha egy Wa(p) ék tartalmaz legaldbb 4 S-beli j6 pontot, akkor ezek

kozott van piros.

Bizonyitds. Tegyiik fel az el6z6 bizonyitashoz hasonloan, hogy a Wyu(p) ék 4 jo
pontot tartalmaz és az ilyenek kozott tartalmazasra nézve minimélis (4 j6 pontot
tartalmaz és esetleg még a rossz pontot), tovibba minden pontja kék.

Az el6z6ekben belatott két esetet ugyanugy kezelhetjiik, azaz ha x kék jé pont,
akkor nem lehet kozépsé A-hatérpont és nem < 4-minimalis B- illetve C-hatarpont.
Most azt fogjuk bizonyitani, hogy x nem lehet a <4-minimalis B- és C-hatarpontok
koziil a <4 szerint nagyobb.

Jelolje y a <4-miniméalis B-hatarpontot és z a <4-minimalis C-hatarpontot,
feltehets, hogy 2z <4 y. Ha y és z egybeesnek, akkor rogton kovetkezik, hogy kék
jo pont csak haromféle lehet. Ha nem esnek egybe, legyen t az y azon szomszédja a
B-hataron, amelyre t <4 y és igy t ¢ Wa(p). llyen ¢ pont létezik, kiilonben y < 4-
minimalis az egész B-hataron, de akkor C-hatarpont is egyben, és z < 4-minimalitasa
miatt y és z egybeesnek. Mivel y és t szomszédok, a 2.13. dbran lathato Wi(s) ék
nem tartalmaz S-beli pontot. A ¢ pontnak tehat tgy kell elhelyezkednie a W4 (p)

éken kiviil, hogy z ne essen bele a Wg(s) ékbe. Ez pontosan akkor teljesiil, ha t <¢ z.

2.13. dbra. A z ¢ Wg(s), hat <¢ 2.

Ha t <¢ z, legyen Wg(r) az y pont B-hatar szerinti gazdagsag-bizonyito ékje,
ennek egyik széara illeszkedik a t pontra. A 2.14. abran lathato a Wx(r) ¢k, ennek
minden pontja a sotét szind paralelogrammaban lehet csak, amely része a Wa(p)
éknek. Az y azért lehet kék, mert gazdag vagy van egy nala <p szerint kisebb piros

szomszédja. Ha y gazdag lenne, az csak tgy lehet, ha z a rossz pont, de ekkor Wy(p)
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helyett valaszthattunk volna kisebb éket, és ez ellentmond a minimalis valasztasanak.
Ha y-nak létezik nala <p-kisebb szomszédja, az nem lehet ¢, mert ¢ ¢ Wy(p) ék és
t <¢ z alapjan kovetkezik, hogy y <p t. Tehat csak y masik szomszédja lehet
piros. Ez azonban, ha <p szerint kisebb y-nal, csak a sziirkével jelolt ékben lehet,
mely része a Wy(p) éknek. Emiatt ez a szomszéd kék, és megint ellentmondéshoz

jutottunk.

0 r
o7

2.14. dbra. Az y nem gazdag és nincs <p szerint kisebb piros szomszédja.

Belattuk tehat, hogy kék jo pont legfeljebb 3-féle lehet. De az ék 4 jo pontot
tartalmaz, igy legalabb az egyiknek pirosnak kell lennie. U

2.11. Megjegyzés. Lattuk, a 2.8. Allitasban, hogy ha egy ék legalabb 4 pontot
tartalmaz S-bél, akkor van azok kozott kék, és a 2.10. Allitasban, hogy ha leg-
alabb 5 pontot tartalmaz abbol, akkor van piros. Az eredeti bizonyitashoz képest itt
aszimmetriat tapasztalunk, ezért megprobaljuk ezt is kihasznélni a sziikséges réteg-
vastagsag csokkentéséhez. Mivel a hatszogekben egymastol fiiggetleniil hatarozzuk
meg a szinezést, a konstrukciot gy modosithatjuk, hogy bizonyos cellakban meg-
cseréljiik a két szin szerepét, és igy szineziink a korabban leirt szabalyok szerint.
Nevezziink egy szinezést kék tipustinak, ha ennél a gazdag pontok kékek, és piros

tipustnak, ha a gazdagok pirosak.

Egy hatszoget és a koriilotte elhelyezkeds 6 hatszoget nevezziik egységnek, és
jeloljiik a hatszogeket nagy bettikkel a 2.15. abra szerint. Lattuk korabban, hogy
tetszoleges T'(p) eltolt esetén van olyan egység, amely a haromszoget magéba foglal-
ja. Ha egy haromszog 6 hatszoget metsz ebbdl az egységbdl, azt harom kiilonbozé
modon teheti: nem metszi B-t, D-t vagy F-et. Ugy szeretnénk meghatarozni a hat-

szogek szinezéseit, hogy az egyenletes legyen a sikon, vagyis ha egy eltolt 6 hatszoget
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metsz, akkor azok kozott 3 kék tipusu és 3 piros tipusi legyen. Sajnos azonban igy

nem tudjuk megvalasztani a hatszogek szinezéseit, az alabbiakban ezt latjuk be.

2.15. abra. A haromszog nem metszi B-t, D-t vagy F-et.

2.12. Allitas. Nem létezik a hatszégrdacs celldin olyan szinvdlasztds, hogy minden

T(p) eltolt, amely 6 hatszéget metsz, mindkét tipusi hatszogbdl hdrmat messen.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy mégis létezik ilyen szinezés. ElGszor tekintsiink egy
egységet az el6zd jelolésekkel. Mivel 3-féle moédon metszhet ebbdl egy haromszog 6
hatszoget, sziikséges, hogy az egyes esetekben kihagyott harom hatszog, B, D és F
szinezése azonos legyen. Tegytik fel, hogy ezek kék tipusu hatszogek. Két esetet kii-
16nboztetiink meg aszerint, hogy az A hatszog piros vagy kék tipusi, és mindkettérol
belatjuk, hogy nem terjeszthets ki a sikra egyenletesen.

Ha A kék tipusua, akkor az A, B, F,G, H, I, J hatszogekbdl allo egységre alkal-
mazva az el6z6 gondolatmenetet kovetkezik, hogy H és J hatszogek kék tipustak, ez
a 2.16. abran lathatd. A sotétsziirke hatszogek kék tipusuak, a vilagossziirkék piros
tipusiak, a nem jeloltek barmilyenek lehetnek, 1ényegtelen a bizonyitas szempontja-
bol. Ha ebbdl az egységbdl T' egy eltoltja példaul H kivételével metszi az Osszeset,
akkor tgy metsz 6 hatszoget, hogy azok koziil legalabb négy kék tipusi, ez viszont
ellentmond a szinezés egyenletességére tett feltevésiinknek.

Ha A piros tipusu, akkor a C, F és G hatszogek koziil legfeljebb egy lehet kék
tipusi. Kiilonben az A, B, C, D, E, F, G egységben csak 2 piros tipusi hatszog lenne,
és létezhetne olyan T eltolt, mely 4 kék tipusu és csak 2 piros tipust hatszoget
metsz. Tegyiik fel hogy a G és C hatszogek piros tipustak. Az A, B, F,G, H,I,J
ésaz A, B,C, D, L, M, N egységeket tekintve a bizonyitas elsé megfigyelése alapjan
adodik, hogy H, J, L és N hatszogek tipusa is piros. Ebben az esetben viszont egy
A, B,C,G,J K, L egységhbe es6 haromszog eltolt metszhet 5 piros és 1 kék tipust

hatszoget, ha nem metszi K-t, ez lathato a 2.17. dbran, és ez ismét ellentmondés. [
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2.16. abra. A T egy eltoltja metszhet 4 kék és 2 piros tipusi hatszoget.

2.17. abra. A T egy eltoltja metszhet 5 piros és 1 kék tipusi hatszoget.

Teljesen egyenletes szinezésre tehat nincs lehetdség, de konnyen adhatd olyan,
amely majdnem egyenletes, tekintsiik példaul a 2.18. abra szerinti csikosat, ez nyil-
van kiterjeszthet6 a sikra. Valaszthattuk volna a masik két cstkozast is, de akkor
is ugyanezeket az eredményeket kaptuk volna. Lathato, hogy T minden 6 hatszo-
get metsz6 eltoltja esetén a metszett hatszogek tipusainak el6fordulésa 3-3 vagy 4-2
lehet. Legyen a tovabbiakban ez a szinezés a celldkon és azok pontjain.

A fentiek alapjan méar belathato, hogy 23 pontot tartalmazé haromszog esetén
eléfordul a pontok kozott mindkét szin. Ehhez kiszédmoljuk, hogy egy héromszog
legfeljebb hany kék pontot tartalmazhat. Mivel a szinek szerepe azonos a csikozas
miatt, a tisztan piros haromszogek keresése esetén is ugyanezt az értéket kapnank.
Kék szinezésnél legfeljebb 4 pontot tartalmazhat egy csupa kékekbdl all6 metszet,
piros szinezésnél pedig 3-at. Mivel maximalis sok kék pontot szeretnénk taldlni,

tekintsiink egy olyan T eltoltat, amely 4 kék és 2 piros tipust hatszoget metsz. Igy



b = 4
y -

2.18. abra. A metszett piros és kék tipusu hatszogek szama: 3-3, 4-2, 3-3

Osszesen 4 -4 + 2 -3 = 22 kék pontot tudunk elhelyezni a haromszogben. Tehat
ha 23 S-beli pontot tartalmaz egy eltolt, akkor ezek kozott el6fordul mindkét szin.
Azokban az esetekben, amikor legfeljebb 5 hatszoget metsz T egy eltoltja, figyelmen
kiviil lehet hagyni a metszett hatszogek tipusait, mert mindenképpen lesz olyan
hatszog, amelybdl legalabb 5 pontot tartalmaz az eltolt, és ez mindkét tipus esetén

elegendd mindkét szint pont tartalmazasahoz.

2.13. Megjegyzés. Egy haromszognek csak 3 csticsa van, és ha 6 hatszoget metsz,
akkor ezek koziil csak 3 lesz ténylegesen ék-metszés. A masik harom olyan nyilt
felsikkal valo metszés, melynek hataregyenese parhuzamos a T haromszog valamelyik
oldalaval. Az ilyen metszések specialisak, mivel kétféle ék szerinti metszésként is
tekinthetiink rajuk, és méar kevesebb pont tartalmazésa esetén is belathato, hogy

eléfordul azok kozott mindkét szin.

Ha a haromszog csak 5 hatszoget metsz, az csak tgy lehetséges, hogy koziiliik
4 ék-metszés és csak 1 félsik-metszés alaku. Elég azonban kiszdmolni, hogy 6 hat-
szoget metszd eltoltak esetén mennyi pont sziikséges mindkét szin tartalmazéasahoz.
Késébb, a 2.21. abran fogjuk latni, hogy annyi pont elég ebben az esetben is.

A korabbi elnevezésekhez hasonloan H4(p) jeldlje azt a nyilt félsikot, amelynek
hataregyenese a T' haromszog BC' oldalaval parhuzamos és a p pontra illeszkedik.
Tovabba a BC' szakaszra illeszkedve fedi az A pontot. Mivel & pontjai altalanos
helyzetiiek, minden parhuzamos egyenesre legfeljebb egy pontja eshet, igy félsikokra
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is igaz, hogy eltolaskor egyesével keriilnek abba be és ki a pontok. Hasonlbéan je-
16lje Hp(q) az AC-vel parhuzamos hatéara, és Ho(r) az AB-vel parhuzamos hatart
megfelels iranyu félsikokat.

Elgszor azt vizsgaljuk, hogy milyen ponthalmazt metszhet ki S-bél egy ilyen
nyilt félsik. Ha a H4(p) félsik tartalmaz pontot S-bél, akkor a < 4-minimélis kézos
B- és C-hatarpontot tartalmazza, mivel ez <4 szerint minimaélis az egész S-ben. A
rendezést éppen a sik hataregyenesével parhuzamos egyenesek adjak. Nevezziik ezt
az extrém pontot x4-nak, a <pg és <c-minimalis hatarpontot hasonlbéan jeldlje x g és
zo. Ezek a 2.5. és 2.6. dbrakon lathatok. Ha valamely X € {A, B, C'} esetén Sy = 0,
akkor természetesen a zx és xx pontok egybeesnek.

A H,(p) félsikkal valo metszet tekinthets valamely Wp és W ékkel vald met-
szetként is, mert mindkettének van a hataregyenessel parhuzamos szara. Ezekrol
kordbban lattuk, hogy a sajat hatarukbol egy intervallumot tartalmaznak, igy ez
a félsikra is teljesiil. Mivel a félsik tartalmazza az x4 extrém pontot, vagyis azt a
pontot, ahol a B- és C-hatar 6sszeér, a kimetszett B- és C-hatarpontok egyetlen in-
tervallumot alkotnak, amelyben esetleg lehetnek kézos pontok. Tovabbé lehetnek az
ékben bels6 pontok és A-hatarpontok, de ez utoébbirél nem tudjuk, milyen alakzatot
hataroznak meg.

Az alabbi két allitdsban belatjuk, hogy érdemes vizsgalni a félsik metszeteket,

mert valoban kevesebb pont sziikséges ilyenek esetén.

2.14. Allitas. Ha egy H(p) félsik legaldabb 2 pontot tartalmaz S-bél, akkor tartalmaz
kék pontot.

Bizonyitds. Legyen H4(p) olyan félsik, amely pontosan két S-beli pontot tartalmaz.
Ha mindkett§ a B- vagy a C- hatar pontja, akkor az imént latottak alapjan ezek
szomszédok. A szinezési szabaly miatt nem lehet mindketté piros, tehat a félsik
tartalmaz kék pontot.

Ha a BC-hatarnak csak egy pontja esik a félsikba, akkor ez sziikségképpen az
x4 extrém pont. Ennek egyik szomszédja, r B-hatarpont, masik szomszédja, s pedig
C-hatarpont. Esetleg ez a két pont egybeeshet, de akkor is miikodik a bizonyitéas.
Tekintsiik azt a B-éket, melynek szarai az x, és r pontokra illeszkednek. A szom-
szédos hatarpontok tulajdonsagainal lattuk, hogy ez az ék nem tartalmazhat S-beli
pontot. Hasonldan kovetkezik, hogy az a C-ék, melynek szarai az x4 és s pontokra
illeszkednek, iires. A 2.19. dbran lathato, hogy ezen két ék unidja lefedi az egész

H 4(p) félsikot, igy abban z 4-n kiviil nem lehet mas pont, de feltettiik, hogy 2 van,
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igy ez ellentmondas.

Azt az esetet még meg kell vizsgalni, amikor a B- vagy a C-hatar csak egy
pontbdl all. A szimmetria miatt feltehets, hogy a C-hatar egyponti, ezért az el6z6
gondolatmenetnél szereplé s pont nem létezik. Ilyenkor Sp = Sy = Sgp = 0 és a
ZA, 2B, 20, %A, TR €8 xo pontok egybeesnek, jelolje ezt a pontot z, ez az egyetlen
C-hatarpont.

Ha a H(p) félsik 2 pontot tartalmaz, akkor a z pont mindenképpen eleme, mivel
ez a <4-maximalis B-hatarpont. Tekintsiik a z pont B szerinti szomszédjat, jelolje
ezt most is r. Azon B-ék, melynek szarai az r és z pontokra illeszkednek, mint az
elébb, nem tartalmaz S-beli pontot. Az S-ben z a < szerint legnagyobb pont, ezért
a Hc(z) nyilt félsik sem tartalmaz S-beli pontot. Ezen B-ék és a He(z) félsik unioja
azonban fedi az egész H 4(p) félsikot, igy annak z-n kiviil nem lehet méas pontja, és

ez ismét ellentmondas. L]

2.19. adbra. A megfelels ¢kek, illetve a félsik és ¢k lefedik H4(p)-t.

2.15. Allitas. Ha egy H(p) félsik tartalmaz legaldbb 3 S-beli jo pontot, akkor ezek

kozott van piros.

Bizonyitds. A bizonyitds menete nagyon hasonlit az eredeti 3] cikbeli ,piros” bi-
zonyitaséhoz. Tegyiik fel, hogy a Ha(p) félsik pontosan 3 jo pontot tartalmaz, és
esetleg még a rossz pontot. Ha egy félsik tobb pontot tartalmaz, akkor magaba fog-
lal egy ilyet. Tegyiik fel indirekt, hogy minden pont kék és legyen koziiliikk = egy jo
pont. Ekkor = csak hatarpont lehet, mert a bels6 pontok pirosak. Belatjuk, hogy x

Osszesen kétféle pont lehet, a B- és C- kozos hatarbol tartalmazott intervallum két
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széls6 pontja, pontosabban a kimetszett C-hatarpontok koziil a < 4-minimélis illetve
a B-hatarpontok koziil a < 4-minimalis.

Ha z kozéps6 B- vagy C-hatarpont, akkor két okbol lehet kék. Vagy gazdag
B- illetve C-hatarpont, de mindkét esetben az x gazdagsag-bizonyito ékjét teljes
egészében tartalmazza a félsik. Nem tartalmaz viszont annyi pontot, amennyi egy
gazdag pont gazdagsag-bizonyito ékjében sziikséges, ezért x nem lehet gazdag. Vagy
x-nek van egy kisebb piros szomszédja, de ezek mindenképpen az ékbe esnek, mert
feltettiik, hogy x kozépss, emiatt azonban csak kékek lehetnek.

Ha x kék A-hatarpont, akkor megint két esetet kell megvizsgalni. Vagy x gazdag,
de gazdagsag-bizonyité ékjének minden pontja a félsikba esik, ahol nincs annyi pont,
amennyi egy gazdag pont esetében sziikséges, emiatt ez az eset nem lehetséges.
Vagy létezik z-nek 6nmaganal <4 szerint kisebb piros szomszédja. Az ilyen pontok
a rendezés definicidja szerint a H4(p) félsikba esnek, mert éppen a félsik hataraval
parhuzamos egyenesek hatarozzak meg a <, rendezést. Feltettiik azonban, hogy a
félsikban minden pont kék, igy ismét ellentmondésra jutottunk.

Jo kék pont tehat legfeljebb 2 lehet, a félsik azonban 3 jo pontot tartalmaz, igy

ezek kozott kell lennie pirosnak. O

Most mar beldthato az eddig megkonstruélt szinezésrsl, hogy minden legalabb
19 pontot tartalmazo T eltolt tartalmaz mindkét szint pontot. A szinek szerepe
azonos a sik fedésében, igy elég azt megszamolni, hogy legfeljebb hany kék pontot
tartalmazhat egy haromszog. Az alabbi tablazat értékei azt mutatjak, hogy maxi-
mélisan hany pontot tartalmazhat egy metszés az egyes szinezési tipusok esetén, ha

minden pont kék.

ék-metszés | félsik-metszés
kék tipus 4 3
piros tipus 3 1

Négy lényegesen kiilonb6z6 moédon metszhet egy haromszog 6 hatszoget, a 2.20.
abran lathatok az esetek. A sotétsziirke hatszogek kék tipustak, a vilagossziirkék
piros tipustiak. A metszetekbe irt szdmok a tartalmazott csupa kék pontok maximalis
szamat, az abrak alé irtak ezek Osszegét jelolik.

Ha 5 hatszoget metsz egy eltolt, az csak tgy lehetséges, hogy a metszések koziil

4 ék-metszés és 1 félsik-metszés alaku. A 2.21. dbra szerint ekkor is négy lényegesen
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2.20. &dbra. Egy 6 hatszoget metsz6 T' eltoltba esé kék pontok maximalis szama.

2.21. dbra. Egy 5 hatszoget metsz6 T eltoltba esé kék pontok maximalis szama.
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kiilonb6zo6 eset 1étezik, a jelolések ugyanazok, mint a 2.20. dbran. Lathato, hogy 19
pont tartalmazasa esetén ezekben is szerepel mindkét szin.

Ha 4 vagy 3 hatszoget metsz csak egy eltolt (kevesebbet nem metszhet), és leg-
alabb 19 pontot tartalmaz, akkor van olyan hatszog, amelybe legalabb 5 pont esik,
és ez barmely tipust szinezés és barmelyik metszés esetén elegendé ahhoz, hogy

mindkét szin szerepeljen a pontok kozott. O

Ezzel belattuk, hogy tetszéleges nyilt haromszog-lap fedés-szétbonthato és a sik-
nak egy T nyilt vagy zart haromszog eltoltjaival valo tetszéleges legalabb 19-réteg,

lokalisan véges fedése szétbonthato két fedéssé.



3. fejezet

Konvex sokszogek

Altalanos konvex sokszogek esetén még kevesebbet tudunk mondani arrél, hogy
milyen lehet egy ékkel valé metszet, illetve a hatar, ezért mashogy érdemes megko-
zeliteni a problémat.

Palvolgyi Domotor és Toth Géza dolgozta fel ezt az esetet [4] cikkében. A szerzsk
itt is a feladat duélis atfogalmazasat tekintették és a sikot cellakra osztva, ékekkel
metszették az eltoltak kozéppontjainak halmazat, de az ékeket elGszor kiilon vizs-

galtak. Az igy kapott eredményekbdl pedig kovetkezik az alabbi tétel.
1.6. Tétel (Palvolgyi, Toth) [4] Minden nyilt konvex sokszdg-lap fedés-szétbonthato.

Bizonyitds vdzlat. Mivel a sokszog nyilt, lehet alkalmazni a szokasos feltevéseket, azaz
a fedés lokalisan véges, a sulypontok halmaza véges, altaldnos helyzetd és minden
pont valamelyik cella belsejébe esik.

Ha W tetsz6leges nyilt ék és p egy adott pont, jeldlje W (p) a W-nek azon eltoltjat,
melynek csticsa p. Ha altalanosan beszéliink W egy eltoltjardl és nem adjuk meg a
cstcspontjat, akkor nevezziik azt egyszertien W-éknek. A W ék origéra vonatkozod
tiikorképét jelolje W.

3.1. Definicié. Legyen W = {W; | i € I} nyilt ékek egy halmaza. Nevezziik V-t
konfliktus mentesnek (non-conflicting), ha létezik olyan k € N szdm, hogy tet-
szdleges S véges ponthalmaz szinezhetd ugy két szinnel, hogy ha eqy VYW-beli ék eqy

eltoltja legaldbb k pontot kimetsz beldle, akkor tartalmaz mindkét szind pontot. A

tovdbbiakban nevezziik roviden NC-nek az ilyen tulajdonsdgu ékhalmazokat.

A cikk t6bb részéllitas felhasznalasaval az ékhalmazok egy jelentds részérdl belét-

ja, hogy azok konfliktus mentesek. Kideriil az is, hogy egy konvex sokszog cstcsainak

33
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megfelel§ ékhalmaz mindig NC, ebbdl pedig kiovetkezik az 1.6. Tétel. A részéllita-
sok koziil kettének irjuk le részletesen a bizonyitésat, mivel ezek tartalmazzak az

alapvets oOtleteket.
3.2. Lemma. Tetszdleges W nyilt €k 6nmagdaban mindig NC.

Bizonyitds. Legyen S egy véges ponthalmaz. Tegyiik fel, hogy az ék szoge legalabb
7, ekkor elGall két félsik unidjaként. Vegylink egy-egy ilyen irdanyu félsikot, melyek
2-2 pontot tartalmaznak S-bdl, legyenek ezek A, Ay és By, By. Bar az {A;, Ay} és
{Bj, By} halmazok nem feltétlen diszjunktak, kénnyen lathato, hogy ki tudjuk szi-
nezni a pontokat pirossal és kékkel gy, hogy A; és A, valamint By és By kiilonb6z6
szintiek legyenek. Igy ha egy W-ék tartalmaz legalabb 3 pontot, akkor vagy tar-
talmazza Ai-et és Ag-t, vagy tartalmazza Bi-et és Bs-t, és mindkét esetben készen
vagyunk.

Tegyiik fel most, hogy W szoge kisebb mint 7. Erre az esetre két bizonyitést is
adnak a szerz6k, mert mindketts olyan otletet tartalmaz, amelyet késébb is hasz-
nalnak.

Az altaldnossag megszoritasa nélkil feltehets, hogy W magéba foglalja az -
tengely pozitiv agat, csicsa az origd, és minden S-beli pontnak kiilénb6zé az y-
koordinataja. Forgatassal elérhets, hogy igy helyezkedjenek el a pontok, mert S

véges. Ezt kihasznalva definidlunk egy rendezést S pontjain.

3.3. Definicié. Azt mondjuk, hogy a p pont az y-rendezés szerint kisebb a q pont-
ndl, jelélésben p <, q, ha p y-koordindtdja kisebb, mint q y-koordindtdja. S eqy T
részhalmazdt intervallumnak mondjuk, ha p,g € Z, r € S és p <, r <, q esetén

kovetkezik, hogy r € L.
Az 8 halmaz W ék szerinti hatarat jelélje BdW (S) = {p € S | W(p)NS = 0}, ez

a hatar szokdsos definicioja. Minden W-ék Bd" (S)-bdl egy intervallumot tartalmaz

a hatarra lesziikitett y-rendezés szerint.

3.4. Megjegyzés. Ha két Bd" (S)-beli pont az y-rendezés szerint egymast koveti,
azaz nincs kozottiik mas hatarpont, az korabbi definici6 szerint megfelel annak, hogy

szomszédok a W szerinti hatéaron.

3.5. Definicié. Tetszdleges p € Bd"W(S) pont esetén p drnyékdnak nevezzik az
SV (p)={qe S| W(q) N BdY(S) = p} halmazt.
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Ha py, p, € BdW(S), akkor Sh" (p;) N.ShY (py) = 0, mert mindegyik ¢k csak egy
pontot tartalmaz a W szerinti hatarbol, és ez vagy p; vagy po. A 2. fejezet jeloléseit
hasznalva ez a halmaz megfelel az adott hatarpont gazdagsag-bizonyitd éke altal
tartalmazott S-beli pontoknak. A 3.1. abran a sziirkével jelolt teriiletre es6 S-beli

pontok alkotjak a megfelel§ arnyékokat.

3.1. abra. ShW (py) N SAY (py) = 0.

Az els6 bizonyitashoz szinezziik a hatarpontokat az y-rendezés szerinti sorrend-
ben, felvaltva a két szinnel, és minden hatarpontra az arnyékaban lévéket a hatar-
ponttol kilonbozs szintire. Ha W két pontot tartalmaz S-bél, akkor az vagy két
hatarpont, melyek az y-rendezés szerint egymast kovetik, vagy egy hatarpont, és az
arnyékabol még egy pont. A konstrukcioé szerint mindkét esetben kiilénbozs a két
pont szine.

A masodik bizonyitasban egy tfelbontdst adunk meg.

3.6. Definicio. Jelolje W (2;y) azt a W -éket, mely legfeljebb 2 S-beli pontot tartal-

maz, csucsanak y-koordindtdja vy, és x-koordindtdja minimadlis.

Ez a definici6 értelmes, ugy kapjuk a megfelels éket, hogy az adott y értékid, x
tengellyel parhuzamos egyenes mentén negativ irdnyba toljuk az ék cstucspontjat,
amig az ék belsejében pontosan 2 pont és a hataréan legalabb 1 méasik pont nem lesz.
(Ha tovabb toljuk, akkor a hatarra illeszkedd pont az ék belsejébe keriil.)

Tekintsiik a W (2;y) ékeket, mint y fliggvényét, a negativ értékek felsl a pozitivak
felé haladva. Kénnyen lathato, hogy W (2;y) folytonos fiiggvénye y-nak. Ehhez te-
kintsiik egy fix y esetén a W (2;y) éket és vizsgaljuk meg, hogy valamilyen kis 6 > 0
esetén hol lehet a W (2;y + ) ék. A 3.2. abra szerint két eset lehetséges aszerint,
hogy a pont, amelynél elakadunk, az ék alsd vagy fels6 szaréara illeszkedik. Az els6
esetben az abréan a kisebbik ék része W (2; y)-nak, igy legfeljebb 2 belss pontja van,
tehét ez része kell legyen a W (2;y + d) éknek. A nagyobbik ék viszont tartalmazza
W(2;y)-t, tehat van legalabb 2 belsé pontja. Tovabba a pont, amelyben W (2;y)
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esetén elakadtunk, a hatardn van, tehat ha tovabb tolnédnk a cstiicspontjat, akkor
mar legalabb 3 bels6 pontja lenne. Emiatt a nagyobb ék tartalmazza W (2;y + d)-t,
igy annak cstucspontja csak a nagy és kis ék csticspontjainak 6sszekotd szakaszan le-
het. Lathato, hogy csak kicsit valtozhat a csticspont helyzete, ha § kicsi. A masodik
esetre hasonl6 bizonyitas mondhaté, s6t ott a nagyobb ék helyett vehetnénk kicsit
kisebbet, mert ez tartalmazza azt a pontot is, amelyben W (2;y) esetén elakadtunk,
tehat legalabb 3 belsd pontja van. Az dbrakon sziirke kitoltés jeloli az eredeti W (2; y)

éket és vastag vonalak a nagyobb és kisebb éket.

W(2;y) W(2y)
° y+d ° y+d

\/\\\y \y

3.2. abra. W(2,y) az y-nak folytonos fliggvénye.

Mivel S véges, véges sok olyan y érték létezhet, amikor egy pont kilép az ékbdl és
belép helyette egy mésik. Ha két pontra ez fennall, akkor kossiik 6ssze azokat, gréafot
épitve S pontjain, mint cstucsokon. Ezzel a modszerrel két pontdiszjunkt utat ka-
punk, W (2;y) tetszbleges y érték esetén mindkett6bdl 1 pontot tartalmaz. Szinezziik
az egyik Ut pontjait kékre, a masikéit pirosra. Ha egy ék legalabb 2 pontot tartalmaz,

akkor része egy valamilyen W (2;y) ék, emiatt mindkét szini pontot tartalmaz. [J

felsd) cikk

bal cikk . jobb cikk = W

©alsg cikk

3.3. dbra. W szarainak egyenesei 4 cikkre vagjak a sikot.

A tovabbiakban {W, V'} ékparokat vizsgalunk az NC tulajdonsag szempontjabol.

A szerz6k 5 tipust kiilonitenek el az egymashoz valo relativ elhelyezkedés szerint.
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1. tipus (Big) Az egyik ¢k szoge legalabb .

A t6bbi esetben feltehets, hogy a W ék magaba foglalja az x tengely pozitiv
agat és csiicsa az origd. A szarai altal meghatarozott egyenesek négy cikkre vagjak
a sikot, also, felsd, bal és jobb cikkre, ez utobbi maga W.

2. tipus (Halfplane) A két ék unidja tartalmaz egy félsikot. Ekkor V' egyik

széra a jobb, a masik szara a bal cikkbe esik.

3.4. abra. 2. tipusu (Halfplane) ékek.

3. tipus (Contain) Az egyik ék tartalmazza a masikat vagy annak origora vett
tiikkorképét. Vagy V egyik szara a felss, mésik az also cikkbe esik, vagy mindketts a
jobb, vagy mindketts a bal cikkbe.

3.5. abra. 3. tipusu (Contain) ékek.

4. tipus (Hard) Ekkor V egyik széara a bal cikkbe, a mésik a fels6 vagy az also
cikkbe esik.

3.6. abra. 4. tipusu (Hard) ékek.
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5. tipus (Special) A két ék unidja benne van egy félsikban, de egyik sem
tartalmazza a mésikat. Ekkor V' egyik szara a jobb, masik a fels6- vagy az alsod

cikkbe esik, vagy mindkét szara az also, vagy mindketts a fels§ cikkbe esik.

3.7. abra. 5. tipusu (Special) ékek.

Az 5. tipus kivételével mindegyikrdl belatjak a szerzok, hogy ha két ék egyméshoz
képest igy helyezkedik el, akkor az altaluk alkotott ékhalmaz NC. A felhasznélt
otletek Osszefoglalasa céljabol a 3. tipust (Contain) ékek esetét bizonyitjuk.

Palvolgyi Dométor [7] cikkében egy gyonyord konstrukeid segitségével belatja,
hogy ha egy ékpéar 5. tipusu (Special), akkor az altaluk alkotott ékhalmaz NEM NC.
Ezt a bizonyitast késébb, az 5. fejezetben fogjuk ismertetni. A két cikk eredményeibsl

pedig a konfliktusmentes ékhalmazok egy jo karakterizaciojat fogjuk kapni.

3.7. Lemma. Ha W és V egy 3. tipusi (Contain) ékpdr, akkor a W = {W,V'}
ékhalmaz NC.

A bizonyitashoz tovabbi fogalmak bevezetése sziikséges.

3.8. Definicio. Jelilje Tr})Y (S) a W ék azon eltoltjait, melyek pontosan k pontot

tartalmaznak S-bél.

3.9. Definici6. Adott k € N és y € R esetén jelolje W(k;y) azt az éket, mely
legfeljebb k pontot tartalmaz S-bél, y-koordindtdja y €s x-koordindtdja minimdlis.
(Ez a W(2;y) fogalom dltaldnositdsa.)

Az y érték novelésével a k = 2 esethez hasonloan k pontdiszjunkt utat kapunk
S pontjain, legyenek ezek PV, P)V, ... PYV. Az altaluk alkotott rendezett k-ast az

s o

S ponthalmaz W szerinti k-rendi utfelbontasanak nevezziik.

Bizonyitds vdzlat. Feltehets, hogy W tartalmazza az z-tengely pozitiv agat, csticsa

az origd, és vagy V. .C W vagy V C W. Olyan szinezést adunk meg S pontjain
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pirossal és kékkel, hogy minden W-ék, amely legalabb 4 pontot, és minden V-ék,
amely legalabb 14 pontot tartalmaz S-bdél, tartalmazzon mindkét sziniit.

Tekintsiik S-nek W szerinti 4-rendi utfelbontasat, PV, P}V, P}V ¢s P}V jeldlje
az utakat. P}V és P}V szinezését gy hatarozzuk meg, hogy minden W’ € Tr}V(S)
tartalmazzon piros pontot, és minden V' € TrY (P/Y U P}V) tartalmazzon mindkét
szint pontot. P}V és P}V szinezését pedig tigy adjuk meg, hogy minden W’ € Tr}V (S)
tartalmazzon kék pontot és minden V' € TrY (P}¥ UP}Y) tartalmazzon mindkét szini
pontot. Az S-bdl az utak elhagyasaval megmaradt pontok halmazat jelolje R. Ezeket
a pontokat szinezziik tgy, hogy ha V' € TrY(R), akkor az tartalmazzon mindkeét
szind pontot.

Ez jo szinezése lesz S pontjainak, mert minden W-ék, amely tartalmaz legalabb 4
pontot, az egyik utparboél tartalmaz piros pontot, a masik utparbol kéket. Es minden
V-ék, amely tartalmaz S-bél 14 pontot, vagy tartalmaz legalabb 7 pontot az egyik
utparbol, ekkor van benne mindkét szin pont. Vagy ha mindkettsbél legfeljebb csak
6 pontot tartalmaz, akkor legalabb 2 pontja R-beli, és ezeket éppen gy szinezziik,

hogy tetsz6leges V-ék altal kimetszett 2 pont kozott szerepeljen mindkét szin.

3.10. Definicié. Legyen p € P}V és q € P)V. Ha létezik olyan /4 csicsot kimetszd
W -ék, mely a két utbol éppen ezeket a pontokat tartalmazza, akkor nevezziik ezeket
bardtoknak (friends). Az olyan pontokat, amelyeknek csak 1 bardtja van, nevezzik
az adott bardt rajongdjainak (fan), és az olyan pontokat, amelyeknek van rajongo-
Juk, nevezziik sztdroknak (star). A nem sztdr és nem rajongé pontokat nevezziik

reguldris pontoknak.

Tegyiik fel, hogy P}V és P} minden pontja regularis, ilyenkor minden csticsnak
2 baratja van. Szinezziik P!” minden harmadik csticsat pirosra, a tobbit kékre. Py
csucsait ugyanigy, de toljuk el a szinezést tigy, hogy azok a pontok legyenek pirosak,
melyeknek 2 kék baratja van. Igy barmely két barat koziil legalabb az egyik kék.

Tegyiik fel most, hogy P!V és P,” pontjai kozott vannak nem regulérisak is. Ekkor
a sztarok baratai koziil az y-rendezés szerinti két széls6 reguléris vagy sztér lehet
(itt valt a masik ut pontot ezért ezeknek mas barétja is van), a kozéps6k rajongok.
Szinezziik a sztarokat kékre, a barataikat felvaltva, de a két szélsé legyen kék, hogy
ha valamelyik szintén sztar, akkor se legyen probléma a szinezés folytatasaval. Paros
sok rajongd esetén az egyik végén elGfordulhat két piros egymés utdn. A még ki nem
szinezett regularis pontok intervallum-péarokat alkotnak. Szinezziik az ilyeneket az

el6zG esetnek megfelelGen. Az els6 pont, amely nem baratja egy sztarnak sem, legyen
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piros. Erre a szinezésre is teljesiil, hogy két barat koziil legalabb az egyik kék. A 3.8.

abran fehérrel jeloltiik a piros pontokat, feketével a kékeket.

F?LW

I\J-UE

3.8. 4bra. & W szerinti 4-rendd utfelbontasanak szinezése.

Egy S-bél legaldabb 4 pontot kimetsz§ W-ék olyan pontokat tartalmazhat csak
a két utbol, melyek baratok, ezekrdl pedig lattuk, hogy legalabb az egyik kék, tehéat
az €k tartalmaz kék pontot. Esetszétvalasztassal belathat6, hogy minden V-ék, mely
legaldbb 7 pontot tartalmaz a két athol, tartalmaz mindkét szin pontot.

Ehhez egy fontos észrevétel, hogy ha egy V-ék metsz egy PV utat, akkor egy
intervallumot tartalmaz belsle. Mivel a W éknek része a V vagy a V ék, minden
V-metszethez tartozik egy olyan eltoltja W-nek, mely ugyanazokat a pontokat tar-
talmazza az utakbol, amelyeket V. Egy W-ékkel val6 metszés esetén pedig tudjuk,

hogy ezek mindig intervallumok.

( < <S>

3.9. abra. A V-ékek is egy intervallumot tartalmaznak a P!V utakbol.

P}V ¢s PV szinezésénél ugyanezeket a szabélyokat alkalmazzuk, csak felcseréljiik
a két szin szerepét, igy teljesiilnek a feltételek.
Mar csak R szinezését kell meghatarozni, ezt az egy ékre vonatkozé lemma sze-

rint végezziik. Mivel V' szdge kisebb mint 7, az elsé bizonyitasban adott konstrukcio
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éppen egy megfelel§ szinezést ad, legalabb 2 kimetszett pont kozott vannak kiilon-
b6z6 szintiek. O
Az alabbi technikai lemma ahhoz sziikséges, hogy tetszéleges ékhalmazrol is el

tudjuk donteni, mikor NC. Ennek bizonyitasat itt nem irjuk le.

3.11. Lemma. Minden s,t > 0 egész szamra létezik eqy f(s,t) € N szam, hogy
teljesiil az aldbbi tulajdonsdg. Legyen S véges halmaz és W = {W; | i = 1...t}
olyan ékhalmaz, melybdl barmely 2 ék alkotta ékhalmaz NC. Ekkor S-nek létezik
olyan {S1,Ss, ... S} t-osztdlyi particidja, hogy ha egy W; €k legalabb f(s,t) pontot

tartalmaz S-bdl, akkor ezek kozil legalabb s az S; osztdlynak eleme.

3.12. Lemma. Egy W = {W,, Wy, ..., W;} ékhalmaz pontosan akkor NC, ha tet-
szoleges {W;, W;} kételemd részhalmaza NC.

Bizonyitds. Ha két ék egylitt nem NC, akkor a definici6 alapjan egyértelmi, hogy
az egész halmaz sem lehet NC.

A masik irany bizonyitasédhoz vegyiink egy particiot f(3,t) szerint. Ekkor ha egy
W;-ék legalabb f(3,t) pontot tartalmaz S-bdl, akkor legalabb 3-at tartalmaz S;-bél.
Szinezziink minden S;-t W;-nek megfelelGen az egy ékre vonatkozo lemma szerint,
ennél éppen harom pont sziikséges mindkét szin tartalmazasahoz. Igy egy jo szine-
zését kapjuk S pontjainak, mivel ha egy tetszéleges W;-ék legalabb f(3,t¢) pontot
tartalmaz, akkor legalabb 3 pontot tartalmaz S;-bdl, igy szerepel benne mindkét

szin. O

=
d Y
5
A oy

\y
3.10. abra. Tetsz6leges konvex sokszog bal oldali kiils6 szogei diszjunktak.

Egy konvex sokszog ékeinek halmaza nem tartalmazhat specialis tipusu ékpart.

Ugyanis tetsz6leges konvex sokszogre igaz, hogy a csticsainal fekvé bal oldali kiils
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szogek diszjunktak, és egy cstucsba tolva az ezeknek megfelels ékeket éppen egy teljes-
szoget kapunk. Ez lathato a 3.10. abran. Egy specialis ékpar kiils6 szogei azonban
nem diszjunktak, tehéat ilyen szdgek nem fordulhatnak el§ egyszerre egy konvex
sokszogben.

Tegyiik fel, hogy a P sokszog csiicsainak szama n és olyan a sik cellafelbontésa,
hogy P egy eltoltja legfeljebb k cellat metsz. Ekkor ha egy eltolt legalabb m =
k- (f(3;m) — 1)+ 1 pontot tartalmaz, akkor azok kézott eléfordul mindkét szin. A
dualis megfogalmazashol visszaforditva az eredetire ez azt jelenti, hogy tetszéleges

m-rétegii fedés szétbonthatd két fedéssé, és ezzel a tételt belattuk. ([



4. fejezet

Tobb réteg

Az eddig targyalt szép matematikai probléméanak gyakorlati alkalmazasa is léte-
zik, ehhez azonban altalanosabban kell megfogalmazni a feladatot. Buchsbaum tette
ezt meg el6szor [0] cikkében és érzékeld fedési problémanak (sensor cover problem)
nevezte.

Legyenek adva a sikon pontok, ezek felelnek meg az érzékel6knek, szenzoroknak,
mindegyiknek a hataskore egy sikidom, melynek stulypontja egybeesik a szenzorral.
De tekinthetiink masik pontot is, csak az lényeges, hogy minden sikidomban ugyan-
az a belsd pont legyen a kozéppont, vagyis a szenzor helye. Ha s a szenzor, jelolje
R(s) a hataskorét. Minden szenzort egy elem mtikodtet, melynek van valamekkora
élettartama (lehetnek kiilonbozéek). A cél az, hogy meghatérozzunk minden szen-
zorhoz egy olyan bekapcsolédsi id6pontot, amelyek esetén az egész szenzormezd a
lehetd legtovabb miikodik. A feladatnak két valtozata létezik aszerint, hogy ki lehet-
e kapcsolni a szenzorokat, majd tjra vissza, vagy bekapcsolds utan mindegyik addig
miikodik, amig le nem meriil az eleme. Ez utébbival fogunk foglalkozni abban a spe-
cialis esetben, amikor a szenzorok altal érzékelt teriilet egy adott nyilt haromszog
egy eltoltja.

Ezt a problémat altalanosan Matt Gibson és Kasturi Varadarajan dolgozta fel
az [] cikkben, és egytuttal megadtak egy algoritmust is a bekapcsolasi idsk kiszami-
tasara.

Legyen U egy tetsz6leges ponthalmaz, az univerzum, melyet fedni szeretnénk, S
a szenzorok halmaza. Minden s € S szenzor esetén jelolje d(s) € N a szenzort mii-
kodtets elem élettartamat, t(s) € N a bekapcesolasi idejét. Feltehets, hogy minden
élettartam egész, és konnyen lathato, hogy ilyenkor a bekapcsolasi idsk is egészek

lesznek, mert nem érdemes egy idGszak kozepén bekapcsolni egy szenzort sem. Ha a

43
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bekapcsolasi id6k racionalisak lennének, akkor az idSegység alkalmas megvalasztasa-
val tekinthet6k egésznek, ha pedig irracionalisak, akkor kozelithetSk racionélisakkal.
Emiatt a szenzormez6 miikodési idejét feloszthatjuk idGegység hosszu idGintervallu-
mokra. Ha t(s) = t és d(s) = d, akkor ez azt jelenti, hogy az s szenzort a t-edik
idGintervallum kezdg pillanataban kapcsoljuk be, és a t + d — 1-edik idGintervallum

végéig folyamatosan miikddik, végig be van kapcsolva.

4.1. Definicié. Az univerzum egy p pontja fedve van a t'-edik iddintervallumban,
ha létezik olyan s € S szenzor, hogy p € R(s) és s ebben az iddintervallumban be van
kapcsolva, azaz t(s) <t < t(s)+d(s)—1. Azt mondjuk, hogy a szenzormezdét" ideig
miakodik, ha a szenzorokhoz léteznek olyan bekapcsoldsi iddk, amellyel valamely t”

iddeqységig tarto iddszakban az univerzum minden pontja folyamatosan fedve van.
A felirt algoritmusroél a cikkben az alabbi tételt latjak be a szerzdk.

4.2. Tétel. (Gibson, Varadarajan) [5] Létezik olyan polinomidlis ideji algoritmus,
mely adott sikbeli szenzorfedési feladatra, ahol a szenzorok hatdskore eqy nyilt hd-
romszog eqy eltoltja, és minden pont esetén az azt fedd szenzorok élettartamainak
osszege legaldbb L, megad eqy olyan bekapcsoldsi idd fligguényt, melynek alkalmazd-

sdaval legalabb oL ideig mikodik a szenzormezd, ahol o > 0.

Ez az eredmény azért jelentGs, mert nem csak haromszogekre, hanem tetszéleges
konvex poligonokra is kiterjesztheté az algoritmus és ezekre is lineéris korlatot ka-
punk. Ilyen kordbban csak koézéppontosan szimmetrikus sokszogekre volt ismert. A
kovetkezdkben csak megemlitjiik a kérdéssel kapcsolatos eddigi eredményeket, nem
irjuk le azok bizonyitésat.

Pach Janos eredeti, kozéppontosan szimmetrikus sokszogekre adott bizonyitéasé-

bol exponencialis korlat adodik.

4.3. Tétel. (Pach) [I] Minden P kézéppontosan szimmetrikus nyilt konvex sokszig
esetén létezik eqy olyan c(P) > 1 konstans, hogy a sik pontjainak P eltoltjaival valo
tetszoleges c( P)k-rétegii fedése szétbonthato k fedéssé.

Késébb Toth Gézaval egyiitt ezt a korlatot négyzetesre javitottak.

4.4. Tétel. (Pach, Toth) [9] Minden R kézéppontosan szimmetrikus nyilt konvex
sokszdg esetén létezik egy olyan c¢(R) > 0 konstans, hogy a siknak R eltoltjaival valo

tetszdleges c(R)k>-rétegil fedése szétbonthatd k fedéssé. Es van olyan fedés, melynek

4k

5] — 1, és nem bonthatd szét k fedéssé.

rétegszdma |
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Kozéppontosan szimmetrikus sokszogekre a linearis korlatot is sikertilt bizonyi-

tani, de mas sokszogekre nem.

4.5. Tétel. (Aloupis, Cardinal, Collette, Langerman, Orden, Ramos) [I0] Minden
Q kozéppontosan szimmetrikus nyilt konvexr sokszighoz létezik egy olyan ¢(Q) > 0

konstans, hogy a stknak @Q eltoltjaival valo tetszdleges c(Q)k-réteqd fedése szétbont-
hato k fedéssé.

Tardos Gabor és Toth Géza 2. fejezetben vizsgalt cikkébdl haromszogekre az

alabbi eredmény kovetkezik.

4.6. Tétel. (Tardos, Toth) [3] Tetszdleges m > 0 esetén a siknak egy nyilt haromszog

eltoljaival valo tetszdleges 2—215’” = %—rétegd’ fedése szétbonthato m fedéssé.

Altalanos konvex sokszogekre eddig csak az alabbi magas fokt polinom korlat

volt ismert.

4.7. Tétel. (Palvolgyi, Toth) [4] Tetszdleges P nyilt konvex n-szdg és m > 0 esetén
létezik olyan Kp konstans és k = k(P,m) < Kp(8m)>" szim, hogy a siknak P

eltoltjaival valo tetszdleges k-rétegi fedése szétbonthato m fedéssé.

Gibson és Varadarajan 4.2. Tételének bizonyitasa soran a korabbi esetekhez ha-
sonldan a feladat dualis atfogalmazasat érdemes tekinteni és az univerzum egy cel-
lafelbontasat, igy egy haromszog helyett a cstucsainak megfelels A, B és C ékekkel
lehet metszeni S-t. Azt szeretnénk kiszamolni, hogy hany szenzornak kell fednie a
pontokat, illetve hdnynak kell a pontokra illeszked6 kozéppontos tiikorképekbe es-
nie, hogy a megfelels ideig miikodjon a szenzormezd, és a megfelel§ szami rétegre
szétessen a fedés.

Tegyiik fel, hogy a haromszog egy eltoltja legfeljebb [ cellat metsz, ebbdl le-
gyen r = % Az eredeti [5] bizonyitasban a szerzok belatjak, hogy az egyes cellak

szenzorain megadhatd olyan bekapcsolasi id§ fiiggvény, hogy ha egy ék r pontot,

T

155 1dGegységig tarto iddszak minden id6-

szenzort tartalmaz a cellabol, akkor egy
intervallumaban tartalmaz bekapcsolt szenzort. Az egész szenzormezore kiterjesztve
ezt a bekapcsolasi id6 fliggvényt, azt kapjuk, hogy ha az univerzum minden pont-
jara teljesiil, hogy az azt fedd szenzorok élettartamainak Osszege legalabb L, akkor
al = = = ﬁ idGegységig tud miikodni a szenzormezds.

A 2. fejezetben lattuk, hogy haromszog esetén célszert hatszogracsot tekinteni,

ekkor egy haromszog 6 hatszogbe metszhet bele. (Négyzetracs esetén ennél rosszabb
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eredményt kapnank.) Tehat ha § = 6, akkor az el6bbi gondolatmenet végeredmé-

nyeként azt kapjuk, hogy &= = L

idGegységig miikodhet legalabb a szenzormezs.

Ezt az altaldnos eredményt mi atdolgozzuk arra a specialis esetre, amikor minden
szenzor élettartama 1 idGegység és nem lehet azokat kikapcsolni. Ha megengedjiik,
hogy egybeessenek szenzorok, akkor ez ekvivalens azzal valtozattal, amikor hosszabb
ideig tudnak miikodni, de ki lehet kapcsolni azokat, majd djra vissza. A szenzorok
élettartama minden esetben egy d egész szam, egy ilyen szenzor helyett tekinthetiink
d egybees szenzort, melyeknek 1 az élettartamuk.

Ebben az esetben egy maximélis ideig mikods szenzormezd miikodési idejének
kérdése ekvivalens azzal a probléméval, hogy legfeljebb hany 1-rétegii fedéssé lehet
szétbontani egy adott fedést. Minden id&intervallum, amig miikodik a szenzormezd,
megfelel egy fedésnek, mert egy szenzor csak 1 id@intervallumig képes mtkddni.
Emiatt a 4.8. Tétel (1) és (ii) pontjaban megfogalmazott allitasok ekvivalensek. Az
alabbiakban belatjuk, hogy erre a specialis esetre jobb eredmény kaphato.

4.8. Tétel. Létezik olyan polinomidlis idejd algoritmus, mely
(i) adott sikbeli szenzorfedési feladatra, ahol a szenzorok hatdskére egy nyilt hd-
romszag eltoltja, élettartalma 1 iddeqység, és minden pontot legaldbb L szenzor fed,

megad eqy olyan bekapcsoldsi 1dd figguényt, melynek alkalmazdsdval a szenzormezd

L
84

(i1) egy nyilt hdromszdg-lap eltoltjaival vald tetszdleges L-réteqd fedést szétbont

legaldabb == ideig mikodik.

L L
o Jedéssé.

Bizonyitds. Az alkalmazott gondolatmenet megegyezik az eredeti cikkben szerepls-
vel, csak a szamolésok kiilonboznek.

A korabbi esetekhez hasonléan a feladat dualis atfogalmazasat tekintjik, és
ugyanazokat a jeloléseket hasznaljuk, mint a 2. fejezetben. Legyen T a nyilt harom-
sz0g, S az eltoltak sulypontjainak halmaza, most ezek reprezentaljak a szenzorokat.
Egy fedés szétbonthato k fedéssé, ha ki lehet szinezni S pontjait k szinnel gy, hogy
az univerzum minden p pontjara T'(p) tartalmaz minden szini pontot.

Tekintsiik az univerzum egy cellafelbontasat, igy a haromszog helyett a csticsa-
inak megfelelg A, B és C ékekkel metszhetiink. Mivel a haromszog nyilt, feltehetd,
hogy a fedés lokalisan véges, igy minden cella csak véges sok S-beli pontot tartal-
maz. Tovabba a stlypontok altalanos helyzetiiek, és mindegyik pont valamelyik cella
belsejébe esik. Ezeket a tulajdonsagokat lattuk az 1. fejezetben.

Legyen G a cella, melyet vizsgalunk, Y a belsejébe es6 szenzorok véges halmaza.
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4.9. Definici6é. Minden X € {A,B,C} ésr € N esetén az r pontot tartalmazo
X -ékek unigjanak hatdrdt jelolje Cx (r).

Ez egy olyan toréttvonal, melynek minden szakasza az X ék valamelyik szaraval
parhuzamos. Tovabba lathato, hogy ha egy X (p) ék r pontot tartalmaz, akkor p €
Cx(r), és ha tobb mint r pontot tartalmaz, akkor magéaba foglal egy olyan éket,

melynek cstucspontja Cx (r)-re illeszkedik.

4.1. abra. A Cx(2) toréttvonal.

Minden ékhez egyértelmiien hozzérendelhet a csticspontja, és minden szenzor-
hoz az azt tartalmazoé ékek cstcspontjainak halmaza, mely egy részintervalluma
Cx (r)-nek. Vetitsiik le C'x(r)-et és a részintervallumokat egy a haromszog harmadik
oldalaval parhuzamos egyenesre. Igy az egyenes Cx(r) pontjainak megfelels korla-
tos részének intervallumokkal valo fedését kapjuk. Minden ék tartalmaz legalabb r
pontot, és csucspontjanak képét tartalmazzak a pontokhoz tartozé intervallumok,
tehat ez egy r-rétegi intervallumfedés.

Intervallumokra atfogalmazva a feladat egy minél nagyobb k szam talalasa,
amelyre az intervallumoknak létezik k szinnel valo olyan szinezése, amelynél min-
den pontot fed minden szind intervallum. Ezzel a legaldbb r pontot tartalmazo ékek
pontjainak kapjuk egy k szinnel val6 szinezését gy, hogy minden ék tartalmaz min-
den szint pontot.

Az intervallum, amelyet fedni szeretnénk, kontinuum sok pontot tartalmaz. Mi-
vel azonban egy cellaba véges sok szenzor esik, csak véges sok lényegesen kiilénbo6zé
(més szenzorhalmazt tartalmazo) r-pontt ék létezhet. Ha két ék ugyanazokat a

pontokat tartalmazza, akkor mindkét cstucspontot fedik a hozzajuk tartozé interval-
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lumok, tehat nem eshet ezek kozé szakaszvégpont. Emiatt elég minden kimetszhets

részhalmaz esetén egy csticspontot tekinteni.

4.2. dbra. Minden s € S pontnak megfelel egy rész-toréttvonal.

Az algoritmus menete nagy vonalakban a kovetkezs: minden X € {A, B,C}
csuics esetén kivalasztunk egy Yy C Y részhalmaszt, kijeloljiik a bekapcsolandé szen-
zorokat, megadva rogton a bekacsolasi id6ket is, amelyekkel az intervallumfedés egy
bizonyos vastagsagu lesz. A maradékot pedig visszatessziik Y-ba, hogy a kovetke-
z$ iteracional még hasznalni tudjuk ezeket. A kivalasztast Matt Gibson és Kasturi
Varadarajan RSC-feladat (Restricted Strip Covering problem) megoldéasara alkotott
algoritmusanak egy egyszertibb véltozataval tessziik.

Az RSC algoritmus egyszertisitett valtozata.

Legyen adva egy I = (a,b) nyilt intervallum és annak egy nyilt intervallumokkal
valé r-rétegii véges fedése. Az intervallumon tekintsiik a valés szamok szokésos ren-
dezést, eszerint fogunk haladni a legkisebb ponttol kezdve a legnagyobb felé. Az
algoritmus altalanos lépésében amikor taldlunk egy p nem fedett pontot, kivalaszt-
juk a még nem hasznalt intervallumok koziil azt, amelyik tartalmazza a p pontot és
jobb végpontja a legnagyobb. Addig folytatjuk ezt, amig elériink a b pontig, és mivel
a fedés véges, ez be fog kivetkezni. Ez utan elkezdjiik épiteni a kovetkezd réteget,
ismét a-tol kezdve. Ezt valamilyen meghatérozott fedésszamig csinaljuk, vagy amig
el nem akadunk, azaz valamelyik ponthoz mar nem taldlunk azt tartalmazo, még
nem hasznalt intervallumot.

Az algoritmus tartalmazasra nézve minimaélis fedést ad minden idGszakra, mert
ha lenne egy olyan intervallum, amely tartalmaz egy masikat, akkor a kisebbik ki-

valasztasakor nem azt kellett volna tekintetniink, hanem a nagyobbat, és ez ellent-
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mondas. Ha pedig két intervallum unidja tartalmazna egy masikat, akkor ez csak
amiatt lehet, hogy egy olyan pont esetén is valasztottunk intervallumot, amely méar
fedve volt, és ez szintén ellentmond az algoritmus vélasztéasi szabalyanak.

Az eredeti valtozat a tobb ideig miikdds szenzorok miatt 5-approximativ, vagyis
ha az intervallum minden pontjara az azt fed§ szakaszokhoz tartozé élettartamok
osszege L, akkor g ideig m(ikods intervallumfedést ad eredményiil. Ez az egyszertibb

algoritmus azonban 2-approximativan miikédik, ezt bizonyitja az aldbbi lemma.

4.10. Lemma. FEgqy egydimenzios ponthalmaz nyilt intervallumokkal valo tartalma-

zdasra nézve minimdlis 1-rétegid fedése esetén minden pont legfeljebb 2-szeresen van
fedve.

Bizonyitds. Tekintsiik a valos szamokat a szokasos rendezéssel és a valos nyilt in-
tervallumokat. Tegyiik fel indirekt, hogy létezik egy olyan p pont, melyet harom
intervallum is fed, jeldlje ezeket (ay,b1), (ag,by) és (as,bs). Feltehets, hogy a; mi-
nimalis a bal végpontok kozott. De ekkor by is minimalis a jobb végpontok kozott,
kiilonben (aq,b)-nek része lenne legalabb az egyik intervallum, ez viszont ellent-
mond a minimalitasnak. Feltehet6 tovabbé, hogy by, maximélis a jobb végpontok
kozott. Mindhédrom intervallum fedi a p pontot, azaz Osszeérnek, igy a feltevések-
bl kévetkezik, hogy (as,bs) C (ay,b1) U (ag, be), vagyis (as, bs) felesleges, és ezzel

ellentmondasra jutottunk. 0

4.11. Kovetkezmény. Eqy eqgyenes pontjainak nyilt intervallumokkal valo tetszdle-
ges 2n-réteqi fedése szétbonthato n fedéssé. Mert ha a fedésbdl elhagyunk eqy tartal-
mazdsra nézve minimdlis 1-réteqd fedést, akkor a maradék fedés vastagsdga legfeljebb
2-vel csokken, ebbdl pedig indukcioval kéovetkezik, hogy az eqyszerisitett algoritmus

valoban 2-approrimativ.

Esetiinkre atfogalmazva Gibson algoritmusa az alabbi. Minden lépése megegyezik
az eredetiével, de mivel ez csak a specialis esetre miikodik, és az egyszertisitett RSC-
algoritmust hasznéljuk, mas szamok szerepelnek benne. Két paraméteriink lesz, a
és ¢, melyeknek értékét kés6bb optimalizaljuk.

Az algoritmus sorban veszi a haromszog csticsait, mindegyik esetén kivalaszt az r
csucsot tartalmazo ékek pontjai koziil annyit, hogy minden ékbe essen legalabb 2ar.
A <x szerint nagyobb pontoktol kezdi a bevélasztast, mert ezek tobb ékben lehetnek
benne, igy nagyobb intervallumot hataroznak meg a fedési feladatnal. Azért tesszik

ezt, mert minél kevesebb pontot szeretnénk elhasznélni, hogy az iteracié kovetkezs
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Algorithm 1 Gibson algoritmus speciélis valtozata
1Y «+Y
2: YA<—YB<—Y0<—@
3: for VX € {A, B,C} do
4: for Vp € Cx(r) do

5: {y1,y2, 93, .. .} jelolje Wx(p) NY’ pontjait a <x rendezés szerint csok-
kend sorrendben.

6: 141

7: while [Wx(p) N Yx| < 2ar do

8: Yx < Yx U{y:}

9: 11+ 1

10: end while

11: end for

12: Futtassuk az egyszertsitett RSC-algoritmust C'y(r) pontjaira és az Yx-hez
tartozo intervallumokra, amig a fedések szdma eléri ar-et.

13: Y’ legyen a nem hasznalt szenzorok halmaza.

14: end for

lépéseinél a tobbi csticshoz is maradjon elég pont. Az eredeti esetben az RSC algorit-

_r_
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elGallitani. A mi esetiinkben azonban az egyszertisitett RSC 2-approximativitasa mi-

mus S-approximativitasa miatt adott r esetén —- élettartamu szinezést tudunk ezzel
att, és mert a szenzorok élettartama 1 idGegység, jobb eredmény varhato.

Ennek kiszamolasanél az eredeti cikk modszereit alkalmazzuk. Feltessziik, hogy
az algoritmus el6szor az A-ékeket tekinti, majd a B- és végiil a C-ékeket. Az a
probléma, hogy mikor kivalasztunk szenzorokat, az iteracidé kovetkezd lépésénél fel-
hasznalhatok szama csokken. Két paraméteriink lesz, a és ¢, belatjuk, hogy az els6
iteracio utan minden B- és C-ékben marad legalabb c¢r pont és a masodik iteracio
utdn minden C-ékben marad még 2ar pont.

Az els6 iteracio utan a B- és C-ékek helyzete szimmetrikus, ezért elég csak a
B-ékeket vizsgélni, tekintsiik koziiliik Wg(p)-t. Ha ezt nem metszi semmilyen A-ék,
akkor tovabbra is r pontja marad. Ha van egy olyan W4 (q) ék, amely metszi, akkor
két eset lehetséges, melyek a 4.3. 4bran lathatok. Nevezziik 1. tipusinak a metszést,
ha p € Wy(q), és 2. tipustnak, ha ¢ € Wg(p).

Jelolje Wg(p) pontjait <p szerint névekvs sorrendben {z, 29, 23, ...}. Legyen

j =max{i | z; € Ya}, ekkor a <p rendezés definici6ja alapjan csak a {21, 22,...2;}
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W, (p)

W, (p) W, ()
W, (a)

P q \

q- " p

4.3. abra. 1. tipusi és 2. tipusi metszés.

pontok eshetnek a Wa(q) ékbe, vagyis az els6 iteracional csak ezeket hasznalhattuk
fel. Ha j < (1—c¢)r, akkor a Wg(p) ékben marad legalabb cr pont, és ilyenkor készen
vagyunk. Tegyiik fel ezért, hogy j > (1 — ¢)r.

Ha a metszés 1. tipust, jeldlje R.; a Wp(p) ¢k és a 2’ <p z; pontok félsikjanak
metszetét, ez része a Wa(q) éknek. Amikor az egyszertsitett RSC-algoritmust futtat-
juk ar-ig, legfeljebb 2ar pontot hasznalunk el minden ékbsl. A Wg(p) ékbe es6 nem
hasznalt pontok szdma legalabb annyi, mint az R, -ben lévéke, tehat (1 —c)r —2ar.
Ugy fogjuk meghatarozni az a és ¢ paramétereket, hogy ennek értéke legalabb cr

legyen.

W (p)

W, () W, (a)

4.4. abra. R.; és R halmazok.

Ha a metszés 2. tipusu, jelolje R’Zj a Wa(q) ék és a 2/ <4 z; pontok félsikjanak
metszetét, ez része a Wp(p) éknek. Tegyiik fel, hogy W4 (q) az az A-ék, amelynél a
z; pontot bevélasztottuk Y4-ba. Mivel a <4 szerint nagyobb pontok fel6l haladva
valasztunk, a Wa(q) €k R, -n kiviil es§ részében kevesebb mint 2ar pont lehet csak.
Emiatt R’Zj legaldbb r — 2ar pontot tartalmaz, melyek koziil az RSC-algoritmus
futésa soran legfeljebb 2ar-et valasztunk ki. Igy R’zj—ben legalabb r — 2ar — 2ar nem

hasznalt pont marad, ennek az értéknek is cr-nél kell nagyobbnak lennie.
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A harmadik iteracional ugyanezeket a lépéseket kell végrehajtani, de most az A-
¢kek helyett B-&kek és a B-ékek helyett C-ékek szerepelnek. Az R, és R’Zj jeloléseket
ugyanigy fogjuk hasznélni, mint az elgbb. Felhasznaljuk tovabba, hogy a C-ékek
eredetileg legalabb cr pontot tartalmaztak.

Ha a metszés 1. tipust, akkor feltehetjiik, hogy R. -ben legalabb (¢ — 2a)r pont
van, ezek koziil legfeljebb 2ar-et hasznalunk el. Itt mar csak annyit kell feltenni,
hogy a C-ékekben marad még legalabb 2ar nem hasznélt pont.

Ha a metszés 2. tipusu, akkor legalabb (¢ — 2a)r pontja van R’Zj—nek, ezek koziil
legfeljebb 2ar-et hasznalunk el, igy ugyanazt az egyenlStlenséget kapjuk, mint az 1.
tipust metszés esetén. Az eddigiek alapjan kapott egyenlStlenség-rendszer atrendez-

ve és leosztva r-rel a kovetkezd:

1—-2a > 2c
1—4a > c
c > 6a

Az a lehetd legnagyobb értékét keressiik, mert a fedések szamat szeretnénk ma-

ximalizalni, és ez az algoritmus ar réteget, azaz ennyi fedést ad meg. Tekintsiik ezért

A P 2 , L 1 . 1
c értékét 6a-nak, ennek behelyettesitésével az egyenlStlenségekbdl a < 15 és a < 15
6

kovetkezik. Tehat azt kapjuk, hogy a = i és c= 11

Ezzel belattuk, hogy megadhatok a szenzorokhoz olyan bekapcsolési id6k, hogy
ha egy ék r pontot tartalmaz, akkor létezik {; egymast kovetS idéintervallum, hogy
mindegyikre tartalmaz az alatt bekapcsolt szenzort. Azt lattuk, hogy egy haromszog

legfeljebb 6 cellat metsz, és ebbdl az elzdekhez hasonldoan kovetkezik, hogy az egész

. o1 e s e e . r _ L _ L .
szenzormez$ mitkodési ideje {3 = 55 = 37, ahol L az egy pontot fedd szenzorok

minimalis szama. O



5. fejezet

Ellenpéldak

Ebben a fejezetben Palvolgyi Domotor [7] cikkének eredményeit ismertetjiik,
amely a Toth Gézaval kozosen irt [4] cikkiik befejezése. A 3. fejezetben méar fog-

lalkoztunk ez utobbi irassal, melyben a szerzék bebizonyitottak az 1.6. Tételt.
1.6. Tétel. (Palvolgyi, Toth) [4] Minden nyilt konvex sokszdg fedés-szétbonthato.

Valojéban azonban az erésebb 5.1. Tételt lattak be, melybdl egy egyszert indok-
lassal kovetkezik a fenti tétel. Ehhez elGszor vissza kell tekinteniink a [4] cikk jelo-
léseihez. Ennek szerz6i az ékparokat a két ék egymashoz viszonyitott elhelyezkedése
alapjan 5 tipusba soroltak, melyek koziil az 5. tipustak (Special) voltak érdekesek.
Ha egy ilyen ékpar két elemét egy csiicsba toljuk, azok uniéjat tartalmazza egy fél-
sik, de egyik ék sem része a masiknak. A toviabbiakban két ilyen éket nevezziink
specialis ékpéarnak. Ezen jelolés alkalmazaséval Palvolgyi Domotor és Toth Géza

tétele a kovetkezd.

5.1. Tétel. (Palvolgyi, Toth) [4] Minden nyilt sokszog, amely nem tartalmaz speci-

dalis ékpadrt, fedés-szétbonthato.

Egy konvex sokszoghtz nem tartozhat specialis ékpér, ezt lattuk a 3. fejezetben,
és emiatt az 5.1. Tételbdl kovetkezik az 1.6. Tétel.

Eddig igazan senki sem figyelt arra, hogy milyen ponthalmazt is szeretnénk lefed-
ni, leginkabb az egész sik fedése volt a cél. Pedig a bizonyitasok sokkal altalanosab-
ban, tetszéleges ponthalmaz, univerzum esetén is miikodnek, egyik sem hasznalja ki,
hogy a sziikséges tulajdonsagoknak a sik minden pontjara teljesiilniiik kell. Az alabbi
definiciot Palvolgyi Domotor vezette be elsGként, erre az ellenpélddk megértéséhez

lesz sziikség.

93
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5.2. Definici6. Egy P sikbeli ponthalmazt teljesen-fedés-szétbonthatonak (total-
ly-cover-decomposable) neveziink, ha létezik olyan k € N szam, hogy tetszdleges sik-

beli ponthalmaznak P eltoltjaival valo k-rétegi fedése szétbonthato két fedéssé.

Ez a definici6 ergsebb a korabbi fedés-szétbonthatdsag definicional, mivel ott csak
a teljes stknak tekintettiik teszdleges fedését, a részhalmazainak nem. Az el6bbi gon-
dolatmenet alapjan kovetkezik azonban, hogy az eddigi eredmények atfogalmazha-
tok, tehat az egységkorlap és minden konvex sokszog teljesen-fedés-szétbonthato. A
megkiilonboztetés céljabol a szerzé az eddig fedés-szétbonthatonak mondott halma-
zokat sik-fedés-szétbonthaténak nevezi, mi is ezt az elnevezést fogjuk alkalmazni
ebben a fejezetben.

A definiciébol kovetkezik, hogy ha egy halmaz teljesen-fedés-szétbonthato, akkor
sik-fedés-szétbonthaté is. Késébb latni fogjuk, hogy ez visszafelé nem igaz, létezik

olyan halmaz, amely sik-fedés-szétbonthato, de nem teljesen-fedés-szétbonthato.

5.3. Tétel. (Pach, Tardos, Toth) [8] Tetszdleges konkdv négyszog nem sik-fedés-
szétbonthatd. (EbbSl kovetkezik, hogy nem is teljesen-fedés-szétbonthatd.)

Palvolgyi Domotor az 5.4. Tételben ennek egy altalanositasat bizonyitja, melybdl
a Toth Gézéaval kozos 5.1. Tétel alapjan egy jo karakterizéciojat kapjuk a teljesen-

fedés-szétbonthato sokszogeknek.

5.4. Tétel. Ha eqy P nyilt sokszoghoz tartozo ékpdrok kozott van specidlis, akkor P

nem teljesen-fedés-szétbonthato.

5.5. Kovetkezmény. Egy nyilt sokszog akkor és csak akkor teljesen-fedés-szétbont-

hato, ha nem tartozik hozzd specidlis ékpdr.

Tovabbé belétja, hogy minden konkév sokszoghoz, amelynek nincs parhuzamos

oldalparja, tartozik specialis ékpar, ebbdl pedig kovetkezik az alabbi tétel.

5.6. Tétel. Ha eqy konkdv sokszognek mincs két pdrhuzamos oldala, akkor nem

teljesen-fedés-szétbonthato.

Az 5.4. Tétel bizonyitasanak lényege, hogy tetszGleges C sokszogre, melynek
van specialis ékpérja, és minden k szdmra meg tudunk adni egy véges ponthalmazt
valamint egy szétbonthatatlan k-rétegd fedést.

Itt is a feladat dudlis atfogalmazasat tekintette a szerz6. C = {C(p;) | i € I}
jelolje a C' eltoltjainak halmazat, P = {p; | i € I} a kézéppontok halmazat. Legyen



5. FEJEZET. ELLENPELDAK 55

X a ponthalmaz, amelyet fedni szeretnénk. Ekkor az x € X pontot k-rétegben fedi
a C halmazrendszer akkor és csak akkor, ha C(z) legalabb k pontot tartalmaz P-
bél. (C(x) a C halmaz origora vonatkozoé kizéppontos tiikdrképének azon eltoltjat
jeloli, melynek kozéppontja x.) Akkor létezik a fedésnek megfelelg szétbontésa, ha
P pontjait ki tudjuk szinezni két szinnel, pirossal és kékkel tigy, hogy minden x € X
esetén C(z) tartalmaz mindkét szin pontot. A konstrukeié megalkotdsanal tehat
az a cél, hogy tetszbleges szinezés esetén legyen olyan pont X-ben, amelyhez tartozo
eltolt csak egyik szint pontokat tartalmaz.

Mivel C-nek pontosan akkor van specialis ékparja, ha C-nek van, ezért a du-
alis atfogalmazas és egy megfelel§ cellafelbontas alkalmazasaval az alabbi tételbsl

kovetkezik az 5.4. Tétel.

5.7. Tétel. Minden {V,W} specidlis ékpdar és k,l € N szdmok esetén létezik olyan

(k:l

vagy létezik V -nek eqy eltoltja, amely tartalmaz k piros pontot és kéket nem, vagy

) —1 elemszami P(k,l) halmaz, hogy annak tetszdleges piros-kék szinezése esetén

létezik W -nek eqy eltoltja, amely tartalmaz | kék pontot €s pirosat nem.

Bizonyitds. Feltehets, hogy az ékek a jobb félsikba esnek, ez forgatéssal elérhetd.
A k =1 eset trividlis. Jeloljiink ki [ pontot a sikon tgy, hogy mindegyikhez létez-
zen olyan V-ék, amely egyediil azt a pontot tartalmazza. Tekinthetjiik példaul egy
megfeleld meredekségl egyenes [ pontjat. (A V és W ékek eltoltjait V-éknek illetve
W-éknek nevezziik.) Ekkor P pontjainak tetszéleges szinezése esetén, amelyben léte-
zik piros pont is, van olyan V-ék, amely tartalmaz k = 1 piros pontot és kéket nem.
Ha viszont minden pont kék, akkor van olyan W-ék, amely [ kék pontot tartalmaz,
nevezetesen P Osszes pontjat, és pirosat nem. Az [ = 1 esetben hasonléan jarunk el.

Tegyiik fel, hogy méar van ellenpéldank minden & 4+ I’ < k + [ esetén, jeldlje
a megfeleld ponthalmazokat P(k’,l'). Ezeknek segitségével fogjuk megkonstrualni
a P(k,l) halmazt. Helyezziink el egy pontot a sikon és téle balra egy megfelelGen
lekicsinyitett masat a P(k — 1,1) ponthalmaznak tgy, hogy minden V-ék, amelynek
csucsa a P(k —1,1) szomszédsagaban van, tartalmazza a p pontot is, de minden W-
¢k, amelynek cstcspontja a P(k — 1,1) szomszédsédgaban van, nem tartalmazza p-t.
Es hasonloan elhelyezziik p-t6] balra P(k, [ —1)-nek egy kicsinyitett masét tgy, hogy
minden W-ék, amelynek csticspontja a P(k,l—1) szomszédsagaban van, tartalmazza
a p pontot és minden V-ék, amelynek cstucspontja a P(k,l — 1) szomszédsagaban
van, nem tartalmazza a p pontot. Az alabbi 5.1. 4bréan lathato, hogy létezik ilyen

elhelyezés.
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5.1. abra. P(k,l) konstrukcioja P(k — 1,1) és P(k,l — 1) segitségével.

Ha a p pont piros, akkor P(k—1,1)-et tekintjiik, két eset lehetséges. Vagy létezik
olyan V-ék, amely tartalmaz P(k — 1,1)-bdl k — 1 piros pontot és kéket nem, de
az Osszes ilyen ék tartalmazza a p pontot is, mely piros, tehat tartalmaz k piros
pontot, és kéket tovabbra sem. Vagy pedig létezik olyan W-¢ék, amely P(k —1,1)-b6l
tartalmaz [ kék pontot és pirosat nem, de ez nem tartalmazza a p pontot, tehat nem
esik bele piros pont. Ha a p pont kék, akkor hasonloan érveliink a P(k,l—1) halmaz
tulajdonsagainak felhasznalésaval.

Mar csak a P(k,l) szamossagara vonatkozo allitast kell belatni. Tudjuk, hogy
|P(k,1)| = k és |P(1,1)] = . A konstrukcio altalanos lépése szerint |P(k,1)| =
|P(k—1,1)| +|P(k,l —1)| + 1, ebbdl pedig indukcioval kévetkezik, hogy |P(k, )| =

() -1 :

A P(k, k) halmaz és a megfelels ékek éppen az igért konstrukciot adjak. A pont-
halmaz tetszéleges szinezése esetén ezen ékek k pontot tartalmazéd eltoltjai kozott
létezik olyan, amely csak egyszinti pontokat tartalmaz.

Az 5.4. Tétel alapjan meg lehet adni olyan sikbeli ponthalmazt, amely sik-fedés-
szétbonthato, de nem teljesen-fedés-szétbonthaté. Egy specialis ékparral rendelkezd
sokszog és egy attol tavol 1évs sik unidja példaul megfelel, de valaszthatunk Gssze-
fliged halmazt is. Legyen H egy félsik, melyre raragasztottuk egy specidlis ékpéar
két ékét, ez szintén jo példa (elfajult poligon). Ilyen tulajdonsagu korlatos halmaz

azonban egyelére nem ismert. Vegyiik a sik egy tetszGleges fedését H eltoltjaival.
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Feltehets, hogy a félsik hataregyenese vizszintes, ekkor minden eltolt jellemezhetd
egy valos szammal, mely az egyeneshez tartozo y-koordinatanak felel meg. Ezen va-
16s szamok halmaza nem korlatos, mivel az egész sik le van fedve, valasszunk bel6le
egy végtelenhez tartd sorozatot, es azokat szinezziik felvaltva. Ekkor mindkét szin

egy fedését adja a siknak, tehat az eredeti fedés is szétbonthato.

5.2. dbra. Félsik, melyre raragasztottuk egy specialis ékpar ékeit.

Az 5.6. Tétel pedig az alabbi lemmabol kovetkezik.

5.8. Lemma. Ha eqy konkdv sokszégnek semelyik két oldala sem pdrhuzamos, akkor

tartozik hozzd specidlis ékpdr.

Bizonyitds. Tegytik fel indirekt, hogy a C' konkav sokszognek nem létezik parhuza-
mos oldalparja és mégsem tartozik hozza specialis ékpar. Mivel C' konkav, létezik
olyan [ érint6 egyenes, amely két cstucsat érinti, és ezek kozott nem metszi més ré-
szét. Jelolje az érintett csucsokat vy és vy, a nekik megfelels ékeket Wy és Wi, Az
ékek részei az érintd altal hatérolt félsiknak, de mivel nem alkotnak specialis ékpart,

az egyiknek tartalmaznia kell a mésikat, feltehetd hogy Wy C Wi,

5.3. dbra. Konkav sokszog, melynek semelyik két oldala sem parhuzamos.

Tekintsiik C-nek azt a két érinté egyenesét, amelyek parhuzamosak a Wy ék
szaraival. Az nem lehet, hogy mindkettd érinti a v, cstcsot, kiillonben az [ érinté

is csak azt érinthette volna. Legyen v3 egy olyan cstcsa C-nek, amely vagy egy
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harmadik érintési pontja I-nek, vagy az utobbi két érinté koziil egy olyannak az
érintési pontja, amelyre v nem illeszkedik. A w3 cstucshoz tartozd éket nevezziik
Wis-nak. Ekkor W5 és W3 ékek részei egy félsiknak az érints egyenesek miatt, az 5.3.
abran lathaté. Azonban C-hez nem tartozik specialis ékpar, ezért az egyik éknek
tartalmaznia kell a masikat, ez csak gy lehet, hogy W5 C W,. Most tekintsiik a W3
ék szaraival parhuzamos érintéket. Ha mindkettd érintené vz-at, akkor az [ érinté
csak vg-at érintené, tehat kell lennie egy v4 érintési pontnak. Igy folytatva az érvelést
C csicsainak egy végtelen sorozatat kapnank, ellentmondasban azzal, hogy a C-nek

csak véges sok csucsa lehet. O
A szerz§ tovabbi érdekes valtozatait is definialja a fedés-szétbonthatdsagnak.

5.9. Definicié. Azt mondjuk, hogy eqy P ponthalmaz véges/megszdmldlhato-
fedés-szétbonthato (finite/countable-cover-decomposable), ha létezik olyan k, hogy
tetszdleges sikbeli ponthalmaznak P véges, illetve megszamldlhato sok eltoltjdval valo

tetszdleges k-réteqil fedése szétbonthato két fedéssé.

5.10. Megjegyzés. A definiciokbol kovetkezik, hogy ha egy ponthalmaz teljesen-
fedés-szétbonthato, akkor megszamlalhato-fedés-szétbonthat6 és emiatt véges-fedés-

szétbonthato is.

Az érdekes kérdés az, hogy mit tudunk a visszafelé iranyokrol. Minden bizonyi-
tasnal valamilyen cellafelbontast alkalmaztunk, és azt lattuk az 1. fejezetben, hogy
egy kompakt halmaznak adott nyilt halmaz eltoltjaival valo tetszéleges k-rétegi
fedésébdl kivalaszthatdé megszamlalhato k-rétegt fedés. Ebbdl konnyen lathatoan

kovetkezik az alabbi allitas.

5.11. Allitas. Egy nydt halmaz akkor és csak akkor teljesen-fedés-szétbonthatd, ha

megszamldlhato-fedés-szétbonthato.

A zart halmazok esetén nehezebb a teljesen-szétbonthatésdg karakterizacioja.

Sziikségiink van hozzéa az aldbbi definiciora.

5.12. Definicié. A C zdrt halmazt nevezziik szépnek, ha létezik eqy t € N szdm és
zart félkorlapoknak eqy megszdmldlhato D halmaza, hogy ha eqy p pontot fed C'-nek t

kiilonbozd eltoltja, akkor azok fednek eqy p kézépponti félkirlapot D-bél (p a félkorlap

hatdrolo szakaszdnak felezépontja), és a belsejeik unidja fedi a félkorlap belsejét.
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Sokszogek esetén példaul t-nek megfelel a cstcsok szama plusz 1, D-nek pedig
valasszuk az olyan félkorlapokat, amelyeknek hatarolo szakasza parhuzamos a sok-
szo0g valamely oldaléval, és sugara racionalis. Korlap esetén ¢ lehet 2, D-nek pedig
megfelelnek azon félkorlapok, melyek hatarold szakaszanak meredeksége és hossza
racionalis. Mivel szép halmazokra is belathato a teljesen- és a megszamlalhato-fedés-
szétbonthatosag ekvivalencidja, az el6bbi észrevételek és az 5.13. Allitas szerint ko-

vetkezik, hogy zart konvex halmazokra is igaz az 5.11. Allitas.
5.13. Allitas. Minden zdrt konver halmaz szép.

5.14. Kovetkezmény. Egy zdrt konvex halmaz akkor és csak akkor teljesen-fedés-

szétbonthato, ha megszamldlhatoan-fedés-szétbonthato.

A szerz§ a [T] cikkben belatja az alabbi lemmat is, melynek bizonyitasat itt nem
kozoljik.
5.15. Lemma. FEgy szép halmaz teljesen-fedés-szétbonthato akkor és csak akkor, ha

végtelen-fedés-szétbonthato.

Végtelen-fedés-szétbonthatonak neveziink egy P halmazt, ha létezik olyan &
szam, hogy tetsz&leges sikbeli ponthalmaznak P végtelen sok eltoljaval valo tetsz6-
leges k-rétegii fedése szétbonthatd két fedéssé.

Sajnos a véges- és a megszamlalhato-fedés-szétbonthatosag kozott eddig nem

sikeriilt kapcsolatot teremteni, erre vonatkozoan csak sejtése van a szerzének.

5.16. Sejtés. Egy szép halmaz akkor és csak akkor véges-fedés-szétbonthatd, ha

megszamldlhato-fedés-szétbonthato.

Ha ezt sikeriilne bizonyitani, az jelentGs el6relépés lenne a fedés szétbonthato
halmazok karakterizécidjaban, mivel ekkor mindegy lenne, hogy egy halmaz nyilt
vagy zart, ha szép. Egyelére azonban még azt sem tudjuk, hogy tetszéleges zart
haromszog-lap teljesen-fedés-szétbonthato-e, csak azt, hogy megszdmlalhato-fedés-
szétbonthato. Ezt belatta Tardos Gabor és Toth Géza [3] cikkében.

Vizsgaljunk meg egy specialis esetet, mely azért érdekes, mert kdvetkezik beléle,

hogy konkév 6tszogek esetén a teljesen- és a sik-fedés-szétbonthatdsag ekvivalens.

5.17. Tétel. Ha a C konkdv sokszognek van két specidlis éke, azokhoz tartozik eqy
kézds lokdlis érintd eqyenes, és a C' két ilyen iranyu érintdje kézil legaldbb az eqyik
csak valamilyen véges ponthalmazban metszi a sokszoget (nem tartalmazza egyik ol-

daldt sem), akkor C' nem sik-fedés-szétbonthato.
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Lokalis érintének egy olyan egyenest neveziink, amely tgy érint egy sikidomot,
hogy az érintési pontok egy kornyezetében a sikidom az egyenes egyik oldalara esik,

de messzebb lehet, hogy ez nem igaz, ott atnytlhat a sikidom a masik oldalra.

Bizonyitds. A bizonyitas lényege, hogy ilyenkor ki tudjuk egésziteni az 5.7. Tétel-
ben megadott konstrukciot a sik egy fedésévé, illetve dualis megfogalmazasban hozza
tudunk venni pontokat a P(k, k) halmazhoz ugy, hogy C' minden eltoltja legalabb
k pontot tartalmazzon. A konstrukcional felhasznalt eltoltak halmazat jeldlje S.
Ezekhez persze nem adhatunk pontokat, kiilonben elromlik a konstrukcio, ezért egy-
szertien adjuk hozza a P(k, k) ponthalmazhoz az Gsszes olyan pontot, amely nem
eleme egyik S-beli eltoltnak sem.

Feltehets, hogy a lokalis érinté egyenes fligg6leges. A konstrukcié sordn meg-
adhatjuk a pontokat tugy, hogy a specialis ékek cstucsai egy fliggSleges egyenesre
illeszkedjenek, ezért S elemei megkaphatok egymashol egy fliggsleges eltolassal.

Ahhoz, hogy a sik fedése k-rétegii legyen, C' tetszGleges eltoltjanak legaldbb k
pontot kell tartalmaznia. Az S-beliekben a konstrukcié alapjan van ennyi pont, de
minden més eltoltrol is be kell ezt latni. Egy ilyennel csak akkor lehet baj, ha az
S-beliek unidja tartalmazza azt, és ekkor megkaphato egy S-belibdl egy fiiggSleges
eltolassal.

A S elemeinek megadésanal van egy kis szabadsagunk, egy kicsit mozgathatjuk
az eltoltat a fliggdleges érinté mentén. Az S elemszama véges és a fiiggsleges egye-
nesre minden elemének csak véges sok pontja illeszkedik, emiatt megvélaszthatjuk
ezek helyzetét tgy, hogy az ezektdl kiillonbozé fliggslegesen eltolt példanyok egye-
nesre illeszked§ pontjai kozott legyen olyan, amelyet nem tartalmazz az S-beliek

uni6ja. A kilogo részen pedig tartalmaz az eltolt elég pontot. O

5.18. Kovetkezmény. Egy dtszdg teljesen-fedés-szétbonthato akkor és csak akkor,
ha sik-fedés-szétbonthato.

Bizonyitds. Csak azt kell belatnunk, hogy a sik-fedés-szétbonthatosaghol kovetkezik
a teljesen-fedés-szétbonthatdsag, a masik irdny nyilvanvald tetszdéleges ponthalmaz
esetén. Tegylik fel indirekt, hogy az 6tszog nem teljesen-fedés-szétbonthato, ekkor az
5.5. Kévetkezmény szerint van specialis ékparja. A megfelels két csiicsnak kell legyen
egy kozos érintGje, a tobbi cstics nem lehet kozottiik, mivel egy konkav 6tszog csak
az H.4. abran lathato kétféle alaka lehet. Ekkor pedig alkalmazhaté az 5.17. Tétel,

vagyis az Otszog nem sik-fedés-szétbonthato. O
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5.4. dbra. Konkav otszognek mindig létezik specidlis ékparja.

Hatszogekre, illetve tobb csticst sokszogekre nem alkalmazhato a tétel, mivel
ezeknél nem biztos, hogy létezik a megfelel§ érints, amely az 5.17. Tételben fel-
tételként szerepel. Az 5.5. abran lathaté néhany példa. Az (a) hatszognek vannak
parhuzamos oldalai és nincs specialis ékpérja, ezért teljesen-fedés-szétbonthato. A (b)
hatszog tartalmaz specialis ékpart és a csticsokhoz 1étezik érintd, ezért nem sik-fedés-
szétbonthato. A (c) hatszognek van specialis ékparja, az A és B cstcsnal fekvs szo-
gek, de ezekhez nincs megfelels lokalis érint6. (Az A és C cstcsokhoz tartozo ékek 3.
tipusa (Contain) ékpart alkotnak.) Tehat a hatszog nem teljesen-fedés-szétbonthato,

és nem tudjuk, hogy sik-fedés-szétbonthato-e.

@) (b) ()

5.5. abra. Konkév hatszogek kozott tobbféle eset is elGfordul.

Végiil vizsgaljuk meg, mit mondhatunk a 3-dimenzios testek fedés-szétbont-

hatosagarol. Ehhez sziikségilink van néhany tovabbi definicidra.

5.19. Definicio. Adott két sokszdg és mindkettdnek eqy-eqy éle, amelyek pdrhuzamo-
sak. Azt mondjuk, hogy ez a két él iranyitottan pdrhuzamos, ha mindkét esetben
a sokszdg az élnek ,ugyanazon oldaldn van”. Azaz létezik olyan félsik, amely tartal-
mazza az eqyik sokszoget, annak kitintetett oldala a félsik hatdrdra illeszkedik, és el

lehet tolni a félsikot gy, hogy ezek a feltételek a mdsik sokszdgre teljesiilnek.

Ezt a kifejezést tgy is fogjuk hasznalni, hogy egy sokszog egy éle iranyitottan
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parhuzamos, ha a masik sokszog valamely élével iranyitottan parhuzamos. Politopok

esetén hasonlo a definicié.

5.20. Definicié. Egy politop két lapja iranyitottan pdrhuzamos, ha pdarhuzamo-
sak egymdssal és a politop mindkét lapnak ,ugyanazon oldaldn van”. (Egy politép
minden lapja irdnyitottan pdarhuzamos onmagdval, €s ha a politop konvex, akkor

nincs két irdnyitottan pdrhuzamos lapja.)

5.21. Lemma. Adott két konvex sokszog, mindkettdnek legfeljebb két olyan oldala
van, melyek iranyitottan parhuzamosak (a mdasik sokszog eqy élével). Ekkor az ékjeik

kozott van kettd, amelyek specidlis ékpdrt alkotnak.

5.22. Megjegyzés. Ennek a lemménak a bizonyitasa az eredeti cikkben sajnos

hibasan szerepel. Az alabbi bizonyitéas lényegében Toéth Gézatol szarmazik.

Bizonyitds. Vegyiik a sokszogeknek egy tartalmazasra nézve minimalis ékét. Ha en-
nek van olyan széra, amely nem iranyitottan parhuzamos, akkor vegyiik a mésik
sokszognek az ezzel irdnyitottan parhuzamos érintGjét, vagyis amelynek ugyanezen
oldalan van a sokszog. Mivel a kivalasztott oldal nem iranyitottan parhuzamos, az
érinté csak egy csiicsnal érintheti a sokszoget. Ezen cstucshoz tartozé ék az érin-
t6 miatt egy félsikban van az eredeti minimélis ékkel, de nem lehet annak része
a minimalis valasztas miatt. Igy csak az lehetséges, hogy a két ék speciélis ékpart
alkot.

Ha a tartalmazasra nézve miniméalis ék mindkét szara iranyitottan parhuzamos,
akkor vegyiik az egyik szarat és annak masik szomszédjat, valamint a masik sokszog-
ben a kivalasztottal irdnyitottan parhuzamos oldalt és annak ugyanezen szomszédjat.
Igy két olyan éket kapunk a két sokszoghdl, hogy egyik szaraik iranyitottan parhu-
zamosak egymaéssal, a masik kett6 viszont nem parhuzamos. Vegyiik a kisebbik ék
nem iranyitottan parhuzamos szaraval iranyitottan parhuzamos érint6jét a mésik
sokszognek. Az el6bbihez hasonléan kapjuk, hogy ez csak egy cstucsban érintheti a
sokszoget. Ezen cstucshoz tartozd ék a kisebbik ékkel egy sikba esik. Mivel a sok-
szogek konvexek, nem lehetséges, hogy az érintési pontnal fekvs éket tartalmazza a

mésik, emiatt ezek egy specidlis ékpart alkotnak. O

5.23. Tétel. Minden C politop, és minden k € N szam esetén létezik a térnek C

eltoltjaival valo olyan k-réteqi fedése, mely nem bonthato szét két fedéssé.

Bizonyitas. A duélis feladatot fogjuk tekinteni és elGszor belatjuk, hogy a C' poli-

top nem teljesen-fedés-szétbonthatd. Minden k esetén megadunk egy olyan sikbeli
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ponthalmazt, amelyet nem lehet gy kiszinezni pirossal és kékkel, hogy C' minden
eltoltja, amely legalabb k pontot tartalmaz, tartalmazzon mindkét szint pontot.
Ennél a korabban konkéav sikidomokra megadott konstrukciot fogjuk alkalmazni.

Legyen 7 egy olyan sik, amely nem parhuzamos a C politop néhény csiicsa altal
meghatarozott egyik sikkal sem. A C-t a 7-vel parhuzamos érintGsikjai két csticsban
metszik, legyenek ezek A és B. Vegyiik azt a két sikot, melyek parhuzamosak m-vel,
kozel vannak az A illetve a B cstcshoz és metszik a politopot. (A sikok csak a két
csucsba befuto éleket metszhetik.) Jelolje w4 és mp a sikokat, a megfelel6 metszeteket
pedig Cy = CNmy és Cp = C Nag. Két esetet kiillonboztetiink meg.

1. eset. (4 vagy Cp konkav.
Feltehets, hogy C4 konkav. Azt szeretnénk belatni, hogy a 7 sik kis mozgatésa-
val elérhets, hogy a kimetszett konkav sokszognek ne legyenek parhuzamos oldalai.
Tekintsiik az A csucsban egymast metszd lapok sikjait. Ha két sikot metsziink egy
harmadikkal, akkor a harmadik &ltal kimetszett egyenesek pontosan akkor lesznek
parhuzamosak, ha a metszd sik parhuzamos a masik két sik kozos egyenesével. Az A
csticsban egymast metsz6 sikokbol alkotott parok csak véges sok ilyen kozos egyenest
hataroznak meg. Ezért a w4 sik valaszthaté ugy, hogy egyikkel se legyen parhuza-
mos, igy a metszetnek nem lesznek parhuzamos oldalai. Ekkor az 5.8. Lemma szerint
a metszetnek van specialis ékpéarja, és az 5.7. Tételben megadott konstrukcié meg-
felel6 ponthalmazt és fedést ad. A C' eltoltjait ugy helyezziik el a térben, az el6bb
meghatarozott stkidomokat kapjuk metszetként.

2. eset. U4 és (' konvex.
[lyenkor a félsikok elmozgatéasaval nem feltétlen érhetd el, hogy a C4 és Cp sok-
szogeknek ne legyenek parhuzamos oldalai, mert a metsz6 sikoknak parhuzamosak-
nak kell lenniiik. Ahhoz, hogy az 5.21 lemmat alkalmazhassuk, elég azt elérniink
hogy legfeljebb két irdnyitottan parhuzamos élpar legyen. Alkalmazhato ismét az 1.
esetben latott érvelés, ezzel csak akkor van baj, ha a két csiicsnal irdnyitottan par-
huzamos lapokat metsziink, ilyen azonban Gsszesen ketté par lehet, mert ezeket a
csuicsokat alulrol és feliilrdl érintik a 7 eltoltjai is. Az 5.21. Lemma alapjan az igy ka-
pott metszetekhez tartozik egy specialis ékpar, igy a két konvex sokszog eltoltjaibol
az 5.7. Tételben megadott konstrukcio segitségével ismét meg lehet hatarozni egy
ponthalmazt és annak egy szétbonthatatlan fedését. A C eltoltjait a térben ennek
megfelelGen helyezziik el.

A C' nem tér-fedés-szétbonthatosaga az 5.17. Tétel bizonyitasidhoz hasonléan

lathatd be, a ponthalmazhoz hozzavessziik a konstrukcié sordn hasznalt eltoltak
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egyike altal sem tartalmazott pontokat. Jelolje az eredeti eltoltakat S. A C' egy
eltoltjaval csak akkor lehet baj, ha része az S-beliek unidjanak, mivel ezekhez nem
adtunk djabb pontokat és lehet, hogy a vizsgélt eltolt az S-beli eltoltak pontjai koziil
nem tartalmaz eleget. Az el6bbi két esetben kiilonb6z6 ponthalmazokat kapunk,
ezért ismét kiilon kezeljiik ezeket.

Az 1. esetben csak egyféle metszetet hasznalunk, emiatt az S-beli eltoltak meg-
kaphatok egymasbol egy m-vel parhuzamos eltolassal, és a problémés eltoltak is
csak ilyenek lehetnek. Tekintsiik az A cstucsaikat érinté kozos érintGsikot. Mivel a
konstrukcid soran csak véges sok eltoltat hasznalunk, ezek Gsszesen véges sok pontot
hataroznak meg az érint&sikon. Ha egy eltolt nem egyezik meg egyik S-belivel sem,
akkor az érintési pontjat nem fedi az S-beliek unidja, igy ezen a részen tartalmaz
elég sok pontot.

A 2. esetben kétféle eltoltat hasznalunk, de ilyenkor is belathato, hogy a politop
eltoltjai megkaphatok egymasbol egy eltolassal. Indukcioval adodik, hogy a sikbeli
konstrukcié megalkotasakor valaszthatjuk tugy az eltoltakat, hogy a specidlis ékek
csticspontjai egy egyenesbe essenek. Ekkor C' megfelel§ eltoltjainak kézéppontjai is
egy egyenesbe esnek, mely parhuzamos a csiicsok kozos érintd egyenesével. A két igy
kapott egyenes meghataroz egy sikot, mellyel parhuzamos eltolassal megkaphatok
egyméasbol az S-beli eltoltak. A sikbeli sokszogek megadhatok tgy, hogy a polito-
pokhoz létezzen egy mindegyiket egy pontban érinté sik, mint az els§ esetben. A
nem S-beliekét nem fedi az unio, igy ezek is tartalmaznak elég pontot. A ponthal-
maz tehat kiegészithets ugy, hogy minden eltolt legalabb k pontot tartalmaz, ezért

C nem tér-fedés-szétbonthato. O

Nyitott kérdések
A zart haromszogek fedés-szétbonthatok, vagy esetiikben valéban sziikség van a
lokalis végesség feltételre?
Neégyszogek esetén létezik altalanos konstans, mint haromszogekre? (Az olyan négy-
szogekkel van probléma, amelyeknek egyik oldala nagyon révid a tobbihez képest,
mert nagy a teriiletiik és kis celldkra van sziikség.)
Létezik olyan korlatos ponthalmaz, amely sik-fedés-szétbonthatd, de nem teljesen-
fedés-szétbonthato?
Mit lehet mondani az olyan ponthalmazokrél, melyek nem poligonok?
Mi mondhat6, ha nem csak eltoltakat, hanem elforgatottakat is megengediink? Ezzel

kapcsolatban vannak eredmények, de keveset tudunk.
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