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El6sz6

Diplomamunkim témaja a biztositointézetek csédvaloszintiségének kisza-
mitésa, és annak becslése. A tonkremenés valoszintisége kozponti kérdés egy
biztositéintézet életében, hiszen a cél az, hogy a biztositd szinte barmikor
képes legyen teljesiteni szerz6déses kotelezettségeit. Az erre a célra képzett
biztositastechnikai tartalékokon feliill képzett szavatolotSke szamitédsanak
egyik alapeleme a csédvaloszintiség. A szamitésok sorén elsGsorban az egyéni
kockazati modellel foglalkoztam, de dolgozatom végén a klasszikus rizikéfo-
lyamat becslését is megvizsgéaltam.

Dolgozatom célja, hogy a korabban ismert csédvaloszintiség-szamitasi
modszerek mellett két olyan becslési modszert is bemutassak, melyet akkor
tudunk hasznalni, ha a kar- és kirnagysag-eloszlasok paraméterei ismeretle-
nek. Az egyik becslési modszer esetében az eloszlasok paramétereit maximum-
likelihood modszerrel becsiiljiik, és ezeket a paramétereket hasznéljuk fel a
cs6dvaloszintiség kiszamitasdhoz. A maésik becslési modszer esetén a szer-
z6désekhez tartozo kérkifizetésekbdl visszatevéses mintavétellel hiizunk, és
az gy kapott Osszkar alapjan probaljuk meg megmondani, hogy mekkora
valoszintiséggel megy tonkre a biztositéintézet.

Az elsé fejezetben az egyéni és Osszetett kockazati modell néhany alapvets
tulajdonsagat gytjtottem Ossze, melyeket dolgozatom késGbbi fejezeteiben
felhasznalok.

A maésodik fejezetben felallitottam egy olyan modellt a cs6dvalosziniiség
meghatarozasara, amely a biztositéintézet el6z6 évi karadatait hasznalja fel.
A becslésekhez sziikségem volt konkrét kiradatokra, ezért az R statisztikai
programban generaltam Gket, és ezek segitségével készitettem el a két becs-
lést.

A harmadik fejezetben azt feltételeztem, hogy az el6z6 évi karok eloszlasat
rosszul tudjuk, és a rossz eloszlas alapjan szamoljuk ki a becsiilt csGdvalo-
szintiségeket. Azt vartuk, hogy ebben az esetben nem ugyanaz a becslés lesz
jobb a tonkremenés valoszintiségére, mint a masodik fejezetben, és a kapott
eredmény ezt igazolta.

A negyedik fejezetben a klasszikus rizikofolyamatra készitettem el ugyan-



ezt a két becslést, és megvizsgaltam, hogy mennyire tér el a valos és a becsiilt
cs6dvaloszintiség egymastol.

A bevezetésben szerepls eredményeket és a negyedik fejezet elején talalha-
t6 szamitasokat Michaletzky Gyorgy Kockdzati folyamatok cimi jegyzetébdl
hasznaltam fel. A jol ismert eredmények bemutatasan tilmenden tobb elmé-

leti és valamennyi numerikus szamitas sajat munka eredménye.



1. fejezet

Bevezetés

A klasszikus kockazati modellekben a biztositointézetek pénzforgalma-
nak harom fontos elemét kiilonboztetjiik meg: a biztositottak altal befizetett
dij (P;), a biztosito altal az egyes karokra torténd kifizetések (S;), és a
biztositointézet kezdeti alaptékéje (Upy = u). E harom elem fiiggvényében

kaphatjuk meg a biztositotarsasag pillanatnyi tékéjét (Uy).
Ut - UO + Pt - St

A jovEben bekovetkezd karok idépontja és nagysaga nem hatarozhaté meg
pontosan, ezért sztochasztikus elemeket tartalmazé modelleket alkalmazunk.
Gyakorlatban a kar tényleges nagysaga, és a bejelentett kar értéke is fontos.
Ez utobbit nevezziik kirigénynek.

Jelolje X, Xo, ... a biztositointézethez egymés utédn érkezs karigények
nagysagat, melyekrdl a legtobb esetben feltessziik, hogy egymastol fiiggetlen,
azonos eloszlasu valoszintiségi valtozok. Ez azonban ténylegesen csak ritkan
valosul meg. X; eloszlasfiiggvénye legyen F;(z), eloszlasa pedig Q;.

Két f6 tipust kiilonboztetiink meg: az egyéni és az Osszetett kockazat

modelljét.

1.1. Egyéni kockazati modell

Az egyéni kockazati modellben minden egyed (kotvény vagy biztositas)
esetén csak egyetlen kérnagysagot vizsgalunk. Igy ha n egyed van a portfo-

lionkban, akkor az Gsszkar:

i=1

Ha X;-k fliggetlenek, akkor az 0sszegiik eloszlasat az eloszlasok konvoli-
civja adja meg. Az Osszeg valdszintiségi valtozod eloszlasat azonban sokszor

nagyon nehéz kiszamolni, de bizonyos specidlis esetekben mégis lehetséges.
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Azt tudjuk, hogy véges varhato érték esetén a varhato értékek Osszea-
dodnak. Ha a szorasnégyzet is véges, akkor korrelalatlansig esetén a szoras-
négyzet is additiv. Ha sztochasztikusan fiiggetlenek, akkor a karakterisztikus
fiiggvényeik és Laplace-transzforméltjaik szorzodnak.

Sok esetben pozitiv a valoszintisége annak, hogy egy egyedhez nem tar-
tozik kiresemény, vagy a karesemény bekovetkezik, de a hozza tartozo kar-
kifizetés nulla, azaz ¢; = P(X; > 0) < 1. Ebben az esetben X; eloszlasat fel
lehet irni két eloszlas keverékeként. Az egyik a nullara koncentralt eloszlas,
a méasik X, feltételes eloszldsa X; > 0 mellett. Ha 0y a nulldra koncentralt

eloszlas, R; pedig a feltételes eloszlés, akkor

Qi=(1—q)do+ qR; .

1.2. Osszetett kockazati modell

Az Osszetett kockdzati modellben minden egyedhez tobb karesemény is
tartozhat, mely szintén valdszintiségi valtozo, jele N. Feltessziik, hogy az
egyes karokra torténd kifizetések azonos eloszlasiak, és NV eloszlésa fiiggetlen

X;-ktsl. Ha X;-k azonos eloszlastak, véges varhato értékkel és N-nek is véges
N

varhato értéke van, akkor S = ZXi varhato értéke:

i=1

E(S) = B(N)E(X) .

Ha az X; sorozat elemeirdl feltessziik, hogy egyméstol fiiggetlenek és véges

szorasuak, akkor S szorasnégyzete a kovetkezdképpen szamolhato ki
D*(S) = E(N)D*(Z) + E*(Z)D*(N) .

S karakterisztikus fliggvényét és Laplace-transzforméltjat ugy kapjuk meg,
hogy N generatorfiiggvényébe beirjuk a kareloszlasok kozos karakterisztikus
fliggvényét és Laplace-transzformaltjat.

Gyakran az id§ fliggvényében vizsgaljuk az Osszkar értékét. Ekkor N az
id6 fiiggvénye, tehat egy sztochasztikus folyamat, amit N;-vel jeloliink, ahol
t > 0. Ekkor S; karszamfolyamat:



Nt
St - ZXl .
i=1

A kockazati tartalék tehat ebben az esetben a kdvetkezSképpen néz ki:
Ut =u-+ Pt — St s

ahol u a kezdeti t6ke, P, a dijbevétel értéke, S; a karszamfolyamat és U; az

un. rizikofolyamat.

1.2.1. Klasszikus rizik6folyamat

Az egyik legalapvetébb kérdés, hogy mekkora annak valészintisége, hogy
a rizikofolyamat valamely t idSpillanatban negativva valik. Ezt az id6pontot
nevezziik a tonkremenés valoszintiségének.

Klasszikus rizikofolyamatrol beszéliink, ha P, = ct allando, ahol ¢ jeloli
az egy idGegységre es6 dijbevételt.

Legyen

U(u)=PEF>0:U; <0),
®(u) = P(U; > 0: ¥t > 0) |

ahol W(u) jeloli a cs6dvaloszintiséget, ®(u) pedig annak valosziniiségét, hogy
a biztositotarsasag nem megy csédbe. Ekkor a ®(u) = 1 — ¥(u) természetes
Osszefiiggés fennall.

A Kklasszikus esetben N A\ paraméteri Poisson folyamat. Ha F'(x) jeloli
az X; valoszintiségi valtozok kozos eloszlasfliiggvényét, akkor klasszikus rizi-

kofolyamat esetén ®(u) kielégiti a kovetkezd integralegyenletet:
O (u) = P(0) + %/ O(u—x)(1 - F(x))dz .
0

Ha ¢ < Ap, akkor ®(u) =1 és ha ¢ = Ay, akkor (0) =1 — ACH
Ha ¢ > Ap, ahol A a Poisson folyamat paramétere, u pedig az X; valtozok
kozos, véges varhatoértéke, akkor ®(0) =1 — ’\7", azaz V(0) = ’\7

Mivel ¥(u) = 1 — ®(u), klasszikus rizik6folyamat esetén W(u) kielégiti a

kovetkezd integralegyenletet:



u

W) = 1 — Bu) = 2 — g/ (1= W — )1 — F(x))dz =

¢
0

A /00(1 — F(x))dz + A /U\I/(u —z)(1— F(zx))dx .
¢ Jo ¢ Jo

Legyen h(r) = / h e"dF (z) — 1, azaz az X; valoszintiségi valtozok kézos
momentumgeneréléOfﬁggvényének 1-gyel csokkentett értéke. F'(r) nemnega-
tiv valoszintségi valtozok kozos eloszlasfiiggvénye, ezért r < 0 esetén h(r)
biztosan véges és h(0) = 0. Ugyanakkor h(r) szigorian konvex fliggvénye
r-nek, ezért a h(r) = § egyenletnek legfeljebb egy pozitiv gycke lehet.
1.2.1. Tétel:(Cramer-Lundberg-approzimdcic) Tegytik fel, hogy a

egyenletnek létezik pozitiv megoldasa, jelolje ezt R. Tegytiik fel, hogy h(r)
véges R valamely pozitiv sugaru kérnyezetében. Ekkor

: Ru - Cc— )‘:u’
dm M) = R o

1.2.2. A cséd valészintisége véges intervallumon

Az eljaras véges intervallum esetén teljesen hasonlo, mint végtelen inter-
vallum esetén, igy egybdl feltehetjiik, hogy az N, karigényfolyamat felajitasi
folyamatot alkot. Jelolje K (t) az egyes karesemények kozotti idGtartam elosz-

o 1
lasfiiggvényét, ahol K(0) = 0 és / tdK(t) = X < o0o. A Kkérigények
0
nagysagat az X; valoszintiségi valtozok jelolik, melyek fiiggetlenek, és azonos
eloszlastak. A kozos eloszlasfiiggvényiik F'(x) és E(X;) = p. Ebben az eset-
ben nem tessziik fel, hogy X; nem negativ. Bar ez latszolag ellentmond az
elnevezéseknek, de a valésagban konnyen el6fordulhatnak olyan biztositési
iigyletek, melyek valojaban nem kifizetések.
N
Tovabbra is U; = u + ¢t — Sy, ahol S; = Z‘Xi' A cs6d valdszintisége
=0
véges idGintervallumon:
U(u,t)=P(A0<s<t:U; <0),
O(u,t) =PM0O<s<t:U >0).



Ha ¢ > 0, akkor a cséd csak karesemény idépontjaban kovetkezhet be. Az

elsé felijitasi id6pont és X, szerint alkalmazva a teljes varhato érték tételét:

B, 1) = /Ot /_Ws B(u+ o5 — ot — 8)AF(2)dK (s) + 1 — K(t)



2. fejezet

A modell és annak becslésel

Ebben a fejezetben el6szor készitiink egy modellt, mely illeszkedik a biz-
tositotarsasag el6zé évi szerzGdéseire és karadataira, majd ezek alapjan az
adatok alapjan kiszamoljuk annak valdszintiségét, hogy a biztositotarsasag
az idei évben cs6dbe megy-e.

Ezutén két kiilonbéz6 modszerrel a tavalyi, szerzddésenkénti karadatokra
tamaszkodva megprobaljuk megbecsiilni, hogy milyen valoszintiséggel megy
tonkre a cég. A célunk egy olyan becslést talalni, amely elég pontosan meg-
mondja ezt a valoszintiséget anélkiil, hogy a karszam és karigény eloszlasanak
parameétereit pontosan ismernénk.

A modellben u kezd6tSke mellett n darab szerzédésiink van, melyekre d
dij folyik be egy év alatt, amibdl méar a koltségeket levontuk. Ekkor u + nd
a pillanatnyi tékénk. A karszam legyen A—Poisson eloszlésu, a kar pedig
p—exponencialis. Jelolje X; az i. kart, N pedig a karok szamat. Ha k; jeloli

a j. szerzddéshez tartozo karszamot, akkor
n
N = E ki,
i=1

ami n darab A-Poisson eloszlast valoszintiségi valtozo Osszege, ezért nA-
Poisson eloszlasi.
Ebben az esetben a cséd valdszintlisége megegyezik annak a valoszintisé-

gével, hogy az 0sszkar nagyobb, mint a pillanatnyi tékénk, azaz

N
p:P(ZXi > u+nd) .
i=1

Tegyiik fel, hogy a tavalyi évben m darab szerzédésiink volt, melyekre
a karszam eloszlédsa szintén A-Poisson, a kar eloszlasa pedig p-exponenci-
alis. Ha X—pal jeloljiik A maximum likelihood becslését, fi-pal pedig u-ét,
akkor \ helyére S\—t, i helyére pedig fi-t irva, p egy becslését kapjuk, amit a
késébbiekben jeloljiink p-pal.



A masik becslésiinkben tegyiik fel, hogy az el6z6 évben szintén m darab
szerzGdésiink volt, amikre a kifizetések Y7,Ys, ..., Y,,, melyek kozott lehetnek
nullak is. Y7.Y5,..., Y,,-bdl visszatevéssel vesziink k-szor n elemii mintéat, ezek

* *
rendre Y7, ..., Y,

Tni Yo, Vi, Ekkor a cs6d valoszintségét az alapjan be-

csiilhetjiik, hogy a k darab mintdb6l hédny olyan van, aminél a pillanatnyi
tokénk kevés a kérkifizetésekre. Ha p jeloli ezt a becslést, akkor

A YA+ Y > utnd)
p= .
k

2.1. A cs6dvalbszintiség kiszamolasa

A szamolés egyszertisitése kedvéért elGszor tegyiik fel, hogy N nem vélet-
len és minden szerz&dés esetén egyetlen nem nulla kdirnagysagot vizsgalunk,

azaz N = n. Ekkor X; jeloli az i. szerz6déshez tartozo kart, ami tovabbra
n

is p-exponencialis eloszlasi. Az 6sszkar S = ZXi’ ami ebben az esetben
i=1
['(n, p) eloszlasu.

Azt szeretnénk kiszamolni, hogy mekkora valoszintiséggel lesz a karkifize-

tések Osszege nagyobb, mint a pillanatnyi téke.

n
pIP(ZXz >u+nd)=P(S>u+nd) =1—P(S <u+nd)
i=1
A pontos érték meghatarozasahoz sziikségiink van S eloszlasfiiggvényére,
ugyanis az eloszlasfiiggvény u + nd helyen felvett értéke éppen a fenti valo-

szintiséggel egyezik meg. A Gamma-eloszlas eloszlasfiiggvénye:

e M =P(S<t).

t helyére u+nd-t helyettesitiink, és ezt beirjuk p egyenletébe, igy a kivant

valoszintiséget kapjuk:

—

P(S<u+nd)=1- Me—u(wm)

bl

Il
o

%



n—1
p(u + ) -stutna) (2.1.)

=1
Nézziik azt az esetet, amikor E(X;)=1 millio, azaz a szerzédésenkénti
varhato karkifizetés 1 millio forint. Vélasszuk meg ezt az egységnek, igy
pu=1. Ezt behelyettesitve a (2.1.) egyenletbe:

,_.

n—

(U + nd) (u+nd)

p= 7

I
=)

i
10000 szerzddés esetén, ha a kidrok varhato nagységa 1, a cséd valoszint-

sége a kovetkezsképpen alakul a pillanatnyi téke fliggvényében.

0 T T T T T T T T T
9600 9300 10000 10300 10400
toke

2.1. abra: Csdédvaloszintség, ha = 1 (egység—=1 millio)

A grafikonon az latszik, hogy 9.7 milliard forint esetén szinte biztosan
cs6dbe fog menni a biztositotarsasig, de 10.3 millidard forint mér majdnem
biztosan elég arra, hogy minden kért ki tudjon fizetni a biztosito.

Ha a biztosité p valoszintiséggel megy csédbe, és a korabbi feltételezé-
seink igazak, akkor meg tudjuk mondani, hogy mennyi a pillanatnyi t&kéje a

tarsasagnak.

D 0.9 1095 ] 0.99 | 0.995 | 0.996 | 0.999
u—+nd | 9872 | 9836 | 9768 | 9744 | 9736 | 9693

p 0.1 0.05 | 0.01 | 0.005 | 0.004 | 0.001
u—+nd | 10125 | 10165 | 10232 | 10259 | 10267 | 10310

2.2. abra: u + nd értékei (egység—1 millio)
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A kapott t6kenagysagok egészre kerekitett értékek.

Az adatokbol latszik, hogy nagyon kicsi és nagyon nagy csédvaldszini-
ségek esetén a pillanatnyi téke koriilbeliil azonos mértékben valtozik. Ez
azt jelenti, hogy a cs6dvaloszintiségeket abrazold grafikonunk kdzéppontosan
szimmetrikus a 10 millidrd forint pillanatnyi t6kénél felvett csGdvaloszintisé-

gre.

2.2. A cs6dvalbszintiség becslései

Tegytiik fel, hogy az el6z6 évben is ugyanannyi szerzddésiink volt, mint

most, azaz n = m = 10000.

2.2.1. Maximum-likelihood moédszer felhasznalasaval

A becslésiink 1ényege, hogy az el6z6 részben kiszamolt, cs6dvaldszintiséget
meghatarozo képletben p helyére p maximum-likelihood becslését irjuk be,
amit fi-pal fogunk jel6lni, az igy kapott valosziniiséget pedig p-pal.

1 ML-becsléséhez X;-k egylittes strtiségfiiggvényére van sziikségiink. A

p-exponencialis eloszlas stirtségfiiggvénye:
fX) = per

Ebbél X, ..., X,, valoszintiségi valtozok egyiittes stirtségfiiggvényét gy

kapjuk, hogy a megfelel§ stirtiségfiiggvényeket Osszeszorozzuk, azaz

n
—ug Z;

FXy o X) = [[ e = pre =
=1

A log-likelihood fiiggvényt szeretnénk maximalizalni ahhoz, hogy meg-
kapjuk p ML-becslését. Ehhez az egyiittes strtiségfiiggvény logaritmusat kell
venni, amit aztan p szerint maximalizédlunk, azaz megnézziik, hogy p szerinti

derivaltja hol 0. Az igy kapott fi lesz p maximum-likelihood becslése.

logf(X1,..X,) = nlogp — p > x;

i=1

12



: _ N,
apj H i=1
OB YR
-
. n 1 n
H= o TX 735
2w
i=1
f-ot (2.1.)-be behelyettesitjiik
n—1
u+nd _ufnd
=S e 22)

Ahhoz, hogy meg tudjuk mondanl, mennyire jo ez a becslés a csGdvalo-
szintiségre, O0ssze kell hasonlitani a most kapott valdszintiséget az eredetivel.
Ehhez az sziikséges, hogy X értékét pontosan ismerjiik.

X értékének meghatéarozasahoz sziikségiink volt 10000 darab, 1 varha-
toértékd, exponencidlis eloszlasu karra. Ezeket a karokat R-ben generéltuk,
majd meghataroztuk az atlagos karnagysagot. A mi generalasunk sordn X =
0.9982218. Ezt helyettesitettiik be a (2.2.) képletbe, amire a pillanatnyi téke

fliggvényében az aldbbi csédvaloszintségeket kaptuk.

1.0

0.8

0.6
1

<o

0.2

L]
L]
4 ® o o o o
T T T T T T T T
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2.3. abra: p (egység—=1 millio)

p és p Osszehasonlitasat kétféleképpen végeztiik el. ElGszor megnéztiik a

két valoszintiség abszolut hibdjat, azaz p és p eltérésének abszolut értékét,
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majd megnéztiik a relativ hibajukat is, azaz a két valdszintiség abszolut

eltérésének és p-nek a hanyadosat.

dabs =

E két érték vizsgalata utan kapunk képet arrél, hogy mennyire j6 a hasz-

nalt becslési moédszer.

p — pl
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2.4. abra: p és p abszolut és relativ hibaja (egység=1 millio)

Az els6 grafikonon az latszik, hogy az abszolut hiba 9.9 és 10.1 mil-
liard kozott valamivel nagyobb, mint mashol és 10 millidrd forint pillanatnyi
t6kénél a legnagyobb. A relativ hiba 9.9 millidrd forint pillanatnyi t6kénél
kezd el jobban néni, igy 10.4 millidrd forintnal lesz a legnagyobb az értéke.
Azért itt lesz a legnagyobb, mert mind p, mind p értéke itt kicsi, igy a ketts
kozotti kis abszolut eltérés hozzajuk képest elég nagy.

Megnéztiik, hogy milyen becslést kapunk a cs6dvalészintiségekre, ha a
generalt 10000 elemd, 1 varhato értékd, exponencialis eloszlédsit mintabol
visszatevéssel vesziink 1000 kiilonb6zé 10000 elemid mintat és ezek alapjan
adjuk meg X értékét, majd szamoljuk ki a becslést. Az egyes pillanat-
nyi t6kékhez tartozod csédvalosziniiségi becslések atlagat hasonlitjuk Gssze

az ,gazi’ cs6dvaloszintiségekkel.
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A grafikonon latszik, hogy ez a becslés is az eredeti csGdvaloszintiséghez
hasonlé eredményt adott. A valdszintiségek szorasa a pillanatnyi téke fiiggvé-
nyében nem til nagy. Csak a 9.9 és 10.1 millidrd forint kozotti tartomanyban

nagyobb egy kicsit az értéke, de itt is 0.011 a legnagyobb érték.
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2.5. abra: p atlaga és szorasa (egység—1 millio)

p és p atlaganak 6sszehasonlitasat most is a kordbban leirt moédon végez-
tiik, azaz kiszamoltuk az eredeti és a becsiilt csGdvaloszintiségek atlaganak

abszolut és relativ hibajat.
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2.6. abra: p és p atlaganak abszolut és relativ hibaja (egysé=1 millio)
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Az els6 grafikonon latszik, hogy a pillanatnyi téke fliggvényében az ab-
szolut hiba 9.9 és 10.1 milliard forint koézétt nagyobb és 10 milliard forint
pillanatnyi tékénél veszi fel a legnagyobb értékét (0.053). A relativ hiba
9.9 milliard forint pillanatnyi téke utan kezd el jobban, szinte linearisan
emelkedni és 10.4 milliard forintnal éri el a 0.44 értékd maximumat. Nem
meglepé moédon mind a két hiba esetében a grafikonokon is latszik, hogy az
1000 valosziniiség atlagolasaval kapott csGdvaldszintiség pontosabb becslést
adott p-re, mint ha csak az eredetileg generalt 10000 elemd minta segitségével
szamolnank ki a tonkremenés becsiilt valoszintiségét.

Szeretnénk tudni, hogy a maximum-likelihood modszer felhasznalasaval
kapott becslés torzitatlan-e. Egy becslést akkor neveziink torzitatlannak, ha
a varhato értéke megegyezik a becsiilni kivant értékkel. Tehat a torzitatlansag

eldontéséhez sziikségilink van E(p) értékére.

,_.

n—

-t nd) —RY) = (ut ndy B o)
P Xig! ‘ 7!

Il
=)

Helyettesitsiink X = %, mert S eloszlasat ismerjik. S ~ I'(n, ).

__utnd i _ (ut+nd)n 00 7’L2 _(u+nd)n _ MTL _
E(dLe ) = p(ue "%y = (oL, el _emHidt
e M) = Blge ) =gy e et
mivel F/z )t"_le_“t a ['(n, ) eloszlas strtségfiiggvénye.
n
Visszahelyettesitve az el6z6 képletiinkbe, a kovetkezst kapjuk:
n—1 400
Z (u 4+ nd)’ n,u / iy
P iT'(n 0

A varhaté értékhez tartozo integralt a kiprobalt modszerek egyikével sem
sikeriilt kiszdmolnunk, igy az ismeretlen paraméterek helyére beirtuk a most
hasznalt értékeket, és numerikusan, a Maple program segitségével szamoltuk
ki az egyes pillanatnyi t6kékhez tartozo csédvaldszintiségek varhatod értékét.

E(p) eltérése p-hez képest 9.9 és 10.1 milliard forint esetén a legnagyobb.
Az abszolit eltérésiik 0 és 0.05 kozott van, ami nem tal nagy, de azt jelzi,

hogy a becslés nem torzitatlan.
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2.7. abra: E(p) és E(p) — p (egység=1 millio)

2.2.2. Visszatevéses mintavétellel adott becslés

A becslésiink soran az eléz6 évi m szerzédésre tortént Yy, ..., Y, karkifize-
tésekbdl, visszatevéssel k-szor n elemd mintat huzunk. Ha a kihtizott karokat
Yiy, oo Y, Yo, Yy, nel jeldljik, akkor nagy k-ra és m-re a kovetkezst
varjuk:

#Li Y+ .+ Y > u+nd}
k

Az eddigi eredményeinkkel valo dsszehasonlithatésag érdekében tovabbra

p= = P(Y + ...+ Y7, >u+nd).

is feltessziik, hogy minden szerzédésre egyetlen nem nulla kdrnagysagot vizs-
galunk, amik p-exponenciélis eloszlastuak.

A becslés modellezésére R-ben generaltunk egy m = 10000 elemt, u = 1
paraméterd exponencialis karmintat, melybsl & = 2000-szer visszatevéssel
huztunk n = 10000 elemet. Erre a k darab mintara megnéztiik, hogy hany
olyan van, amely esetén az Osszkar nagyobb, mint a pillanatnyi téke, azaz
tonkremegy a biztositotarsasag.

A szamitas roviditése miatt csak 15 kiilonboz6 pillanatnyi t6kére néztiik
meg a csdd valosziniliségét, de ez az egyszertsités nem befolyasolja annak
eldontését, hogy mennyire jo becslést kapunk ezzel a modszerrel. A cs6d

valoszintiségére az alabbi értékek jottek ki a pillanatnyi téke fiiggvényében.
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2.8. abra: p (egység=1 millio)

A grafikon els§ ranézésre nagyon hasonlit p grafikonjara, de mint azt
korabban lattuk a maximum-likelihood moédszer felhasznélasa soran, ez nem
jelenti azt, hogy a két valoszintiség eltérése minimalis, igy most is megnéztiik
az abszolat és relativ hiba értékeit. A két hibat a pillanatnyi téke fliggvé-

nyében abrazoltuk.
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2.9. abra:p és p abszolut és relativ hibaja (egység=1 millio)

Az abszolit hiba ennél a becslésnél minden pillanatnyi tékére nagyobb,

mint a maximum-likelihood médszernél, és itt is 10 millidrd forint pillanatnyi

18



t6kénél veszi fel a legnagyobb értéket, de ez a maximum mar 0.093 értékd.
A relativ hiba 10.1 milliard forintig nem tul nagy, és kozel azonos az el6z6
becslésnél kapott értékekkel, de 10.1 milliard forint pillanatnyi téke utén a
relativ hiba gyorsan elkezd néni és 10.4 milliard forintnal mar eléri a 12-t. A
nagy relativ hiba ebben az esetben is abbol adoédik, hogy nagy téke mellett
kis valoszintiséggel megyiink csédbe, és kis valdszintiség esetén a kis abszolit
hiba is nagynak latszik.

Egy visszatevéses mintavétel alapjan nem vonhatunk le messzemend ko-
vetkeztetéseket arra vonatkozodan, hogy mennyire pontos ez a becslés, ezért
megnéztiik a csddvalosziniiség becslését és annak hibajat 1000 kisérlet esetén
is. Mind az 1000 kisérlet utan kiszamoltuk p-t a (2.3.) képlet alapjan, majd

az igy kapott cs6dvaloszintiségek atlagat hasonlitottuk ssze p-vel.
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2.10. abra: p atlaga és szorasa (egység=1 millio)

Az 1000 kisérlet soran kiszamolt cs6dvaloszintségek szoérdsa minden pil-
lanatnyi t6ke esetén elég kicsi, de a kozépsé tartomanyban (9.9 és 10.2 mil-
lidrd forint kozott) kicsit nagyobb a szoras. A nevezetes (0, 0.25, 0.5, 0.75,
1) kvantiliseket p atlagahoz képest megvizsgalva latjuk, hogy 9.8 és 10.2 mil-
lidrd forint kozott mar szemmel lathatoan is jelentSs a kiilonbség az egyes
pillanatnyi t6kékre kapott csédvaldszintiségek kozott. Mig a legkisebb szorasu

valoszintiségek 0.005 hosszu intervallumon beliil vannak, addig a legnagyobb

19



eltérés az egy pillanatnyi t6kéhez tartozo valdszintliségek minimuma és maxi-
muma kozott 0.068.

Ha a kisérlet 1000-szeres ismétlése utan kapott becsiilt valoszintiségeket
egy grafikonon abrézoljuk, akkor egy sévos eloszlas figyelhet§ meg. Ennek a
savos csoportosulasnak az az oka, hogy nem minden pillanatnyi tékére vizs-
galtuk meg a cs6dvaloszintiségeket. Ha ennél strtibben szamoltuk volna ki a
becslést, akkor egy sokkal homogénebb grafikont kaptunk volna. Igy viszont
az egyes pillanatnyi t6kékhez tartozo csédvalosziniiségek élesen elhatarolod-

nak egymastol.
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2.11. abra: A kvantilisek és a cs6dvalosziniiségek

A becsiilt cs6dvaloszintiségek atlaga a pillanatnyi téke fiiggvényében ko-
riilbeliil koveti p grafikonjat, de most is van eltérés a valos és a becsiilt valo-
szintiségek kozott.

Az abszolit és relativ hibat az 1000 kisérlet csédvaloszintiségének at-
laga és p kozott néztiik. Az abszolit eltérés grafikonja nagyon hasonlit a
maximum-likelihood moédszer felhasznalasanal kapott abszolit eltérés gra-
fikonjara. 9.9 és 10.1 milliard forint pillanatnyi téke kozott a legnagyobb
az abszolut eltérés. Az 1000 kisérlet eredménye alapjan szamolt p relativ
hibaja p-hez képest 10.35 milliard forintig folyamatosan ng, ahol egy nagy

ugras lathato, igy 10.4 milliard forintnal a relativ hiba mér 1. A relativ hiba
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1000 kisérlet esetén sokkal kisebb, mint egy kisérletnél, ami feltehetGen a sok

kisérlet atlagértékével vald szamitas miatt van.

abszolut hiba
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2.12. abra: p és p atlaganak abszolit és relativ hibaja (egység=1 millio)

2.2.3. A becslések o0sszehasonlitasa

A két becslés soran kapott eredményeket érdemes 0sszehasonlitani, hiszen
igy tudjuk meg, hogy melyik modszert jobb alkalmazni a csédvaloszintiség
becslésére abban az esetben, ha az el6z6 évi karadatoknak csak az eloszlas
tipusat ismerjiik, de az eloszlas paraméterét nem.

A generalt karadatok atlaga alapjan szémolt maximum-likelihood mod-
szer és a visszatevéses mintavétel alapjan kapott becsiilt valoszintiségeket egy
grafikonon ébrazolva latjuk, hogy a ML-becslés soran kapott csédvaloszinii-
ségek a 9.8 és 10.2 milliard forintos tartoményban joval kisebbek. Igaz, az
eredeti p csddvaloszintségek minden pillanatnyi téke esetén éppen a becsiilt
értékek kozott helyezkednek el, de a maximume-likelihood becslés eredménye
van kozelebb hozza. Ezt a kozelséget lathatjuk az abszolut hibék grafikonjait
is nézve. A visszatevéses mintavétellel kapott becslésiink minden vizsgalt
helyen nagyobb abszolit eltérést mutat p-hez képest, mint p.

A két becslés relativ hibajat abrézold grafikon magaért beszél. p és p

relativ hibdjanak kiilonbsége 10.05 milliard forinttol kezdve egyre né, mig p
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relativ hibaja 11.4-del nem lesz nagyobb. A hibék Gsszehasonlitasa alapjan
egyértelmien azt mondhatjuk, hogy ha egyszer végezziik el mind a két becs-

lést, akkor a maximum-likelihood modszerrel jarunk jobban.
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2.13. abra: p és p Osszehasonlitésa (egység=1 millio)

Ezutdn mind a két modszert tobb mintavétel utdan kapott adatokra is
alkalmaztuk, majd az eredményeket atlagoltuk. A két kiilonb6z6 modszerrel
kapott becslésiink abszolit hibaja kozott méar jelentds eltérés van. A leg-
nagyobb eltérés kozottiik 9.85 és 10.2 milliard forint pillanatnyi téke kozott
van. A legnagyobb kiilonbség az abszolut hibak kézott 0.0157, ami 10 millidrd
forint esetén van. A két becslés relativ hibdjaban ennél is nagyobb eltérés
latszik. A maximum-likelihood modszer felhasznélasaval kapott csédvalo-
szintiség-becslésiink relativ hibdja 10 millidrd forintnal nagyobb pillanatnyi
t6ke esetén joval kisebb, mint a visszatevéses mintavétellel kapott csédvalo-
szintiségé. Az eltérés 10.4 milliard forintnél a legnagyobb, ott 0.55-tel kisebb
a ML-becsléssel kapott cs6dvaloszintiség relativ hibaja. Ha ettsl a kiugréd
értéktsl eltekintiink, akkor 10.35 millidrd forintnal a legnagyobb, 0.17 az
eltérés, de méar 10.1 millidardnél sem elhanyagolhat6 a kiilonbség.

Ha a két becslés 1000 ismétlés utani szorasat megnézziik, akkor az lat-
szik, hogy a maximum-likelihood modszer szoérasa minden vizsgalt helyen

nagyobb, ennek ellenére ez a becslés ad kisebb hibékat.
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abra: p és p relativ hibaja és szorasa 1000 ismétléssel (egyésg=1 millio)

A hibak eltérésének ismeretében mind a két esetben azt mondhatjuk, hogy

ha pontosan tudjuk a karnagysagok eloszlasat, és az el6z6 évi adatok alapjan

szeretnénk megbecsiilni, hogy az adott évben mekkora valoszintiséggel me-

gyiink cs6dbe, akkor a maximum-likelihood moédszer alkalmazasa esetén ka-

punk pontosabb becslést.
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3. fejezet

Rossz modell becslése

Az el6z6 fejezetben pontosan kiszamoltuk a cs6dvaldszintiséget, ha a kér-
szam nem véletlen, és minden szerzddésre pontosan egy karunk van. Ezt a
cs6dvaloszintiséget becsiiltiik meg két kiilonb6z6 modszerrel, ha tudtuk, hogy
az el6z6 évben milyen eloszlasi volt a karnagysag.

Ebben a fejezetben azt fogjuk megnézni, hogy melyik a jobb becslés abban

az esetben, ha rosszul mondtuk meg az el6z6 évi kirnagységok eloszlasat.

3.1. A cs6dvalbszintiség kiszamolasa

A csédvaloszintiség pontos kiszamitasdhoz sziikségiink van a tavalyi kér-
nagysagok eloszlasara, és az eloszlas paramétereire is. Tovabbra is tegyiik fel,
hogy N nem véletlen, és minden szerz&désre pontosan egy karunk van, azaz
N = n, ha n darab szerzddésiink van. X; jelolje az i. szerz6déshez tartozo
kart. Ha u kezd6tSke mellett minden szerzédésre d dij folyik be, akkor u-+nd
a pillanatnyi téke. .

X;-k eloszlasa legyen (o, 5)-Pareto eloszlas. Az dsszkar S = ZX,-, igy

i=1
annak valoszintisége, hogy csédbe megyiink:

p:P(Z>u+nd):P(S>u+nd).
i=1

Ha tudnank S eloszlasfiiggvényét, akkor konnyedén ki tudnank szamolni
a valoszintség pontos értékét. Azonban n darab («, 5)-Pareto eloszlasu
valoszintiségi valtozd Osszegének az eloszlasat pontosan nem tudjuk meg-
hatarozni, csupan kozeliteni tudjuk. Az eloszlas kozelitése tobbféleképpen
torténhet. Azt a modszert valasztottuk, hogy tobb (a, B)-Pareto eloszlasi
valoszintiségi valtozot generaltunk R-ben, és ezek alapjan rajzoltuk fel az

Osszeg eloszlasfiiggvényét.
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Tegyiik fel, hogy F(X;) = 2 millio, azaz a szerzédésenkénti kdrnagysag
varhatoan 2 milli6 forint. Ha tovabbra is az 1 milliét valasztjuk meg egység-
nek, akkor a (2,1)-Pareto eloszlas esetén éppen azt kapjuk, hogy F(X;) = 2.

A cs6dvaloszintiség pontos meghatarozasahoz R-ben 100000 darab 10000
tagu (2,1)-Pareto eloszlasu valoszintiségi valtozot generaltunk. A 10000 tagu
sorozat elemeit Osszeadtuk, és megnéztiik, hogy ennél a 100000 Osszegnél
mekkora valoszintiséggel vagyunk egy bizonyos pillanatnyi téke folott. Ezeket
a valoszintségeket a pillanatnyi téke fliggvényében abrazoltuk, és a késGbbi-
ekben ezeket az értékeket fogjuk a becsléseink soran kapott csédvaloszini-
ségekkel Osszehasonlitani, azaz ezeket a valoszintiségeket tekintjiik a pontos

cs6dvaldszintiségnek adott pillanatnyi téke esetén.
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3.1. abra: (2,1)-Pareto eloszlas esetén a cs6dvaloszintség (egység=1 millio)

3.2. A cs6dvalbszintliség becslései

A két becslési modszer 1ényege ugyanaz, mint az el6z6 fejezetben, azaz
az el6z6 évi m darab szerzédés karadatai alapjéan szeretnénk megbecsiilni az
adott évi csédvaloszintiséget.

Egy biztositotarsasag életében barmikor eléfordulhat, hogy rossz modellt
allitanak fel az el6z6 évi karokra, azaz példaul azt feltételezik, hogy u-

exponencialis eloszlast volt a kdrnagyséag, de valojaban (o, 5)-Pareto. Mivel
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a becslés kiindulési alapja az el6z6 évi adatok eloszlésa, igy rossz modell felél-
litasa esetén a csédvaldszintiségre a valosagtol joval eltérd értékeket fogunk
kapni. A kérdés az, hogy mennyire tér el egymastol a pontos és a becsiilt
valoszintiség.

Tegyiik fel, hogy az el6z6 évben is ugyanannyi szerzddésiink volt, mint

most, azaz n = m = 10000.

3.2.1. Maximum-likelihood médszer felhasznalasaval

Az el6z6 fejezetben mar kiszamoltuk, hogy ha az eléz6 évi kirnagysagok
pu-exponenciélis eloszlastak és minden szerzédésre pontosan egy karunk van,
akkor hogyan szamolhato a csGdvaloszintiség pontos értéke. Ebbe a képletbe
helyettesitettiik be g maximum-likelihood becslését, igy megkaptuk p egy
becslését, amit p-pal jelltiink.

n—1

L (u+nd)’ _uwina
D= Zz: X e” X (2.2.)

A mostani becslésnél 10000 darab (2,1)-Pareto eloszlasu karnagysagunk
van, de azt hissziik, hogy 10000 darab 2 varhato értékd exponenciélis elosz-
last karnagysagunk van, ezért a fenti képletet hasznéljuk. Ehhez sziikségiink

van X pontos értékére.
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0.2
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3.2. abra: p (egység=1 millio)
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Ennek meghatarozasara R-ben generaltunk 10000 darab (2,1)-Pareto el-
A mi generalasunknal X = 1.986394. Ezt behe-

lyettesitve a (2.2.) becslésbe, a pillanatnyi téke fiiggvényében a fenti cs6dva-

oszlast karnagysagot.

l6szintiségeket kapjuk.
A kapott valoszintiségek abszolut és relativ hibdjanak ismeretében tudjuk
eldonteni, hogy a becslésiink mennyire j6 akkor, ha az el6z6 évi karok nagy-

sdgéara exponencialis eloszlast feltételeztiink, pedig valojaban Pareto volt.
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3.3. abra: p és p abszolut és relativ hibaja (egység=1 millio)

Mindkét grafikonon az latszik, hogy 19.6 milliard forintig a becsléseink
és az eredeti valoszintiségek nagyon kevéssé térnek el, de utana hirtelen
emelkedni kezd mind az abszolut-, mind a relativ hiba. Az abszolut hiba
20.1 millidrd forint pillanatnyi tékéig ng, majd visszaesik. A relativ hiba
19.6 milliard forint pillanatnyi téke utan folyamatosan ng, igy 20.5 millidrd
forintnal veszi fel a legnagyobb értéket.

A grafikonok alapjan tehéat azt mondhatjuk, hogy nagyjabol 19.6 milliard
forint pillanatnyi t6kéig jo ez a becslés, utana elég nagy eltérés van a becstilt
és a valodi cs6dvaloszintiségek kozott.

A becslést rossz modell esetén is tobbszor megismételtiik. Az eredetileg
generalt 10000 elemt, 2 varhato értéki, Pareto-eloszlasu karadatokbol vissza-
tevéssel huztunk 1000 kiilonb6zé 10000 elemd mintat. Minden egyes minta

atlagaval kiszamoltuk a (2.2.) képlet alapjan a cs6dvaloszintséget, és az igy
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kapott valoszintiségek atlagat véve egy tjabb becslést kaptunk a tonkremenés

valoszintiségére, amit a pillanatnyi téke fliggvényében abrazoltunk.

Az 1000 kiilonb6zd minta alapjan kapott valoszintiségek szorasa 19 mil-

liard forint pillanatnyi t6kétsl kezdve folyamatosan nd, majd 19.9 milliard

forintnal veszi fel a legnagyobb, 0.01 értéket, ahonnan csokkeni kezd.
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3.4. abra: p atlaga és szorasa (egység—1 millio)

20500

Bar 20 milliard forintig az egymintés becslés abszolat hibaja joval kisebb,

mint az 1000 kisérletnél, de ez nagyobb pillanatnyi t6kék esetén megfordul.
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3.5. abra: p atlaganak abszolit és relativ hibaja (egység=1 milli6)
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A mostani becslés relativ hibaja 20 milliard forint pillanatnyi tékéig kisebb,
mint az egymintéas esetben, de aztan fordul a helyzet és végiil 20.44 millidrd

forint esetében mind a két becslés hibaja eléri az 1-et.

3.2.2. Visszatevéses mintavétellel adott becslés

A maésodik becslés esetén az el6z6 évi m szerzédéshez tartozo karkifize-
tésekbdl k-szor n darabot hiizunk visszatevéssel, majd megszamoljuk, hogy
ebbdl a k darab mintabol hdnynak az 6sszkara volt nagyobb a pillanatnyi
tokénél. Ekkor a csGdvaloszintség:

YA+ Y > utnd)
p= .
k

A becslés modellezésére R-ben generaltunk egy m = 10000 darab (2,1)-
Pareto eloszlasu valoszintségi valtozot, amelyekbdl elGszor £ = 2000-szer
huztunk n = 10000 elemet visszatevéssel. Az igy kapott p cs6dvalosziniiséget

a pillanatnyi téke fliggvényében abrazoltuk.
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3.6. abra: p (egység—1 millio)

Mar a grafikonrol latszik, hogy nagyobbak lesznek a hibak, mint korab-
ban, hiszen a grafikon nem azt az ivet koveti, mint p grafikonja. 20.5 millidrd
forint esetében méar kozel 0.3 az eltérés a két valoszintiség kozott.

Hogy pontosabban 0ssze tudjuk hasonlitani p-t p értékeivel, megnézziik

az abszolut és relativ hibat a pillanatnyi téke fiiggvényében.
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3.7. abra: p és p abszolut és relativ hibaja (egység=1 millio)

Az abszolit hiba 19.5 millidrd forintig elég kicsi, majd hirtelen emelkedni

kezd, és 20.3 milliard forint utan csokken. Ezzel fiigg 0ssze a relativ hiba

alakulésa is, ami szintén 19.5 milliard forint utan kezd rohamosan néni. 20.5

milliard forintnél mér majdnem 4-et vesz fol, ami igen nagy eltérést jelent,

ami adodhat abbdl is, hogy csak egy kisérletet végeztiink.
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3.8. abra: p atlaga és szorasa (egység=1 millio)

Ezt a becslést is 1000-szer ismételtiik meg, azaz 1000-szer hiztunk k- n

elemt mintat. A kapott cs6dvaloszintiségeket atlagoltuk, és ezt vetettiik 6ssze
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a korabban mar Pareto-eloszlasra kiszamolt csédvaloszintiségekkel.

A cs6dvaloszintiségek szorasa elég kicsi, annak ellenére, hogy 19.8 milliard
forintig folyamatosan né és csak utana kezd el csokkenni.

Ha 1000-szer ismételjiik meg a k-szor n elemd mintavételt, akkor p atla-
ganak abszolit hibaja sokkal kisebb - koriilbeliil a fele -, mint az egyszeres
mintavétel esetén. Most mar 19.3 milliard forint utan kezd el folyamatosan
néni az abszolut hiba értéke, de 20 milliard forintnél, 0.15 értéknél megéll,
majd csokkenni kezd. A relativ hiba is kisebb 1000 kisérlet eredményének
atlagolasa esetén. 19.7 milliard forint pillanatnyi tékeéig elég kicsi a hiba,
utana kezd el emelkedni, és a 0.85 maximum értéket 20.5 milliard forintnal

veszi fel.
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3.9. abra: p és p atlaganak abszolit és relativ hibaja (egység=1 millio)

A nevezetes kvantiliseket abrazolva p atlagahoz képest, azt latjuk, hogy
19.5 milliard forintt6l kezdve egyre jobban né az adott pillanatnyi tékéhez
tartozo csGdvaldszintiségek minimumanak és maximuméanak a kiilonbsége.
19.6 és 20.1 milliard forint kozott ez a kiilonbség szinte allando.

Az abszolut és relativ hibak értékei alapjan az latszik, hogy nem sza-
bad egy kisérlet utdn messzemend koévetkeztetéseket levonni, hiszen a kapott

értékek nagyban fiiggnek a mintavételek véletlenségétdl.
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3.10. abra: A kvantilisek (egység—1 millio)

3.2.3. A becslések 6sszehasonlitasa

Ebben a fejezetben szerepls két becslés 6sszehasonlitasa elssorban azért
érdekes, mert az el6z6 évi karnagysagokra rossz modellt allitottunk fel, és
ez alapjan becsiiltiik meg a csGdvaloszintiséget maximum-likelihood mod-
szerrel. Az latszik, hogy a mostani két becslés abszolut és relativ hibaja is
nagyobb, ami nem meglepd, mivel nagyobb varhato értéki és szorasu karokat
tételeztiink fel. A f6 kérdés most is az, hogy egymashoz képest milyen ez a
két becslés.

Ha egyszer végeztiik el a k-szoros mintavételt, akkor a kiszdmolt cs6d-
valoszintiségek alapjan p abszolut és relativ hibaja is nagyobb, mint p-¢,
méghozza az eltérés igen nagy. p relativ hibdja kozel a haromszorosa p-
énak, de az abszolut hibak kozott nincsen akkora kiilonbség. A két bec-
slés eredménye kozotti eltérés feltehetGen abbol adodik, hogy a visszatevéses
mintavétel soran olyan karnagysagokat ,huztunk ki”, amiknek az atlaga jelen-
tésen eltér a ML-becslésnél hasznalt X értéktsl. Pusztan ezen eredmények
alapjan a rossz modell esetében is a maximum-likelihood modszeres becslést
valasztanank.

Ha mind a két becslést tobbszor megismételtiik, és az eredmények atla-

golasa utan kapott cs6dvalosziniiséget hasonlitottuk ossze p-vel, akkor a két
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becslés abszolut hibaja 20 millidrd forint felett majdnem megegyezik. Addig
a visszatevéses mintavétellel valé becslés ad kisebb eltérést az eredeti cs6d-
valoszintiséghez képest. A két becslés relativ hibaja kozotti kiilonbségrsl is

majdnem ugyanezt lehet elmondani, bar itt méar nem akkora az eltérés.
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3.11. abra: p és p abszolut és relativ hibaja (egység—1 millio)
19.6 és 20 milliard forint kozott nagyobb valamivel a szoérasa a visszate-

véses mintavételnek, egyébként minden mas pillanatnyi t6kére a maximum-

likelihood becslés szorasa a nagyobb.
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3.12. abra: p és p (egység=1 millio)
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Az, hogy a két becslés egyszeri elvégzése esetén a ML-becslés a jobb, mig
tobbszori megismétlésiik esetén a visszatevéses mintavétel, azt mutatja, hogy
a mintavételezés véletlensége nem elhanyagolhato, és egyszeri becslés esetén
kaphatunk a vart csédvaloszintiségektsl nagyon eltéré eredményt is.

Az 0Osszehasonlitas alapjan azt mondhatjuk, hogy ha rosszul becsiiljiik
meg az el6z6 évi karnagysagok eloszlasét, és exponencialis eloszléssal szamo-
lunk Pareto-eloszlas helyett, akkor a becslések t6bbszori megismétlése utan

meghizhatoébb becslést kapunk a visszatevéses mintavétellel.
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4. fejezet

Klasszikus rizikéfolyamat

A masodik fejezetben a korabbi évi adataink alapjan becsiiltiik meg an-
nak valoszintiségét, hogy az adott évben csédbe megy-e a biztositotarsasag.
Ebben a fejezetben azt fogjuk megnézni, hogy a klasszikus rizikéfolyamat
esetén mennyire jo a két becslésiink a cs6dvaloszintiség meghatarozasara.

Jelolje X; az 1. kar nagysagat, melyek egymastol fiiggetlen, azonos elosz-
last valoszintségi valtozok, és kozos varhato értékiik p. Ha F(x) jeloli az
X; valoszintiségi valtozok kozos eloszlasfiiggvényét, és a karszam A-Poisson
eloszlasu, akkor klasszikus riziko6folyamat esetén ®(u) kielégiti a kovetkezd

integralegyenletet:
O(u) = 1—”\—6*‘%—%/ O(u—2z)(1— F(x))dz .
0

Vizsgéljuk meg a klasszikus rizikdéfolyamatnak azt a speciélis esetét, ami-
kor X; valoszintiségi valtozok eloszlésa exponencialis. Ekkor a cs6d valoszi-
niisége expliciten megkaphato.

Ha a paraméteriink /%, akkor F(X;) = u. Az exponencialis eloszlas elosz-

lasfiiggvénye i paraméter esetén
Flz)=1—¢ew .
Behelyettesitve 1 — F'(x) helyére e# -t, a kdvetkez6t kapjuk:
O(u) = 1—)‘7“+%/U<I>(u—:z:)e_fdx.
0

Derivalva

Ujra derivalva

() = 20/ (1) — 2b(w) + L(2(u) — ¥'(w) = (2 — L)/ (u) .



Kihasznalva, hogy ®(0) =1 — Ac’f és ®(00) = 1 adodik, hogy a megoldas

U(u) = e~ we v, (4.1.)

Ha X;-k eloszlasa exponenciélis, a Cramer-Lundberg-approximécié pon-
tosan ugyanezt az eredményt adja.

F(z) helyére behelyettesitve 1 — en-t, h(r)-re a kivetkezé eredményt
kapjuk:

> x wur
h(r) =1 "endr —1 = :
(r) /0 eendr —

Mivel R jeloli az egyenlet pozitiv megoldasat, ezért
— A1
R=-2+.
Ezt behelyettesitve U(u) hatarértékébe azt kapjuk, hogy
A

lim ef“W(u) = A

U— 00 C
Mind a ¥(u)-ra vonatkozo integralegyenlet, mind a Cramer-Lundberg-

approximécié azt mondja meg, hogy adott kezd6tSke mellette mekkora valo-

szintiséggel megyiink csédbe végtelen iddintervallumon.

4.1. A cs6dvaloszintiség

Klasszikus rizikofolyamat esetén a csddvaldszintiség pontos kiszamitasa-
hoz sziikségiink van p, A és ¢ paraméterek értékére is. Azonban e harom
paraméterre igaznak kell lennie a ¢ > \u Osszefiiggésnek, ellenkezs esetben a
cs6dvaloszintséget nem tudjuk a (4.1.) képlet alapjan kiszamolni.

Tegyiik fel, hogy 5%-os gyakorisaggal 1 millios karok kovetkeznek be az
egyes szerzddéseknél és az egységet valasszuk 1 millionak. Ez azt jelenti,
hogy 1 =1 és A = 0.05. Megvizsgaltuk kiillonb6z6 c-k esetén, hogy miként
alakul a cs6dvaloszintség.

A grafikonok alapjan tokéletesen latszik az a természetes tapasztalat,

hogy minél kevesebb bevétele van a biztositotarsasdgnak adott idGintervallum
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alatt, annal nagyobb valdszintiséggel fog a tarsasag révid idén beliil csdbe
menni.
Ugyanezt az eredményt kapjuk, ha 10000 szerzédéssel szamolunk, hiszen

akkor mind a kargyakorisdg, mind a dij 10000-rel szorzodik, ami a (4.1.)

képlet eredményében nem okoz valtozast.
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4.1. abra: ¥ (u) kiilonb6z6 ¢ értékek esetén (egység=1 millio)
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4.2. A cs6dvalbszintliség becslései

4.2.1. Maximum-likelihood moédszer felhasznalasaval

A modszer most is ugyanaz, mint az el6z6 két fejezetben, azaz az el6z6
évi adatok alapjan becsiiljiik meg az exponenciélis- és a Poisson-eloszlas
paramétereit, és ezutdn vizsgaljuk meg, hogy milyen eltérés mutatkozik a
valos csddvaldszintiséghez képest.

Jelolje X; az i. kart, k; a j. szerzédéshez tartozo karszamot. n szerzédés

esetén a karok szama:
n
N = E /{Zj 5
=1

ami nA-Poisson eloszlasu. Az 6sszkar pedig:

N
i=1

Ekkor S eloszlasa ugynevezetett 0sszetett-Poisson eloszlas.

Ha g maximum-likelihood becslése ji, akkor fi = —)1? = %, amint azt mar

korabban kiszamoltuk. Sziikségiink van A maximum-likelihood becslésére is,
amit jol ismeriink és a képletébdl adodik, hogy ebben az esetben \ = % A
két ML-becslést behelyettesitve a (4.1.) explicit képletbe a kévetkezst kapjuk:

() = 22 =255

Ahhoz, hogy 6ssze tudjuk hasonlitani ezt a becslést a valds csédvaldszi-
niiséggel, N és S értékét pontosan tudnunk kellene. Ezért R-ben generdltunk
10000 darab A-Poisson eloszlasu szamot, ahol A = 0.05 és minden nem nulla
szamhoz generaltunk egy p-exponencialis eloszlasti szamot, ahol p = 1. A
Poisson-eloszlastu szamok Gsszege adja meg a karok szamat, azaz N értékét,
ami a generaldsunk soran 492 volt. Az exponenciélis- és Poisson-eloszlasii
szamok szorzata pedig megadja S értékét. A generdlasunknal az Osszkar
488.8886 volt.

A generalas soran arra kell figyelni, hogy \ és i1 szorzata kisebb legyen,
mint ¢, mert ha nem, akkor a cs6dvaloszintiség becslésére hasznalt képlet

nem miikodik, ugyanazon okokbol kifolyolag, mint a (4.1.) képletnél.
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A most kapott eredményekre is igaz, hogy ha 10000 szerzédéssel szamol-

nank, akkor is ugyanezeket a grafikonokat kapnank.
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4.2. abra: U(u) (egység—1 millio)

U (u) abszolat hibaja mind a négy ¢ érték esetén hasonléan alakul. A hiba
0-bol indulva folyamatosan ng, majd ¢ = 0.05005 és ¢ = 0.050025 esetben
0.25 millidrd kezdeti téke utén csokkenni kezd. A masik két esetben egy
bizonyos kezdeti t6ke utan az abszolut hiba szinte konstans 1.

\if(u) relativ hibaja W(u)-hoz képest a vizsgalt kezdeti tékék fiiggvényeé-

ben folyamatosan ndg, és 0.2 millidrd forintnal nagyobb pillanatnyi t&kéknél
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a hiba mar 0.9 f6l6tt van, ami elég nagy eltérést mutat a valos és a becsiilt

csGdvaloszintiségek kozott.
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4.3. abra: W(u) és W(u) abszolut hibaja (egység—=1 millio)

A kapott abszolit és relativ hibak alapjan kijelenthetjiik, hogy a maxi-

mum-likelihood modszer ebben az esetben W(u)-t6l jelentGsen kiilonbozé

cs6dvaloszintiségeket adott.
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relativ hiba

relativ hiba
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4.4. abra: W(u) és W(u) relativ hibaja (egység=1 millio)

Annak a vizsgalatahoz, hogy a becslésiink torzitatlan-e, sziikkségiink van

U(u) varhato értékére. Mivel N és S egyméstol nem fiiggetlen, ezért N-re

,

z

feltételes varhatd értéket vesziink, és i
E(U(u))-t.
BV B G -2m = 3 g Y
(U(u) = E( g6 '~ ne )—kz:% (Ee
k1
S Lo
0 nc Sk
F k
ahol S =Y X; és P(N = k) = Upke
=1

gy probaljuk meg kiszamolni



Most méar csak az Sy-tol fiiggs varhato értéket kell meghatérozni. A
varhato értéket integral formaban frhatjuk fel, mert Sy nem véletlen tagszamu
Osszeg. Sy k darab p-exponencialis eloszlasu valoszintiségi valtozo Gsszege,
ezért I'(k, ) eloszlast, aminek a stirtségfiiggvénye

VAR 2
flt) = %t e M.

Ezt behelyettesitve a varhato érték integral forméajaba a kdvetkezot kapjuk:

Spu

Bl 1wyt k=1mt gy
(S—ke n )— ; ge Nmt e t=
o G /Oot(k_l)—l(%+u)kl Rt gy — pto Dk-1)
0

. 6_(N .

L(k) (&% +m)! T(k—1) T(k) (& +p)h1”

mert az utols6 integral mogott a I'(k — 1,

K

N
van, aminek a 0-tol végtelenig vett integralja 1. Ezt az eredményt visszairva

+ p) eloszlas strtiségfliggvénye

a feltételes varhato értékiinkbe, a kovetkezst kapjuk:

- = k? (Aun)k 1 ku
E(¥(u) = : e s
kZ:O en(k—1) k! (% + )kt

4.2.2. Visszatevéses mintavétellel adott becslés

Az €l6z6 becslés nem til jo eredményei utan abban bizunk, hogy a visz-
szatevéses mintavétellel adott becslés kicsit jobb eredményeket fog adni, bar
sejthetd, hogy ez sem lesz tokéletes.

Az eddig megszokott moédon, R-ben generdltuk a mintavételhez sziik-
séges karadatokat. A becslésnél mar a kezdetekkor figyelembe kellett venni,
hogy a biztositd portfolioja 10000 szerzddéshdl all, ezért A\ értéke a 10000-
szeresére valtozott, azaz \’=500. A’ paraméterti Poisson-folyamatot, majd
a karidépontokhoz p=1 varhato értékd, exponencialis eloszlasu karokat ge-
neraltunk. Ezeket a karokat tekintettiik az el6z6 évi karoknak, igy ezek-
b6l a karokbol huztunk késébb visszatevéssel. Mivel a klasszikus riziko-
folyamat végtelen idGintervallumra vonatkozik, ezért 1000 évre szamoltunk
ki minden rizikofolyamatot. Az egyes karok kozott eltelt idGtartamok is
valoszintiségi valtozok, amiknek az eloszlasa homogén Poisson-folyamat e-

setén A’-exponencialis. Minden évre annyi A’-exponencialis eloszlasi szamot
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generaltunk, hogy a szamok 6sszege éppen érje el az egyet, ugyanis a biztosito

1 évre szedi be a ¢ dijat az tligyfelektSl. Egy évben pontosan annyi karral

szamoltunk, ahany \’-exponencialis eloszlast szamot kellett 6sszeadni ahhoz,

hogy egyet kapjunk. Ezzel a karszammal megegyez6 darabszamu kart hitz-

tunk visszatevéssel a tavalyi karokbol. Azt figyeltiik, hogy ha u kezd&téke

mellett ¢ dij folyik be minden évben, és az Osszkart kifizetjiik, akkor 1000

éven beliil cs6dbe megyiink-e.
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4.5. abra: ¥(u) (egység=1 millio)

Azonos kiindulé adatokkal 2000-szer generaltuk a karszamfolyamatot,

majd azt néztiik meg, hogy ebbdl a 2000-bél hany esetben mentiink csédbe.



Az igy kapott valoszintiséget jeloltiik W (u)-val. Ahogyan az el6z6 fejezetben,

most is négy kiillonbozé ¢ értékre néztitkk meg a csGdvaldszintiséget.

U(u) grafikonjai ¢ = 0.0500001 eset kivételével nagyon hasonlitanak W (u)

grafikonjaira azonos c¢ értékek mellett, de hogy pontosabb képet kapjunk a

becslésiinkrdl, ismét kiszdmoltuk az abszoltt és relativ hibat W(u) és ¥ (u)

kozott.
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4.6. 4bra: W(u) abszolit hibdja (egység=1 millio)

Az abszolat hibak igen eltéréek a kiilonbozé c-k esetében. ¢ = 0.05005

esetén 1 milliard forint kezddétSkéhez tartozik a legnagyobb, 0.25 eltérés a

becsiilt és a valos csdvaldszintiség kozott. 2.5 millidrd forintnél az abszolit
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hiba méar 0.1 alatt van, ami mar elég jonak mondhatd, innentél pedig fo-
lyamatosan csokken a hiba. ¢ = 0.050025 esetén ugyan az abszolat hiba
maximuma sokkal nagyobb, mint az el6bb, de sokkal gyorsabban csokken le a
kiilénbség, és mar 3.5 millidrdnal nagyobb kezdeti tGke esetén is 0.1 alatt van
az abszolit hiba. ¢ = 0.050005 dfjjal ¥(u) abszolit hibaja az Ssszes vizsgalt
kezdeti tékére 0.1 alatt van, ami mar biztaté a becslés josagat illetGen. 5
milliard forint kezdeti téke esetén éri el a 0.1-es maximumot, utana a hiba
értéke folyamatosan csékken, amig nagyobb kezdeti t6kéket vizsgalunk. W (u)
abszolut hibaja ¢ = 0.0500001 dijjal egy teljesen linearis egyenest ad, ami 0-
bol indulva 20 milliard forint kezdeti t6kénél éri el a 0.04 értéket. Ez a linea-
ritas abbol adodik, hogy a klasszikus rizikdfolyamat szamitasakor a vizsgalt
kezdeti t6kék esetére egy linearis egyenest kaptunk, a becslésiink soran pedig
minden kezdeti tékére az 1 csGdvaloszintiség jott ki.

A abszolit hibak kiilonbozdségébdl adodik, hogy a vizsgalt négy c értékre
a relativ hibak is kiilonboz6 értékeket adnak. ¢ = 0.05005 dij esetén 2.5
milliard forint kezdeti t6kéig né a relativ hiba értéke, ott eléri a maximumat,
utana folyamatosan csdkken az értéke. ¢ = 0.050025 dijjal ¥ (u) relativ hibéja
elég érdekesen alakul. 2 milliard forint kezdeti t6kéig folyamatosan né a hiba,
majd elkezd csokkenni, de csak 4 millidrd forintig, mert utdna djra néni kezd
az értéke. 5 millidrd forintnal eléri az 1 értéket, és onnantol fogva konstans

1 a relativ hiba minden kezdeti t8ke esetén.
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4.7. abra: W(u) relativ hibaja (egység—1 millio)

Nem meglep6 moédon ¢ = 0.050005 dijra kaptuk megint a legjobb hibat.
5 milliard forintig folyamatosan n& a relativ hiba, majd onnantél kezdve
folyamatosan csokken az értéke. ¢ = 0.0500001 dijra a relativ hiba is egy
linearis fliiggvényt ad, aminek 0.04 a legnagyobb értéke.

A visszatevéses mintavétel 1000-szeres megismétlése utan kapott valoszi-
niiségek atlaga vélhetGen még jobb becslést adna W(u)-ra, de ezt megfelels

szamitasi kapacitas hianydban nem tudtuk elvégezni.

4.2.3. A becslések 0sszehasonlitasa

Ebben a fejezetben a klasszikus rizikéfolyamat egyik specialis esetére
probaltunk olyan becslést talalni, amit hasznalhatunk abban az esetben, ha
az el6z6 évi kiradatokra vonatkozo eloszldsok paramétereit nem ismerjiik.

A maximum-likelihood modszer felhasznélasaval kapott csdvalosziniiség
abszolut és relativ hibaja 0.15 milliard forintnal nagyobb pillanatnyi téke
esetén mar tul nagy, igy ezzel a modszerrel nem kaptunk tul pontos becslést.
A visszatevéses mintavétellel kapott becslés mar pontosabb eredményt ad,
de csak bizonyos c értékekre.

A becslésiink ¢ = 0.050005 dijra lett a legjobb, de a tébbi ¢ érték esetén
sem kaptunk W(u)-ra nagyon rossz becslést. Ugyan ¢ = 0.05005 és ¢ =
0.050025 esetén a relativ hiba néhany kezdeti tékére nagyobb, mint 1, de
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bizonyos tékékre egészen jo becslést kaptunk.
Az abszoliut és relativ hiba alapjan, ha csak egyszer végezziik el mind a
két becslést, akkor a visszatevéses mintavétellel kapunk pontosabb becslést

U(u)-ra, igy rizikofolyamat becslésére ezt érdemesebb hasznalni.

47



5. fejezet

Osszefoglalas

Diplomamunkamban megprébaltam a - bizonyos esetekben pontosan ki-
szamolhato - cs6dvaloszintiséget kétféleképpen megbecsiilni és kivalasztani,
hogy adott esetben melyik becslés esetén kapunk pontosabb értékeket.

Amikor azt feltételeztiik, hogy az el6z6 évben minden szerzédésre egy
karunk volt, és ezek a karok u-exponencialis eloszlasiak, akkor a maximum-
likelihood modszer felhasznalasaval kapott becslés adott a valosdghoz koze-
lebbi értékeket.

Amikor tovabbra is minden szerzédésre volt karunk a tavalyi évben, de
a karok eloszlasat rosszul tudtuk, és p-exponencialisnak hittiik («, §)-Pareto
eloszlas helyett, akkor a becslések tobbszoros megismétlése utén a visszat-
evéses mintavétellel kapott cs6dvaloszintiségek alltak kozelebb a valos érté-
kekhez.

A klasszikus rizikofolyamat esetén is a visszatevéses mintavétel bizonyult
jobbnak, mert mind a négy vizsgalt c értékre sokkal jobb becslést adott, mint

a maximum-likelihood modszer.
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Summary

The topic of this thesis is the calculation and estimation of ruin proba-
bility. The probability of insolvency plays a central role in the life of an
insurance company, because at any given time, the company must be able to
fulfill its legal obligations.

In the calculations we focused primarily on the individual risk model, in
which we examine only one non-zero loss magnitude for all the contracts of
the insurance company. If the distribution of the loss magnitudes is expo-
nential, then the ruin probability can be calculated exactly, provided we also
know the parameter of the distribution. Alas, this is rarely the case, so we
examined two possible methods for the estimation of ruin probability: the
maximum-likelihood method, and sampling with replacement. In the for-
mer case, we estimated the distribution parameter based on last year’s loss
magnitudes, and estimated the ruin probability using that parameter. In
the latter case, we took multiple samples with replacement from last year’s
loss magnitudes, each sample containing a number of elements equal to this
year’s quantity of contracts. The number of samples for which the total loss
is higher than the momentary capital of the company, divided by the to-
tal number of samples, gives us the estimated ruin probability. Comparing
the two results, we find that the maximum-likelihood method gives a more
accurate estimation.

If we mistakenly presume an exponential distribution for losses that are
actually Pareto-distributed, we come to different results. Using the two esti-
mation methods described above, we find that the sampling with replacement
method is more accurate, compared to the exact ruin probability.

In the case of a classical risk process, if we want to estimate this year’s
ruin probability based on last year’s loss distribution, the sampling with
replacement method gives satisfactory results.

According to these results, if we do not know the distribution and parame-
ter of last year’s loss magnitudes, then the best estimation is calculating the
mean of multiple estimations’ results based on the sampling with replacement
method.
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