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Bevezetés

A dolgozat célja a kombinatorikus merevség témakorébe tartozoé néhany eredmény
bemutatésa. Ezeknek a tobbsége a kozelmultban sziiletett, szerepel kozottik a (2,5)-
kritikus, 3-uniform hipergrafok konstruktiv karakterizacidja, ami egy sajat eredmény.
A dolgozatban kozponti szerepet jatszik a pebble game algoritmus, amelynek tobb val-

tozatat is megismerhetjiik.

A dolgozatban hasznalt definicidk, tételek

Ritka grafok és hipergrafok

Legyen G = (V, E) egy iranyitatlan graf, k és [ nemnegativ egészek. Azt mondjuk,
hogy G (k,1) ritka, ha minden G’ = (V' E’) részgrafjara teljesiil, hogy

|E'| < K|V'| - L.

Ha G (k,[)-ritka és még az
|E| =KV =1

egyenlGség is teljesiil, akkor G-t (k,1)-kritikusnak nevezziik. A fenti definiciéval mege-

gyez6 modon definidlhatjuk a (k,1)-ritka hipergrafok fogalmét is.

Merev grafok és szerkezetek

Egy G = (V,E) grafbol és egy p : V. — R? hozzarendeléshsl allo (G, p) part (d-
dimenzios) szerkezetnek neveziink. Az uv € E-nek a p(u) és a p(v) pontokat 6sszekotd
szakasz felel meg. Azt mondjuk, hogy (G, p) a G graf egy R%beli realizacidja. A (G,p)
szerkezetben az uv él hossza a p(u) és p(v) pontok tavolsaga.

Legyenek (G, p) és (G, q) szerkezetek. A két szerkezet ekvivalens, ha minden uv € E-
re az uv élnek megfelels szakasz egyenls hosszu a két szerkezetben. A szerkezetek kong-
ruensek, ha minden u, v € V-re az u és v pontok tavolsdga egyenls a két szerkezetben. A
(G, p) szerkezet merev, ha létezik olyan € > 0, melyre minden olyan (G, p)-vel ekvivalens
(G, q) szerkezetre, melyre p(v) — ¢(v) < € minden v € V-re (G, q) kongruens (G, p)-vel.

A (G, p) szerkezet mozgasa (G, q)-ba egy olyan P : [0,1]xV — R fiiggvény, amelyre:



e P(0,v) =p(v) és P(1,v) = q(v) minden v € V-re,
o |P(t,u) — P(t,v)| = |p(u) — q(v)| minden ¢ € [0, 1]-re és minden uv € E-re,
e P(t,v) folytonos t-ben minden v € V-re.

Megmutathato, hogy ha van mozgas (G, p)-bél (G, q)-ba, akkor differencidlhaté mozgés
is van. A (G, p) szerkezet infinitezimdlis mozgdsa egy olyan u : V — RY hozzarendelés,

amelyre minden v;v; € F esetén teljesiil az

(ui — uz)(p(vi) — p(vj)) =0

egyenlGség. Ezen egyenldségeknek az egyiitthatoit egy méatrixba foglalva kapjuk a (G, p)
szerkezet R(G,p) d-dimenzids merevségi mdtrizdt. A merevségi matrixban minden élhez
egy sor, minden csticshoz d darab oszlop tartozik. v;v; € E esetén a megfelel§ sorban a
v; oszlopaiban p(v;) — p(v;), mig v; oszlopaiban p(v;) — p(v;) koordinatai allnak. A sor
t6bbi eleme nulla. Igy (G, p) infinitezimalis mozgésai azok az u € RYUV|-beli vektorok,
melyekre R(G,p)u = 0.

0.0| a-a, | beb; |0..0]0..0[ a-a | beb, | 0..0

1. dbra. A merevségi métrix v;v; élnek megfelel§ sora.

Legyen n > 2, d > 1. Ekkor legyen

dn—(dgl), han>d+2

(g), kilonben.

S(n,d) = {

Az n pontu G grathoz tartoza (G, p) szerkezet infinitezimdlisan merevnek neveziink, ha
rang(R(G,p)) = S(n,d).

Ap:V — R? leképezést (vagy RUVI egy pontjat) nevezziik generikusnak, ha az
R(Ky,p) minden olyan részdeterminénsa, amely (a benne szerepls koordinatékat val-
tozoknak tekintve) nem azonosan nulla polinom, a p koordinatait behelyettesitve sem

tinik el.



Belathat6, hogy generikus estben a merevség ekvivalens az infiniteziméalis merevség-
gel, amely generikus esetben csak a G graftél fligg. Ezért lehetséges nem csak szer-
kezetek, hanem grafok merevségérdl beszélni. A G grafra azt mondjuk, hogy generikusan
merev vagy roviden, merev R%ben, ha létezik olyan p : V — R? hozzarendelés, amelyre
(G, p) infinitezimalisan merev.

A kombinatorikus merevség témakorének klasszikus tétele Lamantol szarmazik, a

sikbeli merev grafok jellemzését adja meg.

Tétel 0.0.1 (Laman, [7]) d=2 esetén G pontosan akkor minimdlisan generikusan me-

rev, ha (2, 3)-kritikus.
Laman tételének kozismert bizonyitasa a Henneberg-felépitésen alapszik:

Tétel 0.0.2 (Henneberg, [5]) A G = (V, E) grdf pontosan akkor (2,3)-kritikus, ha
elddll Ko-b6l az alabbi miveletek segitségével:

(A) masodfoku kiterjesztés: felvesziink egy 1j u csicsot és valamely vi,ve € V-re,
ahol v # vo hozzdvesziink eqy uvy €s eqy uvy élet.

(B) harmadfoku kiterjesztés: valamely vive € E élet felosztunk egy u csicesal vala-

mint behizunk egy uvs valamely vs € V-re, ahol vs & {v1,va}.

A bizonyitas azt hasznélja, hogy a fenti lépések kettével novelik a merevségi matrix
rangjat. Tehat a graf konstrukcidja alapjan lathato, hogy a matrix teljesranga, vagyis a

szerkezet infinitezimalisan merev, ami generikus esetben azzal ekvivalens, hogy merev.

Matroidok

Legyen adott egy S véges halmaz részhalmazainak egy F rendszere. Az M = (S, F)

part matriodnak nevezziik, ha kielégiti az aldbbi tulajdonsagokat:

(F)0eF
(F2) Y C X € Fesetén Y € F
(F3) X,Y € F, | X| < |Y| esetén létezik olyan z € Y — X, hogy X + z € F.

A fenti tulajdonsagokat fiiggetlenségi aridmdknak nevezziik. F elemeit fiiggetien
halmazoknak, mig a nem F-belieket dsszefiiggd halmazoknak hivjuk. Az F maximélis
fliggetlen halmazait bdzisoknak, mig a minimaélis 6sszefiiggs halmazokat kdroknek nevez-
ziikk. Legyen M rangfiiggvénye, melyet X C S esetén r(X) jelol az X-ben talalhato
maximalis fiiggetlen halmaz elemszama.

Jelolje C M koreinek halmazat. M megadhato a korok segitségével is, az alabbiak

a koraxiomdk:

(Cryp¢gc



(C2) C1,C5 € C esetén Cy ¢ Cy
(C3) Legyen Cy és Cs két kiilonbo6z8 C-beli elem, e € C1 N Cy, 1 € C; — Cy. Ekkor
létezik olyan C € C, hogy e; € Cy — Cs + e.

A G graf élein definialt R(G, p)-beli sorok linearis fliggetlensége altal meghatarozott
matroidok azonosak minden generikus realizaciéra. Az igy kapott matroid a G graf
d-dimenzios merevségi matroidja. Jelolje ezt a matroidot Ry(G), ragfiiggvényét pedig

r4(G). Tehat G merev R%ben, ha
rqg=S(n,d).

A ritka grafok és hipergrafok tulajdonsagainak vizsgalataval megfigyelhets, hogy
egy adott, G = (V, E) graf vagy hipergraf (k,)-ritka részgrafjai egy matroid fiiggetlen
halmazait alkotjak, melynek bézisai a (k,1)-kritikus részgrafok. Ezeket a matroidokat
nevezzik count matroidoknak. Jel6lje azon matroidot, melynek fiiggetlen halmazai az
Osszes, n cstcson lehetséges (k, [)-ritka grafok, My, ;. Egy adott H hipergraf count mat-
roidjat jelolje My, ;(H ). Laman tételének allitasa gy is megfogalmazhato, hogy grafok

esetében Ms 3 azonos a kétdimenziés merevségi martoiddal.

A pebble game algoritmus

A dolgozat els6 részében néhany, ritka és merev grafokkal kapcsolatos, tobbségében
1j eredmény attekintése szerepel. Ezekben a fejezetekben hasznos segédeszkoz lesz egy
algoritmus, melyet pebble gamenek neveznek. Az algoritmus Jacobstol és Hendrickson-
tol szarmazik, melyet [6]-ben irtak le. Az elnevezés az algoritmus eredeti, kevésbé mate-
matikai megfogalmazaséabol ered. Az algoritmus segitségével tobbek kozott el lehet don-
teni, hogy a vizsgalt graf ritka-e, illetve meg tudunk benne talalni egy maximélis élszamu
ritka részgrafot.

Az algoritmus egy n-csucsu iires grafbol indul, k és [ rogzitett, nemnegativ egészek.
Egy jatékos jatszik, aki megprobal minél tobb élet behtizni a grafba tgy, hogy a graf
(k, )-ritka legyen. Indulaskor minden csicsra k kavicsot tesziink. Amikor bevesziink egy
1j élet a grafba, az él egy tetszdGleges végpontjardl levesziink egy kavicsot, amelyre azt
mondjuk, hogy lefedi az élet. Egy 1j él akkor vehetd be, ha a végpontjairél 6ssze tudunk
gytljteni legalabb [ + 1 darab kavicsot. Ha nem sikeriil osszegytjteni ennyi kavicsot a
végpontjairdl, akkor a kavicsokat megprobaljuk elcsusztatni tgy, hogy elegendd kavics
keriiljon a vizsgalt él végpontjaira. Az elcsiisztatas mitvelet azt jelenti, hogy ha egy
e = uv élet az u végpontrol levett kavics fed le, akkor a kavicsot visszatessziik u-ra és
levesziink helyette egy masik, v csiicson levé kavicsot, amennyiben ez lehetséges. Ezt a
miiveletet ismételjiik valamely élsorozat mentén. Ha mar nem tudunk t6bb élet bevenni

a grafba, az algoritmus leall.



Ezt az algoritmust Berg és Jordan formalizalta [I]-ben. Az alapgondolat, hogy a
kavicsok levétele az élek iranyitasanak felel meg, az elcsusztatas pedig valamely iranyi-
tott it mentén az irdnyitas megforditdsanak. Az algoritmus segitségével O(|V|?) idsben

eldonthets egy grafrol, hogy merev-e a sikban.

A fejezetek témakoreinek attekintése

Az els6 fejezetben a Laman-tételnek az eredetitél lényegesen kiillonb6z6 bizonyitésa
szerepel. A bizonyitas Whiteleytol szarmazik. Egy méasik tipusu szerkezet, a 2-keret
matrixanak segitségével latja be a merevségi méatrix rangjara vonatkozo6 allitast.

A masodik fejezetben a (k,1)-ritka grafokra szerepel egy karaktrizacioja, ez Streinu
és Theran eredménye. Ez a karakterizacio azért érdekes, mert nem minden (k,[) parra
ismert a (k,[)-ritka grafok konstruktiv karakterizacioja. Ebben a fejezetben a pebble
game algoritmus szinezett valtozata is szerepel, ebben az esetben az éleket nem csak
iranyitjuk, hanem szinezziik is.

A sikbeli merev grafoknak vannak trivialis mozgasai, ezek egy harom dimenzids teret
alkotnak, melynek bézisa két eltolas és egy forgatds. A harmadik fejezetben azt a kérdést
vizsgaljuk, hogy egy grafban hany cstcs valamely koordinatéjat kell lerogziteni ahhoz,
hogy a graf altal definidlt szerkezet egyéltalan ne mozdulhasson el. Vagyis nemcsak a
merevséget koveteljiik meg, de a trivialis mozgéasokat is ki szeretnénk zarni. A fejezetben
egy algoritmus is szerepel, amely megtalédlja a rogzitendé koordinatékat.

A negyedik fejezet a lépcsGsen ritka hipergrafokrol szol, ez a fogalom a ritka hiper-
grafok altalanositasa. Ezekrol is beldthato, hogy matroidit alkotnak, valamint polinom
idében ellendrizheté a pebble game algoritmus egy valtozataval, hogy egy hipergraf
lépcsdsen ritka-e.

A dolgozat mésodik felében egy 1j fogalom, a térfogat-merevség és vele kapcsolatos
kérdések szerepelnek. Maga a fogalom Whiteleytol szarmazik, aki meg is fogalmazott
egy sejtést ezzel kapcsolatban, mely szerint egy 3-uniform hipergraf pontosan akkor
teriilet-merev, ha (2, 5)-kritikus. Ezt a sejtést be is latta egy speciélis esetben, azonban
az altalanos eset még nyitott.
szerepl6é eredmények sajatok. A karakterizacio lehet az alapja a térfogat-merev szer-
kezetekre vonatkozo sejtés bizonyitasanak is. A Laman-tétel bizonyitasahoz hasonloan
azt kellene még belatni, hogy a karakterizacidban szereplé mitveletek mindegyike ket-

t&vel noveli a terililet-merevségi matrix rangjat.
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1. fejezet

Sikbeli merev szerkezetek jellemzése

A sikbeli merev grafok jellemzése ismert, ezt a Laman-tétel adja meg. Erre a tételre
tobb bizonyitas is sziiletett, ezek koziil az egyik szerepel ebben a fejezetben. A lenti
bizonyitas Whiteleytol szarmazik, [I7]-ben jelent meg.

Egy G = (V, E) iranyitatlan grafra, amely parhuzamos éleket is tartalmazhat, a
G(d) 2-keret egy olyan hozzarendelés, amely minden e € E élekhez rendel hozzé egy-
egy d. € R? iranyt. A 2-keret infinitezimdlis mozgdsa a v; € V cstcsokhoz rendelt

u; € R? sebességvektorok egy halmaza, melyre
de(ui - Uj) =0

minden, a v; és v; (i < j) cstcsokra illeszkedS e élre. Ezen egyenlSségek rendszere
definiélja a 2-keret R(G,d) e x 2n méretdi merevségi merevségi matrixat. R(G,d)-ben
G minden éléhez egy sor, minden csiicsdhoz két oszlop tartozik. Az R(G,d) méatrix e
élének megfelels soraban azon helyek kivételével, melyek e végpontjainak felelnek meg,
nulldk allnak, a tobbi helyen pedig egy d. iranya vektor koordinatéii és azoknak az

ellentettjei. Tehat az e-nek megfelels sor:

(0 oo 00 e ye O .0 0 —2¢ —ye O ... 0),

ahol az (z.,y.) vektor iranya d..

Lemma 1.0.3 Egy generikus G(d) 2-keret matrizdanak sorai pontosan akkor figgetlenek,

ha G két éldiszjunkt erdd unidja.

Bizonyitas: Legyen a két erdd Fy és Fy. Minden Fi-beli élhez rendeljiik az (1, 0) iranyt,
mig Fy éleihez a (0, 1) irdnyt. Rendezziik 4t a matrixot agy, hogy az F éleinek megfelel§
sorok keriiljenek feliilre, a csicsok x koordinataknak megfelelé oszlopok pedig balra.
Mivel az Fi-beli éleknek megfelel§ sorokban az adott él végpontjainak x koordinataiban

egyes szerepel, a tobbi helyen pedig nulla, az F, éleinek soraiban pedig hasonléan a



megfelel6 két y koordinataban all egyes, a kapott matrix szerkezete:

F, 0
0 Fy )’

ahol Fy és Fy a két erd6 incidenciamatrixat jeloli. Igy Fy és Fy sorain létezik nemnulla
minor. Ezért a merevségi matrixnak is van nemnulla minorja, tehéat a sorai fiiggetlenek.

A masik irdny bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy a merevségi matrix sorai fiiggetlenek.
Ekkor 4t tudjuk rendezni a sorait és oszlopait a fenti moédon. A fliggetlenség miatt
létezik nemnulla minor a sorok halmazéan. Alkalmazva a Laplace-kifejtést az oszlopok
két blokkjara azt kapjuk, hogy létezik a sorok halmazanak olyan felbontasa két diszjunkt
halmazra, melyeken létezik nemnulla minor. Egy ilyen felbontas mindkét része kor-

mentes a sorok fliggetlensége miatt, tehat megad egy felbontast két éldiszjunkt erdére.[]

Tétel 1.0.4 Legyen G = (V, E) egy grif legalabb két csicesal. Az aldbbi tulajdonsdgok
ekvivalensek:

(i) G reprezentdlhato, mint eqgy G(p) minimdlisan merev generikus szerkezet;

(i1) G (2, 3)-kritikus;

(iii) tetszdleges uv u,v € V élet hozzdadva E-hez olyan élhalmazt kapunk, amely

felbonthato két éldiszjunkt feszitd fa unidjdra.

Bizonyitas: (i)=-(ii): Ha valamely G’ = (E', V') részgrafra |E'| > |V'|—3, akkor az E'-
nek megfelels sorok Gsszefiiggdek. Mivel G(p) méartixanak sorai linearisan fiiggetlenek,
G (2,3)-ritka. Egy minimalisan merev generikus szerkezet matrixanak rangja |E| =
2|V| =3, igy G (2, 3)-kritikus.

(ii)<(iii): Tekintsiik az alabbi, G élhalmazan definialt szubmodularis fiiggvényt:
f(E)=2|V'| -3.
Valamint legyenek g és h a kévetkezd, szintén szubmoduléris fiiggvények:
g(E) =2(|V'| = 1), h(E") = |[V'| - 1.

f nemnegativ a nemiires élhalmazokon, valamint f(E1) = g(E’) — 1, ezért az f altal
definialt matroid a g altal definialt matroid csonkoltja, amely a h altal definialt mat-
roid (amely a G kormatroidja) két példanyanak direkt dsszege. Igy G pontosan akkor
fliggetlen f matroidjaban, ha egy él hozzidadasaval olyan graf keletkezik bel6le, amely

(2,2)-ritka, vagyis két éldiszjunkt erdd unioja.

(iii)=(i) Tegyiik fel, hogy egy tetszsSleges élet hozzavéve FE-hez olyan élhalmaz
keletkezik, amely két éldiszjunkt feszits erdére bonthatd. Azt kell belatni, hogy ekkor a



merevségi matrix sorai fiiggetlenek lesznek a csticsok koordinatainak megfelels valasztésa
mellett.

Tekintsiink egy G(d) 2-keretet, melyben az élek iranyai linearisan fliggetlenek Q
felett. Feltevésiink szerint egy tetszéleges él hozzéavételével egy fiiggetlen E* 2-keretet
kapunk. Igy alapjan G(d)-nek létezik egy olyan u;; infinitezimélis mozgéasa, mely-
ben az 4j él két végpontjahoz kiilénb6zd sebességvektorok tartoznak. Feltevésiink sze-
rint tehat tetszéleges v;,v; € V' parra létezik ilyen vektor. Ezeknek a vektoroknak egy
megfelelS linearis kombinaciéjaval olyan infinitezimalis mozgast lehet elgallitani, amely-
ben barmely két v;,v; € V cstcsra u; # u;. Legyenek ezek u; = (s, ;).

Most allitsunk el6 egy fiiggetlen G(p) szerkezetet. Ehhez legyen p; = (—t;, s;). Mivel
u; # uj, igy p; # p; minden 4, j parra. Ekkor G(p) merevségi matrixanak sorai és az

eredeti G(d) matrixdnak sorai parhuzamosak.
(Pi — Pj)(wi —uj) = (=ti + 15,80 — 55)(si — 85, ti — £j) = 0 = de(w; — u;)

Mivel u; —u; # 0, sziikségképpen p; — pj = Bed. valamely nemnulla 3, skalarra. Tehat

az 1j matrix ekvivalens a régivel. O



2. fejezet
Ritka grafok felbontasa

A (k,l)-ritka grafoknak megfelelg k és [ értékek mellet létezik konstruktiv karakte-
rizacidja. A kérdés bizonyos esetekben még nyitott.

Fekete és Szegd adtak [2]-ben egy Henneberg-tipust konstruktiv karakterizaciot a
(k,1)-ritka grafokra 0 <! < k esetén.

Osszecsipés alatt értsiik az alabbit: élek egy F halmazanak mindegyikét felosztunk
egy-egy z. cstcesal, majd ezeket a csticsokat azonositjuk, legyen ez a z cstucs. F = ()
esetén az Osszecsipés annyit jelent, hogy adunk a grafhoz egy 0j z izolalt cstucsot.

Legyen 0 < j <m <k, G = (V, E) egy graf. Jelolje K (k,m, j) az alabbi mtveletet:
valasszunk j élet E-bdl, ezeket csipjiik Ossze egy 1j z cstcesal, vegyiink fel m — j hurkot
z-re, majd kossiik dssze z-t még néhany mas csicesal, k — m 4j él behtizasaval. (Igy az
1j grafnak k-val tobb éle, eggyel tobb csucsa lesz. z foka k 4+ m.) Jelolje P, azt a grafot,

mely egy csiicsbol és | darab ré illeszkedd hurokélbdl all.

Tétel 2.0.5 Legyen G = (V, E) egy graf, 1 <1 < k. Ekkor G pontosan akkor (k,I)-
kritikus, ha G felépithetd Py_;-b6l K (k,m, j) miveletek segitségével, ahol j < m < k—1,
m—j<k-—I.

Legyen G = (V, E) egy grdf. G pontosan akkor (k,0)-kritikus, ha G felépithetd Py-bdl
K (k,m,j) miveletek segitségével, ahol j <m <k, m —j <k.

A kovetkez§ tételt Frank és Szegd bizonyitotta [3]-ban. Ennek speciélis esete (k = 2

mellett) a Laman-grafok karakterizacioja.

Tétel 2.0.6 Egy G = (V, E) grdf pontosan akkor (k,k + 1)-ritka, ha elddll egyetlen
csucesbol az aldbbi miaveletekkel:

(1) vegyiink hozzd G-hez eqy 1j z csicsot és k rd illeszkedd élet gy, hogy ne keletkez-
zen k pdrhuzamos €él;

(2) csipjiink dssze i €let egy j z csucesal (0 < i < k) és vegyiink hozzd G-hez k — i

z-re illeszkedd élet gy, hogy ne keletkezzen k pdrhuzamos él.
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Jeldlje Kgfl azt a grdfot, melynek két csicsa és k — 1 pdrhuzamos éle van (k > 2).
G pontosan akkor (k,k 4 1)-kritikus, ha elddll K5=1-b6l a (2) mavelet ismétlésével.

A fejezet tovabbi részében szerepls eredmények a (k,l)-kritikus grafokra adnak
karakterizaciot tetszéleges 0 < [ < 2k — 1 mellett. Ezen karakterizéciok mas jellegtek,
az élek halmazara adnak meg bizonyos felbontast, amennyiben a megfelel§ ritkasagi

feltétel teljestil.

2.1. A felbontasi probléma

Nemiires élhalmazu, (k,[)-ritka graf csak akkor létezhet, ha 0 <1 <2k—1.0<[<k

esetén alsd tartomdnyrol, k <1 < 2k — 1 esetén felsd tartomdnyrol beszéliink.

Definici6 2.1.1 Mapnek neveziink egy olyan irdnyitott grdfot, melyben minden csics
kifoka pontosan egy. Ha eqy grdf felbonthatd k éldiszjunkt map unidjdra, akkor k-mapnek
nevezzik.

Eqgy olyan felbontdst, amely | fdabol dll és minden csics pontosan k fdban szerepel,
[Tk-felbontasnak neveziink. Eqgy olan ITk-felbontdst, melyben minden részgrdf legaldbb [
eqyszini maximdlis részfdt tartalmaz, megfelels [T k-felbontésnak neveziink.

(k,l)-maps-and-treesnek neveziink egy olyan felbontdst, amely k mapbdl és | feszitd
fdabal dll.

A felbontasi probléma: Olyan felbontast keresiink, amely igazolja egy grafrol, hogy
(k,1)-ritka.

Haromféle felbontésroél lesz sz6: maps-and-trees, [T 'k-felbontasok és a szinezett peb-

ble game-felbontas.

2.2. A szinezett pebble game algoritmus

Legyen adott cstcsoknak egy véges halmaza. Rogzitsiik a k és [ természetes szamokat.
Az algoritmus soran egy olyan iranyitott H grafot épitiink, amely minden lépésben (k, 1)-
ritka. H minden éléhez hozzéarendeljiik a ¢; (i = 1,2, ..., k) szinek valamelyikét agy, hogy
azonos csicsbol indulé élek kiilonboz6 szindek legyenek.

Az algoritmus elején H-nak n csicsa van és nincs éle.

El hozzavétele: Legyenck v és w H csticsai, melyekre §(v) 4 6(w) < 2k — (I + 1).
Ekkor valamelyik csics, pl. v kifoka kisebb, mint k. Vegyiik hozza a (v, w) élet E(H)-
hoz, irdnyitsuk w felé, rendeljiink hozzé egy olyan szint, amely még nincs hozzarendelve

egyik v-bél indulé élhez sem.
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Az iranyitas javitasa: Ha 0(v) 4+ 6(w) > 2k — (I + 1), akkor az iranyitast javitanunk
kell, ha lehet. Ez akkor lehetséges, ha a v és w csticsok valamelyikébdl létezik ut olyan u
pontba, melyre §(u) < k. Egy ilyen at mentén megforditjuk az iranyitast, igy tovabbra
is minden csucs kifoka legfeljabb k lesz. Az ttban szerepld élek szine is megvaltozhat.
Ha sziikséges, megvaltoztatjuk az él szinét olyanra, amilyen szind él még nem indul ki

a kezdSpontjabol.

Azt mondjuk, hogy az eljaras végén kapott H irdnyitott, szinezett éli graf egy pebble
game-graf. Tekintsiik az egyszini élek halmazait. Ezen partici6 dltal megadott felbontést

H pebble game-felbontdsanak nevezziik.

Tétel 2.2.1 Egy G grdf akkor és csak akkor (k,l)-ritka (0 <1 <2k —1), ha G pebble

game-grdf.

Bizonyitas: Ha G pebble game-graf, akkor (k,!)-ritka is. Egy adott 1lépés utan csak
olyan részgraf lehetne sértd, amely az aktudlis (v,w) élet tartalmazza, igy elég csak
ezeket vizsgalni. Mivel H-t meg tudtuk tgy irdnyitani, hogy minden csics kifoka legfel-
jebb k legyen és 6(v) + §(w) < 2k — (I 4 1), ezért a csucsok egy tetszéleges V' halmaza
az (v,w) él hozzavétele utan legfeljebb (|[V'| —2)k +2k — (1+ 1)+ 1 = |V'|k — | élet
feszit.

A mésik irany bizonyitasdhoz tegyiik fel, hogy G nem pebble game-graf. Vagyis van
olyan él, amelyet tartalmazo Gsszefliggéségi komponens nem irdnyithaté meg tgy, hogy
minden csucs kifoka legfeljebb k legyen és 6(v) + 6(w) < 2k — (I + 1). Ez azt jelenti,
hogy az adott komponensnek tobb, mint 2k — 1 éle van. Tehat a graf nem (k, [)-ritka.[]

Megjegyzés: H minden egyszini részgrafja (1,0)-ritka.

Lemma 2.2.2 A H pebble game-grdf minden H' részgrifja tartalmaz legaldbb | darab
eqyszini részfat. Eqy c; szind részfa eqy olyan be-fenyd, melynek a gydkere olyan csics,
amelybdl nem lép ki c; szintd €l, vagy kilép beldle eqy ilyen €él, de a mdsitk végpontja nincs
H'-ben.

Bizonyitas: Tekintsiink egy tetsz6leges v € V(H') cstcsot, amelybdl nem 1ép ki ¢;
szind él, vagy ha kilép, akkor az él masik végpontja nincs H'-ben. Vegyiik azon H'-
beli cstucsokat, amelyekbdl v elérhets c; szind élekbdl 4llo6 dton. Ezek egy ¢; gyokerd
be-feny6t alkotnak. Mivel H pebble game-graf, ezért alapjan (k,[)-ritka is. Tehat
|E(H")| < k|V(H') —I|. Vagyis legalabb [ darab olyan csiics van H'-ben, amely egy
egyszind fa gyokere. O

Ezt alkalmazva a teljes grafra kapjuk:
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Lemma 2.2.3 Egy pebble game konfigurdcidban az olyan csicsok, melyekbdl nem Iép ki

¢ szind él mind egqy-eqy ¢; szind be-fenyd gydkerei.

Tétel 2.2.4 Egy G grdf akkor és csak akkor (k,l)-ritka, ha felbonthatd k darab (1,0)-
ritka €ldiszjunkt részgrifra igy, hogy G minden részgrafja a felbontdsban szerepld (1,0)-

ritka részgrafok kozil legaldbb | darab részfdt tartalmazzon.

Bizonyitas: Ha G (k,l)-ritka, akkor pebble game-graf, vagyis a megjegyzés alapjan
létezik felbontasa (1,0)-ritka éldiszjunkt részgrafokra. A lemmabol kévetkezik a
részgrafokra vonatkozo allités.

A masik irdny bizonyitasdhoz vegyiik észre, hogy ha egy adott H' részgrafban sz-
erepl§ ¢; szint fakbol t; darab van, akkor a ¢; szini élek Oszesen legfeljebb n — t; élet

feszithetnek. Ezt az Osszes szinre szummazva azt kapjuk, hogy G (k,[)-ritka. O

2.3. A kanonikus pebble game konstrukci6

Ez a pebble game algoritmus egy javitott valtozata. Az a cél, hogy az algoritmus soran

minél kevesebb egyszint kor keletkezzen.

El hozzavétele: Valasszunk olyan szint, ha lehet, amilyen szini él még nem lép ki az
él egyik végpontjabol sem. Ha ilyen nincs, akkor a lehetséges szinek koziil véalasszuk a

legmagasabb sorszamiit.

Iranyitas javitasa: Csak ugy javithatunk az iranyitason, hogy ne keletkezzen egyszinii

kor.

Megjegyzés: Egyszini kor az alabbi két esetben keletkezhet:

(M1) Van a grafban egy ¢; szint vw ut, hozzaadjuk a wv élet a grathoz és a ¢; szint
rendeljiik hozz.

(M2) Van a grafban egy ¢; szind vw ut, a vw él szerepel a grafban és az iranyitas

javitasakor megforditjuk, majd a ¢; szint kapja.

Lemma 2.3.1 Legyen adott eqy G grdf a pebble game konstrukcidjdval egyiitt. Az (M1)
tipusi lépések kikiiszobolhetdek a ¢; (1 <i <1') szinek esetében, ahol I = min{k,1}.

Bizonyitas: Ha lehetséges, akkor olyan szint adunk az vw élnek, amilyen szint él
se v-bdl, se w-bdl nem 1ép ki. Ha ez nem lehetséges, akkor is legalabb [ + 1 szinbdl
valaszthatunk. A legmagasabb sorszamut valasztjuk, igy a legkisebb indexi [ szin es-

etében nem fog egyszini kor keletkezni. O
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Lemma 2.3.2 Az irdnyitds minden javitdsa, amely elvégzése utan uj élet tudunk hoz-
zdadni, helyettesithetd egy olyannal, amely sordn nincs (M2) lépés és ugyanazon él

hozzdaddsdt eredményezi.

Bizonyitas: Feltehets, hogy az irdnyitas javitasa egy P 0t mentén torténik. Tekintsiik
azt az élet, melynek megforditasa és ¢; szintire szinezése (M2) lépéshez vezetett. Legyen
ez uv. Ekkor volt a grafban ¢; szinti R uv at. Keressiik meg ezen az uv titon azt a cstcsot,
amelyet az eredeti P dtban is benne volt és v-hez legkdzelebb van, legyen ez z. P-nek
a z és v kozotti részét helyettesitsiik R-nek a z és v kozotti részével.

Ezzel kikiiszoboltiik az adott (M2) lépést, hiszen az 4 ut szinezhetd gy, hogy v és z

kozott egyetlen él szine se valtozzon, igy egyszint kor sem keletkezhet. O
v R II..'// \; v v
z 7 _:\\}
u B // ii z & i
L
\_\___-’/ a
=]

2.1. dbra. Az els6 rajzon egy P javito ut, a kévetkezén pirossal jeldlve az R egyszint uv

ut lathato. A harmadikon pedig a kett&bdl keletkezd kanonikus javito ut szerepel.

A fenti két lemmabdl egyiitt kapjuk az alabbi lemmat:

Lemma 2.3.3 Ha G (k,l)-ritka, akkor létezik kanonikus pebble game konstrukcidja.

A kovetkezd tétel mar korabban is ismert volt, Whiteley bizonyitotta [20]-ben.

Tétel 2.3.4 Legyen 0 < | < k. Egy G grdf akkor és csak akkor (k,l)-kritikus, ha G
(k —1,1)-maps-and-trees.

Bizonyitas: alkalmazasaval kapjuk, hogy ha G (k — [,1)-maps-and-trees, akkor
(k, 1)-kritikus is.

A masik iranyfoz tekintsiik a G (k, [)-kritikus graf egy kanonikus pebble game konst-
rukciojat. Mivel G kritikus, 3 ey 0(e) = nk — 1. A kanonikus ¢l hozzdadasi mivelet
tulajdonsagabol kovetkezik, hogy ¢ = 1,2, ..., esetén van legalabb egy cstics, melybdl
nem lép ki ¢; szint él. Tehat pontosan egy cstics van mindegyik szinhez. [2:2.3] alapjan
ezek mindegyike egy (n — 1)-cstcsu fa gyokere. Tehat megkaptuk a keresett | db feszits
fat. O
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Tétel 2.3.5 Legyen k <1 < 2k — 1. Egy G grdf akkor és csak akkor (k,l)-kritikus, ha
G egqy kn — 1-€ld megfeleld ITk.

Bizonyitas: Egy ITk-felbontas sziikségszertien ritka is.

és alapjan mér tudjuk, hogy ha G ritka, akkor felbonthato [ fara. Minden
csticsnak k faban kell szerepelnie, ha megy ki bel6le ¢; szind él, akkor nyilvan benne
van egy c¢; szind faban, ha pedig nem 1ép ki beléle ilyen akkor, akkor egy ¢; szini fa

gyokere. O
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3. fejezet

Rogzités sinekkel

3.1. Rogzitett koordinatak

A sikbeli merev grafoknak van 3 szabadsagi foka, melyet az eltolasok és a forgatéas
adnak. Ha ki szeretnénk zarni ezeket a trivialis mozgasokat is, akkor hasznéalhatunk
példaul sineket, melyek a hozzajuk tartozo csicsok valamely koordinatéjat rogzitik.
Ezen kiviil elegend@en sok sin hozzéavételével egy nem merev graf is rogzithetd.

Tekintsiink egy sikbeli szerkezetet. Legyen a szerkezet grafja (2, 3)-ritka, és legyen a
grafnak 2n—k éle. Rogzitsiik le bizonyos cstucsok = vagy y (esetleg mindkét) koordinatait.
Ezek a cstucsok csak az adott vizszintes vagy fiiggsleges egyenes mentén mozoghatnak.
(Ha mindkét koordinata rogzitett, a cstcs nem mozdulhat el.) Nevezziink sinnek egy
olyan part, mely egy cstcsboél és egy hozzé tartozd koordinatabol all.

Egy 2n — k éld (2, 3)-ritka grafnak, mint sikbeli szerkezetnek pontosan k darab
szabadsagi foka van, ezek koziil k — 3 nemtrivialis. A feladat az, hogy meghatéarozzuk
sineknek egy k elemii halmazat, mely lerogziti a szerkezetet. Ezt a feladatot nevezziik

slider-pinning probldmdnak.

3.1. dbra. A sineket szinezett hurkokkal reprezentalhatjuk. A masodik abra a hurkoknak

megfelel6 rogzitett koordinatakat szemlélteti.
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3.2. Algoritmus

Nevezziik komponenseknek a maximélis merev részgrafokat G-ben. G minden éléhez
egyértelmten létezik 6t tartalmazé komponens. Konnyen lathaté, hogy két komponens

cstcshalmanak legfeljebb egy kozos eleme lehet.
Algoritmus: Slider-pinning a merev komponensek segitségével.

Input: 2n — k éli G (2, 3)-ritka graf.
Output: k szinezett sin, amelyek rogzitik G-t.
Eljaras: Hasznaljuk a pebble game algoritmust, hogy megtalaljuk a komponenseket.
Valasszunk egy tetsz6leges komponenst, ez lesz a bazis. Ezt rogzitsiik egy tetszéleges él
végpontjahoz hozzidadott harom hurokkal.
Az alabbi eljarast addig folytassuk, amig egyetlen komponenst kapunk:
Valasszunk egy tetszGleges ij élet, amely kilép a bazisbol. Adjunk hozza a j csticshoz
egy tetszbleges szint hurkot.

Valasszunk a bazisban futo tetszéleges ik élet. Vegyiik hozza G-hez a jk élet.

Az algoritmus helyességének bizonyitasanak az alapgondolata, hogy a bézissal szom-
szédos komponens egyetlen lehetséges mozgéasa a kozos cstcs koriili elfordulés. Ha egy
kilép6 él végpontjanak az egyik koordinatéjat rogzitjiik, akkor ezt az egyetlen lehetséges
mozgast megsziintetjik.

Az algoritmusnak k — 3 fazisa van, mindegyik O(n) id6t igényel. Igy a teljes futéasi

id6 O(n?), mivel ennyi id6 kell a kezdeti komponensek megtaldlasahoz.
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4. fejezet

Lépcsésen ritka hipergrafok

Ismert eredmény, hogy egy tetszéleges hipergraf (k,l)-ritka részgrafjai matroidot
alkotnak. A ritkasag fogalméat lehet altaldnositani tgy, hogy az élek bizonyos monoton
csOkkend részhalmazrendszerén egyre erésebb ritkasagi feltételeket szabunk meg. Az

ezen feltételeket teljesitd részgrafok rendszerérdl is belathato, hogy matroidot alkotnak.

4.1. Lépcsésen ritka hipergrafok, mint matroidok

Definicié 4.1.1 Legyen H = (V, E) egy hipergrdf. Leqyen E = E1 O FEy O ... D Ey a
hiperélek egy monoton csokkend részhalmazsorozata. Azt mondjuk, hogy az (E;) sorozat

a H-nak egy 1épcsés felbontasa.

Példa: E; = {e € E|e dimenzidja legaldbb i} a standard lépcss felbontas.

Rogzitsiink H-n egy lépcsés felbontast. Jeldlje H; az E; altal indukalt részgrafot.

Definicié 4.1.2 Legyen H = (V, E) egy hipergradf, rogzitsiink H-n egy lépcsds felbontdst.
Azt mondjuk, hogy H (k,1)-ritka, aholl = (I1,1a,...,1;) ésly <la < ... <, ha H; (k,1;)-
ritka. Ha H (k,1)-ritka és (k,ly)-kritikus, akkor H (k,1)-kritikus.

Tétel 4.1.3 A (k,1)-ritka hipergrifok egy matroid figgetlen halmazait alkotjik. Elég

nagy n-re a (k,1)-kritikus hipergrdfok a matroid bazisai.

A bizonyitas a koraxiomék ellendrzésén alapszik. My korei az olyan n' csucs,
kn'—1+41 éld részgrafok, melyeknek minden részgréafja (k,1)-ritka. Definialjuk rekurzivan
az alabbi C csaladot: C; a (k,[;)-korok Hi-ben. ¢ < t esetén C; alljon Cijt1 elemeibol és

H; azon (k,[;)-koreibdl, amelyek C; 11 egyetlen elemét sem tartalmazzak. Végiil C := Cy.

Példa: Tekintsiikk a k = 1,1 = (0,1) esetet. Cy az (1, 1)-koroket tartalmazza, melyek
[11] és |[16] alapjan a grafelméleti értelemben vett korok lesznek. A (0, 1)-korok pedig [4]
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alapjan azok a részgrafok, melyek két korbdl és egy Gket 0sszekotd utbol allnak. Mivel
a valodi korok mér Ca-ben vannak, Ci-ben csak azok a részgrafok szerepelnek, amelyek

két hurokbdl és egy Sket 6sszekots utbol allnak.

Lemma 4.1.4 Legyenck d, k és l; olyanok, hogy (d — 1)k < l; < dk. Ekkor C; minden

eleme vagy egyetlen €lbol vagy csak legaldbb d dimenzids élekbdl dll.

Bizonyitas: Ha k és [; olyanok, mint a lemma allitasaban, akkor nyilvan egy (k,[;)-
ritka grafnak csak olyan éle lehet, amely legalabb d dimenzios. Mivel egy (k, «)-kor
minden valodi részgrafja o > I; esetén (k, [;)-ritka, ezért vagy csak legalabb d dimenzios

élekbdl all a kor, vagy egyetlen élbdl. O

Lemma 4.1.5 Egy H hipergrdf akkor és csak akkor (k,1)-ritka, ha nem tartalmaz C-beli

részgrdfot.

Bizonyitas: Konnyen lathato, hogy egy (k,1)-ritka graf nem tartalmazhat C-beli rész-
grafot, hiszen nem lehet (k,[;)-kér H;-ben.

A masik iranyhoz tegyiik fel, hogy H nem ritka. Ez azt jelenti, hogy valamely i-re
tartalmaz H;-beli C' kort. Két lehetdség van: ha C' € C, kész vagyunk. Ha C nincs C-ben,
akkor van egy C' C C, hogy C' € C. O

Bizonyitas: alapjan elegendd megvizsgalni, hogy C teljesiti-e a kora-
xiomakat. C nem tartalmazza az iires halmazt és C egyik eleme sem tartalmaz C-belit.

Azt kell még belatni, hogy C;,C; € C, y € C; N Cj esetén (C; U C)) — y tartalmaz
C-beli elemet. Tegyiik fel, hogy C; egy (k,l;)-kor, C; egy (k,l;)-kor, j > i. Legyen my,
mj, my, mn az élek szdma Cj-ben, Cj-ben, C; U Cj-ben és C; N Cj-ben. Hasonléan n;,
nj, ny, nn legyen a csucsok szama a fenti halmazokban.

miatt y legalabb d dimenzios, ahol [; < dk, kiilonben C; egyetlen éle y lenne és
igy Cj nem lehetne C-ben. Mivel C;NC; C Cj és ezért ritka, igy nn > d és mn < knn—1;.

Az élek leszamlélasaval:
my =m; +mj —mn > mi;+mj — (knn — ;) =
kng —li+1+kn; — 1 +1— (knn—1;) =kny —1; +2

Vagyis (C; U C}) — y nem lehet (k,[;)-ritka. alapjan ez azzal ekvivalens, hogy van
benne C-beli részgraf. O

4.2. Pebble game algoritmus hipergrafokra

c s

s. Legyenek k > 0 és [ > 0 olyan egészek, melyekre ks — [ > 1 Feladatunk, hogy
eldontsiik, hogy H (k,[)-ritka-e.
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AV csiicshalmazon az iires grafbol indulunk. Az algoritmus egyesével veszi be vagy
utasitja el az éleket. Tegyiik fel, hogy méar m darab hiperélet bevettiink, ezek halmaza
Em =1{e1,...,em}. Legyen Hy, = (V,&,). A kévetkezd 1épésben azt vizsgaljuk, hogy az
em+1 = {u1,...,uq} élet hozzéa tudjuk-e venni H,,-hez tgy, hogy (k,()-ritka hipergrafot
kapjunk.

Egy hipergréf iranyitasa olyan, hogy minden élnek egy feje van, a tobbi élre illeszkedd

csics a tove. Egy csics befoka annyi, ahény élnek & a feje.

Allitas 4.2.1 A Hyi1 = (V,En + emy1) hipergrdf pontosan akkor (k,1)-ritka, ha H,,-

nek létezik olyan irdlyitdsa, melyre:

o o(v) <k minden v € V-re,
o Y io(y) <dk—(I+1)

Bizonyitas: Tegyiik fel indirekt, hogy nem létezik ilyen irdnyitas. Az el6z6 él hoz-
zévételekor kapott iranyitasbol induljunk ki. Erre igaz, hogy o(v) < k minden v € V-re.
Tehét az els§ tulajdonsag teljesiil, vagyis feltevésiink szerint a masodik tulajdonsag-
nak sériilnie kell. Ha az wuy,...,uq csiicsok valamelyikébe pl. u;-be 1étezik iralyitott ut
egy olyan x € V cstcsbol, melyre o(x) < k — 1, akkor ezen ut mentén iranyitsuk at
a hiperéleket ugy, hogy egy forditott irdnyd utat kapjunk. Vagyis az ttban szerepld
éleknek legyen az az 4j feje, amelyik csticsnal beléptiink az él csticshalmazaba, a régi
feje pedig legyen t6. Egy ilyen atiranyités elvégzésekor az ut bels§ pontjainak befoka
nem véaltozik. Az x befoka eggyel n&, u; befoka pedig eggyel csokken. Ezt az eljarast
folytassuk addig, amig az uq,...,uq csicsok valamelyikébe tudunk talalni ilyen javitd
utat valamely mas legfeljebb k& — 1-foki csticsbol.

Mivel a masodik feltétel sériil, ezért az elakadas pillanataban (amikor mar nincs
javito ut), Z;-lzl o(u;) > dk—1. Legyen Z azon cstcsok halmaza, melyekbdl eljuthatunk
irAnyitott Gton azuq,...,uq cstcsok valamelyikébe. Ekkor go(x) = k minden z € Z-re,
valamint Z-be nem 1ép be él, igy a Z-beli csticsok befokainak Gsszege egyenls a Z altal

feszitett élek szamaval, tehat:

i(2)= oz)=) oluj)+ Y olx)=(dk-1)+(Z|-dk=|Z|k -1,

z€Z j=1 2€EZ—em+1
vagyis Z sérté halmazt alkot az en, 1 él hozzavétele utan.
A masik irdny bizonyitasdhoz tekintsiink egy irdnyitast, amely teljesiti mindkét
feltételt. Tekintsiink egy tetszdleges {uy,...,uq} € X C V halmazt. Elég csak az ilyen
halmazokat ellendrizni, hiszen azok a halmazok, amelyek nem feszitik ki az ey,;1 élet,

tovabbra sem sérthetik meg a ritkaséagi feltételt.

d
i(X)< ) o) = ZQ(%‘H Y olz) < (dk—(+1)+(X|-d)k = |X|k—(I+1).

rxeX 7j=1 zEX —em+1
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Tehat az en 41 €l hozzavétele utan is ritka hipergrafot kapunk. O

Az algoritmus hasznalhatd arra is, hogy egy H-ban megtalaljunk egy maximalis

rangu (k,[)-ritka részgrafot.

4.3. Pebble game algoritmus maximalis méretti 1épcsdsen
ritka részgraf megtalalasara
Legyen H = (V, E) egy hipergraf, adott rajta egy E = Ey O Ey O ... D E; 1épcsés

felbontas és egy megfelels (k,1) vektor. Feladat: keressiink maximalis méreti (k,1)-ritka

részgrafot. Ehhez a pebble game algoritmust fogjuk hasznalni.
Az algoritmus indulédsakor H-nak n csdcsa van és nincs éle.

0. 1épés: Ha mar adott egy H' = (V', E') (k,1)-ritka részgraf, akkor valasszunk egy
tetszGleges e € E élet.

i. lépés: Nézziik meg, hogy e benne van-e E;-ben. Ha nincs benne, akkor e-t vegyiik
hozz& H' élhalmazahoz. Ha e € E;, akkor a (k,[;) pebble game algoritmussal leellendriz-
ziik, hogy hozzavehet6-e E'-hoz ugy, hogy az E' N E; altal indukalt részgraf (k, ;)-ritka

legyen. Ha igen, menjiink az (i+1)-edik lépésre. Ha nem, utasitsuk el e-t.

Az algoritmus helyessége: Az algoritmus megtalal egy tartalmazéasra nézve max-

imalis (k,1)-ritka részgrafot, ami a alapjan maximalis méretd is lesz.
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5. fejezet

Térfogat-merevség

5.1. Az altalanos eset ismertetése

Térfogat-szerkezetnek neveziink R%ben adott n pontot és a rajtuk kijelolt m darab
d-dimenzios szimplexet. A sikbeli esetben (d = 2) teriilet-szerkezetrsl beszéliink.

A szerkezet pontjainak Gsszes olyan mozgasa megengedett, amely megdrzi a kijeldlt
szimplexek térfogatat. A szerkezet térfogat-merev (illetve a sikban teriilet-merev), ha
a megengedett mozgasok a pontjain értelmezett 6sszes d-dimenzids szimplex térfogatat
megtartjak. Ebben az esetben csak a trivialis térfogat-tartd transzforméaciok lehetsége-
sek.

Whiteley [19]-ban fogalmazta meg azt a sejtést, hogy egy teriilet-szerkezet pontosan
akkor miniméalisan teriilet-merev, ha a hozzarendelt 3-uniform hipergraf (2, 5)-kritikus.
Streinu és Theran ennek a sejtésnek a d-dimenziés altaldnositasat szerették volna bi-

zonyitani [I3]-ban.

Sejtés:[13] Egy d-dimenzios térfogat-szerkezet pontosan akkor minimalisan térfogat-
merev, ha a csicsok és a kijelolt szimplexek altal meghatarozott (d+1)-uniform hipergraf
(d,d? 4+ d — 1)-kritikus.

Ez a sejtés [13]-ban, mint tétel szerepel. A bizonyitas azonban hibasnak bizonyult,
igy a kérdés tovabbra is nyitott. A és fejezetekben szerepld definiciok és

lemmak [I3]-bol szarmaznak.

5.2. A d=2 eset

5.2.1. Teriilet-merevség

Legyen G egy n csicsi 3-graf, amely egy p ponthalmazként be van adgyazva a sikba,

jeloljiik ezt G(p)-vel. Egy e = {e1, €2, e3} ¢l bedgyazasa egy A(pey, Dey, Pes) haromszog,
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melyet jeloljiink e(p)-vel. Legyen p; = (aj, b;).

Egy (G,vol) absztrakt teriilet-szerkezet egy G 3-graf, melynek minden e éléhez egy
nemnulla, vol(e) elGjeles teriiletet rendeliink hozza.

Ha vol(e(p)) = vol(e) minden e € E-re, akkor azt mondjuk, hogy G(p) az absztrakt
teriilet-szerkezet egy realizdcidja.

A G(p) teriilet-szerkezet C(R) = C konfiguracios tere az R feletti realizacioinak
halmaza, vagyis:

C={qeR*:G(q) a (G,vol) realizicidja}

A A(pe;, Dej Pe,,) hdromszog teriilete:

a; aj; ag
1 1
VOl (A (peys Pejs Pey)) = idet b b by | = i(aibj+ajbk +arb; —apb; —ajb; —a;by)
1 1 1

Alkalmazzuk minden p; pontra az Ap; +b, A € SL(d) affin transzformaciot. Ezzel
egy q = (Ap; + b,...,Ap,, + b) vektort kapunk, amely a fenti teriiletre vonatkozo
egyenlGségeket teljesiti. Itt A egy 1 determinénsii méatrix, amely megtartja a térfogatot,
b € R? egy eltolasnak felel meg.

A trivialis teriilet-tarté transzformaciok egy 22 + 2 — 1 = 5 dimenziéju I' csoportot

alkotnak. Tekintsiik a C/T" teret. Definialjuk a 7 : C — C/T" projekciot.

Definicié 5.2.1 [13] Egy teriilet-szerkezet térfogat-merev, ha a C /T hdnyados-topoldgia
m(p) pontja izoldlt pont.

A teriilet-merev szerkezetek nem merevek a szokisos értelemben, mindig van térfo-

gattartd deforméciojuk, melyeket I" azon elemei indukilnak, melyek nem izometriak.

5.1. abra. Példa egy teriilet-merev és egy nem teriilet-merev szerkezetre. A baloldali
példaban a harom kisebb, vonalkazott haromszog tartozik a szerkezethez. Barhogy moz-
gatjuk a pontokat gy, hogy a kijelolt haromszogek teriiletei megmaradjanak. a nagy
haromszog teriilete is dlland6 marad, hiszen az a kis haromszogek teriileteinek Gsszege.

A jobboldali példarol pedig rogton latszik, hogy nem lehet teriilet-merev.
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5.2.2. InfinitezimaAlis teriilet-merevség

Legyen G(p) egy teriilet-szerkezet és u(t) egy teriilettartd deformécio. Minden e =
ijk € E élre vol(A(pi(t)p;(t)pr(t))) = const. Feltehetjiik, hogy u(t) differencialhato.

Derivalassal az alabbi egyenl&séget kapjuk:
(i) = (1), PL() + ((Pr(t) — Pi(1) ™, (1)) + ((Ps (1) — Pr(t) -, (1)) = 0
Egy olyan v € R?” vektort, amely kielégiti a
((Pi = P) " Vi) + {(Pr = i) v5) + (P — Pr) T, vi) = 0

egyenl6séget minden e = ijk € E élre, a G(p) egy infinitezimdlis mozgdsanak nevezzik.

Ezen feltételeket Osszegytijtve definidlhatjuk az M(G(p)) terilet-merevségi mdtrizot.
Ez egy m x 2n-es matrix, melyben minden élhez egy sor és minden csiicshoz két oszlop
tartozik, egyik az x a masik az y koordinatdhoz. Azon helyek kivételével, melyek az él

pontjainak felelnek meg, nulldk allnak. A méatrix szerkezetét a abra szemlélteti.

Vi Vj Vi

bi-by | ay-a; by-b; | a-ay bi-b; | a-a

5.2. abra. A teriilet-merevségi matrix v;v;jvi, élnek megfelel§ sora.

Az alabbi linearisan fiiggetlen vektorok mind merdlegesek G teriilet-merevségi matrixé-
nak sorterére:

(1,0,1,0,...,1,0)
(0,1,0,1,...,0,1)
(b1,0,02,0,...,b,,0)
(0,a1,0,a2,...,0,a,)
(—ai, b1, —a2,ba, ..., —an,by)
Igy M(G(p)) rangja nem lehet nagyobb, mint 2n — 5.

Definicié 5.2.2 [13/ Egy G(p) teriilet-szerkezet infinitezimalisan teriilet-merev, ha az

M(G(p)) terilet-merevségi mdtrizdnak a rangja 2n — 5.
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Lemma 5.2.3 [13] Legyen G(p) egy teriilet-szerkezet. Ha G(p) infinitezimdlisan terilet-

merev, akkor teriilet-merev.

Egy G(p) teriilet-szerkezetet generikusnak neveziink, ha M(G(p)) rangja maximalis
az Osszes lehetséges q € R?™ vektor koziil.
Az M(G) generikus teriilet-merevségi matrix ugyanolyan alakd, mint M(G(p)), csak

itt valtozok szerepelnek a meghatarozott értékek helyett.

Definicié 5.2.4 [13/ Egy G grdf generikusan teriilet-merev, ha az M(G) generikus
merevségi mdtrizdnak létezik olyan (2n — 5) X (2n — 5)-0s részmdtriza, melynek deter-

mindnsa nemnulla.

Lemma 5.2.5 [13] Egy G(p) generikus terilet-szerkezet pontosan akkor terilet-merev,

ha infinitezimdlisan terilet-merev.

5.2.3. Egy megoldott speciilis eset

Tekintsiik az alabbi moédon definialt 3-uniform hipergrafot: legyen adott egy A
haromszog, melynek belsejében felvesziink néhany cstcsot és ezek k6zott behtizunk an-
nyi élet, hogy A egy haromszogelését kapjuk. Igy kapunk egy G = (Vg, Eg) sikgra-
fot. Jelolje Fig G lapjainak halmazat. Legyen a H = (Vy, Ey) hipergraf a kovetkezd:
Vg = Vg, a hiperélek Ey halmaza legyen a haromszogelésben szereplé haromszogek
cstcshalmazainak halmaza.

Az Euler-formula alapjan ki tudjuk szamolni a haromszogek, vagyis a hipergraf
éleinek szamat:

Vel = |Ea| + [Fa| =2
G-ben minden lap haromszog, igy az alabbi Osszefiiggés all fenn: 3|Fg| = 2|Eg|. Ezt

beirva és atrendezve kapjuk, hogy |Fi| = 2|Vg| — 4. Mivel a kiils6 haromszog nem alkot

hiperélet, ezért a hiperélek szama ennél eggyel kevesebb, vagyis
|En| = |Fa| —1=2|Vh| -5

Hasonlo igaz Vi minden VY, részhalmazéra és az altala indukalt H' = (V/,, E';) hiper-
grafra. (A G graf V(, altal feszitett raszgrafja legyen G = (Vig, E), melynek lapjainak
halmaza F{,.) Itt csak annyit tudunk mondani, hogy minden lapot legalabb harom él
hatérol, vagyis 3|F/| < 2|E¢|. Ebbél kapjuk, hogy

’EH” < |FG” —1< 2’VH” — 5.

Vagyis a haromszogelés hipergrafja (2, 5)-kritikus.
Vegyiik A egy haromszogelését. Egy tetszdleges u csiicsot és két belSle induld uvy és

uvy élet duplazzunk meg. Legyen a két j cstics u1 és ug, mindkettst kossiik 6ssze vi-gyel
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és vo-vel, hiizzuk be az ujusg élet. u tobbi szomszédjat kossiik Gssze vagy ui-gyel vagy
uo-vel gy, hogy sikgrafot kapjunk. Igy A egy tjabb haromszogelését kapjuk, melyben
eggyel tobb belss pont és kettdvel tobb haromszog van, lasd [5.3] Vagyis, ha az ebbdl
kapott hipergrafot H™ = (V;f, E};)-val jeloljiik, akkor Vif = Vi + 1 és Ef; = Ey + 2

teljestil.

5.3. abra. A pontszéthizas miivelet.

Lemma 5.2.6 [19] A fent leirt pontszéthizds mdvelet ismétlésével A minden hdrom-

szdgelése megkaphato.

Bizonyitas: Alkalmazzunk csiicsszam szerinti indukciot. n = 3-ra, vagyis, amikor nincs
pont A belsejében, teljesiil az allitas.

Legyen |[V| = n + 1 és tegyiik fel, hogy |V| < n esetén méar tudjuk, hogy igaz
az allitdas. Tudjuk, hogy minden sikgrafnak létezik egy legfeljebb 6todfoku cstcsa. A
minimélis fokszam szerint harom esetet kiilonboztetiink meg, hiszen a legkisebb fok
csak akkor lehet ketts, ha egy haromszogbdl all a haromszogelés.

Ha létezik w € V, hogy d(w) = 3 és w szomszédjai x1, x2 és xg, akkor huzzuk
ossze a wxy élet. A keletkezd parhuzamos élekbdl egy-egy példanyt hagyjunk meg. Igy
A egy n-csticst haromszogelését kapjuk. Az indukcios feltevés szerint ez megkaphato
pontszéthuzasokkal. A wxq él 6sszehiizasa és a parhuzamos élek torlése pedig annak a
pontszéthuzasnak az inverze, amely az x; cstcsot és az xi1xy és x1x3 éleket duplazza
meg. Vagyis az eredeti haromszogelés is megkaphat6 pontszéthuizasokkal.

Ha a legkisebb foku csiicsra d(w) = 4 teljesiil és a szomszédjai x1, xo, w3 és x4,
akkor a wx élet Gsszehiizva és a parhuzamos éleket torolve szintén egy n-csicsi hdrom-
szogelést kapunk. Ugyanezt az eljarast alkalmazva az 6todfoka esetben is egy n-csticsi

héromszogelés lesz az eredmény. Mindkét esetben az indukcids feltevést hasznélva a

26



harmadfoka esetnél leirt indokléssal kaphatjuk meg a keresett miiveletet, amely az él

osszehiizasanak inverz mivelete lesz. O

Lemma 5.2.7 [12] A pontszéthizds mivelet kettével noveli a terilet-merevségi mdtriz

rangjdt.

Bizonyitas: Legyen u az a cstcs, amit széthizunk igy egy 4j uy csucs keletkezik. Jelolje
v1 és vo azokat a csdcsokat, melyekre a két aj él illeszkedik, vagyis egy Gj uujvy és egy
uuivy €l keletkezik. A pontszéthuzassal kapott grafot jelolje G'. Tegyiik fel, hogy az
M(G'(p)) els6 két sora az uujvy és az uuive éleknek, az elsd négy oszlopa az u és uq
cstucsoknak felel meg. Elég azt belatni, hogy M(G'(p)) teljesrangt, hiszen ebbdl méar
kovetkezik a teriilet-merevség. Ehhez legyenek az 4j uq cstucs koordinatai azonosak az
u koordinataival, a tobbi pont koordinatijat ne valtoztassuk.

Tegyiik fel indirekt, hogy az allitas hamis, vagyis létezik olyan nemtrivialis linearis

kombinécié, melyre
Z )\iei = 0,

ahol e; jeloli M(G'(p)) i-edik sorat. Legyen M’ az a matrix, melyet M(G'(p))-bdl ka-
punk tgy, hogy az els6 négy oszlopat kitoroljiik és helyette betessziik azt a két oszlopot,
mely M(G'(p)) els6 és harmadik illetve masodik és negyedik oszlopanak az Osszege.
Ezen matrix sorait jeloljiik ei-vel. M’ els6 két sora nulla, ezt a két sort elhagyva pedig

M(G(p))-t kapjuk. M(G’(p)) soraira felirva a linearis kombinaciot:

2n—>5 2n—>5

D Niei= > Niej =0,
=1 =3

vagyis M(G(p)) sorainak egy olyan linearis kombinéciojat kapjuk, amely a nullvektort
adja. Mivel feltevésiink szerint M(G(p)) sorai fiiggetlenek, \; = 0, ha i > 3. Vagyis
M(G'(p)) két els6 sora egymas konstansszorosa. Ez viszont azt jelenti, hogy az u, vy,

v cstcsok kollineédrisak, ami generikus esetben nem fordulhat eld. O

A fentiekbdl mar kovetkezik az aldbbi tétel.

Tétel 5.2.8 [19] Generikus esetben egy hdromszog hdromszdgelése teriilet-merev.

Ez a megoldott speciélis eset alapozza meg az alabbi sejtést:

Sejtés: Egy G(p) generikus teriilet-szerkezet pontosan akkor tertilet-merev, ha a (2, 5)-

kritikus.
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6. fejezet

A (2,5)-kritikus 3-uniform
hipergrafok konstruktiv

karakterizacidja

A Bevezetésben és az 1. fejezetben szerepelt néhany példa ritka grafok konstruktiv
karakterizécidjara. Ebben a fejezetben azt a kérdést vizsgaljuk, hogy adhat6-e hasonlo
karakterizécié uniform ritka hipergrafok esetén.

Az alabbi mitveletek bizonyos értelemben a Henneberg-féle felépitést altalanositjak.

Legyen d(v) = k. Legyen a v csucson a k-adfoki leemelés miivelet 2 < k < 5 esetén
a kovetkezd: v-t és a ra illeszkedd éleket elhagyjuk, a I'(v) halmazon felvesziink k — 2
darab 3-élet. (Itt I'(v) a v cstcs szomszédjainak halmazat jeloli.)

Ezzel ellentétes mivelet a k-adfokd kiterjesztés 2 < k < b mellett. Valasszunk ki k—2
darab 3-élet E-bol, legyenek ezek e, ..., ex_o. (Masodfoku kiterjesztés esetén nem kell
élet kivalasztani.) Jelolje az e; élek cstucsainak halmazat S. Vegyiink fel egy j v csticsot
és k darab kiilonboz6 v-re illeszkedd fy, ..., fr 3-élet. Jeldlje az 0j élek altal feszitett
csicsok halmazat T. Legyenek az 1) élek olyanok, hogy S C T teljesiiljon. Legyen
G' = (V,E'), ahol E' = E\{e1,...,ex_2}. Nevezziink egy kiterjesztést megengedetinek,
ha teljesiti az alabbi tulajdonsigokat:

e k> 4 esetén tetsz6leges harom f;, f;, fr €lre teljesiil, hogy minden olyan A C E'-
re, melyre A+v kifesziti az f;, f;, fi éleket, A legfeljebb 2| A|—6 élet feszit G'-ben;

e k = 5 esetén tetsz6leges négy fi, fi, fi, fi €lre teljesiil, hogy minden olyan B C E'-
re, melyre B + v kifesziti az f;, fj, fr, fi éleket, B legfeljebb 2|B| — 7 élet feszit
G’'-ben.

Ezek a feltételek sziikségesek ahhoz, hogy egy kiterjesztés megérizze a ritkasagot. Ha
ugyanis valamely X C V halmaz 2|A| — 5 élet feszit G'-ben és A+ v kifesziti az f;, f;, fr
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élek mindegyikét, akkor az A + v halmaz megsérti a ritkasagi feltételt, ugyanis 2| A| —
543 = 2|A+v| — 4 darab élet feszit. Masod- és harmadfoku kiterjesztés esetén minden

kiterjesztés megengedett.

Tétel 6.0.9 Egy H = (V,E) 3-uniform hipergrdf pontosan akkor (2,5)-kritikus, ha
elddll hdarom csiucsbdl és eqy rajuk illeszkedd 3-€lbdl megengedett k-adfoku kiterjesztésekkel,

ahol 2 < k <5.

Legyen a H = (V, E) egy 3-uniform (2, 5)-kritikus hipergraf. Jelolje i(X) az X C V

cstcshalmaz altal feszitett hiperélek szamat.

Allitas 6.0.10 Az i(X) figguény szupermoduldris.

Bizonyitas: Jelolje d(X,Y) az X és Y csucshalmazok kozott futd hiperélek szamat.
Az xqyxoxs élet akkor szamitjuk bele d(X,Y)-ba, ha z1,29,23 € X UY, és valamely
i€{1,2,3}ra z; € X \Y valamint létezik j € {1,2,3}, hogy z; € Y \ X. A hiperélek
elhelyezkedésének vizsgalatéaval belathato, hogy két tetszéleges X,Y € V halmazra:

i(X)+i(Y)+d(X,Y)=i(XUY)+i(XNY)
Ennek az egyenlGségnek a szupermodularitas kozvetlen kévetkezménye. O

Lemma 6.0.11 Legyenek az X és'Y olyan kritikus halmazok, melyekre | X NY| > 3.
Ekkor X UY és X NY is kritikus.

Bizonyitas: A kritikus halmazok definici6jat valamint a szupermodularitést hasznélva:
21X|=542)Y|-5=4X)+i(Y) <i(XUY)+i(XNY) <
<2[XUY|=542XNY|-5=2|X|-5+2]Y|-5.

Vagyis mindenhol egyenl@ség all, azaz X UY és X NY is kritikusak. O

Ko6vetkezmény 6.0.12 Két mazimdalis kritikus halmaz metszete legfeljebb kételemd.

Lemma 6.0.13 Legyenek az X1, X2, X3, X4 halmazok és a v, v, v3, v4 pontok olyanok,

hogy:
o v; ¢ X; minden i € {1,2,3,4} esetén;
® Vji11,Vj42,0j43 € Xj (mod 4) minden j € {1,2,3,4}-re;
e |X;NX;| =2 minden {i,j} C {1,2,3,4} esetén.

Ekkor létezik k € {1,2,3,4}, hogy Xy nem kritikus.
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Bizonyitas: Indirekt tegyiik fel, hogy mind a négy halmaz kritikus. Ekkor:

4 4

4
D 2X,—20 =) (21X, —5) = > i(X;
1 1

1

4 4 4 4
<iJx) <2Jx51-5=20_1X;/-8) —5=> 2[X;|-21
1 1 1 1

vagyis ellentmondashoz jutunk.
Az utolso el6tti egyenléség abbol kovetkezik, hogy v; pontok mindegyikét haromszor

szamoljuk a szummaéaban. O

Allitas 6.0.14 Minden (2,5)-ritka S-uniform hipergrdfnak létezik legfeljebb Gtodfoki

csucsa.

Bizonyitas: Tegyiik fel indirekt, hogy d(v) > 6 minden v € V esetén. Ekkor

6n
El>—=2
1> % o
lenne, ami ellentmond annak, hogy a graf (2, 5)-ritka. O]

Megjegyzés: Egy (2,5)-kritikus 3-uniform hipergraf minden cstcsa legalabb masod-
foku.

Nevezziik a v1, v9, v3, v4 csticsokat a v-re nézve dltaldnos helyzetdnek, ha nincs olyan

X C V\ {v} kritikus halmaz, amelyre {v1,ve,vs3,v4} C X.

Allitas 6.0.15 d(v) = 3+1,0 <1 < 2 és [T'(v)] > 4 esetén létezik négy v-re nézve
dltaldnos helyzeti pont T'(v)-ben. Valamint ha mdr leemeltink <1 élet, akkor még mindig

létezik négy dltaldnos helyzetd csics I'(v)-ben.

Bizonyitas: <[ él leemelése utan nem létezik olyan X C V —wv kritikus halmaz, melyre
I'(v) C X, hiszen ekkor X U {v} megsértené a ritkasagi feltételt.

Ha nem létezik olyan kritikus halmaz, amely I'(v) legalabb négy elemét tartalmazza,
akkor az allitas igaz. Ha létezik olyan K maximalis kritikus, melyre |I'(v) N K| > 4,
akkor tekintsiik az alabbi csticsokat: vy, va,v3 € I'(v) N K és vy € I'(v) \ K. Ekkor a

{v1,v2,v3,v4} nem lehet benne egy kritikus halmazban K maximalitasa miatt. O

Lemma 6.0.16 Legyen v a H = (V, E) 3-uniform (2,5)-kritikus hipergraf eqy olyan
csucsa, melyre k = d(v) < 5. Ekkor létezik v-nél olyan k-adfoki leemelés, hogy az
eredményiil kapott H' = (V', E') hipergrdf is (2, 5)-kritikus.
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Bizonyitas: Amennyiben d(v) = 2, a v-re illeszkeds két él elhagyasa utén (2, 5)-ritka
grafot kapunk, az élek szama kettével, a csiicsok szama eggyel csokkent, igy H' kritikus
is lesz.

Ha d(v) = 3 és |T'(v)| = 3, csak akkor nem tudunk leemelni, ha I'(v) C K valamely
K C V\ {v} kritikus halmazra. Ez viszont nem lehet, mert igy K U {v} sért6 halmazt
alkotnak V-ben.

Az 6sszes tobbi esetben alkalmazhatjuk a[6.0.15] allitast. Tehat létezik négy altalanos
helyzet pont. Ezek koziil akkor nem tudunk egyik harmasra sem leemelni, ha mindegyik
harmas benne van egy (maximalis) kritikus halmazban. Ez a lemma szerint nem
lehetséges. Tehat egy élet le tudunk emelni. Ezzel a d(v) = 3 eset kész.

d(v) > 4 esetén ezutén is létezik négy altalanos helyzetd pont miatt. Ezek
koziil valamely héarmasra le tudunk emelni egy élet, az indoklas a fentivel azonos. Ezzel
d(v) =4 is kész.

A d(v) = 5 esetben két leemelt él megtalalasa utén is létezik négy altalanos helyzetii
pont szintén [6.0.15| miatt, amelyek koziil valamelyik haromra le tudunk emelni egy tjabb
élet. O

Bizonyitas: Konnyen lathato, hogy ezek a miiveletek (2,5)-kritikus hiper-
grafot eredményeznek. Ennek ellenérzésére elég olyan cstcshalmazokat megvizsgalni,
melyek tartalmazzak az 0j v pontot, hiszen a tébbi halmaz nem feszit tébb élet, mint
az eredeti grafban. Legyen H; = (V, E) egy (2,5)-kritikus 3-uniform hipergraf, Hy =
(V U{v}, E') az 1j, a fenti miveletek egyikével kapott hipergraf. Legyen X C V| vizs-
galjuk az Y = X U {v} halmazt.

dy (v) < 2 esetén Y nyilvan nem sértheti meg a ritkasagi feltételt.

Ha dy (v) = 3, akkor harmadfoku kiterjesztés esetén
W(Y)=i4(X)+3-1<2|X|-5+4+2=2|Y| -5,
mig negyed- és 6todfoku esetben a megengedettség miatt
iW(Y)=i(X)+3<2|X|-6+3=2]Y|-5.
Ha dy (v) = 4, akkor negyedfoku kiterjesztés esetén
i(YV)=i(X)+4—-2<2|X|-5+4+2=2|Y| -5,
otodfoku kiterjesztésnél a megengedettség miatt
iW(Y)=i(X)+4<2|X|-7+4=2|Y|-5.
Végiil dy (v) = 5 esetén
i(Y)=i(X)+5-3<2|X|-5+4+2=2|Y|-5.
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A maésik iranyhoz azt kell latni, hogy tetszéleges (2, 5)-kritikus 3-uniform hipergraf-
nak létezik ilyen felépitése. A [6.0.23] lemmé&bol kovetkezik, hogy 1étezik leemeléseknek

egy sorozata, melynek megforditasa megad egy ilyen konstrukciot. O

Allitas 6.0.17 A fenti karakterizdcid jo abban az értelemben, hogy igazolja a probléma
NP-beliségét.

Bizonyitas: Egy kiterjesztés pontosan akkor megengedett, ha (2,5)-ritka hipergra-
fot eredményez. A ritkasag eldontésére pedig létezik polinomidlis algoritmus, lasd [14],

amely igy annak eldéntésére is hasznalhato, hogy a kiterjesztés megengedett-e. O

Megjegyzés: A leemelés egy méasik modszerrel is bizonyithato, ez azt hasznélja, hogy
egy tetszGleges hipergrag (2,5)-ritka rész-hipergrafjai matroidot alkotnak, lasd [18].A
matroid alaphalmaza az élek halmaza, a fliggetlen halmazok a (2, 5)-ritka rész-hipergrafok
élhalmazai.

Valasszunk egy tetszéleges v csiicsot, mely legfeljebb 6todfoki. Jeldlje v szomszéd-
jainak halmazét N, az ezen értelmezett teljes 3-uniform hipergrafot pedig K3 Legyen
Hy=H—-v+ K% é Hy=H+ Ky.

Ha d(v) = 2, akkor v elhagyaséaval készen vagyunk. Legyen d(v) = 2 + k, ahol
1 <k <3.Har(H;)=r(H)-3, akkor H—v kiegészithets K3-beli élekkel egy r(H)—2
rangt (2, 5)-ritka hipergraffa. Tegyiik fel indirekt, hogy r(Hy) < r(H) — 3. Legyen By
egy kritikus hipergraf (vagyis bézis) az N cstucshalmazon. Ezt egészitsiik ki egy B
béazissa a Hy alaphalmazon. Mivel Hy[B] ritka és az N halmazon kritikus, legfeljebb két
éle illeszkedik v-re. Ezért r(Hy) < r(Hi) + 2, ebbdl r(Hy) > r(Hz) —2 > r(H) — 2, ami

ellentmond az indirekt feltevésnek.
6.0.4. Alkalmazasok

Laman-grafok

Henneberg tételére adhaté a karakterizacié segitségével egy masik bizonyitas. Itt
csak a harmadfokid leemelés 1étezését szeretnénk belatni. Ehhez egy 3-uniform segéd-
hipergrafot készitiink.

Legyen adott G = (V, E) egy iranyitatlan graf. A H = (V + u, E’) hipergraf legyen
az alabbi:

uvvj € F < vv; € B,
vagyis H minden hiperéle u-ra illeszkedik.

Allitas 6.0.18 G pontosan akkor (2,3)-ritka, ha H (2,5)-ritka. Illetve egqy X C V
pontosan akkor kritikus G-ben, ha X + u kritikus H-ban.
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Bizonyitas: H-nak csak azon csicshalmazai feszithetnek élet, melyek tartalmazzak u-
t. Igy elég az ilyeneket ellendrizni. Természetes moédon megfeleltethetjiik egymésnak G
részgrafjait és H u-t tartalmazo részgrafjait. Jelolje ig(X) valamint ig(X) az X CV
altal G-ben illetve H-ban feszitett (hiper)élek szamat.

2\X—i—u| —(kix—{—Q) :2‘X| —k‘X :’ig(X) :iH(X—l—u)

teljestil minden X C V halmazra. Vagyis egy halmazra pontosan akkor igaz az egyik

tulajdonsag, ha a mésik is igaz ra. O

Tehat egy Laman-grafbol a fenti eljarassal egy (2,5) kritikus 3-uniform hipergrafot
kapunk. Azt tudjuk, hogy ha G Laman-graf, akkor van legfeljebb harmadfoku cstcsa,
igy H-nak is van. A lemmé4bol tudjuk, hogy egy harmadfokii csticsnal H-ban
létezik leemelés.

Legyen dy(v) = 3, 'y(v) = {vi,vs,v3,u}. Ha létezik leemelés valamely wv;v;,
{i,j} C {1,2,3} pontra, akkor készen vagyunk, hiszen alapjan egy G’ olyan
Laman-grafot kapunk, amelyet a (B) miivelet inverze eredményez. Igy feltehetd, hogy
csak a v1vov3 pontokra tudunk leemelni, vagyis mindharom v;, v, u harmas része valamely

kritikus halmaznak H — v-ben.

Lemma 6.0.19 Legyenck X, Y, Z kritikus halmazok a H S-uniform hipergrdfban. Ha
IXNY|=|YNZ=|ZnX|=2¢é|XNYNZ| =1, akkor X UY U Z is kritikus.

Bizonyitas: Jelolje |X| = ni, |Y| = ng2, |Z] = ng valamint [ X UY| = |Y U Z| =
|Z U X| = n. Ekkor teljesiil, hogy ny + ng +n3 =n + 5.

3
2 —5>i(XUYUZ)>i(X)+i(Y)+i(Z) =) (2n;—5) =
=1

3
=2 2;—15=2(n+5 —15=2n—-5
i=1
Vagyis minden egyenlGtlenség egyenlGséggel teljestil, X UY U Z kritikus halmaz. O

Ezen lemmat a v;,vj,u harmasokat H — v-ben tartalmazo6 kritkus halmazokra fel-
hasznélva ellentmondashoz jutunk, mivel igy a {v1, v, v3, u} pontnégyes része egy H —v-

beli kritikus halmaznak, ami az[6.0.15] 4llitas miatt nem lehet.

Teriilet-merevség, mint lehetséges alkalmazas

A konstruktiv karakterizicié az els6 1épés lehet a teriilet-merevségre vonatkozo sejtés
bizonyitasara, mely szerint egy teriilet-szerkezet pontosan akkor minimélisan teriilet-
merev, ha (2,5)-kritikus. Ehhez azt kellene belatni, hogy a kiterjesztések a teriilet-
merevségi matrix rangjat kettével novelik. Bizonyos specialis esetekben ez konnyen meg-

mutathato.
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A masodfoku kiterjesztés esetén a matrix ugy valtozik, hogy hozzavesziink az 1j
v csticsnak megfelel§ két csupa nulla oszlopot illetve két sort, melyeknek utolsé két

koordinataja nem nulla.

bi—tﬁ -3

Pe-by | a3

6.1. abra. A teriilet-merevségi matrix valtozasa a masodfoku kiterjesztésnél.
A matrix rangja akkor ng kettével, ha
b. _ b a: — Q;
det R ' £ 0.
by —br a—ag

Ez viszont elérhets a cstuicsok koordinatainak helyes megvalasztasaval, hiszen {i,j} #

{k,1}.
A harmadfoku kiterjesztésnél tekintsiik azt az esetet, amikor az 1 csucsnak Gsszesen

hérom szomszédja lesz, vagyis amikor minden élpar metszetében két elem van.

Jelolje m annak a hiperélnek a vektorat, melyet kidobunk a grafbol, my, me és ms
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legyenek az 1j élek vektorai. Csak az i, j, k, | csticsokhoz tartozo koordinatakat jelolve:

m= bj—b, ap—a; by—b, a;—a b—b; a;—a; 0 0

mi= bj—b a—a; b—0b a—aq 0 0 b —b; a;—a;
mo= b —br ap—q 0 0 b, —b, a;—a; bp.—b; a;— ap
mg = 0 0 b —b ar—ar b—0b; aj—a; bj—br ap—a;

Az m = mq + mo + mg egyenldség all fenn a vektorok kdzdtt, amennyiben az [ csticsot
az 17k haromszog belsejében vettiik fol. Hasonldéan az elézé esethez, vegyiink hozza M-
hez két nulla oszlopot és az mi, meo vektorokat. Hasonlé indokléssal beldthato, hogy
ez kettével noveli a rangot. Az m vektort pedig helyettesitsiikk az m — my — mo = mg

vektorral, ami nem véltoztatja a rangot.

6.0.5. Altalanositas

A magasabb dimenziés térfogat-szerkezetek vizsgalatakor felmeriil a kérdés, hogy a
(d,d?+d—1)-kritikus, (d+1)-uniform hipergrafoknak létezik-e hasonl karakterizacioja,
hiszen az felhasznalhat6 lenne az alabbi sejtés bizonyitasahoz..

Sejtés:[13] Egy d-dimenzios térfogat-szerkezet pontosan akkor minimalisan térfogat-
merev, ha a csicsok és a kijelolt szimplexek altal meghatarozott (d+1)-uniform hipergraf
(d,d? 4 d — 1)-kritikus.

A valaszt az alabbi tétel adja meg, amely ennél valamivel altalanosabb formaban is
kimondhato, mint azt a fejezet végén latni fogjuk.

Elgszor altalanositsuk a karakterizacié miveleteit (d + 1)-élekre.

Legyen d(v) = k. Legyen a v csticson a k-adfoki leemelés miivelet d < k < d*+d—1
esetén a kovetkezd: v-t és a ra illeszkeds éleket elhagyjuk, a I'(v) halmazon felvesziink
k — d darab (d + 1)-¢élet.

Ezzel ellentétes miivelet a k-adfoki kiterjesztés d < k < d?+d—1 mellett. Valasszunk
ki k —d (d + 1)-élet E-bdl, legyenek ezek eq,...,ex_q. Jelolje az e; élek cstucsainak
halmazat S. Vegytink fel egy @j v csticsot és k darab v-re illeszkedd fi,. .., fr (d+ 1)-
élet. Jelolje az 1j élek altal feszitett csticsok halmazat T'. Legyenek az 4j élek olyanok,
hogy S C T teljesiiljon. Legyen G’ = (V, E\{ex,...,ex_q}). Nevezziink egy kiterjesztést
megengedettnek, ha teljesiti, hogy (d,d? + d — 1)-kritikus hipergrafbol (d,d? + d — 1)-

kritikus hipergrafot eredményez.

Tétel 6.0.20 Egy H = (V,E) (d + 1)-uniform hipergrdf pontosan akkor (d,d? + d —
1)-kritikus, ha elddll d + 1 csicsbol és egy rajuk illeszkedd hiperélbdl olyan k-adfoki
kiterjesztésekkel, ahol d < k < d*> +d — 1 és az 1j élek mind kiilonbézdek.

A fenti tételt hasonléan lehet bebizonyitani, mint a tételt. El6szor sziikségiink

lesz a d = 2 esetben mér bizonyitott lemmak altalanositasaira.
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Lemma 6.0.21 Legyen H egy (d+1)-uniform, (d, d*4d—1)-kritikus hipergrdf. Legyenek

a Vi, ...,V442 csicsok és az Xq,...,Xqyro halmazok olyanok, hogy
o v; & X;, minden 1 < i < d+ 2-re;
o v, € X;,1<4,5<d+2,1+#j esetén;
e [ X;NX;|=dminden1<1i,j <d+2,i%#j pdrra.

Ekkor létezik olyan 1 < k < d + 2, melyre Xy nem kritikus.

Bizonyitas: Indirekt tegyiik fel, hogy mind a d + 2 halmaz kritikus. Ekkor:

d+2 d+2 d+2

Y dIXg - (d+2) (@ +d—1) =) (dX;|-d*+d—1) =) i(X;) <
1 1 1
d+2 d+2 d+2

<i(xp<d Xl -d®+d-1=d_|X;|-d(d+2) - d*+d—1=
1 1 1

d+2
= 20X, - (d+2)(d>+d—1)+1,
1

vagyis ellentmondashoz jutunk. O

Lemma 6.0.22 Legyen H egy (d + 1)-uniform, (d,d*> 4+ d — 1)-ritka hipergrdf. d(v) >
d+ 14k 0<kés|T(v)] >d+2 esetén < k leemelt €l hozzdvétele utdn létezik d + 2

v-re nézve dltaldnos helyzetd pont T'(v)-ben.

Bizonyitas: <1 élleemelése utdn nem létezik olyan X C V —uv kritikus halmaz, melyre
I'(v) C X, hiszen ekkor X U {v} megsértené a ritkasagi feltételt.

Ha nem létezik olyan kritikus halmaz, amely I'(v) legalabb d+ 2 elemét tartalmazza,
akkor az allitas igaz. Ha létezik olyan K maximaélis kritikus, melyre |T'(v) N K| > d + 2,
akkor tekintsiik az alabbi cstcsokat: vy, ..., v441 € T'(v) N K és vg42 € T'(v) \ K. Ekkor
a {vi,...,v442} nem lehet benne egy kritikus halmazban K maximalitasa miatt, hiszen

ha két kritikus halmaz metszete legalabb d 4 1-elemii, akkor metszetiik is az. O

Lemma 6.0.23 Legyen v a H = (V, E) d + 1-uniform (d,d* + d — 1)-kritikus hipergrdf
eqy olyan csicsa, melyre k = d(v) < d? +d — 1. Ekkor létezik v-nél olyan k-adfoki
leemelés, hogy az eredményiil kapott H' = (V' E') hipergrdf is (d,d? + d — 1)-kritikus.

Bizonyitas: Amennyiben d(v) = d, a v-re illeszked6 két ¢l elhagyasa utan (d, d*+d—1)-
ritka grafot kapunk, az élek szama kettével, a cstcsok szama eggyel csokkent, igy H’
kritikus is lesz.

Ha d(v) = d+1 és |[I'(v)| = d + 1, csak akkor nem tudunk leemelni, ha I'(v) C K
valamely K C V' \ {v} kritikus halmazra. Ez viszont nem lehet, mert igy K U {v} sértd
halmazt alkotnak V-ben.
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A tovabbiakban d(v)-re vonatkozo indukciot hasznalunk. Az Gsszes tobbi esetben
alkalmazhatjuk a allitast. Tehat létezik d + 2 altalanos helyzetii pont. Ezek koziil
akkor nem tudunk egyik d + 1 méret csticshalmazra sem leemelni, ha mindegyik benne
van egy (maximalis) kritikus halmazban. Ez a lemma szerint nem lehetséges.
Tehét egy élet le tudunk emelni.

Az eljarast mindaddig folytathatjuk, amig le nem emeltiik a sziikséges k darab élet.[J

A sikbeli esethez hasonléan belattuk, hogy minden legalabb d +2-csticst (d, d? +d —
1)-kritikus d + 1-uniform hipergrafnak van olyan cstcsa, amelynél elvégezhets a teljes
leemelés. Ezen leemelések inverz miiveletei megengedett kiterjesztések, amelyekkel tehat
minden (d, d? + d — 1)-kritikus d + 1-uniform hipergraf felépithets d + 1 csticsbol és egy
rajuk illeszkedd hiperélb6l. Ezzel a[6.0.20] tételt belattuk.
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Osszefoglalas

A dolgozatban néhany, a kombinatorikus merevséggel kapcsolatos eredményt foglal-
tam Ossze.

Az elsé fejezetben egy, Whiteleytol szarmazé 1j bizonyitas szerepel, amely a két-
dimenziés merevségi matrix rangjat egy maésik tipusiu szerkezet, a 2-kerethez tartozo
maéatrix rangjabol szamolja ki.

A maésodik, harmadik és negyedik fejezeteket a pebble game algoritmus kapcsolja
0ssze, mindegyikben megismerhetiink egy-egy alkalmazasat.

A két utolso fejezetben egy még megoldatlan probléma, a teriilet-merevség szerepel.
Ehhez kapcsolodik a (2, 5)-kritikus hipergrafok konstruktiv karakterizacioja, amely sajat
eredmény. Tovabbi kutatast igényel, hogy ezen karakterizacié segitségével hogyan lehet

bizonyitani Whiteley teriilet-merev grafokra vonatkozd sejtését.
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