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El6sz6

A dolgozat f6 célja grafok és hipergrafok kiilonb6z6 iranyitasait megtalalo algorit-
musok megadésa. Ezeket sokkal 4ltalanosabb algoritmusbdl fogjuk levezetni, illetve
néhany esetben ennél egyszertibb megoldast is adunk. Latni fogjuk, hogy a gyakor-
latban azok az iranyitasi problémék az érdekesek, ahol olyan iranyitast keresiink,
melyben minden halmaz befoka nagyobb egy keresztez6 vagy metszd szupermodulé-
ris fliggvénynél. Ezért a dolgozatban keresztezd és metsz6 szupermodularis fliggvé-
nyekkel kapcsolatos algoritmusokkal foglalkozunk. Szupermoduléris fiiggvények el-
lentettje szubmodularis, igy (torténeti okokbol) néha at fogunk térni szubmodularis
fliggvényekre.

Bevezetésként az 1. fejezetben attekintjiik a sziikséges definiciokat, valamint a
felhasznalt tételeket. Ezt kovetGen a 2. fejezetben keresztezs szupermodularis fiigg-
vényekhez kot6d6 halmazrendszerekrdl szold tételeket és algoritmusokattekintiink
at. Ezek segitségével a 3. fejezetben algoritmust adunk a keresztezé szubmodularis
fiiggvény bazis-poliéderének nemiirességének eldontésére, majd megismerkediink a
teljes reszel§ algoritmussal. Ezt felhasznalva a 4. fejezetben grafok és hipergrafok
keresztez6 szupermodularis fiiggvényeket feds iranyitasait megadé algoritmusokat
kapunk, melyeknél specialis esetekben egyszertibb algoritmusokat adunk. A kapott
eredményeket az 5. fejezetben foglaljuk részletesen Ossze.

A dolgozatban a sajat eredményeket tételek, algoritmusok és bizonyitasok esetén,

(amennyiben a bizonyitott allitds nem sajat eredmény), csillaggal fogom jeldlni.



1. fejezet
Bevezetés

Ebben a fejezetben attekintjiik a dolgozatban felhasznélt definiciokat, és tétele-
ket?.

1.1. Definicidok

1.1.1. Halmazok, halmazrendszerek

A dolgozatban el6fordulé6 minden halmaz véges, igy minden halmazrendszer
alaphalmaza is véges.

Az alabbiakban halmazok kiilonbségét \ helyett —-szal jeloljiik. Az egyszeriiség
kedvéért bizonyos esetekben X — {v}-t X — v-vel, X U {v}-t X + v-vel jeldljiik.

Egy F halmazt st-halmaznak hivunk, hat € F,s & F.

A, B C S halmazokat atmetsz6nek mondjuk, ha ANB, A— B és B — A egyike
sem {iires. Ha ezeken kiviil AU B # S is teljesiil, akkor az A és B halmazt keresz-
tezének hivjuk.

Egy F halmazrendszert halmazgytritinek neveziink, ha barmely két F-beli
elem metszete és unidja is F-ben van. F-et metszének illetve keresztezének ne-
vezziik, ha a fenti tulajdonsag csak atmetszé illetve keresztezd halmazparokra van
megkovetelve. Metsz6 de nem atmetsz6 halmazokra az egyik tartalmazza a masikat,

igy az unidjuk a kisebb, a metszetiik a nagyobb halmaz, ami miatt metsz6 halmaz-

I Azon tételeket és definicidkat, melyek a matematikus szak alapképzésében eléfordulnak nem

emlitem kiilon.
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rendszer tetszéleges két metszd (azaz nem diszjunkt) elemének metszete és unioja is
a halmazrendszerben van. F-et laminarisnak nevezziik, ha semelyik két eleme sem
metszi 4t egymast. F-et keresztezés-mentesnek nevezziik, ha semelyik két eleme
sem keresztezi egymaést.

BEgy K C 2° halmazrendszert kompoziciénak hivunk, ha S minden elemét
ugyanannyi tagja tartalmazza KC-nak.

Az F C 25Y"T halmazrendszert S-T elvalaszténak hivjuk, ha minden s € S,t €
€ T pérra van St-halmaz F-ben. F-et S-T-fa-kompoziciénak hivjuk, ha reprezen-
talhato egy olyan irdnyitott faval, amelynak csticsai S-nek vagy T-nek részhalmazai,
e mellett SU*T-nek particiojat alkotjak, éleinek pedig téve S-ben, hegye T-ben van.
A reprezentalas dgy értendd, hogy F elemei pontosan az élek altal meghatarozott
alapvagasok, ahol egy irdnyitott él altal meghatérozott alapvagason a fabol az él

elhagyasa utan keletkezett graf azon komponensét értjiik, ahova az él belép.

1.1.2. Halmazfiiggvények

Halmazfiiggvényen itt olyan valos értéki fiiggvényt értiink, mely egy S alaphal-
maz részhalmazaihoz rendel (nem feltétleniil véges) értéket, azzal a kikotéssel, hogy
az ilires halmazon nullat vesz fel, és az S-en felvett értéke véges.

Halmazfiiggvényt nyerhetiink egy a € R® vektorbol, ha X C S-re a(X)-et

3" a(s)-nek definialjuk. (Altalaban nem értheté félre, hogy megtartjuk az a jels-
seX
lést.) Hasonloan ehhez egy tetszéleges h halmazfiiggvényre h-t értelmezhetjiik az

értelmezési tartomanyaban 16v6 halmazok F rendszerén a h(F) := > h(F') Gsszeg-
FeF
gel.

Egy b : 2° — R U {oo} fiiggvényt szubmodularisnak neveziink, ha minden
A, B C S-re teljesiil a

b(A)+b(B) > b(ANB)+b(AUB) (1.1)

szubmodularitasi egyenlStlenség. Ha (1.1) csak atmetszd vagy csak keresztezd
halmazokra teljesiik, akkor b-t metsz6(n) illetve keresztez6(n) szubmodularis-
nak mondjuk. Ha b metsz8 szubmodularis, akkor (1.1) barmely metsz8 halmazpérra
teljestil.

Egy p : 2° — RU{—o0} fiiggvényt szupermodulérisnak neveziink, ha minden
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A, B C S-re teljesiil a
p(A) +p(B) <p(ANB) +p(AU B) (1.2)

szupermodularitasi egyenlStlenség. Ha (1.2) csak atmetsz6 vagy csak keresztezd
halmazokra teljesiik, akkor p-t metsz6(n) illetve keresztez6(n) szupermodula-
risnak mondjuk. Ismét igaz, hogy ha p metsz§ szupermoduléris, akkor (1.2) barmely
metszé halmazpéarra teljesiil.

Egy b : 29 — R U {oo} fiiggvényre jelolje F(b) a véges b-értékii halmazok
rendszerét. Amennyiben b szubmodularis, agy F(b) halmazgytrid, mivel A, B €
€ F(b) halmazokra co > b(A) + b(B) > b(AN B) + b(A U B). Amennyiben b
keresztez6n (vagy metszdén) szubmodularis, tgy ez csak keresztezo (illetve atmetszo)
halmazokra all fenn, igy F(b) keresztezd (illetve metszd) rendszer lesz.

Egy b:2° — RU{oo} (metsz6) szubmodularis és egy p : 2° — RU{—o0} (met-
sz6) szupermodularis fliiggvényt (metsz6(n)) paramodularis parnak neveziink,

ha minden (dtmetsz6) A, B C S-re teljesill a
b(A) —p(B) 2 b(A - B) —p(B — A) (1.3)

kereszt egyenlGtlenség.
Legyen b : 2° — R U {oco} tetszdleges halmazfiiggvény. Ekkor b alsé reszeltjén
azt a b¥ : 2° — R U {oo} fiiggvényt értjiik, melyre X C S-re

bY(X) := min{b(P) : P X particioja}. (1.4)

Legyen p : 25 — RU{—oc} tetsz6leges halmazfiiggvény. Ekkor p felsd reszeltjén
azt a p" : 25 — RU {—oo} fiiggvényt értjiik, melyre X C S-re

p"(X) := max{p(P) : P X particioja}. (1.5)

Egy h: 2% — RU{£o0} fiiggvény komplementerén azt a h : 2° — RU {00}
fiiggvényt értjiik, melyre X C S-re

h(X) = h(S) — h(S — X). (1.6)

(Itt fontos, hogy minden halmazfiiggvényre megkioveteltiik, hogy S-en véges értéket
vegyen fel.)
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Legyen b : 29 — R U {oo} tetsz6leges halmazfiiggvény. Ekkor b teljes (also)
reszeltjén azt a b' : 25 — R U {oo} fiiggvényt értjiik, melyre X C S-re

bH(X) = (W)v (1.7)

Legyen p : 29 — R U {—o0} tetsz6leges halmazfiiggvény. Ekkor p teljes felss
reszeltjén azt a p! : 25 — RU {—oo} fiiggvényt értjiik, melyre X C S-re

) = (@) 18)

1.1.3. Poliéderek

Egy b:2% — RU {oo} és egy p: 2% — RU {—o0o} fiiggvényre legyenek
S(b) :={z € RY: 2(X) < b(X) (VX C 9)},

S'(p) = {z € R® : 2(X) 2 p(X) (VX C 8)},
B(b) :={z € RY: 2(S) = b(S), 2(X) < b(X) (VX C S9)},

B'(p) = {z € R* : 2(8) = p(8), 2(X) = p(X) (VX C 5)},

Q(p,b) == {z € R” : p(X) < 2(X) < b(X) (VX C 9)}.

b szubmoduléris illetve p szupermodularis fiiggvényekre B(b)-t illetve B’'(p)-t
bazis-poliédernek, S(b)-t szubmodularis- 5'(p)-t szupermodularis poliéder-
nek nevezziik. Ha (p, b) paramodularis par, akkor Q(p,b)-t g-polimatroidnak ne-
vezziik, melynek alsé hatarfiiggvénye p, fels6 hatarfiiggvénye 0.

Egy Q poliéder ' C S-menti vetiiletén azt a @)’ poliédert értjiik, melyet a QQ-beli

vektorok T elemeihez tartozo koordinatainak eltorlésével kapunk.

1.1.4. Grafok és hipergrafok

A dolgozatban, amennyiben nincs més kikétve minden grafon és hipergrafon
megengedjiik, hogy legyenek t6bbszords élek, (igazabdl a hurokélek sem okoznak tul
nagy gondot, de az egyszertiség kedvéért inkabb tiltjuk ket), és hipergrafok esetén
tiltjuk az egy csicsbol allo éleket.

Adott G = (V, E) gréafra illetve H = (V, &) hipergrafra tetszéleges v € V-re
d(v) jeloli a v csucs fokat, tovabba X, Y C V-re d(X) jeloli az X halmaz fokat,
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azaz azon (hiper)élek szamat, melyek X-beli és X-en kiviili cstcsot is tartalmaznak,
d(X,Y) jeloli azon (hiper)élek szamat, melyeknek van elemiik X-ben és Y-ban is,
i(X) jeloli az X altal feszitett (hiper)élek szamat, és e(X) jeloli azon (hiper)élek
szamat, melyeknek van csticsa X-ben. Az egyértelmiiség kedvéért alsd indexbe néha
beirjuk a (hiper)graf nevét.

Egy G grafot Euler-grafnak neveziink, ha G-ben minden csics foka paros.

Egy G = (V,E) grafon egy X C V halmazra jelolje I'(X) azon V — X-beli
cstcsok halmazat, melyekbdl fut él X-be.

Adott G = (V,E) grafon illetve H = (V,&) hipergrafon V' egy adott P
(szub)particiojara e(P) jeloli azon (hiper)élek szaméat, melyeket nem feszit a particio
egyetlen tagja sem. G-t illetve H-t k-particié-Osszefiiggének hivjuk, ha IV minden
P ={Vi,Va,...,V,} particiojara

e(P) = k(g —1). (1.9)

G-t illetve H-t (k, ¢)-particio-6sszefiiggdnek hivjuk, ha minden P = {1}, V5, ..., V,}

particiojara a csticshalmaznak
e(P) > k(qg—1)+¢. (1.10)

Az iranyitott graf kozismert fogalmahoz hasonléan definidlhatjuk az irdnyitott
hipergrafokat. Ezt tobbféleképpen megtehetnénk, jelen esetben D = (V, A)-t akkor
nevezziik iranyitott hipergrafnak, ha minden A € A él egy hegy és néhany t6
pontbol all. D = (V, A) iranyitott grafon, illetve D = (V, A) irdnyitott hipergrafon
egy v € V cstcsra p(v) jeloli a v csucs befokat, azaz azon (hiper)élek szamat, me-
lyeknek v a hegye, illetve §(v) jeloli a v csucs kifokét, azaz azon (hiper)élek szaméat,
melyeknek v a(z egyik) tove. Hasonloan a fokszamhoz p és ¢ is kiterjeszthets V'
részhalmazaira.

Egy G = (V, E) grafra vagy egy H = (V,&) hipergrafra legyen adott egy h :
12V — ZU{—o0c} fiiggvény. G illetve H h-t feds iranyitasan a (hiper)élek egy olyan
iranyitasat értjiik, melyre minden X C V-re h(X) < p(X).

Egy G = (V, E) grafon adott h : 2V — Z U {—oc} fiiggvényt G-szupermodu-

larisnak neveziink, ha minden X,Y C V-re

h(X) +h(Y) < h(X)+h(Y) +d(X,Y). (1.11)
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Amennyiben (1.11) csak metszd, illetve keresztezé halmazpéarokra all fenn, akkor
h-t metsz&(n), illetve keresztez6(n) G-szupermodularisnak nevezziik.

Egy D = (V, A) iranyitott grafot illetve egy D = (V. A) iranyitott hipergrafot,
melyen adva van egy r € V' gyokérpont, r-gyokert k-élosszefiiggének neveziink,
ha minden r ¢ X C V, X # () halmazra p(X) > k. Egy D = (V, A) irdnyitott grafot
illetve egy D = (V,.A) iranyitott hipergrafot, melyen adva van egy r € V gyokeér-
pont, r-gyodkeri (k,()-élosszefiiggének neveziink, ha minden r ¢ X C V., X # ()
halmazra p(X) > k, és minden » € X C V halmazra p(X) > (. Egy iranyitott
(1,1)-¢losszefiiggs (hiper)grafot roviden erdsen Osszefiiggének neveziink.

Egy G = (V,E) grafra és R C V-re G/R-en azt a grafot értjiik, mely az R
halmaz Osszehuzaséaval keletkezik. Ennek cstucshalmaza V — R +vg. ésa V — R
altal feszitett élei megegyeznek G éleivel, tovabba vy és egy v € V — R cstcs kozott
annyi él fut, ahdny u € R-re uv € FE. Hasonlbéan értelmezhetd iranyitott grafok
Osszehtizésa is, ebben az élek iranyitasat is megtartjuk. Amennyiben G-ben volt egy
kijelolt r gyokérpont, akkor G/R gyGkérpontja tovabbra is r, ha r € R, illetve vg,
amennyiben r € R. Ez utobbi esetben vg-et rr-nek nevezziik.

Egy H = (V,€) hipergrafra és R C V-re G/R-en azt a grafot értjiik, mely az
R halmaz Gsszehuzéasaval keletkezik. Ennek cstcshalmaza V' — R + vg. H/R éleit
ugy kapjuk H éleibdl, hogy E € E-re H/R-be E — R + vg-et vessziik be hiperélnek,
amennyiben ez nem egy pontbdl all. Hasonléan értelmezhetd iranyitott hipergrafok
Osszehtizasa is, ebben az élek iranyitasat is megtartjuk, azaz az 6sszehizott hiper-
él feje megmarad az, ami volt, ha az eredeti feje nem volt R-ben, illetve vy lesz,
amennyiben az eredeti feje R-beli volt. Amennyiben H-ban volt egy kijelolt r gyo6-
kérpont, akkor H/R gyokérpontja tovabbra is 7, ha r € R, illetve vg, amennyiben
r € R, ebben az esetben vg-et rz-nek nevezziik.

Egy G = (V, E) grafban illetve egy H = (V,E) hipergrafban az R C V halmaz
altal feszitett rész(hiper)grafot G[R]-rel illetve H[R]-rel jeloljiik.

Egy H = (V, &) hipergraf illeszkedési grafjan, azt a G = (V, &, E) paros grafot
értjiik, melynek élei ‘H azon v csiicsa és A hiperéle kozt futnak, melyekre igaz, hogy
veA

Adott G = (V, E) grafon illetve D = (V, E) iranyitott grafon legyen ) # XY C
C V diszjunkt halmazokra

A\e(X,Y) :=min{dg(Z): Y C Z, ZN X = 0}, (1.12)
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illetve
Ap(X,Y) :=min{pp(Z): Y C Z, ZNX = 0}. (1.13)

Ez Menger tétele szerint megegyezik az X-bdl Y-ba futd éldiszjunkt (iranyitott)

utak maximaélis szaméaval.

1.1.5. Matroidok

Az M = (S, F) part matroidnak nevezziik, ha S véges halmaz, és F C 25-re

teljesiil:
1. e F,
2. ha X CY € F, akkor X € F,

3. minden X C S-re az X-ben tovibb nem bé&vithetd F beli halmazok azonos

elemszamnuak.

A 3. feltételben szerepld elemszamot az X halmaz rangjanak nevezziik, és (4ltala-
ban) r(X)-szel jeloljiik. F elemeit fiiggetlen halmazoknak nevezziik. F maximalis
elemeinek rendszerét M bazisanak nevezziik, és B-vel jeloljiik. Nyilvan teljesiil,
hogy F={F CS:3Be€B:F C B}.

Egy M = (S, F) matroid kére egy olyan C' C S halmaz, melynek tetsz6leges ¢
elemét elhagyva C' — ¢ mar fiiggetlen.

Egy M = (S,F) matroid vagasa egy olyan H C S halmaz, melyre minden
F € F-re van H-nak eleme F-ben, azaz H elemeit térolve M rangja csokken.

Legyen G = (V, ) iranyitatlan graf, | € Z, és m : V — Z,, hogy minden uv € F

élre teljesiil az
m(u) +m(v) >4 (1.14)

egyenlGtlenség. Ekkor a G, £, m altal meghatarozott szamolgatos (count) matroid

fliggetlenjeit az
F={FCE:VXCVip(X)<m(X)—1¢ haip(X)>1} (1.15)

elemei adjak. (Ezek tényleg egy matroid fiiggetlenjei.) Az igy kapott M = (E,F)
matroidot jeloljiik M (G, ¢, m)-mel.
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Amennyiben m = k, és | = k, akkor M (G, ¢, m) pont G grafikus matroidjanak
k-szorosa, amelyben az élek egy részhalmaza pontosan akkor fiiggetlen, ha felbomlik
k erdd unidjara.

Azm = 2,és ] = 1 esetben M (G, ¢, m)-et G merevségi matroidjanak nevezik.

Legyen H = (V, &) iranyitatlan hipergraf, | € Z, és m : V — Z,, hogy minden

E € élre teljesiil az
m(E) > { (1.16)

egyenlGtlenség. Ekkor a H, ¢, m altal meghatarozott szamolgatés (count) matro-

id fiiggetlenjeit az
F={ACE VX CViyuy(X)<m(X)—1¢ haiyn(X)>1} (1.17)

elemei adjak. (Ezek tényleg egy matroid fiiggetlenjei.) Az igy kapott M = (E,F)
matroidot jeloljik M (H, ¢, m)-mel.

Amennyiben m = k, és | = k, akkor M (H, ¢, m) pont H hipergrafikus matro-
idjanak k-szorosa, amelynek egy részhalmaza pontosan akkor bazis, ha felbomlik
k feszité hiperfa uni6jara, ahol feszité hiperfanak a hiperélek olyan részhalmazat
nevezziik, melyekre helyettesithet6 minden hiperél valamely két csticsa kozti éllel,
hogy a kapott graf feszits fa legyen.

Amennyiben m = 1, és | = 0, akkor M(H,¢,m) pont H illeszkedési grafjahoz
tartozo transzverzalis matroid. (Egy G = (S,T, E) paros grafra a transzverzalis
matroid fiiggetlenjeit azon F' C T halmazok alkotjak, melyekre F' beparosithato
S-be.)

1.2. Tételek

Ebben a szakaszban a téméahoz tartozé néhany alapvetd tételt tekintiink at, me-
lyek szerepelnek a Poliéderes kombinatorika targy anyagaban [6]. Ezeket itt nem

bizonyitjuk.

1.2.1. Tétel. A szub- és szupermoduldris poliéderek, valamint a bdzis-poliéderek

mind g-polimatroidok.
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(p,b) paramodularis parra, ha p-t és b-t megszoritjuk valamely () # S’ C S-re,
akkor a kapott (p/,b') par is paramodularis, igy Q(p/,V’) g-polimatroid, s6t igaz az
alabbi tétel.

1.2.2. Tétel (Vetitési tétel). A (p,b) paramoduldris pdrhoz tartozé Q(p,b) g-
polimatroid vetiilete T C S mentén az a Q(p',V) g-polimatroid, amelyre p' és V/
ap ésb figgvények S' = S — T-re valé megszoritisai. Egészértékd (p,b) esetén a

vetiilet barmely egész eleme elddll Q(p,b) egy egész elemének vetiileteként.
A vetitési tételbdl régton kovetkezik az alabbi allitas.

1.2.3. Allitas. A (p,b) paramoduldris pdrral adott Q(p,b) g-polimatroid nemiires.

Ha p és b egészértéki, akkor Q(p,b) tartalmaz racspontot.

A kovetkezd tételbdl kovetkezik, hogy a dolgozatban béazis-poliéderekre kapott

tételek és algoritmusok mind atvihetéek g-polimatroidokra.

1.2.4. Tétel. Legyen s* egy uj elem az S-en kivil, és legyen S* := S+ s*. (p,b) pa-

ramoduldris pdrra az S* részhalmazain definidljuk a b* fligguényt a kovetkezdképpen :

b(X), ha X C S,

b'(X) = (1.18)
—p(S — X), ha s € X.

Ekkor b*(S) = 0, b* szubmoduldris, és Q(p,b) a B(b*) bdzis-poliéder vetiilete s*

mentén.

1.2.5. Tétel. Egy Q) g-polimatroid alsé hatdrfiiggvénye az a p S részhalmazain ér-
telmezett figguény, mely A C S-en a p(A) := min{z(A) : z € Q} értéket veszi fel.
Q felsd hatdrfiigguénye az a b S részhalmazain értelmezett fligguény, mely A C S-en
a b(A) = max{z(A) : z € Q} értéket veszi fel.

1.2.6. Tétel (Reszelési tétel). b metszd szubmoduldris fiigguény alsd reszeltje tel-
jesen szubmoduldris, tovdibbd S(b) = S(bY), sét ha B(b) nemiires, akkor B(b) =
= B(bY).
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1.2.7. Tétel (Teljes reszelési tétel). b keresztezd szubmoduldris fiigguény teljes

alsd reszeltje teljesen szubmoduldris, tovdbbd S(b) = S(b'), s6t ha B(b) nemiires,

akkor B(b) = B(b).

1.2.8. Tétel. Legyen b olyan keresztezd szubmoduldris figguény, amelyre b(S) = 0
és B(b) nemiires. Ekkor b'(Z) = min{b(F) : F Z-(S — Z) fa-kompozicid}.

1.2.9. Tétel (Bazispoliéder metszettétel). Legyen By = B(by) és By = B(bs)
két bdzis-poliéder, melyekre by(S) = bo(S) =: k. Az M := By N By metszet akkor és

csak akkor nemiires, ha minden X C S-re
bi(X)+be(S—X) <k (1.19)

Ha by és by egészértékd, és M nemiires, akkor M tartalmaz rdacspontot.
Legyen B} = B'(p1) és By = B'(pa) két bazis-poliéder, melyekre pi(S) = pa2(S) =
=: k. Az M := By N By metszet akkor és csak akkor nemiires, ha minden X C S-re

pir(X) +p2(S — X) > k. (1.20)

Ha py és py egészértéki, és M nemiires, akkor M tartalmaz rdcspontot.



2. fejezet

Halmazrendszerekrol szolo tételek

Ebben a fejezetben olyan halmazrendszerekrdl szolo tételeket vizsgalunk, me-
lyek jol hasznalhatoak keresztezs (és metszs) szub- és szupermodularis fiiggvények
vizsgalatakor. Eppen ezért itt f6leg keresztezd és keresztezés mentes halmazrendsze-
rekrél lesz sz6, aminek tobbek kozt az az alapja, hogy, mint késébb latni fogjuk,
adott z vektorra amelyre z(X) < b(X) teljesiil minden X C S-en valamilyen b ke-
resztezd (vagy metsz6) szubmoduléris fiiggvénnyel a pontos, azaz z(X) < b(X)-et
egyenlGséggel teljesité halmazok keresztezo (illetve metsz6) rendszert alkotnak, ami-
bl altalaban szeretnénk egy keresztezés mentes (illetve laminéaris) részt kivalasztani,

mellyel még tovabb dolgozunk.

2.1. Halmazrendszerek grafja

A V alaphalmazon fekvé F halmazrendszerhez rendeljiik azt a G(F) = (V, E)
irdnyitott grafot, ahol £ = {uv : nincs uv-halmaz F-ben}. Ebben a szakaszban [9]
allitasait bizonyitjuk halmazrendszerek grafjarol. Ezen allitdsok bizonyitésa egysze-

rii, de egy kicsit szdmolgatos, igy a cikkben csak részben vannak bizonyitva.

2.1.1. Allitas. Ha 0,V € F, és F halmazgyird, akkor F = {X CV :nemlép ki
él G(F)-ben X-bdl}.

Bizonyitas: X € F-re X-bol nem léphet ki él G(F)-ben, mivel X minden u €
€ X,v €V — X-re uv halmaz, igy F C {X C V : nem 1ép ki él G(F)-ben X-bol}.

Jelolje X,z az F-beli uv-halmazt, amennyiben van. Ekkor ha X-b6l nem Iép ki él
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G(F)-ben, akkor minden u € X, v € V — X-re van uv-halmaz F-ben, és igy X =

= U N Xuw € F, mivel F halmazgytirii, V véges alaphalmaz. Igy {X C V :
ueX veV-X

nem lép ki él G(F)-ben X-bél} C F. O

2.1.2. Allitas. Ha F' metszd rendszer a V alaphalmazon, és O € F', akkor az
az F halmazrendszer, melyre F = {{JA : A C F' diszjunkt halmazokbdl dllo
halmazrendszer} az F'-t tartalmazd legszikebb halmazgyird, tovdibbd G(F') = G(F).

Bizonyitas: Jelolje F* az F'-t tartalmazo egyik legsziikebb halmazgytirtit. Ekkor
F C F*, mivel F' C F*, és F* zart az unioképzésre. Masrészt F zart a metszet
és az unioképzésre, mivel ha Ay, Ay € F, ahol (i = 1,2-re) A; = |JA;, akkor A; N
N Ay = J(A(N)Az), AiU Ay = UA" Ttt Ai(N)Ag := {A]N AT+ A} € Ay, AT €
€ A2} C F', mivel amennyiben valamely A} és A7 nem metsz6, akkor metszetiik
) € F', ha pedig metsz6k, akkor hasznalhatjuk F metszd voltat. A;(N).As elemei
diszjunktak, mivel A; rendszerek diszjunkt halmazokbdl allnak, igy (J(A;(N).As) €
€ F. Tovabba A" := a (V, A; U Ay) hipergraf sszefiiggé komponenseinek rendszere,
ami diszjunkt részrendszere F-nek, mivel a komponensek metsz6 F-beli halmazok
unidjabol allnak, tovabba nyilvan diszjunkt halmazokbol All.

Igy F* C F, amib6l F* = F. A bizonyitasbol azt is latjuk, hogy a legsztikebb
F'-t tartalmazo halmazgytirii egyértelmdi.

Az allitds masodik felét abbol kapjuk, hogy akkor és csak akkor van uv-halmaz
F-ben, ha F'-ben van ilyen, mivel 7/ C F, tovabba az F-beli halmazok elGallnak
F'-beliek uniojaként, igy azon u, v parokra, melyekre egy I’ € F uv-halmaz, az F-et

alkot6 uni6 u-t tartalmazo tagja F'-beli uv-halmaz. OJ

2.1.3. Allitas. Ha F" keresztezd rendszer a V' alaphalmazon, és 0,V € F', akkor az
az F' halmazrendszer, melyre F' := {1 A : A C F"} az F'-t tartalmazo legszikebb
metszd rendszer, tovdibbd G(F") = G(F').

Bizonyitas: Jelolje F* az F’-t tartalmazo egyik legsziikebb metsz6 rendszert.
Ekkor F' C F*, mivel F" C F*, és F* metsz6, igy metsz6 halmazok metszetét
tartalmazza, és tartalmazza diszjunktakét is, mivel () € F”. Méasrészt F' metsz6
rendszer, mivel ha Ay, Ay € F' atmetsz6 halmazok, tovabba (i = 1,2-re) A; = () A,
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akkor A; N Ay = (A1 U Ay), ami nyilvanvalo, és A; U Ay = ((A1(U)Ag). Ttt
Ai(U)Ay == {AjUA] - Aj € Ay, A7 € Ay} C F7, mivel amennyiben valamely
Aj és A diszjunkt lenne, akkor A; és A, is az lenne, kiilonben pedig Aj U A7 €
€ F”, mivel ha az egyik tartalmazza a masikat, akkor ez nyilvanvalo, ha az unié V,
akkor kovetkezik V' € F”-bél, ha pedig kereszteznek, akkor kovetkezik F” keresztezs
rendszer voltabol.

Igy F* C F', amibél F* = F'. A bizonyitashol azt is latjuk, hogy a legsztikebb
F'-t tartalmazo metszG6 halmazrendszer egyértelm.

Az allitds masodik felét abbol kapjuk, hogy akkor és csak akkor van uv-halmaz
F'-ben, ha F”-ben van ilyen, mivel "’ C F’, tovabba az F’-beli halmazok elGallnak
F'-beliek metszeteként, igy azon u,v parokra, melyekre egy F' € F uv-halmaz, az

F-et alkoto metszet v-t nem tartalmazo tagja F'-beli uv-halmaz. O

Nem ko-diszjunkt halmazok metszete F”-ben van, amennyiben F” keresztezs,

igy a fenti allitisnak igaz az alabbi erdsitése.

2.1.4. Allitas. Ha F" keresztezd rendszer o'V alaphalmazon, és 0,V € F', akkor
az az F' halmazrendszer, melyre F' = {(VA: A C F" ko-diszjunkt halmazokbdl dll}
az F"-t tartalmazd legszitkebb metszd rendszer, tovdbbd G(F") = G(F').

2.2. Laminaris és keresztezés-mentes halmazrendsze-

rek fa-reprezentacidi

Ebben a szakaszban attekintjiik a laminéris és keresztezés-mentes halmazrend-
szerek reprezentalasarol szolo tételeket. Belatjuk, hogy laminaris halmazrendszer
reprezentalhaté fenyGvel, keresztezés-mentes halmazrendszer pedig reprezentalhato

irdnyitott faval.

2.2.1. Lemma. Legyen F C 2V lamindris halmazrendszer, melyben eqy halmaz
tobbszor is szerepelhet. Ekkor F reprezentdlhato egy olyan F = (U, A) fenydvel,
hogy csicsaiba V' leképezhetd, oly maodon, hogy az éleihez tartozo alapvdgdsok dltal

adott halmazok dsképei, a multiplicitdisokat figyelembe véve, pont F-et adjdk.

Bizonyitas: A tételt elég arra az esetre bizonyitanunk amikor F-nek nincsenek

tObbszoros elemei, mivel a feny6 F' € F-et reprezentald élét tovabbi k csiccsal
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felosztva F + k - F' reprezentaciojat kapjuk.

A fenydnek | F|+ 1 csticsa lesz, ezeket egy kivételével megfeleltethetjiik F eleme-
inek: F' € F-hez tartozzon az up csics, a plusz cstucs pedig legyen ug. Egy v € V-t
ahhoz az up csticshoz rendeliink, melyre F' a minimalis v-t tartalmaz6 F-beli hal-
maz, illetve ha v-t nem tartalmazza F egy halmaza sem, akkor v-t ug-hoz rendeljiik.
A feny6 éleit ugy kapjuk, hogy wug-ba nem fut él, up-be pedig egy él fut: abbdl az
ue-bdl, ahol G a minimalis olyan halmaz F-ben, melyre ' C G, illetve ha nincs ilyen

akkor az élet ug-bol vezetjiik up-be (lasd 2.1. Abra). Lathato, hogy a kapott graf-

2.1. abra. Laminaris rendszer reprezentalasa fenyGvel

ban minden cstics befoka 1, és mivel mindenkibe egy t&le b6vebb halmazbol fut él,
ezért az éleken visszafele haladva valamikor ug-ba jutunk tetszéleges ug-bél indulva,
azaz ug-bol minden mas csics elérhetd, azaz tényleg feny6t kaptunk. A definiciobol

latszik, hogy az up-be beléps élhez tartozo alapvagas Gsképe F. O

Azt is lathatjuk, hogy minden cstics annyiadik szintjére képzédik a feny6nek,
ahény F-beli halmaz 6t tartalmazza, ha az up-at tekintjiik a nulladik szintnek.

Ha egy keresztezés-mentes F halmazrendszert gy megvaltoztatunk, hogy egy
tetszéleges v € V elemet tartalmaz6 halmazokat komplementeriikre cseréliink, ak-
kor laminéris rendszert kapunk, mivel ennek az F’' halmazrendszernek ha lenne két
metsz§ tagja, akkor ezek kereszteznének is. Mivel keresztezd halmazok koziil ha az
egyiknek (vagy akar mindkett6nek) a komplementerét vessziik akkor a kapott hal-

mazok tovabbra is kereszteznek, ezért a fentiek ellent mondananak annak, hogy F

<0,
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csr2

2.2.2. Tétel. Legyen F C 2V keresztezés-mentes halmazrendszer, melyben eqy hal-
maz tobbszor is szerepelhet. Ekkor F reprezentdlhato egy olyan F = (U, A) irdnyitott
fdval, hogy csicsaiba V' leképezhetd, oly mddon, hogy az éleihez tartozo alapvdgdsok

daltal adott halmazok dsképei, a multiplicitdsokat figyelembe véve, pont F-et adjik.l]

A fat agy is lerajzolhatjuk, hogy egy szintre rakjuk azokat a csicsokat, melyek
ugyanannyi alapvagasban vannak benne. Ebben a lerajzolasban minden él pont egy
szintet lép fel, mivel azt a csicsot, ahova az él mutat, eggyel tobb alapvagas tartal-
mazza, mégpedig az él alapvagésa.

A fenti tételt sok helyen alkalmazhatjuk. Segitségével példaul bizonyithato a
Lucchesi-Younger-tétel [16], a 2.4.1. Tétel, és az alabbi lemma is, mely a 3.2.1. Tétel

bizonyitasanal lesz hasznos.

2.2.3. Lemma. K keresztezés-mentes kompozicicja V-nek. Ekkor IC felbonthato V

particioira és ko-particioira.

Bizonyitas: Azt elég belatnunk, hogy K elemei koziil kivalaszthato egy particio
vagy egy ko-particio, mivel ennek torlése utan ismét kompoziciét kapunk.

Vegyiik K fa-reprezentaciojanak szintezett lerajzolasat. Mivel K kompozicio, igy,
mivel adott szinten 1év6 fa csticsok Gsképeit ugyanannyi F-beli halmaz tartalmazza,
vagy a legalsé vagy a legfelss szint cstucsainak Gsképe mind (). Ha a legalsé szinten
1évé cstcs Gsképe iires, akkor a bel6le indul6 élekhez tartozd F-beli halmazok V
particivjat adjak, ha pedig a legfelsé szinten 16v6 cstucs Gsképe iires, akkor a belé
futo élekhez tartozd F-beli halmazok V' ko-particiojat adjak. O

2.3. Kikeresztezés

Adott V' alaphalmazon értelmezett F halmazrendszerbdl keresztezés-mentes (il-
letve laminaris) rendszert kaphatunk tgy, hogy a rendszer néhany fontos tulajdon-
sdga megmaradjon, ha a keresztez (illetve atmetszd) parokat rendre lecseréljiik a
metszetiikre és az uniojukra. Az eljaras véges, mivel a rendszerben szereplé halma-

zok szama nem valtozik, és a halmazok méretének négyzetdsszege szigoriian monoton
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né. Az alabbi llitas mutatja, hogy O(|F|?) kikeresztezési 1épés utan az eljaras véget
ér. Egy kikeresztezési lépés atlagosan O(]F]||V]) id6ben hajthato végre tgy, hogy
mindig egy F' € F halamazhoz keresiink ezt keresztezd halmazt, és ha nem taldlunk
ilyet, akkor az alabbi allitas miatt ezt kés6bb nem kell vizsgalnunk. Mivel két halmaz
keresztezs voltanak ellendrzése O(|V]) idejd, igy O(|F|) ellendrzés O(|F||V|) id6ben
végrehajthato, igy az algoritmus dsszideje O(|F[*|V]).

2.3.1. Allitas. Ha A és B két nem keresztezd (illetve nem dtmetsz6) halmaz a V

alaphalmazon, akkor teljesiilnek az alabbiak.

1. Tetszdleges C-re AUC és ANC koziil legfeljebb egy keresztezheti (illetve metsz-
heti dt) B-t.

2. Ha A és C kereszteznek (illetve dtmetszdk), és C' nem keresztezi B-t, akkor
AUC és ANC egyike sem keresztezheti (illetve metszheti dt) B-t.

Bizonyitas:
1. Ha A és B diszjunkt, akkor A N C' mindenképpen diszjunkt B-t6l, igy nem
keresztezi (illetve nem metszi at).
Ha A C B, akkor ANC C B, igy nem keresztezi (illetve nem metszi at).
Ha B C A, akkor B C AU C, igy nem keresztezi (illetve nem metszi at).

Ezzel a nem atmetsz6 eset bizonyitasa véget ért, a nem keresztezs esetben még

az alabbi eset van:
Ha AUB =V, akkor (AUC)U B =V, igy nem keresztezi B-t.
2. Az el6z6 pontban leirtakat A és C felcserélésével is elmondhatjuk, és ebbdl
kapjuk, hogy AU C és AN C sem keresztezi (illetve metszi at) B-t, ha
(a) A és B diszjunkt és B C C,
(b) A és B diszjunkt és C'U B = V' a nem keresztez$ esetben,

(¢c) AC Bés B C C, (bar ekkor A C C, igy nem kereszteznek (illetve nem

metszenek &t)),

(d) AC Bés CUB =1V anem keresztez6 esetben,
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(e) C és B diszjunkt és B C A,
(f) C és B diszjunkt és AU B =V a keresztezd esetben,

(g) C C Bés B C A, (bar ekkor C' C A, igy nem kereszteznek (illetve nem

metszenek &t)),

(h) C C Bés AUB =V anem keresztez6 esetben.

A maradék nyolc eset koziil négy nem allhat fenn, mégpedig ha A és B disz-
junkt és C' C B, illetve ha C és B diszjunkt és A C B, mivel ekkor A és C'is
diszjunkt, illetve a nem keresztez6 esetben, ha B C A és C'U B =V, illetve
ha BC C é AUB =V, mivel ekkor AUC =V.

A maradék négy eset mar konnyen elintézhetd:

Ha A és C' is diszjunkt B-t6l, akkor ez teljesiil AU B-re és AN B-re is.
Ha A,C C B, ANC és AUC is részhalmaza B-nek.

Ha BC A,C, akkor BC AUC és B C ANC is teljesiil.

Ezzel a nem atmetsz6 eset bizonyitasa véget ért, a nem keresztezs esetben még

az alabbi eset van:

Ha AUB = CUB =V, akkor (AUC)UB =V, és (ANC)UB =V is teljesiil.
Ezzel az allitas bizonyitasat befejeztiik. O

A kapott F’ rendszer minden pontot annyiszor fed, ahényszor az eredeti, igy
példaul kompoziciobol kompoziciot kapunk. Hasznos még megfigyelni, hogy ha F egy
keresztezG (illetve metszd) rendszer egy részrendszere, F' is az, tovabbé, hogy ha a
szub- illetve a szupermodularitisi egyenltlenségeket minden kikeresztezési lépésnél

felirjuk az alabbi allitast kapjuk.

2.3.2. Allitas. Ha b keresztezon (illetve metszdn) szubmoduldris figguény, akkor a
kikeresztezési eljardssal kapott F' keresztezés-mentes (illetve lamindris) halmazrend-
szerre b(F) > b(F'). Ha p keresztezén (illetve metszdn) szupermoduldris figgvény,
akkor a kikeresztezési eljdrdssal kapott F' keresztezés-mentes (illetve lamindris) hal-

mazrendszerre p(F) < p(F').

Mint fent lattuk a kikeresztezési eljaras O(|F|3|V|) id6ben fut le, igy akkor hasz-
nalhato jol, ha |F| kicsi. Bernath alabbi tétele alapjan konnyen kivalaszthato egy
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V' alaphalmazon értelmezett Fy keresztez6 rendszernek egy olyan O(|V]) méretd
F részrendszere, mely minden olyan < vq,v, > rendezett parra, ahol vi,vy € V,

tartalmaz vq-et tartalmazo, de vo-t elkeriil6 halmazt, mely parra F, tartalmasz ilyet.

2.3.3. Tétel (Bernath, [1]). Legyen F keresztezd (vagy specidlisan metszd) hal-

mazrendszer a V' alaphalmazon. Legyen minden v € V-re az 6t elkeruld maximdlis

U Pl <2Iv] -2

veV

F-beli nemiires halmazok rendszere P,. Ekkor

Bizonyitas(*): A tételt |V| szerinti indukcioval bizonyitjuk. |V| = 1-re nyilvan
nincs ilyen nemiires halmaz. Jelolje az F nyomat A CV-n FNA:={FNA:F ¢
SV

Tegyiik fel, hogy a tétel teljesiil minden olyan V’ alaphalmazon eértelme-
zett keresztezés-mentes halmazrendszerre, ahol |V'| < n, és legyen F tetszéleges
keresztezés-mentes halmazrendszer egy n elemti V' alaphalmazon, melyrél feltehet-

jiik, hogy eleme az 6sszes egy elemi halmaz, mivel ezeket hozzavéve a keresztezés-

mentesség nem romolhat el, és | |J P,| nem csokken.
veV
Legyen vy € V-re P,, = {V1, V4, ..., Vi.}, mely rendszer tagjai diszjunktak, mivel

mind elkeriilik vg-at, igy ha lenne koztiik kettd metszd, akkor helyettiik vehetnénk
az uniojukat, amely az egyikiiknél b&vebb lenne, ami ellentmond a maximalitasnak.
Mivel feltettiik, hogy az egy elemt halmazok F-ben vannak, azaz minden v € V-re
v #£ vy esetén van v-t tartalmazo, vg-at elkeriilé halmaz, igy van maximalis is, azaz
ij V.=V — .

" Alkalmazzunk indukciot Vi-n 7 = F A Vi-re. Legyen tehat minden v € Vi-re

az 6t elkeriils maximélis F;-beli nemiires halmazok rendszere P!. Ekkor indukcio

U P <2Vi| -2
veV;
V; maximalitidsa miatt A € F;-re a maximalis olyan F' € F halmaz, melyre V; N

szerint

N F = A vagy része Vi-nek, vagy tartalmazza vo-t. Igy tetszéleges v € Vi-re Pi-nek
legfeljebb egy olyan A eleme lehet melyre a maximaélis olyan F' € F halmaz, amelyre
VN F = A, tartalmazza vo-t, mivel kiilonben, ha A; és A, is ilyen halmaz lenne,
akkor v € A; U Ay € F;, ami ellentmond A; és A, maximalitdsanak. Ha van ilyen
A € P!, akkor a hozza tartoz6 maximéalis F' a maximalitds miatt a tobbi A; € P, -at
vagy tartalmazza, vagy elkeriili. Igy P, = P! — {A}U{F} U (U{4; € Py, : 4, ¢
€ F}), mivel az F' altal elkeriilt Aj;-ket nem tartalmazhatja bévebb v-t elkeriils
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halmaz, mivel a vp-at A; maximalis vp-at nem tartalmazé volta miatt tartalmazna,
és igy keresztezné F-et, ami ellentmondas. Hasonléan bizonyithatd, hogy ha minden
A € Fi-re a maximalis olyan F' € F halmaz, melyre V; N F = A vagy része V;-
nek, akkor P, = P, U{F;} U (U{4; € Py, : 4; € F;}), ahol F; a maximalis vo-at
tartalmazo, de A;-t elkeriil6 halmaz. A fentiekbdl kapjuk, hogy

U Pv - on

vEA;

<[ Piu{F}| <214 -1,

VEA;

amibél

k
< |Pul +

=1

U7

veV

U Pv - on

’UeAi

<k+ @2V —wl|—k)=2|V|-2,

mint allitottuk. O

2.3.4. Megjegyzés. 1. A bizonyitisban igazabdl csak azt haszndltuk ki, hogy F
keresztezd elemeinek unidja is F-ben van, igy a tétel ezzel a gyengitett feltétellel is
all, mint azt Berndth eredeti tétele is dllitotta.

2. A tétel fenti bizonyitdsa lényegesen kiilonbozd Berndth eredeti bizonyitdsdtol, mely-
ben & azt ldtta be, hogy egy minimdlis nemtrividlis (azaz legalabb két elemd) halmazt
keresztezd halmazok szama nem nagyobb, mint a halmaz elemszdmdnak a kétszerese

minusz kettd, igy eqy ilyen halmazt dsszehizva indukcidval adodik a tétel.

2.4. S-T-elvalasztdé halmazrendszerek

Ebben a szakaszban az alabbi tételre adunk bizonyitast.

2.4.1. Tétel. Keresztezd S-T-elvdlaszto F halmazrendszerbdl kivdlaszthato egy S-

T-fa-kompozicio.

Bizonyitas(*): Azt fogjuk bizonyitani, hogy a keresztezés-mentes ,minimalis” S-
T-elvalasztd halmazrendszerek pontosan az S-T-fa-kompoziciok.
Elgszor megmutatjuk, hogy egy S-T-elvilaszté keresztezG rendszerbdl hogy va-

laszthato ki egy S-T-elvalasztod keresztezés-mentes.
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2.4.2. Lemma (*). Legyen F S-T-elvilaszté keresztezd halmazrendszer. Jeldlje
s € S-re Fs C F az egyértelmd minimdlis Mz, € F St-halmazok (t végigfut T-n)
hipergrafjanak osszefiiggd komponenseinek rendszerét. Ekkor a
G = U Fs
seS

halmazrendszer keresztezésmentes S-T -elvdlaszitd.

Bizonyitas: ¢ definiciojabol rogton latszik, hogy G S-T-elvilaszto, mert az Fi-
beli ¢-t tartalmazé halmaz, mely F; definicioja szerint létezik minden t € T-re,
st-halmaz.

Mivel minden s € S-re F, elemei diszjunktak, a keresztezés-mentességet elég
S1,82 € S, s1 # so mellett Fy € F,, és Fy € F,, halmazokra bizonyitani. Tegyiik fel
indirekten, hogy F és F, kereszteznek.

1. eset: Ha sy ¢ Fy. Ekkor t € Fy NT-re Ms,; egyben minimalis Syt-halmaz is a

kovetkez6 allitas miatt:

2.4.3. Allitas. Ho F € F,, éss' € S—F, akkort € FN\T-re M, eqyben minimdlis

s't-halmaz 1s.

Bizonyitas: Mivel My C F 2 s’ igy ez egyben §'t-halmaz is, igy My, része ennek,
viszont ha kisebb lenne, akkor az egy kisebb st-halmaz lenne, ami ellentmondana a

minimalitasnak. O

E miatt ha Fj-nek és Fy-nek van kozos eleme, akkor F; C F,, mert a fentiek
alapjan Fj elemei ugyanabban a komponensben vannak az {Mz,, halmazok hiper-
grafjaAban, mint F; N F, elemei.

2. eset: Ha sy € [y, akkor van olyan ¢t € F}y N1, melyre sy € Ms,;. Ekkor Ms,,
és Ms,, metszete egy kisebb sjt-halmaz lenne ellentmondasban a minimalitassal.
Ugyanis ha sy € Ms,;, akkor s; & Mz, U Mg, tovabba t a metszetben van, és so
M5, -ben benne van, mig Mz,,-ben nincs, igy Mz, és Mz, vagy kereszteznek, és akkor
a metszet tényleg F-ben van, vagy Mz, C Ms,¢, igy a metszet Mz,,, ami definicio
szerint F-ben van. Ha pedig s; € Ms,;, akkor Ms,, C Fy, igy Ms,, C F; miatt és
mivel Fy és Fy keresztezOk, igy van olyan elem, amelyik nem eleme M5, U Msz,-nek,

igy az el6z6 gondolatmenet itt is elmondhato. 0

Az alabbi allitas rogton kovetkezik az S-T-fa-kompozicié definiciojabol:
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2.4.4. Allitas. Ha F S-T-fa-kompozicio, akkor keresztezésmentes minimdlis S-T -

elvalaszto halmazrendszer.

Most belatjuk, hogy az allitds megforditottja is igaz. Flészor nézziik azt a speci-

alis esetet, amikor F laminaris:

2.4.5. Allitas (*). Ha F keresztezésmentes minimdlis S-T-elvdlaszté halmazrend-

szer, akkor S-T-fa-kompozicio, sit az 6t reprezentdlo fa csillag, melynek kozepe S.

Bizonyitas: Ha F' € F-re FNS # (), akkor s € F'NS-re és minden t € F'NT-re, F
S-T-elvalaszto6 volta miatt, van F-ben egy st-halmaz, mely a laminaritas miatt része
F-nek, igy viszont s’ € S — F-re is ez §'t-halmaz, igy viszont F' kidobhaté F-bdl, ami
ellentmond a minimalitasnak. Igy F T-nek egy particioja, mivel T minden elemére
van 6t tartalmazo F-beli, F S-T-elvalaszté volta miatt, tovabba ha F' C F C S,
akkor F” kidobhato lenne F-bél. Igy F tényleg reprezentalhato a fent leirt csillaggal,

mint kivantuk. O

2.4.6. Lemma (*). Ha F keresztezésmentes minimdlis S-T'-elvdlasztd halmazrend-

szer, akkor S-T-fa-kompozicio.

Bizonyitas: Megadjuk a halmazrendszerhez tartoz6 fat. A fa csicsai az atomok,
azaz azon maximalis diszjunkt halmazok, melyekb6l F minden eleme felépithets. Ha
van maradék, amit semelyik F-beli nem tartalmaz, akkor F laminaris, igy a 2.4.5.
Allitas miatt készen vagyunk. Mivel F S-T-elvalaszto, igy egy atom sem metszheti
egyszerre S-et és T-t is, mivel ha lenne a metszetben egy s illetve egy t elem is, akkor
az st-halmazt nem lehetne atomokbdl felépiteni. Az élek definidlasdhoz sziikségiink

lesz az alabbi allitasra:

2.4.7. Allitas. F € F-re eqyértelmien létezik olyan A C T atom, hogy minden
F-beli " C F-re AZ F'.

Bizonyitas: Van ilyen atom a minimalitas miatt, ugyanis kiilonben F-et elhagy-
hatnank F-bdl, igy csak az egyértelmiiséget kell bizonyitani.

1. eset: Ha FFNS = (0, akkor F' atom, mivel F/ C F-re F' ¢ F, mert ekkor F’
elhagyhato lenne F-bél, és F' € F, FFNF #0, 'NV —F # 0, F € F’ esetén
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S C F', mivel F keresztezésmentes, viszont igy F” felesleges lenne, mivel semely
s € S, t € T-re sem St-halmaz.

2. eset: Ha FFN S # 0, akkor indirekten bizonyitunk, azaz tegyiik fel, hogy van
egy A; és egy A, atom is az allitasbeli tulajdonsaggal. Ekkor F S-T-elvalaszté volta
miatt, minden s € F'N S-re van s-et A;-t6l illetve As-t6l elvalasztd F-beli halmaz,
azaz olyan, amely s-et nem tartalmazza és amelynek A; részhalmaza, illetve olyan
amely s-et nem tartalmazza és amelynek A részhalmaza. Van tovabba egy Aj-et
Ag-t6l elvalasztd F € Fi halmaz, melyrdl feltehetjiik, hogy A, részhalmaza, és A;-et
nem metszi, mivel ha nem lenne ilyen, akkor A;-et és As-t lecserélhetnénk A; U Asy-
re az atomok rendszerében. Mivel ezek egyike sem részhalmaza F'-nek, igy mivel
F keresztezésmentes, mind tartalmazzak (S UT) — F-et. Minden s € (SN F) —
— Fy = S — Fi-re az Aj-et tartalmazé s-et elkeriil F, halmaz tartalmazza Fj-et a
keresztezés-mentesség miatt, mivel (SUT) — F C Fy N Fy és s € F illetve s & F.

Igy viszont I} elhagyhato lenne, ami ellentmond F minimalitasanak. 0J

Az allitast F halmazonként vett komplementerére alkalmazva kapjuk:

2.4.8. Allitas. I € F-re egyértelmiien létezik olyan B C S atom, hogy minden
F' € F-re, melyre F C F' B C F'.

Az F-hez tartozé irdnyitott er él a fent definialt két halmaz kozt fut: a B hal-

mazbol az A halmazba.

2.4.9. Allitas. Ha igy definidljuk az éleket, akkor a kapott irdnyitott grdfban az F

halmazba csak az ep = B—1>4 él lép be, és nem lép ki beldle él.

Bizonyitas: F-be azért nem 1ép masik él, mert ha feltessziik, hogy egy ep is belép
F-be, akkor mivel eps téve S — F-ben van, és F' és F’ metszik egymaést, viszont nem
keresztezdk, igy vagy F' C F' vagy F' C F. Ha F C F’, akkor ep hegye nem lehet
F altal tartalmazott atom igy ep nem lép be F-be, ha pedig F' C F, akkor ep tove
nem lehet F-t6] diszjunkt atom, igy e ekkor sem léphet F-be, ami ellentmondas.

Annak bizonyitasahoz, hogy F-bél nem léphet ki él, tegyiik fel indirekten, hogy
az epr = B’—A7 él kilép F-bol. Elgszor azt latjuk be, B C F’. Ehhez megmutatjuk,
hogy B € F’ esetén B' ¢ F, azaz ep nem lép ki F-bsl, ami ellentmodas. B’

definicidja szerint minden F’-t tartalmaz6 F-beli F” halmaz tartalmazza B’-t, igy
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metszi F-et. Ha B nem lenne részhalmaza F’-nek, akkor valaszthatjuk ugy F”-t,
hogy ne tartalmazza B-t, mivel B # B’ igy ekkor F U F" # SUT. A" C F" —
— F, mivel e kiléep F-bdl, igy F” € F. F keresztezés-mentessége miatt igy mar
csak az az eset maradt, hogy F' C F”, ami viszont azt jelentené, hogy F” egy
olyan F'-et tartalmaz6é F-beli halmaz, mely nem tartalmazza B-t, ami ellentmond
B definicijanak. Lattuk tehéat, hogy B C F'. Ekkor viszont F S-T-elvalaszt6 volta
miatt van A'-t tetszéleges s € B-tdl elvalaszté G € F halmaz, mely A’ definicioja
miatt nem része F’'-nek, viszont mivel F keresztezésmentes, igy nem is keresztezheti
F'-t, tehat (SUT) — F' C G. G F-et sem keresztezi, igy, mivel B C GNF, és s-et
egyik sem tartalmazza, F' C G. Ekkor viszont G egy olyan F-et tartalmazé F-beli

halmaz, mely nem tartalmazza B-t, ami ellentmond B definiciéjanak. 0

A fenti 4llitas miatt a kapott iranyitott graf irdnyitatlan értelemben kérmentes,
tehat iranyitott erds. Azt hogy Osszefiiggé tigy mutatjuk meg, hogy éleinek szama
a csucsszamanal eggyel kevesebb, azaz maximalis kdrmentes, tehat fa. Mivel az élek

és F elemei kozott bijekei6 van, igy az élek szama pont |F|.

2.4.10. Allitas. F keresstezésmentes halmazrendszer atomjainak szdma legfeljebb

eggyel t6bb F elemszamandl.

Bizonyitas: Indukcioval |F|-re: az allitds |F| = l-re nyilvanvalo. Legyen F' =
= FU{F}. Azt latjuk be, hogy F' atomjainak a szama legfeljebb eggyel t6bb F
atomjainak a szamanal, amibdl indukci6é miatt kovetkezik az allitas. F'-nek ugy lehet
legalabb 2-vel tobb atomja F-nél ha F' metszi, de nem tartalmazza két atomjat F-
nek, mégpedig Aj-et és As-t. Ekkor viszont F-nek kell, hogy legyen olyan F” eleme,
mely ezek koziil pont az egyiket, példaul A;-et tartalmazza, viszont igy F' keresztezi
F'-t, mivel F'-nek van F-ben s6t A;-ben eleme, van F-en kiviili mégpedig As-beli
tagja, az unidjukon kiviil van elem példaul As-ben, és F’-nek is van olyan eleme

Aj-ben, melyet nem tartalmaz F'. O
Ezzel a Lemma bizonyitasat befejeztiik. O

A 2.4.2. Lemmabol és a 2.4.6. Lemmabol egy algoritmikus bizonyitast kapunk
az alabbi tételre.
A 2.4.1. Tétel bizonyitasa: A 2.4.2. Lemméaban kapott G halmazrendszert mini-

malizalva a 2.4.6. Lemma szerint S-T-fa-kompozicioét kapunk. 0
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Amennyiben rendelkezésre all egy adott s € S, ¢t € T-re a minimalis st-halmazt
meghatarozé ordkulum, akkor a 2.4.2. Lemma algoritmust is ad G elGallitasara. Fz
O(]S||T])-szer hivja meg a minimadlis St-halmazt meghatarozo orakulumot, illetve
keresG algoritmust futtat a kivant hipergrafokon, melyek futasi ideje adott 'H =
= (V, &) hipergrafon O( Y. |E| + |V|), ami becsiilhets O(]S|?|T)?)-tel. G minimali-
zalasét mohon elvégezhefjeijgk, ha van egy tablazatunk, melyben taroljuk, hogy adott
s € S, t € T-re hany st-halmaz van G-ben. Egy halmazt akkor dobhatunk ki G-bél,
ha minden altala elvilasztott s € S, t € T-re ez a szdm nagyobb, mint egy. Ekkor
az ilyen s € S, t € T-kre csokkentsiik a szdmot eggyel és dobjuk ki a halmazt. Ez

szintén O(|S]?|T)?) idejii.

2.4.11. Megjegyzés. A 2.4.1. Tétel bizonyithato a 2.2.2. Tétel segitségével is
gy, hogy eqy keresztezés-mentes S-T-elvdlaszto halmazrendszernek elkészijik o fa-
reprezentdciojdt, és ennek segitségével csokkentjik a rendszer elemszamadt, amig a

rendszer S-T-fa-kompozicio nem lesz.

2.4.12. Megjegyzés. Az 1.2.8. tétel mutatja, hogy a teljes reszelt kiszdmitdsdhoz
hasznos lehet, az itt leirt fa-kompozicio-algoritmus. Ezzel a tovdbbiakban nem foglal-

kozunk, helyette mds algoritmust adunk a teljes reszelt kiszamitdsdra.



3. fejezet

Altalanos tételek és algoritmusok

Ebben a fejezetben a poliéderes kombinatorika témakoréhez tartozé messzeme-
néen altalanos tételeket és algoritmusokat tekintiink at. Az itteni eredményeket a 4.

fejezetben iranyitési tételekhez és algoritmusokhoz fogjuk felhasznalni.

3.1. Metsz6 szubmodularis fliggvények reszelése

Ebben a szakaszban bemutatjuk a [9] cikkben leirt reszelg algoritmust, mely
kiszamitja egy S-en értelmezett metsz§ szubmodularis fliggvény reszeltjét egy S’ C
C S halmazon, és megad egy (1.4) jobb oldalat minimaliz&lo particiot.

A reszelt definiciojabol lathato, hogy F(bY) = {UA : A C F(b) diszjunkt
halmazokbél all6 halmazrendszer}, ami a 2.1.2. Allitas szerint a F(b)-t tartalmazo
legsziikebb halmazgytird. Lattuk, hogy erre G(F (b)) = G(F(bY)).

A Reszelési tételbdl lathato, hogy p = —oo-re p és b paramodularis part alkot,
igy Q(p,bY) = S(bY) = S(b) g-polimatroid, és igy az 1.2.5. Tétel szerint b¥(A) =
= max{z(A) : z € S(b)}. Tehat olyan algoritmusra van sziikségiink, mely z € S(b)-re
maximalizalja a z(A)-t.

Ezt az alabbi moho algoritmus megoldja, amennyiben rendelkezésre all egy olyan
.minimalizalo” ordkulum, mely tetszéleges a € R® vektorra, és X C S halmazra ki-
szamolja min{b(Z) — a(Z) : Z C X} értéket, tovabba megad egy Z halmazt, ahol
a minimum felvétetik. Tegyiik fel tovabba, hogy rendelkezésiinkre &ll a G(F (b)) =
= G(F (b)) graf, melyet a ,minimalizald” ordkulummal konnyen elGallithatunk, mi-

vel azt kell eldonteni minden s,t € S-re, hogy van-e St-halmaz, ami megtehets a
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min{b'(7) : Z C S — t} érték kiszamitasaval olyan a vektoron, mely értéke s-en

nagyobb, mint b maximalis értéke, mindeniitt mashol pedig 0.

3.1.1. Algoritmus (Reszel6 algoritmus). BEMENET: b : 2% — RU{co} metszd
szubmoduldris fligguény, A C S halmaz.

KIMENET: bY(A) értéke, és eqy P particidja A-nak, mely (1.4) jobb oldaldt mini-
malizadlja.

Eldkésziilet :

A 2.1.1. Allitds alapjdan, mivel F(bY) halmazgytird, ellendrizhetjiik, hogy bY (A) véges-
e, és amennyiben az, azaz lép ki él G(F (b)) = G(F(b¥))-ben A-bdl, akkor kénnyen
elkészithetjik A elemeinek egy olyan A = {ui,us,...,ua} sorbarendezését, hogy
b({uy, ug, ..., u;}) < oo minden i = 1,2,...,|Al-ra, mégpedig gy, hogy ha az uv él
lépett ki A-bol, akkor legyen uy = u, és A tébbi elemét rendezzik sorba tetszdlege-
sen.

Moho algoritmus:

FussoN ¢ 1-tél |A|-ig
2(w;) == min{b(B) — z2(B — u;) : B C {uy,ug,....,u;},u; € B}, értéket a
sminimalizdlo” ordkulummal kiszamoljuk, és tdroljuk azt a B; halmazt, ahol a
minimum felvétetik.

Adjuk ki z(A)-t, és azt a P particidjit A-nak, melyet az (A,{B; : 1 = 1,2,...,|A|})

hipergrdaf dsszefiiggd komponensei adnak.

3.1.2. Allitas. A Reszeld algoritmus jo.

Bizonyitas: z értékét A-n kiviil definialjuk —oo-nek, (vagy ha véges értéket akarunk
akkor nagyon kicsinek), és igy z € S(b), mivel B C A-ra z(B) < b(B), mivel i* :=
= max{i : u; € B}-re z(u;») < b(B) — 2(B —u;), és B € A-ra z(B) = —oo (illetve
elég kicsi).

Belatjuk, hogy z P minden elemén pontos, azaz B € P-re z(B) = b(B). Ebbdl
kovetkezik az, hogy z(A) maximaélis, mivel P particioja A-nak, és igy ha z/(A) >
> 2(A), akkor van olyan B € P, melyre 2'(B) > z(B) = b(B), amibdl 2’ & S(b).
Kovetkezik tovabba az is, hogy z(A) = b(P).

Legyen tehat B € P. B, mivel hipergraf komponens elgall mint néhany B; halmaz

unioja, ahol az unié vehet6 halmazonként tigy, hogy mindig egy az addigiak uni6jat
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metsz6 B;-t unidzzuk a tobbihez. b(B;) = z(B;) z(u;) definiciéja miatt. Mivel b
metsz$ szubmodularis, igy B’ és B” pontos halmazokra z(B') + z(B") = b(B') +
+b(B") > b(B'UB")+bB NB") > 2(B'UB")+ 2(B' NB") = z2(B) + z(B"),
amibsl B’ N B” és B’ U B" is pontosak. Igy tehat B is pontos lesz, mivel mint fent
belattuk elgall igy, hogy mindig két metsz6 pontos halmazt uniézunk 6ssze, aminek

az eredménye pontos halmaz. O

A reszel6 algoritmus futasideje igy polinomiélis. Amennyiben G(F (b)) mér ren-
delkezésre &ll az elgkésziilet O(|A|) id6ben végrehajthato, a moho részben pedig a

,minimalizalo” ordkulum |A|-szor fut, majd keresd algoritmus fut egy |A|-n adott
|A]

hipergrafon, melynek ideje O (Z |Bz|> = O(|A]?).

~

)

A Reszel§ algoritmus alkalmas metszd szubmoduléris (és hasonléan metsz6 szu-
permodularis) fiiggvény altal adott bazis-poliéder egy (amennyiben a fiiggvény egész-
értéki racs)pontjanak kiszamitasara, ha azt A = S-re futtatjuk, és a kapott z vek-
torra z(S) = b(S). Amennyiben z(S) # b(.S), akkor, mivel z(.S) < b(S), 2(S) < b(S5),
és az algoritmus kiad egy olyan {S;, Ss, ..., S,} particiot, melyre zq: b(S;) = z(9) <

i=1
< b(S), ami miatt B(b) iires. Ezzel bizonyitast kaptunk az alabbi tételre.

3.1.3. Tétel. Legyenb: 2% — RU{oco} metszd szubmoduldris fiigguény. Ekkor B(b)

akkor és csak akkor memiires, ha S minden P particidjira teljesil a
b(P) > b(S) (3.1)

eqyenldtlenség.

3.2. Fujishige tétele algoritmikusan

Ebben a szakaszban két algoritmust adunk Fujishige alabbi tételére.

3.2.1. Tétel (Fujishige [10]). Legyen b keresztezdn szubmoduldris figguény S-en,
melyre b(S) = 0. Ekkor a b dltal meghatdrozott B(b) bdzis-poliéder akkor és csak

akkor nemiires, ha S minden {51, Sy, ..., Sy} particidjdra

Xq:b(si) >0 (3.2)
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€s

q
> b8 —5) =0, (33)
i=1

azaz rovidebben S minden P particidjdra vagy ko-particicjara b(P) > 0 Ha b egész-

értékd, akkor B(b) tartalmaz rdcspontot.

Bizonyitas: A feltételek sziikségessége kivetkezik abbol, hogy z € B(b) tetszdleges
q

pontra 0 = z(S) = i 2(S;) < Zib(Si), illetve 0 = (¢ — 1)2(S) = > 2(5 = 5;) <

=1 i=1

<3208 - ).

l?‘iz elégségesség bizonyitasahoz megadunk egy z € B(b) pontot, mely egész b
esetén racspont. b-t az egyelemd halmazokon csokkentve a kapott b'-re a kereszte-
z6 szubmodularitas tovabbra is érvényben marad, tovabba B(b') C B(b). Egy P
particiot vagy ko-particiot nevezziink akkor pontosnak, ha b(P) = 0. Minden s €
€ S-re b(s) esetleges csokkentésével, mely egészértéki b-re nyilvan egész csokkentés,
feltehetd, hogy {s} benne van egy pontos particioban vagy ko-particioban. Mivel az
{s}-et tartalmaz6 ko-particio csak az {{s}, S — s} lehet, mely egyben particio is, igy
{s} benne lesz pontos particioban, nevezziik ezt Ps-nek. Legyen z(s) := b({s}). Azt
kell belatnunk, hogy minden X C S-re z(X) < b(X) teljesiil, valamint azt, hogy

2(S) = 0. Ennek belatasahoz érdemes kimondani az alabbi allitast.

3.2.2. Allitas. S tetszdleges K kompozicidjdara b(K) > 0.

Bizonyitas: KC-ra a kikeresztezési eljarast alkalmazva kapunk egy K’ keresztezés-
mentes kompoziciot, melyre a 2.3.2. Allitds szerint b(K) > b(K'). K’ a 2.2.3. Lemma
szerint felbomlik particiokra és ko-particiokra, ezeken b nemnegativ a tétel feltételei
szerint, igy K-n is. 0J

Legyen tehat X C S tetsz6leges halmaz. Alkalmazva Kx := |J (Ps — {s}) U

seX

U {X}-re a fenti allitast kapjuk, hogy

0 <b(Kx) =Y (b(Py) = b({s})) + b(X) = 0 — 2(X) + b(X),

seX

amibdl z(X) < b(X).
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A fentiekbdl azt is tudjuk, hogy z(S) < b(S) =0, és (3.2)-t az egyelemd halma-
zokbol allo particiora alkalmazva kapjuk, hogy z(S) = >_ b({s}) > 0. O
ses

A fenti bizonyitasbol algoritmust kaphatunk, a 3.1.1. Reszel6 algoritmus segit-
ségével, amennyiben b véges értékii. A reszeltet olyan ' fliggvényre szeretnénk ki-
szamolni, melyet ugy kapunk, hogy b-t csokkentjiik néhany egyelemi halmazon,
és megszoritjuk S — s-re valamilyen s € S-sel. Az igy kapott b fiiggvény metszd
szubmodularis, és b ,minimalizal6” ordkulumabol konnyen nyerheté ennek is egy
,minimalizal¢” orakuluma, mivel a b-re vonatkozé6 minimum kiszamitasa utan még
ezt Gssze kell hasonlitani az egy elemd halmazokon vett értékeivel b’ — a-nak. Igy a
Reszels algoritmus tényleg ki tudja szamolni &’ reszeltjét S — s-en, és mivel b véges

értékd, igy az algoritmus elsé felére nincs sziikség.

3.2.3. Algoritmus (*). BEMENET: b : 2° — R keresztezd szubmoduldris fiigguény,
melyre b(S) = 0.

KIMENET: z € B(b), mely ha b egészértéki, akkor rdacspont, illetve ha B(b) = ),
akkor egy olyan P particid, vagy ko-particic, melyre b(P) < 0.

Legyen S = {s1, 52, ..., 55}

Legyen V(X)) := b(X) X C S-re.

S|-ig

Legyen z(s;) := —min{l/(P) : P particidja S — s;-nek},

Fusson ¢ 1-tdl

és legyen Ps, S — s; azon particidja, melyre a minimum felvétetik.
b'({si}) = 2(s:)-
% Most ellendrizzik, hogy z B(b)-ben van-e:
HA min{b(Z) —2(Z) : Z C S} <0, és a minimum egy X halmazon vétetik fel, AK-

KOR a Kx := |J (Ps—{s})U{X} kompoziciora alkalmazzuk a kikeresztezési eljardst,
seX
€s a keletkezett keresztezés-mentes Ky kompoziciot a 2.2.53. Lemma bizonyitdsaban

leirtak alapjdn particiokra bontjuk. Ezen particiok egyikén b negativ.

Az algoritmus O(|S])-szer futtatja a reszel6 algoritmust, majd egyszer futtatja
a b-t minimalizal6 ordkulumot, és amennyiben B(b) nemiires itt megall. Ellenkezd
esetben egy O(|S|*) méretii kompoziciora futtatja a kikeresztezs algoritmust, melyrdl
a 2.3. szakaszban lattuk, hogy igy O(|S|7) ideji. Ez majoralja a hatralevs két 1épés
idejét is. A futasids igy O(|S|*0+S|7), ahol 6 a ;minimalizalo” orakulum futasideje.
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Lathatjuk, hogy a sértd particié megtalaldsa bonyolult és lasst is, plane annak
tiikrében, hogy a ,minimalizal6” orakulum futési ideje a gyakorlatban |S|*>-nél keve-
sebb. Egy egyszerii triikkel, melyet a [9] cikkben talalunk, ez egyszerisithetd, s6t ez
az algoritmus végtelen értékeket felvevd keresztezd szubmodularis fiiggvényeken is
hasznalhato. A cikkben leirt teljes reszel6 algoritmusban van egy kis, konnyen javit-
hato hiba, amit az alabbi leirasban athizassal jeloltem. A hiba valészintileg a 3.2.1.
Tételnek a cikkben leirt bizonyitasa miatt keriilt be az algoritmusba, egyben egy kis
gyorsitast is adna. A hibat Naitoh és Fujishige vette észre és javitotta ki [17] (lasd
a 3.2.6. Megjegyzésben leirtakat).

3.2.4. Algoritmus (Teljes reszels algoritmus). BEMENET: b : 2% — R U {oo}
keresztezd szubmoduldris fiigguény, melyre b(S) = 0.

KIMENET: z € B(b), mely ha b egészértékd, akkor rdacspont, illetve ha B(b) = 0,
akkor egy olyan P particid, vagy ko-particio, melyre b(P) < 0.

1. rész

Legyen S = {s1,52,..., 5|5/}
Legyen b1(X) :=b(X),be(X) :=b(S — X) X C S-re.
F'USsSON i 1-tdl |S|-ig

Legyen f(s;) := min{by(P) : P particidja S — s;-nek}, és legyen F S — s; azon
particioja, melyre a minimum felvétetik.

Legyen g(s;) := min{by(P) : P particidja S — s;-nek}, és legyen G S — s; azon
particioja, melyre a minimum felvétetik.

HA f(s;) + g(si) <0, AKKOR UGORJ a 2. részhez,

KULONBEN legyen z(s;) € [—f(s:),9(s:)], tetszdleges (ha lehet egész) szdm,

és legyen by({si}) := 2(s:), ba({s:}) := —2(ss).

HA i =n, AKKOR z € B(b)-t adjuk ki.

2. rész

AMIG van dtmetsz6 F € F ésG € G
F=F—-—{F}U{F-G},G:=G—-{G}U{G - F.}
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3.2.5. Megjegyzés. A kapott F és G rendszerre tovdbbra is igaz, hogy |JF = J G-
nek F és G is particidja, valamint, hogy bi(F) + b2(G) < 0, mivel amennyiben
F € F,G € G dtmetszd halmazok, akkor egyik sem egy elemi, és igy by(F)+bo(G) =
=bF)+bS—G)>bFU(S—G)+bFN(S—G)) =h(F—-G)+b(G-F),
mivel b keresztezd szubmoduldris, és F' és G keresztezd, mivel mindkettd S — u;-nek
része, és dtmetszoek, igy F és S — G s keresztezdk.

Az dtmetszd pdrok megszintetése miatt F € F-re és G € G-re ha F NG # (),
akkor F' C G vagy G C F. Ha F C G, akkor F elemeibdl kivilaszthato G-nek egy
particidja, mivel tetszéleges a € G — F-et fedd F' halmaz nem tartalmazhatja G-t,
mivel F elemei diszjunktak. Hasonloan ldthatd, hogy ha G C F, akkor G elemeibdl
kivdlaszthato F-nek eqy particidja. E miatt F UG elemei feloszthatéak F; C F UG
és G; C F UG diszjunkt részrendszerekre (i,j = 1,2,...) dgy, hogy minden F; egy
F € F halmazbil, és az ezt particiondlo G-beli halmazokbdl dll, és minden G; eqy

G € G halmazbol, és az ezt particiondlo F-beli halmazokbol dll.

Az algoritmus befejezése:

Készitsik el a F; és G; részrendszereket. HA van, vdlasszunk ki egy olyan F;-t mely
elemei az F € F és G1,Ga, ...,Gy € G halmazok, és ezekre by(F) + Zk: ba(Gy) < 0,
és adjuk ki az F, S — G1,S — G, ..., S — Gy, ko-particiot. =

KULONBEN wdlasszunk ki egy olyan G;-t mely elemei az G € G és F\, Fs, ..., F} €
€ F halmazok, és ezekre by(G) + ;k:lbl(Fg) <0, és adjuk ki a S — G, F\, Fy, ..., F},

ko-particiot.

3.2.6. Megjegyzés. Az eredeti [9]-beli algoritmussal az a probléma, hogy amennyi-
ben B(b) dres, akkor is ki tud adni egy z vektort, mint B(b) egy elemétl. Ezt mutatja
példdaul az aldbbi példa, mely Fujishige és Naitoh [17] ellenpélddjanak véges értéki
vdltozata.

Legyen S = {1,2,3,4}, és legyen b(X) =0, ha | X| = 0,1,3 vagy 4, legyen b(X) =
= —1, ha X € {{1,2},{3,4}}, és killonben legyen b(X) = 1. Ekkor b keresztezin
szubmoduldris, B(b) = 0, mert az {{1,2},{3,4}} sértd particid, viszont az algoritmus

a z = 0 vektort adja ki, mint B(b) egy elemét.

3.2.7. Allitas. A Teljes reszeld algoritmus javitott vdltozata mdr jo.
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Bizonyités' Elgszor azt az esetet vizsgaljuk, amikor B(b) 7é (D Ekkor a 3.2.1.
Az algoritmus, hasonléan a Fujishige-tétel bizonyitasahoz b értékét Csokkentl az egy
elemi halmazokon és ezek komplementerén tgy, hogy ez a tulajdonsag a kapott
b'-re megmarad, és minden s € S-re b'(s) + b'(S — s) = 0. Be kell latnunk, hogy
2(X) < b(X) minden X C S-re. X = {s;}-re ez tejesiil, mert z(s;) < g(s;) < bo(S —
— i) = b({s;}), ¢s hasonloan teljesiil X = S — s;-re 2(S — 5;) < f(si) < by(S —
—s;) = b(S — s;), ha pedig | X| # 1,|S| — 1, akkor mivel S minden s elemére az
{{s}, S — s} b/-pontos particio, és b'-re teljesiil a Fujishige-tétel feltétele, ezért a tétel
bizonyitasaban leirtak alapjan a z(s) := b'({s}) (s € S) vektor benne van B(b')-ben,
6s igy z(X) < V' (X) = b(X), s6t az is igaz, hogy z(S5) = 0.

Most vizsgéaljuk azt az esetet, amikor B(b) = (). Ekkor a 3.2.1. Tétel szerint S-nek
van olyan {5, S, ..., S;} particioja, melyre (3.2) vagy (3.3) megsériil. Legyen i* :=
= min{max{i : s; € S;} : j = 1,2, ..., q}. Azt latjuk be, hogy az algoritmus legkésébb
az 1*-adik lépésben kiad egy particiot. Feltehetjiik, hogy s;+ € S;. Amennyiben az

algoritmus nem ugrik at korabban a 2. részhez, akkor

f(sim <Zb1 + > (s} Zb + >z (3.4)

$;€S1,iF£1* $; €857, iF£1*

Flse) < by (Usj>+ Yo b =bS-S)+ Y zs),  (35)

$iE€S1,iF£1* $; €51 iF1*

és

s}

g(si) < )+ Y b({sh) =) bS-S)- Y zs), (36)

7j=2 $;€S1,iF£1* j=2 $;€S1,iF£1*

) < by (U ) S o b(fsh) =bS) - > (s, (3.7)

$,€S1 iAi* $,€81 i

mivel ¢* definicidja szerint S7 minden mas elemére mar definialtuk z-t, és nincs olyan
S; (Sh-en kiviil), melynek minden elemére definidlva lenne z;, igy specialisan ha S;
egy elemt, akkor by (S;) = b(S;), és ba(S;) = b(S —S;). Amennyiben (3.2) sériil meg,
akkor (3.4) és (3.7) 6sszegébdl kapjuk, hogy f(s;<) + g(six) < 0, ha pedig (3.3) sériil
meg, akkor (3.5) és (3.6) dsszegébdl kapjuk, hogy f(ui+) + g(u;) <O.
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Még azt kell belatnunk, hogy az algoritmus altal kiadott particié valoban sérté.
A 3.2.5. Megjegyzésben lattuk, hogy a modositott F és G rendszerekre tovabbra is
fennall a by (F) + b2(G) < 0 egyenlStlenség. Az F; (i = 1,2,...) és G; (j = 1,2,...)
rendszerek particionaljak F U G-t, igy by (F) + bo(G) < 0 miatt by (F N F;) + bo(G N
NF;) < 0 vagy bi(FNG;)+ b(GNG;) <0 egyike biztosan fennall valamely i-re

vagy j-re, azaz az algoritmus tényleg ki tud adni egy sért6 particiot. 0

Az algoritmus O(|S])-szer futtatja a reszel¢ algoritmust, és amennyiben B(b)
nemiires megall, viszont most ha b nem véges értéki, akkor a reszel§ algoritmus
minden futasa el6tt el kell késziteni a G(F (by|s—s;)) és G(F(ba|s—s;)) grafokat, mely
a minimalizal6 ordkulum O(|S]?)-szer valo futtatésat teszi sziikségessé. (A teljesség
kedvéért vegyiik észre, hogy ha j = 1 vagy 2-re b;[¢_, (S — s;) = oo, akkor ezt a
reszelG algoritmus nélkiil is meg tudjuk hatarozni, és ebben az esetben biztos nem
lépiink a 2. részre.) Ha B(b) = (), akkor futtatjuk a masodik részt, melynek kikeresz-
tez6 része O(|S[?) O(]S]) idejii 1épéshbal all, mig F UG particionalasa szintén O(|S|?)
id6ben végrehajthato, és ezek koziil egy sért6 kivalasztasdhoz meg kell hatarozni b
értékét minden szoba jovo particion, amihez b értékét meghatarozo ordkulumot kell
O(|S])-szer futtatni.

A futésids igy véges értéki b-re O(]S]?0 + |S|?), illetve végtelen értékeket is
felvevs b-re O(]S]36), ahol 6 a ,minimalizal6é” orakulum futasideje.

Az algoritmus, amennyiben alkalmas a teljes reszelt kiszamitésara, egy A C S
halmazon, ugyanis az 1.2.7. Tétel szerint keresztezd szubmodularis b-re S(b) = S(b'),
tovabba G(F(b)) = G(F(bY)), igy a 3.1.2 Allitas bizonyitasaban leirtak alapjan ha
az S = {s1,59,..., 55} sorrendet ugy valasztjuk meg, hogy A = {s1,s2,..., 5|}, és
b ({s1, 82, ..., 8i}) < co minden i = 1,2, ..., |A|-ra, (amit amennyiben b'(A) < co meg
is tehetiink), akkor z-t minden s;-n (i = 1,2, ..., |A|) a lehet6 legtobbnek, azaz g(s;)-
nek A-n kiviil pedig —oo-nek definialva z € S(b), és z maximalizalja z(A) értékét
S(b)-n, igy egyenls bt (A)-val az 1.2.5. Tétel alapjan.

A Fujishige-tételre visszavezethet§ annak alabbi altalanosabb forméja.

3.2.8. Tétel (Fujishige, altalanos alak). Legyen b kereszlezdn szubmoduldris
fiiggvény S-en. Ekkor a b dltal meghatdrozott B(b) bazis-poliéder akkor és csak akkor

nemdires, ha S minden {S1,Ss, ..., S;} particidjdra

S 05 > 0(S), (3.8)
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Zb (S —5;) > (g —1)b(5S). (3.9)
Ha b egészértéki, akkor B(b) tartalmaz rdcspontot.

Bizonyitas: Legyen s € S kijelolt pont, és csokkentsiik b értékét b(S)-sel az s-et
tartalmazé halmazokon. Ezzel a keresztez6 szubmodularitas érvényben marad, és a
kapott b*-ra mar b*(S5) = 0 is teljesiil, tovabba B(b) akkor és csak akkor nemiires, ha
B(b*) sem az, hiszen z € B(b) értékét s-en b(.S)-sel csokkentve egy B(b*)-beli pontot
kapunk, és z € B(b*) értékét s-en b(S)-sel novelve egy B(b)-beli pontot kapunk. [

A Teljes reszel6 algoritmus a fenti bizonyitas mintajara kiterjesztheté minden
keresztez6 szubmodularis fiiggvényre, mivel b ,minimalizal6” ordkuluméabol konnyen
elkészithetjiik b*-nak egy ,minimalizal6” orakulumat, tgy, hogy b — a helyett b —a —
— b(S)ys-en keressiik a minimumot, ahol y, € R® y,(v) = 1 ha v = s, x,(v) = 0,
havesS—s.

Ha p keresztez§ szubmoduléris, akkor —p keresztez6 szupermodularis és B'(p) =
= —B(—p), igy Fujishige tétele megfogalmazhato keresztezé szupermodularis fiigg-
vény bazis-poliéderére is, tovabba a Teljes reszeld algoritmust is konnyen atvihetjiik

erre az esetre.

3.2.9. Tétel (Fujishige, szupermodularis fiiggvényekre). Legyen p kereszte-
20n szupermoduldris figgvény S-en. Ekkor a p dltal meghatdrozott B'(p) bdzis-

poliéder akkor és csak akkor nemdres, ha S minden {S1, Ss, ..., S,} particidjira

> p(S) <p(S), (3.10)

=1

p(S = Si) < (¢ — 1)p(9S). (3.11)

i=1

Ha p egészértéki, akkor B'(p) tartalmaz rdcspontol.



4. fejezet
Iranyitasok

Ebben a fejezetben els6ként megismerkediink az irdnyitasi algoritmussal, melyet
az irdnyitasi lemma bizonyitasa ad meg. Ezt kdvet&en, ennek segitségével altalanos
tételeket bizonyitunk kiilonb6z6 majdnem szupermoduléris fiiggvényt fedd iranyita-
sok 1étezésérdl, és algoritmust adunk ezekre a Teljes reszelG algoritmus segitségével.
Specidlis esetekben a sziikséges ,minimalizal¢” ordkulumot is megadjuk, igy algorit-
must kapunk a gyokeresen k illetve (k, £)-élosszefiiggs iranyitas megtalalasara. Ezek
utdn egyszertibb algoritmusokat keresiink, majd beletekintiink ezen algoritmusok

egy alkalmazasaba.

4.1. Iranyitasi lemma grafokra és hipergrafokra

4.1.1. Lemma (Iranyitasi lemma, Hakimi [13]). Legyen G = (V, E) grdf csi-
csain adott eqy m V. — Z* fiigguény. Ekkor G akkor és csak akkor irdnyithatd
ugy, hogy minden v csicsra p(v) = m(v), ha e(X) > m(X) minden X C V-re és
m(V) = |E|. (A fenti feltétel igy is megfogalmazhatd, hogy i(Y) < m(Y) minden
Y CV-re ésm(V) = |E|.)

Bizonyitas: A lemmét az alabbi altalanosabb lemmabol bizonyitjuk.

4.1.2. Lemma. Egy G = (V, E) grdfnak akkor és csak akkor van olyan irdnyitdsa,
amelyben

(a) p(v) > f(v) minden v € V-re, ha minden X C V-re e(X) > f(X), ahol f :
V= Z7T U{—o0} fiigguény.
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(b) p(v) < g(v) minden v € V-re, ha minden X C V-re i(X) < g(X), ahol g :
V= Z1T U {oo} figguény.

Amennyiben (a) és (b) feltétele is fenndll, tovdbbd f(v)

< g(v) minden v € V-re,
akkor G-nek van olyan irdnyitdsa is, melyre f(v) < p(v) < g(v).

Bizonyitas: A feltételek sziikségessége nyilvanvalo, hiszen egy jo irényitasra
e(X) = X p(v) 2 f(X), illetve g(z) = 3 p(v) = i(X).

Az ell)ggségességet elGszor az (a) esetvlf();n bizonyitjuk. G egy irdnyitdsara nézve
nevezziik a v csticsot hibasnak, ha p(v) < f(v). Valasszunk G-nek egy olyan iranyi-
tasat, mely hidnya, azaza > f(v)—p(v) Osszeg minimalis, és tegyiik fel indirekten,

v hibéas

hogy van egy s € V hibas cstics. Jeldlje X az s-bél elérhets pontok halmazat. Ekkor
I(X) =0, igy e(X) = > p(v), igy az f(X) < e(X) feltételbsl f(X) < > p(v).
Mivel s € X hibas, azage}((s) > p(s), igy van X-ben tébbletes cstics is, azvaezxolyan
t € X, melyre f(t) < p(t). Mivel X az s-bdl elérhetd pontok halmazat jelolte, ezért
van s-bél t-be irdnyitott ut. Ezt az utat megforditva p(t) eggyel csékken p(s) eggyel
ng, és semelyik masik v csucsra nem valtozik p(v), igy, mivel ¢ tébbletes, s pedig
hibés csiics volt, az 1) irdnyitas hibaja kisebb lesz, ami ellent mond a bizonyitéas
elején tett feltételeknek.

A (b) esetet hasonloan bizonyithatjuk, annyi valtoztatassal, hogy most azon v
cstcsokat tekintjiik hibasnak, melyre g(v) < p(v), és egy hibas csucsba fut6 utat
forditunk meg.

A harmadik eset bizonyitasahoz induljunk ki egy olyan iranyitasbol, melyre min-
den v € V-re p(v) < g(v), és figyeljiik meg, hogy a hiba-csdkkentési lépésben mindig
olyan s csics befokat noveljiikk, melyre p(s) < f(s) < g(s), ezért az ut forditas
utan is p(s) < g(s) megmarad, tehat minimalis hibaji minden v € V-re p(v) <
< g(v) feltételnek eleget tevs iranyitasra minden v € V-re teljesiil az f(v) < p(v)
egyenlétlenség. 0

Az iranyitasi lemma bizonyitasa: Figyeljiik meg, hogy az m(V') = |E| feltétel
mellett a minden X C V m(X) < e(X) feltételt X komplementerére felirva |E| —
—m(X)=m(V - X) <e(V-X)=|E|—iX), amibsl i(X) < m(X). (Hasonloan
kaphaté a minden X C V-re i(X) < m(X)-b6l m(X) < e(X).) E miatt az altalanos
lemmabol kapjuk, hogy G-nek van olyan iranyitasa, melyre minden v csticsra teljesiil,

hogy m(v) < p(v) < m(v), azaz p(v) = m(v). =
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A fenti bizonyitas egy olyan algoritmust is ad egy olyan iranyitis megtalalaséra,
melyre minden v € V-re p(v) > f(v). Az algoritmus egy tetszGleges iranyitasbol
indul és minden lépésben egy hianyos cstcsbol egy tobbletes csicsba vezetd utat
fordit meg. Ez, amennyiben elGzetesen eltaroltuk a hidnyos és tébbletes cstucsok
hidnyat és tobbletét, (ami O(|E|) idejd az algoritmus elején, ezt kévetGen minden
lépésnél konstans idejii), akkor O(|E|)-szer csokkenti a hianyt, amit O(|E|) id6ben
megtesz, azaz a futasidé O(|E|?). Hasonlo algoritmus adhaté a 4.1.2. Lemma mésik

két részére is.

Az Iranyitasi lemma fenti bizonyitasa az altalanosabb lemméval és az algorit-
mussal egyiitt hipergrafokra is hasonloképpen elmondhato. A kulcs 1épés az, hogy
ha Ay, Ag, ..., Ay hiperélekbdl all egy iranyitott hiperit s-bél t-be, azaz hogy s € Ay,
A; feje a;, melyre a; € Aiq (1 < i < l—1), és Ay feje t, akkor ennek ,megforditottjat”
ugy kapjuk, hogy A; fejének s-et, A; fejének pedig a;_;-et valasztjuk (2 <i < /). Ha
igy definialjuk az ut ,megforditottjat”, akkor ha az iranyitast csak egy s-bél t-be futo
hiperiton forditjuk meg p(v) v = s-re ng eggyel, v = t-re csokken eggyel, minden
mas v € V — {s, t}-re valtozatlan marad. Ezt beirva a fenti bizonyitasba kapjuk az

alabbi lemmat.

4.1.3. Lemma (Hipergraf irdnyitasi lemma). Legyen H = (V,&) hipergrif
csticsain adott eqy m : V. — ZT figguény. Ekkor H akkor és csak akkor irdnyit-
hatd gy, hogy minden v csicsra p(v) = m(v), ha e(X) > m(X) minden X C V-re
ésm(V) =|E|. (A fenti feltétel igy is megfogalmazhatd, hogy i(Y) < m(Y) minden
Y CV-re ésm(V) = |E|.)

Iranyitott hipergrafban az X meghatarozasara alkalmazott szélességi keresés

@) (Z |E]) id6ben fut, ami feliilr6l becsiilhets O(|E||V])-vel, igy az iranyitasi al-
Bee

goritmus O (\5| S |E|) < O(|€]?|V]) id6ben fut. (Ha a hiperélek mérete k kons-
pee

tanssal feliilrgl korlatozhato, akkor a szélességi keresés futasi ideje O(|€)).)
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Keresztez6 G-szupermudularis fiiggvényt fedo
iranyitasok

Az Irényitasi lemma segitségével a 3.2.1. Tételbdl levezetjiik a nem negativ ke-

resztezén G-szupermodularis fiiggvényt fedd iranyitasokrol szolo tételt [4].

4.2.1. Tétel. Legyen a G = (V, E) grdf csicsain adott a h : 2V — 7, keresztezén

G-szupermoduldris figguény, melyre h(0) = h(V) = 0. G-nek akkor és csak akkor

létezik h-t fedd irdnyitdsa, (azaz olyan irdnyitdsa, melyre minden X C V-re p(X) >
h(X)), ha V minden P = {V1, Vs, ...,V } particidjdra

P) = Eq: h(Vi), (4.1)
P) = zq: h(V = Vi). (4.2)

Bizonyités (4. 1) sziikségessége kovetkezik abbol, hogy G h-t fedd iranyitasra
e(P) = Z p(V) > Z h(V;). (4.2) sziikségessége pedig kovetkezik abbol, hogy G h-t

q

fedd iranyitasra e(P) = 2(5( i) > Zp(V Vi) > Z h(V —V).
Az elégségesség blzonyltasahoz legyen p(X) = ( ) +i(X). Ekkor p keresztezd

szubmodularis fiiggvény, mivel keresztez6 X,Y C V halmazokra h keresztez6 G-
szupermodularis volta, valamint az i(X) +i(Y) =X UY)+i(X NY) —d(X,Y)
osszefiiggés miatt p(X) +p(Y) = i(X) +h(X)+i(Y)+h(Y) > i(X)+i(Y)+h(X U
UY)+A(XNY)+dX,)Y)=i(XUY)+i(XNY)—d(X,Y)+h(XUY)+h(XN
NY)+d(X,Y)=p(XUY)+p(X NY). Igaz tovabba, hogy p(0) = 0,p(V) = |E],
mivel i(0) = 0,i(V) = |E|, és h(0) = h(V) = 0.

B'(p) # 0 bizonyitasahoz a 3.2.9. Tétel szerint ellendrizniink kell minden P =
= {1, Vs, ..., V,} -ra (3.10) és (3.11) teljesiilését. A tétel (4.1) feltétele szerint

P) zzq:h(v
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q
melybe e(P) = |E| — > i(V;)-t helyettesitve kapjuk, hogy

i=1

LS
[}

B =Y i(Vi) 2> h(Vi),

i=1 i=1

amit atrendezve
q q
p(V) =B =) h(Vi) +i(Vi) = D p(Vi),
i=1 i=1
ami pont (3.10). Hasonloan a tétel (4.2) feltétele szerint

o(P)= S hV - Vi),

q
melybe e(P) = (¢ — 1)|E| — >_ i(V — V;)-t helyettesitve kapjuk, hogy

=1

q

(q=DIE[ =Y iV =Vi) =Y WV = V),

i1 i=1
amit atrendezve

q q
(¢=1)p(V) = (¢ =DIE| = Y h(V = V) +i(V = V) = p(V =V,

i=1 i=1
ami pont (3.11). Igy, mivel p egészértékii is feltehets, hogy van egy m € B(p)
egész vektorunk, melyet fokszamelGirasnak tekintiink. Az m fliggvényre m(V) =
=p(V) = |E|. Az m(X) > p(X) egyenl6tlenséghdl kapjuk, hogy minden X C V-re
m(X) > i(X)+h(X) > i(X), mivel h nemnegativ. [gy az Irdnyitasi lemma feltétele
teljesiil, tehat van G-nek olyan irdnyitasa, ahol minden csiics befoka m(v). Erre az
iranyitasra p(X) = > p(v) —i(X) = m(X) —i(X) > i(X) + h(X) — i(X) = h(X),

veV
azaz ez egy h-t fed§ iranyitas. O

A fenti tétel bizonyitasa mutatja, hogy a Teljes reszel algoritmus utén az iranyi-
tasi algoritmust futtatva megkaphatjuk a kivant iranyitast, illetve ha az nem létezik,
egy sért6 particiot vagy ko-particiot. Ezek szerint az iranyitas O(|V[*0+|V > + |E|?)
idében megkaphato, ahol § a b = —p-t minimalizalé ordkulum futési ideje.

Most a 4.2.1. Tételbdl levezetjiik a 3.2.1. Tétel szupermodularis fiiggvényekre

vonatkozo alakjat.
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4.2.2. Tétel. Legyen p keresztezdn szupermoduldris véges értékid fliggvény S-en,
melyre p(S) = 0. Fkkor a p dltal meghatdrozott B'(p) bdzis-poliéderben akkor és

csak akkor nemiires, ha S minden {Sy, Sa, ..., S, } particidjdra

q

> p(S—8)<o. (4.4)

=1

Amennyiben p egészértékd és B'(p) nemiires, gy tartalmaz rdcspontot is.

Bizonyitas: ' Csak az elégségességet bizonyitjuk. El6szor legyen p véges, egészérté-
ki keresztezén szupermodularis, melyre (4.3) és (4.4) fennéll az alaphalmaz minden
Legyen G = (S, E) olyan Euler-graf, melyre teljesiil, hogy minden X C S-re
p(X) + % > 0. llyen graf konnyen konstrualhato, mivel tetszéleges szami élet
hozzavehetiink.
Ekkor a h(X) := p(X)+ % fiiggvény keresztezén G-szupermoduléris, h(S) =
=0, és S minden P = {51, 5, ..., S, } particiojara

q
(4.4) és e(P) = ; @ miatt. A 4.2.1. Tételbdl kovetkezik, hogy van G-nek h-t
feds iranyitasa. Ez olyan irdnyitast jelent, hogy minden X C S-re

(Z p<v>> —i(X) = p(X) > B(X) = p(X) +

veX

L A bizonyitas, bar eddig nem jelent meg sehol, csak igen kis részben sajat eredhmény.
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Ekkor

> (o0 - *52) (Z p<v>> — i) - ) ),

veX veEX

amib6l, mivel 3 (p(v) —|E|=% dGT“) a z(v) = p(v) — %€ (y € §) vektor
veS ves
B'(p)-ben van, és egészértéki, mivel G Euler.

Ezzel véges, egészértéki p-re belattuk a tételt. Ebb6l kovetkezik, hogy raciondlis
értéki p-re is igaz a tétel, mivel az értékek legkisebb k6zos tobbszorosével beszorozva

B’(p) nemiiressége, és a feltételek sem valtoznak.

Valos értékii p-re valé attéréshez belatjuk, hogy tetszéleges p : 25 — R kereszte-
z6n szupermodularis, a tétel feltételeit teljesitd (innentdl ,,j6”) fliggvény kozelithets
racionalis értékii ,,jo” fiiggvényekkel. A 25 — R ,,jo” fiiggvények egy poliédert alkot-
nak ]RQS—ben, mivel mind a keresztezd halmazparokra felirt szubmodularitasi egyen-
16tlenség, mind a tétel feltételei egy-egy lineéris egyenlGtlenség, melyek egyiitt, mivel
véges sokan vannak egy poliédert hatdroznak meg. A poliéder racionélis pontjair6l
tudjuk, hogy stirtin helyezkednek el, és azok a raciondlis értékid ,,jo” fliggvényeknek
felelnek meg, igy tényleg kozelitheté minden valds értéki ,,jo” fiiggvény racionélis
értékiekkel.

Még azt kell belatnunk, hogy, ha p : 25 — R ,,jo” fiiggvényhez tart a p; : 25 — Q
,jO” fliggvények egy sorozata, akkor abbol, hogy a B'(p;) bazispoliéderek mind nem
iiresek kovetkezik, hogy B'(p) sem iires. Legyen K := {z € R® : minden v € S-re
max{—p(X) : X C S} +1> z(v) > max{p(X) : X C S} — 1} kocka. K-ra igaz,
hogy van olyan N € N, hogy i > N-re B'(p;) C K, mivel minden elég nagy i-re és
veES, ze B'(p)re z(v) > pi({v}) > p({v}) — 1, és z(v) = —2(S —v) < —pi(S —
—v) < —p(S —v) + 1. K kompakt, igy a z; € B'(p;) vektorokbol kivalaszthato egy
konvergens részsorozat, feltehetd, hogy z; konvergens. A kapott hatarértékre z(S) =
=p(S) =0, és 2(X) > p(X) minden X C S-re a rendér elv szerint, mivel z;(S) = 0,
és z;(X) > p;(X) minden X C S fennallt minden i-re, és p; hatarértéke p z;-jé pedig

z volt.

Tehat a kapott z € B'(p), azaz B’(p) nemiires. O
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4.3. Hipergrafok keresztez6 szupermodularis
fliggvényt fedd iranyitasa

A Hipergraf iranyitasi lemmébol a 4.2.1. Tétel bizonyitasaval analdég modon le-
vezethet$ az alabbi tétel [8].

4.3.1. Tétel. Legyen a H = (V,E) hipergrdf csicsain adott a h : 2V — 7, ke-
reszlezdn szupermoduldris figguény, melyre h(0) = h(V') = 0. H-nak akkor és csak
akkor létezik h-t fedd irdnyitdsa, (azaz olyan irdnyitdsa, melyre minden X C V-re
p(X) > h(X)), ha V minden P = {V1, Vs, ...,V } particidjira

o(P) =2 Y h(VA), (4.5)

D (ep(A) =1) =) h(V =V, (4.6)

Aec€& i=1

ahol e%5(Z) jeléli, hogy Z hdny tagjdat metszi P-nek.

A 4.2.1. Tétel bizonyitasanak megismétléséhez képest csak annyit kell latnunk,
hogy az elégségesség bizonyitasinal a p := h + ¢ itt is keresztez6 szubmodularis
fliggvény, mivel egy szupermodularis és egy keresztez6 szupermoduléris fiiggvény
osszege.

A 4.2. szakaszhoz hasonléan itt is algoritmust kaphatunk a kivant iranyftas meg-
talalasara, mivel a Teljes reszel6 algoritmus utan a hipergraf irdnyitéasi algoritmust
futtatva megkaphatjuk a kivant iranyitast, illetve ha az nem létezik, egy sérté par-
ticiot vagy ko-particiot. Futési idére O <|V|20 +VI2+|€] 2 ]E|)—t kapunk a két

EEE

korébbi futasi id6bdl, ahol 6 ismét a b = —p-t minimalizéld ordkulum futési ideje.

4.4. Metsz6 szupermodularis fiiggvényt fedé iranyi-

tasok

A 4.2. és a 4.3. szakaszokban lattuk, hogy keresztezs szupermodularis (s6t grafok-

ra G-szupermudularis) fliggvényt fedd iranyitas algoritmussal megadhato, ha létezik,
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illetve ellenkezG esetben adhato egy sérté particio. Ez persze metsz6 (G-) szupermo-
dularis fiiggvényen is j6, de meglehetdsen bonyolult.

Lattuk, hogy a Reszels algoritmus alkalmas metszd szubmodularis (és igy metsz6
szupermodularis) fiiggvény altal adott bazis-poliéder egy (amennyiben a fiiggvény
egészértéki racs)pontjanak kiszamitasara. Ezt felhasznalva az iranyitasi algoritmus-
sal, a fentiekkel analog modon adhaté egy egyszeriibb algoritmus a fedd iranyitas
megtalalasara, melynek futasi ideje O(|V |0 +|V|?+|E|?), ahol § a b = —p-t minima-
lizalo ordkulum futasi ideje. Hasonldan a 3.1.3. Tételb6l és az Iranyitasi lemmabol

igazolhato az alabbi tétel |3].

4.4.1. Tétel. Legyen a G = (V, E) grdf csicsain adott a h : 2V — 7, metszé G-
szupermoduldris figguény, melyre h(0) = 0. G-nek akkor és csak akkor létezik h-t
fedd irdnyitdsa, (azaz olyan irdnyitdsa, melyre minden X C V-re p(X) > h(X)), ha
V minden P = {V1, Vs, ...,V } particidjdira

e(P) = Z h(V;). (4.7)

Hasonloan igazolhato6 a 3.1.3. Tételbdl és a Hipergraf iranyitasi lemmabol a 4.3.1.
Tétel metszd szupermoduléris fliiggvényekre vonatkozo valtozata. Az erre a viltozat-
ra kapott algoritmus O (|V|9 +IVI2P+1E Y ]E|), ahol 6 ismét a b = —p-t mini-

EEE

malizal6o ordkulum futasi ideje.

4.4.2. Tétel. Legyen a H = (V, &) hipergrdf csicsain adott a p: 2V — 7, metszd
szupermoduldris figguény. H-nak akkor és csak akkor létezik h-t fedd irdnyitdsa,
(azaz olyan irdnyitisa, melyre minden X C V-re p(X) > (X)), ha V minden
P = {1, Va, ..., Vo } particidjira

e(P) = 3 h(Vi). (4.8)

A 4.4.1 tételt kiterjeszthetjiik negativ fiiggvényekre is. Ehhez vegyiik észre, hogy
a fentiekkel analog moédon bizonyithato, hogy egy h metszé G-szupermodularis ira-
nyitasok befokvektorai pontosan a B'(h + i) N B'(i) metszet egész pontjai. Mivel
a Reszelési tétel szerint B'(h + i) = B'((h + 4)"), ahol (h + i)" szupermodularis,
az 1.2.9. Tételbdl kiolvashat6 az alabbi tétel, melyre szubmodularis aramokkal val6

bizonyitas van [5]-ben.
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4.4.3. Tétel. Legyen a G = (V, E) grdf csicsain adott a h : 2V — Z U {—o0}
metszd G-szupermoduldris figgvény, melyre h(D) = h(V) = 0. G-nek akkor és csak
akkor létezik h-t fedd irdnyitdsa, (azaz olyan irdnyitdsa, melyre minden X C V-re

p(X) > h(X)), ha V minden P = {V1, Vs, ..., V,} szubparticidjdra

e(P) = 3 h(Vi). (4.9)

4.5. Gyokeresen k-élosszefliggdvé iranyitas

Legyen a G = (V, E) grafon vagy a H = (V, &) hipergrafon adott egy ro € V
gyokérpont. A 4.4 szakaszban targyalt tételeket és algoritmusokat a
0, harge X, vagy X =10
k, kiilonben

h(X) =

metsz6 (szuper)modularis fiiggvényre alkalmazva megkapjuk az ro-bol gyokeresen k-
¢élosszefiiggd irdnyitas létezésének feltételét, illetve algoritmust is kapunk az iranyités
vagy egy sértd partici6 megtaldlasara, amennyiben a b := —h — i-t ,minimalizal®”
orakulumot meg tudjuk konstrudlni.

A fentiekbdl tehat az alabbi tételeket kapjuk.

4.5.1. Tétel. Legyen a G = (V, E) grdfnak ro kijelélt gyokérpontja. G-nek akkor és

csak akkor létezik ro-gyokeri k-éldsszefiiggd irdnyitdsa, ha k-particio-osszefiiggd.

4.5.2. Tétel. Legyen a H = (V, &) hipergrifnak ro kijelolt gyokérpontja. H-nak
akkor és csak akkor létezik ro-gyokeri k-élosszefiiggd irdnyitdsa, ha k-particio-

osszefiligqd.

Mint lattuk ahhoz, hogy algoritmust kapjunk a fenti két tételre az eddigiekbdl
sziikségiink van a ,minimalizald” ordkulumok megkonstrualasara. Ehhez figyeljiik
meg, hogy X C V-re h(X) = > v e Xky,,(v) = (kxr,)(X), ahol x,, ro karakte-
risztikus vektora, igy elég egy tetszéleges a € RV-re —i — a-t valamely X C V-n
minimalizalé ordkulumot megadni, mivel —i — h — @’ helyett minimalizdlhatunk —
—i—a-ra, ahol a = a' + kx,,, illetve X =V esetén minden v € V-re minimalizalunk

V' — v-n, és ezek illetve —i(V') — a/(V') minimumat adjuk ki.
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Grafokra —i(Z) — a(Z) = e(Z) — >_(d(v) — a(v)), igy —i(Z) — a(Z) =

veEZ
e(2)=i(Z)— 3 (d(v)—2a(v)) AT a7
= oSt = & );a( ), tehat elég d — a-t minimalizalni tetszdleges

a-ra.

Amin{d(Z)—a(Z) : Z C X} érték, és az ezt minimalizal6 halmaz kiszamitasahoz
legyen v € V-re a;(v) := max{a(v),0}, és a_(v) = max{—a(v),0} a pozitiv és
negativ része. Vegyiik azt a D = (V U {s,t}, A) iranyitott grafot, és azt a c :
: A — Z U {oco} kapacitasfiiggvényt, melyeket tgy kapunk G-bél, hogy G minden
élét mindkét irdnyba irdnyitva 1 kapacitassal vessziik, az 1j s csicsb6l minden X-
beli v csticsba huzunk egy a, (v) kapacitast iranyitott élet, minden X-beli v cstcsbol
hizunk az j ¢ csticsba egy a_(v) kapacitasi élet, és minden V' — X-beli v csticsbol
hiizunk az @j t csicsba egy oo kapacitdsa élet (lasd a 4.5. abrat). D-n szintezd
(el6)folyam-algoritmussal [12] meghatérozhaté a minimalis s-et ¢-t6l elvagd vagas
kapacitasa, s6t a vagas Z ponthalmaza is. Z7 C X + s, mivel ha Z tartalmazna
V — X-beli cstucsot, akkor a kapacitdsa oo lenne, ami ellentmond a minimalitdsnak,
mivel az X 4 s vagés kapacitédsa véges, mivel nem 1ép ki X + s-b6l oo kapacitasi él.
TetszGleges Y C X-re az Y + s vagés kapacitasa pont dg(Y)+a_(Y)+a (X =Y) =
= a4 (X)+de(Y)—a(Y), igy Z+ s kapacitasa minimalizélja a, (X)+dg(Y) —a(Y)
értékét Y C X-re, ami miatt dg(Z) — a(Z) = min{dg(Y) —a(Y) : Y C X}. Az
orakulum futasi ideje igy 6 = O(|V]?), illetve X = V-n O(|V|*), melyet beirva a 4.4.
szakaszban kapott eredménybe grafok gyckeresen k-Osszefiigg6vé iranyitasa O(|V]?)
id6ben megkaphat6, mivel a Reszeld algoritmusban csak az utols6 lépésben kell V-n

minimalizalni.

Hipergrafokra tekintsiik az illeszkedési gréafot, és ott rendeljiink egy E € & hi-

perélbdl indulo e élhez z(e) = ‘%' értéket. Ekkor X C V-re ¢'(X) :=az X-bdl

azon hiperélekhez vezets élekre irt x-értékek Osszege, mely hiperéleket X fesziti=
= i(X). Hasonléan definidlhat6 €'(X) :=az X-bdl azon hiperélekhez vezetd élekre
irt z-értékek Gsszege, mely hiperéleknek van pontjuk X-ben, és d'(X) :=az X-bél
azon hiperélekhez vezets élekre irt x-értékek Gsszege, mely hiperéleknek van pontjuk
X-ben, és X-en kiviil is. Ekkor d'(X) = ¢/'(X) —#(X) és /(X)) +€'(X) = > d'(v),

(ahol &)= ({v})). Ty —i(2) - a(Z) = ~(2) - a(Z) = ¢(Z) - ¥ (d(v) -

vEZ
e'(2)—i'(2)— 3 (d'(v)—2a(v))

—a(v)),igy —i(Z)—a(Z) = vz = L) tehat eleg d' — a-t
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v

4.1. dbra. Segédgraf a fokszam minimalizalé ordkulumhoz

minimalizalni tetszGleges a-ra.
A min{d'(Z) —a(Z) : Z C X} érték, és az ezt minimalizalo halmaz kiszami-
tasahoz legyen ismét v € V-re ay(v) := max{a(v),0}, és a_(v) = max{—a(v),0} a

pozitiv és negativ része. Vegyiik azt a D = (VU{s,t}UE, A) iranyitott grafot, és azt



4. FEJEZET: IRANYITASOK 53

ac:A— ZU{oco} kapacitasfiiggvényt, melyeket ugy kapunk az illeszkedési grafbol,
hogy annak minden élét mindkét iranyba iranyitva bevessziik, és az £-beli hegytiek
kapacitasat co-nek, az A € £ toviiek kapacitasat ﬁ—nak valasztjuk, az 4j s csucsbol
minden X-beli v csticsba htizunk egy a. (v) kapacitasu irdnyitott élet, minden X-beli
v cstesbol hizunk az uj t csucsba egy a_(v) kapacitasu élet, és minden V' — X-beli
v csticsbol huzunk az G ¢ cstcsba egy oo kapacitast élet. D-n szintezd (el6)folyam-
algoritmussal meghatarozhaté a minimaélis s-et t-t6] elvagd vagas kapacitasa, st a
vagas Z ponthalmaza is. Z C X +sUE&, mivel ha Z tartalmazna V — X-beli csiicsot,
akkor a kapacitdsa oo, lenne, ami ellentmond a minimalitasnak, mivel az X + s U
U & vagas kapacitasa véges, mivel nem lép ki X + s U £-b6l oo kapacitasa él. Az is
igaz, hogy a minimalis vagasra Z N V-t metszd hiperélek mind Z-ben vannak, mivel
kiilonben a kapacitds oo lenne, tovabba mas hiperél nincs Z-ben, mivel kiilénben
kidobva a kapacitas eggyel csokkenne, igy definialhato az Y C X halmazhoz tartozo
vagas, melynak ponthalmaza Y, s és az Y-t metszd hiperélek.

Tetszbleges Y C X- az Y-hoz tartozé vagas kapacitasa d'(Y) +a_(Y) +ay (X —
—Y) =ay(X)+d(Y)—a(Y), igy Z+s kapacitasa minimalizélja a (X)+d' (Y)—a(Y)
értékét Y C X-re, ami miatt (ZNV) —a(ZNV) =min{d(Y) —a(Y): Y C X}.
Az ordkulum futési ideje igy 0 = O(|V %), illetve X = V-n ennek |V |-szerese, melyet
beirva a 4.4. szakaszban kapott eredménybe hipergrafok gyokeresen k-GsszefiiggGvé
irdnyitasa O (]V!4 + €] Zg |E|> idében megkaphato, mivel a Reszel§ algoritmus-

Ee

ban csak az utolsé lépésben kell V-n minimalizalni.

4.5.3. Megjegyzés (*). A fenti két ordkulum bdr sajdt eredmény, meg kell jeqyez-
niink, hogy [9] megemliti, hogy grifokra a sziikséges ordkulum folyam-algoritmussal
megkonstrudlhato, és [8] is emlitést tesz a hipergrdfokra vonatkozo ordkulum meglé-

térdl.

4.6. Gyokeresen (k,()-élosszefliggdvé iranyitas

Legyen a G = (V, E) grafon vagy a H = (V, &) hipergrafon adott egy ro € V
gyOkérpont, és legyen k > (. A 4.2. és a 4.3. szakaszokban téargyalt tételeket és
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algoritmusokat a

0, ha X =0 vagy V
h(X) := {, harge X £V
k, kiilénben

keresztez6 szupermodularis fiiggvényre alkalmazva megkapjuk az ro-bol gyokeresen
(k, 0)-é10sszefiiggs iranyitas létezésének feltételét, illetve algoritmust is kapunk az
irdnyitas vagy egy sérté particié megtaldlasara, mivel a b := —h — i-t ,minimali-
zalo” ordkulum megkonstrualhato, hasonléan az eléz6 szakaszban leirthoz. A futéasi

id6 grafokon igy O(|V']°), hipergrafokon pedig O (|V!5 + 1€ > |E]> A fenti h-t
Ec&
behelyettesitve a 4.2.1. és a 4.3.1. tételekbe az aldbbi tételeket kapjuk.

4.6.1. Tétel. Legyen a G = (V, E) grifnak ry eldre kijelolt gyokérpontja, és le-
gyenek k > { nemnegativ egészek. G-nek akkor és csak akkor létezik ro-gyokerd

(k, 0)-élosszefiiggd iranyitdsa, ha (k,0)-particid-osszefiiggd.

4.6.2. Tétel. Legyen a H = (V, &) hipergrifnak ro eldre kijelolt gyokérpontja, és
legyenek k > ¢ nemnegativ egészek. H-nak akkor és csak akkor létezik ro-gyokerd

(k, 0)-élosszefiiggd iranyitdsa, ha (k,l)-particid-osszefiiggd.

Mivel a Teljes reszels algoritmus mér igen bonyolult, érdemes ennél egyszertibb
algoritmust adni. Ilyen algoritmust adok az ¢ = 1 esetre [14].

El6szor irdnyitott grafokrol bizonyitunk két lemmaét.

4.6.3. Lemma (*). Legyen D = (V, A) irdnyitott graf egy eldre kijelolt ro € V
gydkérponttal. Legyen R C V egy ro-at tartalmazd csicshalmaz, melyre D[R] ro-
gyokerd k-élosszefiiggs és DR rr-gyokerd k-éldsszefiggd. Ekkor D ro-gyokerd k-

élosszefiiggd.

Bizonyitas: Egy ro € X C V halmazra, melyre R € X, 0p(X) > k, mivel
Opr) (X UR) > k, ami D[R] ro-gySkert k-élosszefiiggdségébdl kovetkezik.

Egy ro € X CV, melyre R C X, 0p(X) > k, mivel 6p/r(X — R+rg) >k, ami
D/R rr-gyokert k-élosszefiiggGségébdl kovetkezik. O
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4.6.4. Lemma (*). Legyen D = (V, A) irdnyitott graf eqy eldre kijelilt ro € V' gyo-
kérponttal. Legyen R C V' egy ro-at tartalmazo csicshalmaz, melyre D[R] ro-gyokerd
(k,0)-élosszefiiggd és D/ R rr-gyokerd (k,()-élosszefiiggd. Ekkor D ro-gyokerd (k,0)-

élosszefiiggd.

Bizonyitas: 4.6.3. Lemmat alkalmazhatjuk D-re és D D megforditottjara, ami-
b6l azt kapjuk, hogy D ro-gyokert k-élosszefiiggs, és D ro-gyokerd (-élosszefiiggd,
amibdl konnyen lathato, hogy D ro-gyokeri (k, £)-élosszefiiggd. O

A fenti két lemmabdl most egy 1j bizonyitast adunk a 4.6.1. Tételre az ¢ = 1

esetben. Ebbdl az 0j bizonyitasbol olvassuk majd ki az algoritmust.

4.6.5. Tétel. Egy ro gyokerd G = (V, E) grdf akkor és csak akkor (k,1)-particio-

dsszefiiggd, ha van ro-gyokeri (k,1)-élosszefiiggd iranyitdsa.

Bizonyitas(*): |V|-re vonatkozo indukcioval bizonyitunk. Legyen ey = rou € E
tetsz6leges él. G (k, 1)-particio-Osszefiiggdsége miatt, G — ey k-particio-Osszefiiggd,
igy a 4.5.1. Tétel szerint van ro-gyokert k-élosszefiiggd iranyitasa ami egy D ira-
nyitasat adja G-nek, ha eg-at r¢ felé iranyitjuk. Legyen R azon cstcsok halmaza,
melyekbdl van at D-ben rg-ba. A Menger-tétel szerint p(R) = 0 és minden X-re,
melyre ro € X C R, ppr)(X) > 1. Ebbdl kévetkezik, hogy a k diszjunkt at, mely
ro-bol tetszéleges R — rg-beli csticsba fut nem léphet ki R-bél, igy a Menger-tétel
szerint dpz)(X) > k minden olyan X-re, melyre ry € X C R. Igy D[R] ro-gyokert
(k,1)-elosszefiiggs. Lathatjuk, hogy |R| > 2, mivel g, u € R, illetve, hogy ha R =V,
akkor kész is vagyunk, hisz D G egy (k,1)-élosszefiiggs iranyitasa.

Ha R # V, akkor a kovetkezét csinaljuk. Ha P = {X;, Xs,...X;} particioja
V — R+ rgr-nek, ahol rg € X, akkor a P’ = {X; —rr U R, X5, X3,...X;} partici-
0jara V-nek ep(G/R) = ep/(G) > k(|P| — 1) + 1. Ezek szerint G/R (k,1)-particio-
osszefiiggs. Indukeié szerint G/ R-nek van egy rr-gyokeri (k,1)-é16sszefiiggs iranyi-
tasa. Legyen 5) G-nek az az iranyitasa, melyet tgy kapunk, hogy G|[R]-en megtart-
juk a D altal adott iranyitast, és a tobbi élet ugy iranyitjuk, mint G/R rg-gyokerd
(k,1)-élosszefiiggs iranyitasaban. A 4.6.4. Lemmat alkalmazva G e kapjuk, hogy [l
ro-gyokerii (k,1)-élosszefiiggs iranyitasa G-nek. O

A bizonyitas az aldbbi algoritmust adja, melynek futédsa a k = 1 esetben a 4.6.

abran lathato, am igazabol nagyobb k-ra is hasonlo.
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G/R

TR

4.2. abra. Az (k,1)-élosszefiiggévé iranyitod algoritmus futésa

4.6.6. Algoritmus (*). BEMENET: (k,1)-particid-osszefiiggd G = (V, E) grdf,
melynek lehetnek tobbszorés élei, és van eqy eldre kijelolt ro € V' gydkérpontja.

KIMENET: G = (V, E)), eqy ro-gyokerd (k,1)-élosszefiiggd irdnyitisa G-nek.

Legyen ey = rou € E tetszileges él. Futtassuk a 4.5. szakaszban tdrgyalt ro-
qyokeri k-élosszefliggdvé wrdnyito algoritmust G — eg-on, irdnyitsuk eq-at o felé, és
legyen az igy kapott irdnyitott grdaf D = (V, ﬁ’), melyben eqy e € E €l iranyitott
pdrjdt €' -vel jeloljiik. Legyen R azon csicsok halmaza, melyekbdl o elérhetd D-ben.
(Ezt a halmazt tetszdleges keresd algoritmussal meghatdrozhatjuk.) Ha R =V, akkor
D (k,1)-€lésszefiiggd, igy G = D-t adjuk ki. Kilonben e € E[R]-re legyen annak
E -beli irdnyitott pdrja € = "€'. Futtassuk az algoritmust rekurzivan G/R-en rg
gyokérrel (ezt a fenti tétel bizonyitdsa alapjan megtehetjik) és iranyitsuk az E[R]-en

kivile éleket gy, mint ahogy ez az algoritmus tette.

4.6.7. Megjegyzés (*). Egy nem (k,1)-particid-sszefiiggd grafon ki tudunk adni
egy olyan q elemd@ P particidjat V-nek, melyre e(P) < k(q—1), mivel a 4.5. szakasz-
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ban leirt algoritmus ekkor valamelyik esetleg dsszehizott G' grdfon futtatva nem ird-
nyitdst, hanem eqy P’ particiot ad ki, melyre eqr_e,(P') < k(|P'| — 1), melybdl ha az
osszehiuzassal keletkezett g csiucsot az azt tartalmazo halmazban az dsképével helyet-
tesityiik, akkor egy olyan P particidjdt kapjuk V-nek, melyre eg_.,(P) < k(|P| — 1),
azaz eq(P) < kE(|P|—1) + L.

Az algoritmust hipergrafokra is kiterjeszthetjiik. Ehhez els6 1épésként a 4.6.3.

Lemmat és a 4.6.4. Lemmat terjesztjiik ki hipergrafokra:

4.6.8. Lemma (*). Legyen D = (V, A) egy irdnyitott hipergrdf, és legyen ennek
ro € V eldre kijelélt gydkérpontja.

1. Legyen R C V egy ro-at tartalmazd olyan csicshalmaz, melyre D[R] ro-
gyokerd k-élosszefiiggd és D/ R rr-gydkerd k-élosszefiiggd. Ekkor D ro-gyokerd

k-éldsszefiiggd.

2. Legyen R C 'V egy ro-at tartalmazd olyan csicshalmaz, melyre D[R] ro-gyokerd
(0, 0)-élosszefiiggd és D/ R rr-gydkerd (0,)-éldsszefiiggd. Ekkor D ro-gydkerd
(0, 0)-élosszefiiggd.

3. Legyen R C 'V egy ro-at tartalmazd olyan csicshalmaz, melyre D[R] ro-gyokerd
(k, 0)-€losszefiiggd és D/ R rr-gyokerd (k,()-élosszefiiggd. Ekkor D ro-gydkerd
(k, 0)-élosszefiiggd.

Bizonyitas:

1. Elgszor a lemma elsé részét bizonyitjuk. Ha az ro € X C V halmazra R € X,
akkor dppp)(X U R) > k-bol, ami D[R] ro-gydkeri k-élosszefiiggd volta miatt
teljesiil, azt kapjuk, hogy dp(X) > k. Ha az ry € X C V halmazra R C X,
akkor dp/p(X — R+ rg) > k-bol, ami D/R rg-gyokert k-élosszefiiggs volta
miatt teljesiil, azt kapjuk, hogy ép(X) > k.

2. A maésodik rész bizonyitasa az els6hoz hasonléan a kovetkezs. Ha az rg € X C
C V halmazra R ¢ X, akkor ppr(X U R) > (-b6l, ami D[R] ro-gyokeri
(0, £)-é16sszefiiggs volta miatt teljesiil, azt kapjuk, hogy pp(X) > /.

Ha az 79 € X C V halmazra R C X, akkor pp/r(X — R + rg) > (-bol,
ami D/R rr-gyokert (0, ()-élosszefiiggs volta miatt teljesiil, azt kapjuk, hogy
pp(X) > L.
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3. A harmadik rész az elsé két részbdl rogtén kovetkezik. OJ

A 4.6.8. Lemma 3. részének segitségével bizonyithaté a 4.6.2. Tétel az ¢ = 1
esetben anal6g modon a 4.6.5. Tétel bizonyitasaval. Ehhez sziikség van még a 4.5.2.

Tételre, és Menger-tételének iranyitott hipergrafokra valo alabbi kiterjesztésére:

4.6.9. Tétel. Legyen D = (V, A) irdnyitott hipergrdf s és t két tetszdleges csicsa.
Akkor és csak akkor fut k wrdnyitott hiperut s-bél t-be, ha minden X St-halmazra

Bizonyitas: Az illeszkedési grafot irdnyitsuk tgy, hogy A € A irdnyitott hiperél
minden tovébsl A felé legyen az él iranyitva, mig a hegyhez futo él legyen a hegy
felé iranyitva. Az igy kapott grafban pontosan akkor van k st ut, ha D-ben is van,
és erre alkalmazva az iranyitott él-Menger tételt kapjuk, hogy ez pontosan akkor
teljesiil, ha a grafban minden st-halmazbefoka legalabb k, és konnyen lathato, hogy
ez pontosan akkor teljesiil, ha D-ben minden st-halmazbefoka legalabb k. 0

Igy lathatjuk azt is, hogy a 4.6.6. Algoritmus is miikodik iranyitott hipergrafokra
is.

Mindkét esetben az algoritmus futési ideje |V|-szerese a gyGkeresen k-sszefiiggd-
vé iranyito algoritmus idejének, ez grafokra megegyezik az altalanos elméletbél nyert-

tel, &mde annal joval egyszertibb, hipergrafokra egy kicsit lassabb.

4.7. Hipergrafok er6sen osszefiiggd iranyitasa

A 4.6.6. Algoritmus hipergrafokra vonatkozé valtozata a kK = 1 esetben meg-
adja a hipergraf erdsen Osszefiiggs iranyitéasat. Ez azért jo, mert ha a gyokeresen
Osszefliggd iranyitast a 4.5. szakaszban leirtnal egyszertibben tudnank szamolni, ak-
kor egy egyszerii algoritmust kapnank hipergrafok erdsen &sszefiiggs irdnyitédsanak

megtalalasara.

4.7.1. Megjegyzés. Grdfokra ilyen egyszerd algoritmus bdrmely keresési algorit-
mus, mivel eqy tetszdleges fdt a grdfban eqy gyokértdl kifele iwrdnyitva gydkeresen
élosszefliggd irdnyitdst kapunk, viszont grafok erdsen dsszefliggd irdnyitdsdt filfelbon-
tasokkal gyorsan és egyszeriien meq tudjuk taldlni, igy ebben az esetben nem annyira

érdekes mds erdsen osszefiiggdvé irdnyito algoritmus.
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Hasonloan a grafokhoz hipergrafokra is egy ,feszit6 fat” fogunk megkeresni, ami
a hipergrafikus matroid egy bazisa.

Legyen tehat H = (V, E) egy hipergraf. Szeretnénk a H-hoz tartozo hipergrafikus
matroid egy bazisit meghatarozni. Az erre vonatkozd algoritmust az aldbbi tétel

bizonyitasabol fogjuk kiolvasni:

4.7.2. Tétel (*). Egy H = (V,E) hipergrafban akkor és csak akkor létezik olyan
v elem@ R C V', hogy H megirdnyithato oly mddon, hogy R-bél minden mds csics
elérhetd irdnyitott dton, ha V minden P = {1, Vs, ..V} particidjara

en(P) > q—. (4.10)

Bizonyitas: Legyen G = (V, &, Ey) paros graf a H illeszkedési grafja. A tételbeli
R halmaz és a hozza tartozo iranyitas megadésa ekvivalens a H illeszkedési grafjan
egy n — 7 elemi olyan ,,jo” parosités éleinek lefele irdnyitasaval a tobbi él felfele

iranyitasa mellett, (bar ekkor a nem fedett hiperéleket valojaban nem iranyitjuk

meg).

4.7.3. Allitas. G eqy pdrositisa pontosan akkor ,jo”, ha a pdrositds dltal fedett
hiperélek minden § # A C € részhalmazdra teljesiil, hogy |Ta(A)| > |A| + 1.

Bizonyitas: Ha az M pérositas ,,jo”, akkor ha lenne olyan () # A C £, melyre | A] <
<|Ta(A)| < |A] +1, akkor A-ba nem lépne V — g (A)-bol él, I'(A)-ba pedig csak
A-bol mehet parositasél, igy I'g(.A) nem érhetd el a nem fedett pontokbol alternald
uton, ami ellentmondas.

Ha pedig egy pérositasra teljesiil az allitasban adott feltétel, akkor egy a parosi-
tés altal fedett v € V csticsra nézziik az 6 parjat, ennek a szomszédai legalabb ketten
vannak. Ezeknek, ha mind fedettek, ismét nézziik a parjaikat, majd ezek szomszédja-
it, és igy tovabb, amig csak fedett csiics van a halmazban. Igy egy szigortan béviils
halmazsorozatot kapunk, mely gy valamikor tartalmazni fog nem fedett csiicsot,
amikor is megéallhatunk, mivel ebbél a csticsb6l van irdnyitott it v-be D-ben, me-
lyet az az alternald 1t ad, amelyen v-bdl ide jutottunk. Mivel ez minden a parositas

altal fedett v € V csiicsra igaz, igy a parositas ,,jo”. 0

Legyen M’ maximalis elemszamu ,,j6” parositdas G-n, és legyen a nem fedett
V-beli cstcsok halmaza R, ahol |R'| = 4/, valamint az M’ altal meghatarozott

iranyitasa G-nek D’.
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Legyen r € R'-re X, az R’ — r-bdl alternalé tton el nem érheté V-beli cstucsok
halmaza. Ekkor r # 1’ R'-beli csticsokra X, és X, diszjunktak. Az (X, — r)-beli
csticsok M'-parjait fesziti X, H-ban, mivel kiilonben egy ilyen hiperélbe lépne él
kiviilrél, amivel az 6 M'-parjahoz is el tudnank jutni R — r-bél D’-ben, s6t ha A,
jeloli az (X, —r)-beli cstucsok M'-parjait, akkor A, a maximalis olyan A részhalmaza
a parositott éleknek, melyre r € I'c(A), és |T'¢(A)| = |A| + 1, mivel ha lenne masik

ilyen, akkor annak a szomszédai sem lennének elérhetéek R — r-bdl.

X, csticsaiba r-b6l megy irdanyitott it, ami nem léphet V' — X,.-beli csticsba, mivel
ha ilyenbe lép, akkor nem tudnank X,-be visszajutni, mivel a V' — X -beli csticsok
eléerhetGek R — r-bdl is. Ha E egy nem fedett hiperél, és erre van egy r € R’, hogy
X, fesziti E-t, ugyanis ha F-nek van pontja X,-ben, és azon kiviil is, akkor fut r-bél
olyan P ut E-be, ami V-bdl csak X,-beli csicsokon halad at. Azt latjuk be, hogy
ut megforditasa altal kapott iranyitasban, ami P és M’ szimmetrikus differenciaja
altal adott parositashoz tartozo irdnyitas, tovabbra is elérhet6 minden V-beli cstcs
R —r-bdl, azaz a modositott parositas is ,,jo”. Ehhez elég azt belatni, hogy P cstcsai
mind elérhet&ek, mivel csak P élein moédosul az irdnyitas. Ehhez viszont elég latni,
hogy E tovabbra is elérhets, ami azért teljesiil, mert F-nek van X,-en kiviili, amibe
X, definicioja szerint fut olyan it R — r-bd4l, ami nem 1ép X,-be, igy nem tartalmaz
modositott élet, azaz a modositott irdnyitasban is benne van, amibdl kévetkezik,

hogy P minden pontja is elérhetd, amibdl jon az ellentmondés.

Ha E nem metsz bele semelyik X,-be, akkor tekintsiink egy a 4.7.3. Allitas
alapjan létez$ olyan A részhalmazat a parositott hiperéleknek, melyre [T'g(A +
+ E)| = |A] + 1. Ekkor minde r € R-re AN A, = (), mert kiilénben [I'¢(AUA,)| <
< |Tg(A)|+|Tg(A)|—Tag(ANA)| < |A]+1+|A | +1—-]ANA|—1 = JAUA,|+1,
ami ellentmond A, maximalitasanak, mivel A # A,, mert F nem tartalmaz X, -beli
csucsot. Ez alapjan az A,-ek altal még fel nem particionélt parositott hiperélekbdl
valasszunk ki maximalis olyan A-kat, melyekre [['g(A)| = | A|+ 1. Ekkor a kapott A
halmazok diszjunktak, mivel, ha A és A" metszenek, akkor |[I'¢(AUA")| < [T¢(A)|+
+|Ta(A)| = Ta(ANA)| < JA|+1+|A|+1—]|ANA| -1 = |[AUA'| + 1- S6t ekkor
az ezekbdl nyert I'g(A) halmazok is diszjunktak egyméstol és az X, halmazoktol
is, ugyanis kiilonben lenne olyan A és A’ (ahol az egyik A A, is lehet), melyekre
Te(AUA)| < Te(A)] + Te(A)] -1 < A+ 1+ |A]+1-1=|AUA|+1,

ahol az utolso egyenlGség azért teljesiil, mert A és A" diszjunktak. Ezzel ha a nem



4. FEJEZET: IRANYITASOK 61

P

V-nek, melyre igaz, hogy minden nem péarositott hiperélet fesziti valamelyik tagja a
particionak. Az is igaz, hogy r € R'-re a A,-beli hiperéleket illetve a fent definialt
A-beli hiperéleket is feszitik a particié tagjai, amib6l, mivel |A.| = |X, — r|, és
|A| = [Ta(A)| — 1, az kiovetkezik hogy pont |R/|-vel t6bb tagja van a particionak,
mint kereszt-hiperéle, ami |R'| > 7 esetén sértené a tétel feltételét, tehat |R/| < ~,

azaz az M'-hoz tartozé iranyités jo. O

A tétel bizonyitasabol az alabbi algoritmust kapjuk.

4.7.4. Algoritmus (*). BEMENET: H = (V, &) hipergrdf.

KIMENET: H-hoz tartozo hipergrafikus matroid eqy bdzisa, és amennyiben ez n —
— v elemi, akkor egy v elemi R C 'V, és ehhez H-nak eqy olyan irdnyitisa, hogy
R-b6l minden mds cstics iranyitott dton elérhetd, tovdbbd, ha v # 1, V' eqy olyan P

particidja, melyre (4.10) egyenldséggel teljesiil.

Legyen H illeszkedési grifja a G = (V,E, F) pdros grdf. Ebben keresink maximadlis
olyan M pdrositdst, hogy legyen nem fedett V-beli csiics, és ezek ) # R C 'V hal-
mazabol minden V -beli fedett csics irdnyitott wton elérhetd leqyen az M-hez tartozo
irdnyitasaban G-nek.

Tdroljuk még a nem vizsgalt hiperélek F C £ halmazdt.

Kundulds:

R=V,M:=0,F:=E&.

Altaldnos lépés:

ISMETELD amig F # ().

Legyen F' € F tetszileges.

HaA [T'¢(F) N R| > 2, AKKOR legyen v € T'¢(F) N R tetszdleges, R := R — v, M :=
=M+ Fv,F:=F—-F.

HA T'¢(F)NR = {v}, AKKOR futtassunk alterndld keresést M + Fv-n R — v-bdl, és
legyen X C 'V az elért pontok halmaza HA v € X, AKKOR R:=R—wv, M := M +
+ Fv, F:=F —F, KULONBEN R:=R, M =M, F:=F — F.

HA T'g(F)N R = (), AKKOR tetszdleges R-b6l T'(F) vezetd P ditra M := M /A P-re
és F-re az eldzd eset feltétele teljestil.

Befejezés:

Az M dltal pdrositott hiperéleket adjuk ki, mint bdzis.
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R-et adjuk ki gyokérhalmaznak és hozzd az M-hez tartozo irdnyitdst.
Minden r € R-re futtassunk alterndld keresést R — r-bdl, és legyen (r €)X, CV az

tgy el nem ért csicsok halmaza.

AMIG vanv €V — ( UX.ulJveV-R: EIXUXU> csucs:
Futtassunk alternézedeeresést v-bdl nem pdrositds élen indulva.
Legyen X, az elért csicsok halmaza.
% X, eqy v' € V-re mar létezé X,y halmazt vagy tartalmazza vagy diszjunkt téle.
HA X, tartalmazza valamely X, -1, AKKOR toroljik X, -t.

Legyen P = {X, : v € R vagy olyan v € V — R, melyre van X,}.
Az algoritmus O(|E|+|V|)-szer futtat alternalo keresést, ami O ( > |E|> id6ben

Eeg
fut. Ezt az algoritmust meghivva a gyokeresen-(k,1)-élosszefliggévé iranyito algorit-

musban az erésen Osszefiiggs iranyitas megtalalasara egy O (]V|(\€| + V) > |E|)
Bee

idejd algoritmust kapunk.

4.7.5. Megjegyzés. Ennél jobb algoritmust kapunk, ha a mai ismereteink szerint
gyorsitjuk [7] fokszamkorldtosan erdsen dsszefliggdvé irdnyité algoritmusdt, és azt az
illeszkedési grifra alkalmazzuk gy, hogy minden |E| € & hiperélen az alsé és felsd
befok korldtot is |E| — 1-nek vdlasztjuk. Maga az algoritmus hasonlit az irdnyitdsi al-
goritmusra; azon annyit kell vdltoztatni, hogy eleve eqy erdsen 6sszefliggd iranyitdsbol
indulunk ki, és ezt mindig ugy vdltoztatjuk, hogy tgyelink arra, hogy ne forditsunk
meg olyan élet, mely belép eqy befoki halmazba. Ehhez meq kell hatdarozni, hogy mely
cstcsokba meqy legaldbb két diszjunkt 4t a hibds csicsbol, amire a ma ismert leggyor-
sabb algoritmus Suurballe és Tarjan sokkal dltaldnosabb algoritmusa [19]. Ezekbdl a
hipergrdf erdsen dsszefiiggd iranyitdsdira O | log, s e\ (€] + V) (Z |E|)2
(HEVGig) Ee€

wdegii algoritmust kapunk.

Hipergraf gyikeres éldsszefliggdvé iranyitdsdra is alkalmas [7] egy mdsik algo-
ritmusa, melyre szintén a fenti futdsi iddét kapjuk, aminél az itt vdzolt algoritmus

gyorsabb.
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4.8. Alkalmazas: Matroidok minimalis vagasai

A (K, 0)-particio-Osszefiiggbség (¢ > 0-ra) azt jelenti, hogy ¢ tetszéleges (hi-
per)élet elhagyva egy k-particio-Osszefiiggs. Ez Tutte [20] tétele szerint azt jelenti,
hogy a (hiper)grafban még mindig van k feszit6fa. A fentiekben lattuk, hogy hogyan
kell a (k, £)-particio-osszefiiggdséget ellendrizni, amennyiben 0 < ¢ < k. Kiraly [15]
tobbek kozt ezt felhasznalva megmutatta, hogy (hiper)grafikus matroidok minimalis

vagasa meghatarozhato.

4.8.1. Megjegyzés. A (hiper)grafikus matroidok (k-szorosdnak) minimdlis vagdsd-
nak meghatdrozasdn kivil a transzverzalis matroid minimdlis vdgdsdt is meg tudjuk
hatdrozni. Tekintsik a G = (S, T, E) pdros grdffal megadott transzverzdlis matroi-
dot, melyben tehdt ' C S pontosan akkor fiiggetlen, ha bepdrosithatd T-be. (Erdemes
megjegyezni, hogy amennyiben a transzverzdlis matroidot, mint szdmolgatds matro-
idot nézzik, a fenti graf a hipergrdf illeszkedési grafjanak felel meg.) Alterndlo utas
algoritmussal hatdrozzuk meg G eqy maximadlis M pdrositdsdt. Ha ez a pdrositds nem
fedi T'-t, akkor a nem fedett csiicsok nem érhetdek el alterndlo wton a nem fedett S-
beli esicsok R halmazabol, igy , (mivel feltehetd, hogy nincs izoldlt csics T-ben), a
nem fedett T-beliek valamelyik s € S szomszédjat elhagyva M — st lesz a maximdlis
pdrositds, (ahol t s M-pdrja), mivel az alterndlé utas algoritmus nem taldl javito
utat. Ezért feltehetjik, hogy M fedi T-t, sét azt is, hogy van nem fedett S-beli cstics,
mivel kiulonben barmely csics vdgdst alkotna. Ahhoz, hogy Z C S wvdgds legyen igy
az kell, hogy T ne legyen pdrosithato S — Z-re, azaz valamely X C T-re sériiljon
meg a Hall-feltétel. Ezek szerint a minimdlis vigds elemszama min{|T'¢(X)| — |X] :
: X CT}+1, és a vigas I'g(X) X-hez nem pdrositott csicsaibdl, és még eqy X -hez
pdrositott csucsbol dll.

A fenti minimum meghatdrozdsihoz tekintsik azt a D = (SUT U{s*}, A) ird-
nyitott grdfot, ahol s* j csucsbol az M dltal fedetlen S-beli csicsok R halmazdnak
minden elemébe fut eqy irdnyitott él, és a tébbi él M éleinek S, a tobbi G-beli €l
T felé irdanyitdsdbol keletkezik. Ebben az tranyitott grdafban kénnyen ldthato, hogy
két s*-bol valamely t € T csicsba futo ut pontosan akkor éldiszjunkt, ha kiézds bel-
s0 pont nélkiliek, és igy a Menger-tétel segitségével igazolhato, hogy t-be pontosan
min{|l'¢(X)| — | X| : t € X C T} éldiszjunkt it megy, sét a minimum és az azt ado

X halmaz eqy s* forrdsi t nyeldji folyam-algoritmus segitségével meg is hatdrozhato.



64 4.9. LOKALIS HALMAZ-ELOSSZEFUGGOSEG MEGORZESE

Ezt az algoritmust minden t € T-re futtatva a fent kivdnt minimumot, és a matroid

minimadlis vdgdsdt is megkaphatjuk.

4.8.2. Megjegyzés. Az imént leirt algoritmus szintén a reprezentdld grdf eqy meg-
feleld iranyitdsdn alapul, csakigy, mint a kordbban emlitett, illetve az itt nem leirt
esetei a (k-szoros) (hiper)grafikus matroidok minimdlis vdgdasdnak. Ez veti fel azt
a kérdést, hogy szamolgatds matroidok minimdlis vdgdsait (specidlisan a merevségi
matroid minimdlis vagdsdt) meg lehet-e hatdrozni valamilyen irdnyitdsi tétel seqit-
ségével. (Szdamolgatds matroidok minimdlis vigdsa a kombinatorikus optimalizdlds

egyik érdekes nyitott problémdja [2].)

4.9. Lokalis halmaz-élosszefiiggdség megdrzése

Ebben a szakaszban latni fogjuk, hogy az aldbbi sejtés egy gyengitése kovetkezik
az itt korabban leirtakbol.

4.9.1. Sejtés. Van olyan C' > 2 egész, melyre teljesil az alabbi dllitds. Ha a
G = (V,E) grdfon {X;,Y;} V diszjunkt részhalmazaibdl dllé pdrok, és f; € 7
igényekre teljesil \q(X;,Y;) > Cf; minden i € {1,2,....,k}-ra, akkor G-nek van
olyan D = (V, A) irdnyitdasa, melyre min{Ap(X;,Y;), A\p(Y;, Xi)} > fi minden i €
e {1,2,...k}-ra.

A fenti sejtés halmazparok helyett pontparokra Nash-Williams tétele [18] szerint
C = 2-vel igaz.

Fukunaga [11] a fenti sejtés vizsgalatakor a 4.4.3. Tételbdl az alabbi érdekes tételt
bizonyitotta.

4.9.2. Tétel. Legyenr € V, X1, X0, ... Xpe TV —1r, és fi, fo, ..., fr € Z. Egy G =
= (V, E) grdafnak létezik olyan D = (V, A) irdnyitdsa, melyre Ap(r, X;) > f; teljesiil
minden i € {1,2, ..., k}-ra, ha \;(r, X;) > if; minden i € {1,2, ..., k}-ra.

Bizonyitas (vazlat): A tételt ugy bizonyitjuk, hogy rekurzivan megkonstrualunk
Dy = (V,Ay),Dy = (V, Ay), ..., Dy, = (V, Ag) résziranyitasait G-nek, hogy A; C
C Aiy1, és minden i € {1,2,..., k}-ra teljesiil

Ap,(r, X;) > f; minden j € {1,2,...,i}-re, (4.11)
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és
dp,(Y) <ipp,(Y)minden X; CY CV —r-re, ahol j € {i+1,i+2,...,n}. (4.12)

D; megkonstrualasdhoz f; éldiszjunkt r-bdl Xi-be futdé utat iranyitsunk meg
X, felé, és ezeket az iranyfitott éleket tegyiik A;-be. Ekkor konnyti ellenérizni, hogy
(4.11) és (4.12) fennall.

Ha mar D;-t definidltuk valamely 1 < i < n-re, akkor D;,; definidlasahoz legyen
D' = (V' A") = D;/X;11, és definidljuk azt a h halmazfiiggvényt V'-n, melyre

f’i+1 - ,OD/(X), ha VXt eXesr ¢ X,
h(X) =<4 —fiy1 — por(X), ha vy, € X ésr e X,
—IOD/(X), kiilénben.

Erre a h-ra megmutathatd, hogy metszén szupermoduléris, és teljesiti a 4.4.3. Tétel
feltételét azon a G’ grafon, melyet a még meg nem iranyitott élek grafjabol kapunk,
ha 6sszehtizzuk X, q-et. Igy G'-nek van h-t fedd iranyitasa, amibdl ezen élek G-beli
Gsét hozzavéve A;-hez a G'-n definialt irdnyitassal belathato, hogy a kapott D;, 1 =
= (V, A;41) grafra (4.11) és (4.12) fennall. O



5. fejezet

Osszefoglalas, tovabbi kérdések

A 2. fejezetben lattuk, hogy hogyan kaphato meg keresztezés-mentes halmaz-
rendszerek fa-reprezenticidja, valamint, hogy hogyan alkalmazhaté algoritmusok-
ban a kikeresztezési eljaras. Ezen kiviil ezek alkalmazasaként algoritmust adtunk

S-T' fa-kompozicio kivalasztasara S-T-elvalasztd keresztezd rendszerbdl.

Ezek felhaszndlasaval a 3. fejezetben algoritmust adtunk a Fujishige-tétel bizo-
nyitasa alapjan, ami féleg a kikeresztezés lassiisdga miatt, elég lassi volt. Ennek
javitasaként megismerkedtiink a javitott teljes reszelési algoritmussal.

Az iranyitasi algoritmusok segitségével a teljes reszel§ algoritmusbol altaldnos
graf és hipergraf iranyitasi algoritmusokat nyertiink. Ezekbdl specialis esetként ki-
olvastuk a gytkeresen (k,/)-¢élosszefiiggs irdnyitas megadasara vonatkozo algorit-
must, mely segitségével (tovabbi itt nem targyalt algoritmusok bevonasaval) meg
lehet hatarozni a k-szoros (hiper)grafikus matroidok miniméalis vagasat. Itt felve-
t6dott az a kérdés, hogy esetleg més keresztez6 szupermodularis fiiggvényre alkal-
mazva az irdnyitasi algoritmusokat més szdmolgatés matroidok minimalis vagasai
is meghatarozhatoak-e? Ennek tiikrében kiilonosen érdemes specidlis h-kra felirni a
tételt, mint azt a 4.9. szakaszban meg is tettiik.

Mivel a teljes reszel§ algoritmus elég bonyolult, érdemes volt egyszertibb algo-
ritmust adni a (k, £)-él6sszefiigg6vé iranyitas megkeresésére. Ezt az ¢ = 1 esetben
sikeriilt is megtenniink, ami hasznos, mivel ez egy olyan eset, amit mas teriiletekkel
(szerkezetek merevségével) foglalkozé matematikusok is hasznalnak. Itt felvetddik
az a kérdés, hogy nagyobb /-re nem adhaté-e hasonlé egyszert algoritmus? Mivel

ez nem tinik til valészintinek, érdemes ennek speciélis esetét vizsgalni, példaul ¢ =
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= k — 1-re adhato-e egyszerd algoritmus?

A (k,1)-él6sszefiiggbvé iranyito algoritmus segitségével hipergrafok erdsen Gssze-
fliggd iranyitasanak megtaldlasara sikeriilt egy szintén egyszerd algoritmust adni.
Ennek kapcsan beletekintettiink az erre ismert leggyorsabb algoritmusba, mely egy
viszonylag bonyolult algoritmust hasznalt. Ez felveti azt a kérdést, hogy nem adhato-
e hasonloan gyors s6t linearis idejii gyors algoritmus annak eldéntésére, hogy egy

irdnyitott grafban mely cstcsokba fut két él-diszjunkt irdanyitott ut?
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