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Bevezetés

A dolgozatban egy koltségelosztéasi problémara keresiink megoldast. Vizsgaljuk a
koltségelosztas fogalmét, elvart tulajdonsigait és modellezésének lehetGségeit, illetve
értékeljiik az egyes megoldési javaslatokat.

A koltségelosztasok a gazdasagi problémak megoldasa soréan felmeriils relevans
kérdések. Egy gazdaségi tevékenység soran minden esetben felmeriilnek bizonyos
koltségek, amelyek elosztasarol —tobb szerepld esetén— meg kell egyezni. Az elosztés-
nak pedig olyannak kell lennie, amit minden résztevé valamiféleképpen ,jigazsagos-
nak” itél meg.

A dolgozat alapjat egy ontozéses gazdalkodas teriiletérsl szarmazd probléma ad-
ja. Felhasznalok egy csoportja egy kozos csatornarendszer segitségével latja el sajat
teriiletének 6ntozését. A csatornarendszer egy kozos ponton csatlakozik a fGcsator-
nahoz, ahonnan a csatornarendszer vizellatasat fedezik. A rendszer miikodéséhez és
fenntartasahoz sziikséges koltségek a felhasznalokat terhelik. Egy lehetséges kolt-
ségelosztas megadja, hogy az egyes felhasznalok kiilon-kiilon mekkora koltségeket
vallalnak a rendszer teljes koltségébdl. Természetesen a felhasznaloknak egyiittesen
fedezniiik kell a teljes 0sszkoltséget.

Az 1. fejezetben matematikai definici6 segitségével pontositjuk a koltségelosztas
fogalmat. Axiomakban rogzitjiik a felhasznalok, mint haszonmaximalizalo, racionalis
dontéshozok ,igazsagossagra’ vald torekvéseit leird feltételeket. Kiilonbozd koltség-
elosztasi modellekkel szolgalunk a fa- és lanc-struktaraval reprezentalhato csatorna-
rendszerek esetében, és megvizsgaljuk, hogy az egyes modellek mennyire alkalmasak
az ,igazsagossag’ axiomainak kielégitésére.

A 2. fejezet tartalmazza a kooperativ jatékelmélet alapvets fogalmait és Osszefiig-
géseit. A kooperativ jatékelmélet egyre elterjedtebb az olyan problémék elemzésekor,
amelyek egy gazdasagi tevékenység soran felmeriil6 dontési helyzet rendezésére ira-
nyulnak. A szereplSk sajat érdekeik érvényesitése mellett a tobbi szereplé dontései-
t6l fliggden véllalnak esetlegesen részt egy adott egyiittmiikodésben. Ennek kapcsan
lehetGségiik van a vélasztott stratégidkrol vagy akéar a kifizetések elosztasarol meg-

allapodasokat kotni, melyek esetleges megszegése biintetést von maga utéan. Ezek



a kikényszerithets szerzddések adjik a kooperativ jatékelmélet alapjat. Megismer-
kediink tovabbéa a mag-elosztas és a Shapley-érték fogalméval és tulajdonsagaival,
kiilon figyelmet szentelve a konvex jatékok esetének. Ezen fogalmak segitségilinkre
lesznek az ,igazsagos” allokaciok megvalasztasdban.

A 3. és egyben utolso fejezetben a kooperativ jatékelmélet alkalmazaséval elemez-
ziik az elsé fejezet eredményeit. Definidljuk az 6ntozési jatékot, amelynek segitségével
a dolgozat alapjaul szolgalo koltségelosztasi problémat modellezhetjiik. Megvizsgal-
juk, hogy a konkrét probléménkra milyen megoldésokkal szolgal a mag-elosztés és
a Shapley-érték, és ez mennyire tamasztja ala az elsd fejezetben intuitiv modon, az

axiomak segitségével megfogalmazott ,igazsagossidgra” valo torekvésiinket.



1. fejezet

Koltségelosztasok

A dolgozat alapjat egy koltségelosztasi probléma adja. Gazdéalkodok egy cso-
portja egy fécsatorndhoz csatlakozd csatornarendszerbdl fedezi sajat foldteriiletének
vizigényét. A csatornarendszer miikodtetése és karbantartasa koltségeket von maga
utén, ezeket a gazdalkodok kozosen alljak. A probléma pedig az, hogy a gazdal-
kodok (tovabbiakban felhasznalok) hogyan osszak fel ,igazsdgosan” egymas kozott
a csatornarendszerre vonatkozo 6sszkoltséget. Ebben a fejezetben megismerkediink
a dolgozatban szerepls alapmodellekkel és az ,igazsigossag’ fogalmat megragadni
kivan6 axiémakkal.

A formalis elemzéshez elGszor is foglaljuk 6ssze a példankban szerepld 6nt6zé-
rendszer két legfontosabb sajatossagat! Els6ként elmondhat6, hogy minden felhasz-
nalé alapvetGen sajat foldteriiletének ontozése céljabol hasznal vizet, az allatallo-
mény eltartasara szolgald vizmennyiség és az ebbdl eredd koltségek elhanyagolhato
nagysagrendiek. Az altalanos tapasztalat pedig azt mutatja, hogy az ontoézécsa-
tornak kapacitésa elegendd az Osszes érintett foldteriilet ontozéséhez. Igy tehat a
feladat nem egy adott vizmennyiség elosztasa, sokkal inkabb a csatornak mikddési,

fenntartasi és egyéb koltségeinek a felhasznéalok kozotti elosztasa lesz.

1.1. Alapmodellek

Tekintsiik a formalis bevezetést! Reprezentéljuk a feladatot egy faval, a fa gyokere
legyen a fGcsatorna (amit 0. csticsnak fogunk tekinteni), a fa egyéb cstcsai pedig a
felhasznalok. L-lel a fa leveleinek halmazat jeloljiik.

Legyen N = {1,2,...,n} a f6csatornahoz csatlakozd felhasznalok véges, ren-
dezett halmaza. A felhasznalok halmazén definidlhaté egy rendezés, ami reflexiv,
tranzitiv, de nem feltétleniil teljes, ugyanis nem minden esetben lesz barmely két

felhasznélo pozicidja Osszehasonlithato. Tekintsiik példaul a grafon a gyokértsl ki-
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indulva végrehajtott mélységi keresés elérési sorrendjét. Az igy kapott sorrendben
jelolje ¢ a zsiliptdl szamitott i-edik felhasznéalot. A csatornarendszer i-edik szakasza
(azaz a graf i-edik éle) legyen az a szakasz, amivel az i-edik felhasznaloé a rend-
szerhez csatlakozik. Minden ¢ € N-re jelolje ¢; a f6csatorna i-edik szakaszara esé
éves fenntartasi koltségét, az ezen koltségek altal meghatarozott koltségvektort pe-
dig ¢ = (¢i);en € RY. A keresett eredmény a Y ¢; Osszesitett koltség egy ,igazsagos”

elosztasa lesz.

1.1. Megjegyzés. Specialis esetben a probléma egyetlen lanccal reprezentalhato,
aminek els§ cstucsa a fGcsatorna, a felhasznalok pedig a lanc tovabbi, egymas utéan
kovetkezd cstcsai. Ekkor a rendezés a természetesen addédo sorrend szerint lesz. A

késébbiekben ennek a specialis esetnek kiilon figyelmet fogunk szentelni.

A tovabbiakban definialni fogunk kiilonb6z6 koltségelosztéasi sémakat, és meg-
vizsgaljuk, milyen természetesen adodo tulajdonsigokkal rendelkeznek. Ehhez sziik-
séglink van néhény jelolés bevezetésére.

Egy i felhasznalora megkiilonboztetjiik az 6t megeldzd és az 6t kivetd felhaszné-
l6k halmazat. Jeldlje I, azon cstcsok halmazat, melyek az i-t a gyokérrel osszekots,
egyértelmi uton helyezkednek el. Ez a halmaz lesz az i-t megeldzd felhasznalok hal-
maza. Most tekintsiink egy olyan iranyitast, ahol a fa éleit a gyckértsl, mint forrastol
kifelé mutato iranyitassal latjuk el, azaz a gyokérbdl csak kifelé vezetnek élek, min-
den tovabbi csiics be-foka pedig egy. Az ilyen iranyitassal ellitott faban jeldlje I az
1-b6l irdnyitott tton elérhetd cstucsok halmazat. Ez pedig az i-t kdvetd felhasznalok
halmaza lesz.

Vagyis I, = {j € N|j < i}, I = {j € N|i < j}, ahol a j < i relaci6 fennélldsa
jeloli, ha létezik j-bdl i-be iranyitott 1t.

Példankban el6szor kétféle elosztasi szabalyt vizsgélunk, az atlag szerinti (a)
és a soros (b) elosztast. A koltségek mérhetk hektaronkénti egységben, egységnyi
felhasznélt vizmennyiségben vagy felhasznalonként, mi ez utébbit fogjuk tekinteni.
(Az definici6 és a fejezetben felhasznélt axiomak alapjaul |Aadland és Kolpin
(1998) munkaja szolgalt.)

1.2. Definicié. Egy ¢ : Rﬂ\rf — Rﬂ\rf leképezés eqy koltségelosztdsi szabdly, ha Ve € Rﬂ\rf
-re Y& (¢) = 2o ciyahol (& (¢))en = & (¢)-

(a) Az dtlag szerinti kéltségelosztdsi szabdly szerint a csatorna fenntartdsi kélt-

ségeit eqyenld ardnyban osztjuk szét minden felhaszndlo kézott, azaz

& (c) :Z% Vi € N-re.

JEN



1. FEJEZET. KOLTSEGELOSZTASOK 6

(b) A soros koltségelosztisi szabdly szerint az egyes szegmensekre esd koltségeket
osztjuk el eqyenld modon azok kozott, akik az adott szegmenst igénybe veszik, vagyis
Cj X
’(c) = ———— Vi€ N-re,

jer;ufi} Y
ami specidlisan a lanc esetére igy is felirhato:

C;

————— Vi€ N-re.
(n—z’+1) 1€ re

€)= "4+

1.3. Példa. Tekintsiik a kovetkezd példat lanc esetén! Legyen N = {1,2,3} és
c=1{6,1,5}. Az atlag szerinti elv esetén az aggregalt koltségek elosztasa a felhasz-
nalok kozott egyenls mértéki, azaz £%(c) = (4,4,4). Masrészrdl a soros elosztési
szabalyt alkalmazva az els§ szegmens koltségeit mindhéarom felhasznalo kozott kell
egyenlGen felosztani, a masodik szegmenst a 2-es és 3-as szamu kozott, mig a har-
madik szegmens koltségeit egyediil a 3-as felhasznalo allja. Igy tehat a kovetkezs
elosztéast kapjuk: €° (¢) = (2, 2,5, 7,5).

A kovetkezSkben karakterizaljuk a koltségelosztasi sémékat, bevezetiink olyan
axiomakat, melyek teljesiilése a modellezés szempontjabol jogosan elvarhato.
Vektorok Osszehasonlitédsa alatt minden esetben koordinatankénti osszehasonli-

tast fogunk érteni, tehat ¢ < ¢, ha Vi € N-re ¢; < ..
1. Axiéma. ¢ koltségmonoton, ha Ve < ¢ esetén £ (¢) < &(c).

2. Axioéma. ¢ rang-tulajdonsiga, ha Ve € RY és Vjre Vi € I7 U {j} esetén

§i () <& (c).
Lanc esetén pedig Vi < j-re & (¢) < &; (c).

3. Axioma. ¢ szubvenciémentes, ha Ve € Rf és V I = {iy,is,...,i} C N halmaz
esetén

DGO

jeJ jed

ahol az egyszertiség kedvéért J:=1I; U---UIl, UI.
Lancra pedig a J halmaz mindig az I legnagyobb indext ¢ tagjahoz tartozo I, U{i}
halmaz lesz, azaz j € J pontosan akkor teljesiil, ha j < i. Ebben az esteben tehat

elég azt irni, hogy Vi € N és ¢ € RY esetén
D &G©<) e
J<i J<i
A harom axioma értelmezése kézenfekvs. A koltségmonotonités felel azért, hogy

novekvs koltségek esetén egyetlen felhasznéalora esé koltség se csokkenhessen. Ez
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a kritérium biztositja, hogy semelyik felhaszndld se tegyen szert haszonra olyan
esetleges tligyletek altal, melyek az 6sszkoltséget névelnék.

A rang-tulajdonsag biztositja, hogy a koltségelosztasok rangsorolhatok aszerint,
hogy az egyes felhasznalok a csatorna mekkora hanyadéat hasznaljak. Vagyis, ha
i € I, akkor a j felhasznal6 definicio szerint tobb szegmensét hasznélja a fGesator-
nanak, mint ¢, azaz a j-re es6 koltség legalabb akkora, mint az i-re esé.

A szubvenci6-mentesség pedig megakadalyozza, hogy a felhasznalok barmely cso-
portjanak tobbet kelljen fizetnie, mint a csoport kollektiv koltsége. Ha a szubvencid
esete allna fenn, akkor a felhasznélok néhany csoportjanak fizetnie kellene az altaluk
hasznalt csatornaszakaszokért és tovabbi ,tamogatast” nytjtandnak a csatorna men-
tén hatrébb elhelyezkedd felhasznaloknak. Ez pedig sértené azt a célunkat, mely sze-
rint a koltségek ,igazsagos” elosztasara toreksziink. (A késsbbiekben definialt megfe-
lel§ kooperativ jatékban a szubvencié-mentesség felel majd azért, hogy mag-elosztast
kapjunk.) Konnyen ellendrizhets tovabbé, hogy a soros koltségelosztasi elv kielégiti
mindhérom axiémat, mig az atlag szerinti csak az elsé kettét (Aadland és Kolpin
(1998)).

A tovabbiakban megemlitiink néhany tovabbi lehetséges elosztasi elvet és meg-
vizsgaljuk, mely axiomékat elégitik ki. Ehhez vezessiik be az alabbi fogalmakat!

Jelolje ¢(N) a csatorna fenntartasanak osszkoltségét, azaz a > ¢; értéket. Az
s;i = ¢(N) — ¢(N \ 1) koltséget a fogyasztd szepardlhatd kb’ltségénéz]vnevezziik, ahol
¢(N\17) jeloli a csatorna fenntartasi koltségét, amennyiben az i-t nem kell kiszolgalni.
(Vegytlik észre, hogy s; a leveleken mindig c;-vel egyezik meg, egyébként 0.) Olyan
&(c) koltségallokaciot kerestink, amelyik teljesiti a &;(c) > s; egyenl6tlenséget minden
1 € N esetén. Tovabbi kérdés még, hogy mennyit fedezzenek az egyes fogyasztok a
fennmarado, Gsszesen

E(N)=c¢(N) =Y si=c(N)=) ¢
ieN ieL
k6zos koltséghdl. A fogyasztok ugyanis nem egyforma mértékben hasznaljak a csator-
nat, csak kiilonbozo részeire van szitkségiik. Igy azt sem szeretnénk, ha a fogyasztok
tobbet fizetnének annal, mintha egyediil hasznalnak a csatornat. Jeldljik e(i)-vel az
1 € N fogyasztonak az igy értelmezett Gn. egyedi kéltségét, vagyis
e(i) = Z ¢
jel;y i}
Az jgazsagossag” értelmében tehat teljesiilnie kell a &;(c) < e(i) egyenlStlenségnek,
minden ¢ € N-re. Természetesen a fentiekben emlitett két korlatozas csak akkor
kielégithetd, ha
c¢(N) <c(N\ 1)+ e(i),
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minden ¢ € N-re. Ez a mi esetiinkben mindig teljesiil. Atrendezve az egyenlStlenséget

ez annyit jelent, hogy
¢(N) —c(N\ i) <e(i), azaz s; < e(i).

Ha i nem levél, akkor s; értéke 0, e(i) pedig trividlisan mindig nemnegativ, ha pedig
i levél, akkor s; = ¢;, vagyis ¢; < e(i) kell, hogy teljesiiljon, ami e(i) definiciojabol
latszik.

Az egyéni koltségekbdl a szepardlhato koltségeket kivonva kapjuk a (k(i) =
e(i) — s;)ien vektort, ami a kozos rész egyéni hasznalatakor felmeriils koltségeket
tartalmazza.

Ezek alapjan tekintsiik az alabbi koltségelosztasokat:

o A kozos koltség egyenld elosztésa:

1

E(c) = i+ T
V]

k(N) Vi € N-re.
o A kozOs koltség egyéni haszndlatbol eredd kéltségrészek ardnydban torténd el-
osztasa: N
£ () = 8; + ——k(N) Vi € N-re.
>k
JEN
A tovabbiakban megvizsgaljuk, hogy ezen koltségelosztasok mely axiomakat elé-
gitik ki.

Tekintsiik el6szor a kozos rész egyenld elosztasanak esetét!
1.4. Allitas. A €99 koltségmonoton.

Bizonyitds. Azt kell belatni, hogy tetszéleges ¢ < ¢ esetén £9%(c) < £°9Y(). Az s(c)
szeparalhato koltségekbdl allo vektor ebben az esetben olyan, hogy minden i € L
esetén s; = c¢;, egyébként pedig 0. Ezért két esetet kiilonboztetiink meg, elszor,
amikor a koltségndvekedés nem levélen realizédlodik, masodszor pedig, amikor levél

esetén né. Az els6 esetben az s vektor nem valtozik, viszont k(N). < k(N )., mivel

E(N)e =c¢(N)=> a,

icL
RN, =Cd(N)=> d=C(N)=) a
ieL ieL
és ¢(N) < ¢ (N), igy tehat kész vagyunk.
A maésodik esetben azonban éppen azt kapjuk, hogy ¢ € L esetén s;(c) < s;(¢),

B(N)e= Y a= > &=kN),

iEN\L iEN\L
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vagyis k(N) nem valtozik, tehat Osszességében a 29 értéke nem csokkenhetett.
Amennyiben a két eset egytittesen all fenn, tigy a névekedés az s vektorban és a k()

értékben is megmutatkozik, igy az Osszegiikre is igaz, hogy nem csokkenhet. O
1.5. Allitas. A &9 teljesiti a rang-tulajdonsdgot.

Bizonyitds. Azt kell ellen6rizni, hogy tetsz6leges i-ve és j-re i € I esetén §%(c) <

£;7(c). Mivel azonban rogzitett c-re {(c) = &% Vi,h € I esetén, és j € L-re

egy R ; ek 4 N . )
£ < &7 Vi € I -re, igy az éllitéas teljestilése nyilvanvalo. O
1.6. Allitas. A £°9 elosztds pontosan akkor nem szubvencidmentes, ha a problémdt

reprezentdalo faban van legaldbb 3-hosszi ldnc.

Bizonyitds. Abban az esetben, ha a fa csupa 1-hosszu lancokbdl &ll, a szubvencio-
mentesség trivialisan teljesiil, minden esetben &; = ¢;.

Ha a faban legfeljebb 2-hosszu ldncok szerepelnek, szintén teljesiil a szubvencio-
mentesség. Egy konkrét 2-hosszi lanc esetén ugyanis a kovetkezdket tudjuk:

c(N) = c1+c2, s = (0,c2), k(N) = c1. Ekkor &(c) = 0+ F, &(c) = co + %, ami
azt jelenti, hogy & (c) < ¢1 és &1(c) + &2(c) < ¢ + ¢, vagyis a szubvencio-mentesség
mindig teljesiil, ha |N| = 2.

Egy tovabbi esetet még meg kell emliteniink: a faban legfeljebb 2-hosszu lancok
szerepelnek, de ezek nem ,fiiggetlenek”, hanem ,elagazok”. Azaz az els6 cstcsbol
kiilon-kiilon agazik el egy-egy tovabbi pont (3 csicsra ez egy Y alakot jelent). A fenti
szamolassal analég modon meggondolhatd, hogy a szubvencié-mentesség az ilyen
welagazd” esetekben is teljesiil, ugyanis a c¢; koltség osztodik tovabb annyi részre,
ahény tovabbi cstcs kapcsolodik hozza. Igy tehat legfeljebb 2-hosszt lancokra a
szubvencio-mentesség fennéll. Ha pedig egy legfeljebb 2-hosszt lancokbol allo faban
ez lanconként teljesiil, akkor akarhogy valasztva cstucsokat, a szubvencio-mentesség
teljesiilni fog, ugyanis csak a megfelel6 egyenlGtlenségeket kell Gsszegezni, amikrsl
kiilon-kiilon tudjuk, hogy igazak, és igy az Osszegiikre is igaz lesz.

Tekintsiik most azt az esetet, amikor a faban szerepel legalabb 3-hosszt lanc. Ekkor a
legalabb 3-hosszu lancra (ha t6bb ilyen van, akkor egy tetszélegesre) a kovetkezdket
irhatjuk fel:

¢(N)=c14+ca+-+cp,s=1(0,0,---0,¢,), k(N) = c1+ca+- - -+¢,1. Ezek alapjan
&1(c) =0+ %, ami azt jelenti, hogy ¢; minden esetben megvélaszthato agy,
hogy méar a & (c) < ¢; feltétel se teljesiiljon.

Tekintstink egy egyszeri ellenpéldat pontosan 3-hosszii lancra! Ekkor specialisan
& = %, tehat elég olyan ci-et valasztani, ami ennél kisebb, vagyis, amire cy >
2¢ teljesiil. Legyen példaul a konkrét lancon ¢ = (3,9,1), ekkor ¢(N) = 13, s =
(0,0,1), k(N) = 12 ¢s fgy £€9%(c) = (04 2,0+ 2,1+ 2) = (4,4,5). Azaz az
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elsé felhasznalonak tobbet kell fizetnie, mint amennyi a belépésének a koltsége, és a
tobbletfizetéssel mintegy ,tamogatja” a téle hatrébb elhelyezkedd tobbi felhasznalot.
Ebbdl tehat latszik, hogy a szubvencié-mentesség nem teljesiil, amennyiben a faban

talalhato legalabb 3-hosszu lanc. 0

Vegyiik most a kozos koltség egyéni hasznélatbol eredd koltségrészek aranyaban

torténd elosztéasat!
1.7. Allitas. A £ nem kéltségmonoton.

Bizonyitds. Egyszert ellenpéldaval igazoljuk: vegyiink egy 4-hosszi lancot, legyen
N = {1,2,3,4}, c= (1,1,3,1), ¢ = (1,2,3,1). A koltségnovekedés i = 2 esetén
valosul meg. Ekkor a koltség-monotonitds mar a £¢¢(c) és £¢"¢() els6 koordinataira
sem lesz igaz. Ugyanis £§¢(c) = il = 0, 384, illetve () = T 0,375, vagyis

13
geha(c) > ¢eha() biztosan nem teljesiil. O

1.8. Allitas. A &t teljesiti a rang-tulajdonsdgot.

Bizonyitds. Azt kell belatni, hogy i € I esetén &;(c) < §;(c).

Definici6 alapjan:

()= s+ O
6(0) = s+ 5=y BN,

lEN

ey KO

lEN

Minden ¢ € I;-re tudjuk, hogy s; < s;, mivel © € N \ L, igy s; = 0, s; pedig 0,
ha j € N\ L vagy ¢;, ha j € £. Mar csak a k(i) = e(i) — s; és k(j) = e(j) — s,
viszonyét kell tisztédzni. Azt kell belatni, hogy k(i) < k(j), minden i € I esetben.
Ekkor ugyanis &;(c) < &;(c).
Licl;,j¢cL
Ekkor s;, = s; = 0 és e(i) < e(j), mivel e(i) = > ¢gése(j)= > «,
lel; u{i} ler; u{j}
illetve I;” U {i} C I; U{j}, amennyiben i € I;. Vagyis k(i) < k(j).
2.i€el;,j€L
Ekkor 0 = s; < 55 = ¢;.
Ebben az esetben:

k(i) =e(i) — s; = Z oq—0= Z ¢,

1€ U{i} 1€l U{i}

k(j) = k(n) =e(n) — s, = Z aq—cj= Z q.

lel;u{j} lel;u{j}
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o i=j—1re k(i) =k(j),
o il -re k(i) < k(j).

Vagyis minden esetben k(i) < k(j), amivel az allitast igazoltuk. O

1.9. Allitas. A £ barmely ¢ € R esetén nem elégiti ki a szubvencid-mentességet.

Bizonyitds. Tekintsiik a kovetkezs ellenpéldéat: egy 5H-hosszi lancra legyen N =
{1,2,3,4,5}, ¢ = (10,1,1,100,1). Ekkor az elosztasra a kovetkezot kapjuk: £¢he =
(4,35, 4,79, 5,23, 48,81, 49,81). A szubvencio-mentesség i = 3 esetén nem teljesiil,
ugyanis & + & + &3 =14,37T > 12 =c¢; + o + c3. 0

1.2. Eredmények lancra

Egy gazdalkodok kozott végzett felmérésben a megkérdezettek valaszai azt mu-
tattak, hogy az eddigiekben leirt axiomak barmelyikének athagasa egyfajta ,igaz-
sagtalansagot” eredményez (Aadland és Kolpin (2004)). Ugyanakkor azt érezhetjiik,
hogy a soros elosztas esetében a hatrébb elhelyezkeds falhasznaloknak olykor mér
ytul sokat” kellene fizetniiik, ami szintén sértheti az alapvet§ ,jigazsédgossagi” szan-
dékunkat. Ezeket a megéllapitasokat kell 6sszhangba hozni egy latszolag atlag sze-
rinti koltségelosztas 1étezésének tényével. Ezért definidlunk egy modositott szabélyt,
amely a lehets ,legkozelebb” esik az atlag szerinti elosztési szabélyhoz, és mind-
hérom axiéomat kielégiti. Ebben a részben a lanc specidlis esetére szoritkozunk,

Aadland és Kolpin (1998) fogalmait és eredményeit alkalmazzuk.

1.10. Definicidé. Egy korldtozott dtlag szerinti kéltségelosztdasi szabdly egy kdltségmo-
noton, rang-tulajdonsdgi, szubvenciomentes elosztdsi elv, ahol az eltérés a szétosztott
legmagasabb és legalacsonyabb koltségek kozott a legkisebb, az dsszes lehetséges elosz-

tdasi elvet tekintve.

Nyilvanvalo, hogy az atlag szerinti elosztas esetén a legmagasabb és legalacso-
nyabb koltségek megegyeznek. A korlatozott atlag szerinti elosztés ezt a tényt probal-
ja realizalni, megérizve a jogosan elvart kritériumokat, azaz kielégitve az axiémékat.
A fenti definici6 azonban nem garantalja sem a létezést, sem az egyértelmiiséget.
A létezés kérdését foglalja magaba az a probléma, hogy a kiilonb6zd koltségprofi-
lok kiilonb6z6 minimalizalasi eljarasokhoz vezetnek-e, a szétosztott koltségek kozotti
eltérésre nézve. Az egyértelmiiség kérdésének felmeriilése pedig abboél a ténybdl ko-
vetkezik, mely szerint az emlitett minimalizacié nem ad direkt kikotéseket a | kozbiil-
s6” koltségekre. Az [LI1l tétel az egyetlen korlatozott atlag szerinti koltségelosztasi

szabaly létezését fogalmazza meg.
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Ehhez vezessiik be a kovetkezSket: adott h,i € N U {0} és ¢ > h. Legyen

e
_ h<j<i

P (h,i) = =

P (h,i) reprezentalja a {h+1,...,i} csatorna részekhez tartozé felhasznalonkénti

koltségeket, a megfelel§ szegmensekhez tartozo felhasznalok kozott felosztva.

1.11. Tétel. (Aadland és Kolpin (1998)) Egyértelmiien létezik egy £ korldtozott

datlag szerinti koltségelosztdsi szabdly, mely rekurziven konstrudlhato a kévetkezd mo-

don: legyen
w1 =min{P(0,i)|i >0}, hy = max {i|P (0,7) = u1 },

po = min{P (hy,i)]i > hy}, ho = max {i|P (hq,1) = ua},

pj =man{P (hjy,i) [i > hj1},  hj =maz {i|P (hj_1,1) = p;}

és &l (c)=p; Vj=1,...,n" ésiec (hj_1,h;], aholn' jeloli a j utolsd indexét.

A fenti formula latszolag bonyolult, val6jaban azonban kénnyen kiszdmolhato.
A py értéke egyszeriien a legalacsonyabb az egy fére esé koltségek kozott, {1, ..., hy}
pedig a csatorna szegmensek leghosszabb sorozata, amin ez a legalacsonyabb koltség
érvényesiil. A h; + 1-nél indulé csatornaszakaszhoz tartozé legkisebb egy fére juto

koltség a ps, ez a {hy + 1, ..., ho} szakaszon realizalodik, és igy tovabb.

1.12. Példa. Tekintsiik a korabbi példankat, ahol N = {1,2,3} és ¢ = (6,1,5). Az
egy foére jutd koltség az els§ szegmensen 6, az elsé kettén 3,5, mindharom szegmensen
pedig 4, azaz 1 = 3,5, by = 2. Igy tehat a £7(c) = (3,5, 3,5, 5), mig £%(c) = (4,4, 4),
£(c) = (2, 2,5, 7,5) volt.

1.13. Példa. Egy valamivel bonyolultabb példa szemléltetésével érthetébbé valik a
fenti tételben szerepls képlet. Legyen N = {1,2,3,4,5} és ¢ = (6,2,5,4,5). Ebben
az esetben a minimalis egy fore jutd koltség az {1,2} szakaszon vétetik fel, tehat
p1 = 4 és hy = 2. A maradék harom szegmensen, a {3,4,5} halmazon az egy f6nyi
minimaélis koltség a {3,4}-en vétetik fel, vagyis ps = @ =45 és hy = 4. Ezek
alapjan £"(c) = (4, 4, 4,5, 4,5, 5).

Megjegyezziik tovabba, hogy a tobbi elosztasra az alabbi eredmények adédnak:
£9(c) = (3,4, 3,4, 3,4, 3,4, 8,4), £he(c) = (1,67, 2,23, 3,62, 4,74, 9,74), valamint
£%c) = (4,4, 44, 44, 44, 44) és £(c) = (1,2, 1,7, 3,36, 5,36, 10,36).
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A korlatozott atlag szerinti elosztédsnak egy tovabbi, olyan tulajdonsagat vizs-
galjuk meg, ami koltségelosztasok esetén szintén hozzajarul ahhoz, hogy az ,igazsa-
gossagot” drnyaltabban tudjuk kifejezni. Kimondunk tehat egy tjabb axiémét, mely
azt a célt szolgalja, hogy a felhasznalok egy olyan csoportja, amely eddig ,tdmoga-
tasban” részesiilt, egy esetleges koltségnovekedés esetén szintén koteles legyen részt

vallalni az Gjonnan felmeriils koltségekbdl.

4. Axioma. ¢ kielégiti a kolesonosség axiomajat, ha Vi-re
(a) X2 &n(c) < > cn
h<i h<i
(b) ¢ > cés

() h; (cn = &n(e)) = 22 (cf — ¢;)
<7 7>
teljesiilése esetén nem igaz, hogy &,(c’) — &n(c) < &(¢) —&j(c) Vh <iésj>i

esetén.

A kolesonosségi axioma azt fejezi ki, hogy ha (a) az {1, ...,i} felhasznélok élvez-
nek (akar alacsony) tamogatast, (b) a koltségek c-rél ¢-re nének, és (c) amennyiben a
plusz koltségek kollektive magasabbak az ¢ utani szegmensen, mint amekkora tdmo-
gatast az {1,...,1} csoport élvez, méltanytalan lenne, ha a tdmogatott csoport tag-
jai kisebb koltségnovekedésre szamithatnanak, mint az ket tamogato {i + 1,...,n}
szegmens. Intuitive tehat, amig az {i + 1, ...,n} felhasznalok koltségnovekedése nem
haladja meg az {1,...,7} felhasznaloknak nyujtott tamogatést, a tdmogatottak leg-
alabb egy kevés tartozassal birnak a tdmogatd csoporttal szemben. A koélcsonosség
axiomaja biztositja, hogy a tamogatd csoportban legalabb egy felhasznélod esetén az
adott felhasznalora esé koltségnovekmény ne haladja meg a tamogatott csoportban

a legmagasabb koltségnévekményti felhasznalora esé értéket.

1.14. Tétel. (Aadland és Kolpin (1998)) A korlatozott dtlag szerinti kéltségelosz-
tasi szabdly koltségmonoton, rang-tulajdonsdgi, szubvenciomentes és kielégiti a kol-

€SON0Sseq ariomdajat.

Emlékezziink vissza, hogy definicié szerint a korlatozott atlag szerinti koltségel-
osztast a szétosztott legnagyobb és legkisebb koltségek kozti eltérés minimalizalésa-
val nyertiik, megtartva a koltség-monotonitast, a rang-tulajdonségot és a szubvencio-
mentességet. A kovetkezd tételiink szerint ugyanezt az eredményt megkaphatjuk ugy
is, ha egyszertien a koltségelosztéas soran kapott legnagyobb értéket minimalizaljuk.
Ha a hasznossagot negativ koltségekben mérjiik, a probléma ekvivalens lesz a rawlsi
jolét maximalizalasaval (amit a tarsadalomban elfogadott legkisebb hasznossagban

meériink). A mi esetiinkben ugyanis a rawlsi jolét maximalizalasa egyenértéki az
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n-edik felhasznélora esé koltségek minimalizaldsaval, mig maganak a jolétnek a mi-
nimalizalasa az 1. felhasznalora esé koltségek minimalizalasaval ekvivalens. Igy tehat
a korlatozott atlag szerinti koltségelosztasi szabaly felfoghato tigy, mint kollektiv t6-

rekvés a tarsadalmi jolét maximalizalasara, egyenlGségi alapon.

1.15. Tétel. (Aadland és Kolpin (1998)) A korldtozott dtlag szerinti kéltségelosz-
tasi szabdly az egyetlen kéltségmonoton, rang-tulajdonsdgi, szubvenciomentes koltség

mechanizmus, ami maximalis ralwsi jolétet biztosit.

A tétel Osszehasonlithaté Dutta és Ray cikkében megfogalmazott ,egalitarius”
elosztéssal, amely konvex jatékok esetén a mag egy specialis eleme lesz (Dutta és Ray
(1989)).

Példéank kapcsan a soros koltségelosztasi szabaly szintén kiemelkedd jelentGségi.

Tekintsiik a kovetkez6 axiomakat!
5. Axioéma. ¢ szemi-marginalis, ha Vi =1,...,n — l-re &1(c) < &(c) + cipr.

6. Axiéma. £ novekvSen szubvenciémentes, ha Vi € N és ¢ < ¢ esetén

D (&) = &nle) <Y (ch—cn).
h<i h<i
A szemi-marginalitas azt jelenti, hogy ha &;(c) az {1,---,i} csoportra nézve
qigazsdgos” elosztas, akkor az i + 1-edik felhasznalonak semmiképpen ne kelljen tob-
bet fizetnie, mint &;(c) 4 ¢;11. A névekvs szubvencio-mentesség a £(c)-bdl kiindulva
azért felel, hogy koltségnivekedés esetén a felhasznalok egyetlen csoportja se fizessen
tobbet, mint a kollektiv tobbletkoltség.

1.16. Tétel. (Aadland és Kolpin (1998)) A soros kdltségelosztdsi szabalyt a koltség-
monotonitds, a rang-tulajdonsdg, a szemi-marginalitas és a névekvd szubvencio-

mentesséqg karakterizdlja.

1.17. Tétel. (Aadland és Kolpin (1998)) A soros kéltségelosztasi szabdly az egyet-
len koltségmonoton, rang-tulajdonsagi €s novekvden szubvenciomentes mechaniz-

mus, ami maximdalis ralwsi jolétet biztosit.

A tétel szerint tehat a soros koltségelosztas egy jolét-maximalizalas végeredmé-

nyeként kaphato meg. Tekintsiik a kovetkezd eredményt!

1.18. Tétel. (Aadland és Kolpin (1998)) A soros kéltségelosztisi szabdly az egyetlen
kéltségmonoton, rang-tulajdonsdgi, szemi-margindlis mechanizmus, ami minimdlis

ralwsi jolétet biztosit.
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Nyilvanvalo, hogy a korlatozott atlag szerinti koltségelosztasi elv szemi-marginalis,
a soros pedig szubvenciomentes. Osszegzésiil tehat mindkét mechanizmus kéltségmo-
noton, rang-tulajdonsagi, szubvencidémentes, szemi-margnalis, és amig a korlatozott
atlag szerinti koltségelosztési elv maximalizélja a rawlsi jolétet, addig a soros éppen
hogy minimalizalja azt. Igy tehat a korlatozott atlag szerinti elosztasi elv a fécsa-
torna hétso felén, mig a soros koltség-elosztasi elv a f6csatorna elején elhelyezkedd

felhasznaloknak kedvez.

1.3. Sulyozott koltségelosztasok

Ebben a szakaszban a korlatozott atlag szerinti és a soros elosztasi elvek hekté-
ronkénti és viz-részesedés szerinti silyozott valtozatat vizsgaljuk meg. Ezek a verzidok
leirhatok a felhasznalonként targyalt eset analogonjaként. Az itt szerepld definiciok
és tételek alapjat |Aadland és Kolpin (1998) cikke adja.

Jeloljiink ki minden felhasznalohoz egy w; > 0 silyt, ezen stuly megfeleltethetd az
ontozott hektarnak, a felhasznalt vizmennyiségnek (ez tekinthetd a teljes vizkészlet
azon hanyadanak, mely az adott felhasznalora esik), vagy akéar egyéb mértékeknek.
Tekintsiik az alabbi definiciot!

1.19. Definici6. Az w : RY — RY egy w-silyozott kiltségelosztasi szabdly, ha
Ve € RY-re Y wilc)w; =Y ¢;.

(a) Az dtlag szerinti w-silyozott koltségelosztasi szabdly szerint
> ¢
jEN

> wj

JEN

wi(c) = Vj € N-re.

(b) A soros w-siulyozott kéltségelosztdsi szabdly szerint
S Cj
w;(c) = Z ﬁ )
Jel; uli} lelf u{j}

lanc esetén pedig

& C2 C; .
s = . e v EN
w;(c) ij+zwj+ +ij i

i>1 j>2 i>i

Az atlag szerinti w-silyozott esetben az 6sszkoltség egyenlGen oszlik meg min-
den egységnyi stulyon, mig a soros w-silyozott elosztés szerint a koltséget az egyes
szegmensekre nézve osztjuk el egyenlé modon (egységnyi stlyok szerint) azok kozott
a felhasznlok kozott, akik az adott szegmenst igénybe veszik. Tekintsiik a korab-

ban méar vizsgalt példankat lancra, ahol N = {1,2,3} és ¢ = {6,1,5}. Feltehets
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tovabba, hogy w = {1, 2, 3}. Ezek alapjan kiszamolhato, hogy w®(c) = (2,2, 2), mig
w®(c) = (1, 1,2, 2,86), a koltségek pedig ¢* = (2,4,6) és ¢® = (1, 2,4, 11,44).

Mint azt a korabbi (felhasznélonkénti) esetben tapasztaltuk, az atlag szerinti
w-stilyozott elosztas nem fogja kielégiteni az Osszes sziikséges axiomat, mégpedig
a szubvencié-mentesség silyozott megfelelGjét. Ismét egy korlatozott atlag szerinti
elosztashoz folyamodunk, melynek definidldsa a korabbi esettel analdég médon tor-

ténik, a megfelels ,sulyozott” axiémék bevezetése utan.
7. Axioma. Az w w-sulyozott koltségelosztasi szabaly
e koltségmonoton, ha w(c) < w(d) Ve < -re,
e rang-tulajdonsagu, ha w;(c) < wj(c) Ve € (R)Y és Vi € I U {3},

e szubvenciomentes, ha ¢ € RY ¢és VI = {iy,is,...,i} C N esetén (ahol az

egyszertség kedvéeért J .= I U---UI U I)

> wildw; <Y e,

jeJ jeJ
lanc esetén pedig j € J pontosan akkor teljesiil, ha j < 1, ekkor tehét elég
annyit irni, hogy Vi € N esetén

ij(c)wj < Z cj.

J<i J<i

A kovetkezs axiomakat a korabbi alfejezethez hasonlésan ismét csak lanc esetére

mondjuk ki.
8. Axidéma. Az w w-silyozott koltségelosztasi szabaly

e kielégiti a kolcsonosségi axiomét, ha ¢ < d-re

th(c)wh < Zch és

h<i h<i
> e —wlcywn) =Y (¢ —¢5)
h<j 7>

esetén nem igaz, hogy wy,(¢’) — wp(c) < w;(c) —w;(c) YV h <iés j > i-re,
e szemi-marginélis, ha w;11(c) <w;(c) + ==, Vi=1,...,n—1 -re,

Wity

e novekvéen szubvenciomentes, ha Vi € N-re és ¢ < ¢ esetén

D (W) —wile)w; <Y ( —¢p).

J<i J<i
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1.20. Definicié. Egy korldtozott dtlag szerint w-sulyozott kéltségelosztdsi szabdly
olyan kéltségmonoton, rang-tulajdonsdgi, szubvenciomentes w-sulyozott mechaniz-
mus, ahol az eltérés a legmagasabb és a legalacsonyabb silyozottan szétosztott kolt-

ségek kozott a lehetd legkisebb, az Osszes elosztdst elvet tekintve.

Koréabbi eredményeink a lancokra atfogalmazhatok a w-stlyozott esetre is, adott
silyozas esetén minden egyes suly formélisan megfeleltethets a felhasznalonkénti

koltségekkel. Ezért korabbi tételeink egyszertien igy foglalhatok ossze:

1.21. Tétel. (Aadland és Kolpin (1998)) Az[1.11., [1.74, 113, [1.14., [1.17, [1.18

tételek érvényben maradnak a w-siulyozott kéltségelosztdasi szabdlyok esetében is.



2. fejezet

Jatékelmeéleti bevezetd

Ebben a fejezetben megismerkediink a kooperativ jatékelmélet legfontosabb fo-
galmaival és Osszefiiggéseivel, definicidinkban és jeloléseinkben [Peleg és Sudholter
(2003) konyvére, valamint [Solymosi (2007) jegyzetére tamaszkodunk.

Egy koaliciés formaban megadott jatékot kooperativnak neveziink, ha egy ja-
tékban kikényszerithets szerzédések vannak. Azaz a jatékosoknak lehetGségiik van
a kifizetés elosztasarol vagy a valasztott stratégiarél megallapodasokat kotni, még
akkor is, ha ezeket a megéllapodésokat az adott jaték szabélyai nem irjak els. Szer-
z6dések, illetve megallapodéasok kotése tobbek kozott a kozgazdasidgtanban elterjedt
tevékenység, példaul minden egy-fordulos eladd-vevs tranzakcié egy megallapodas.
S6t, ez tobb-1épesds tranzakciok esetében is elmondhaté. Egy megallapodast alta-
laban akkor tekintiink megkotottnek, ha a megsértése olyan (akar magas pénzbeli)
biintetéssel jar, ami visszatartja a jatékost a megszegéstsl.

A kooperativ jatékokat két csoportba soroljuk: az atruhazhaté és az at nem ru-
hazhat6 hasznossagi jatékok csoportjaiba. Az atruhazhat6é hasznossaguak esetében
feltessziik, hogy a jatékosok egyéni preferencidi egy kozvetitsé eszkoz altal Gssze-
mérhetk. Igy egy konkrét koalicid tagjai a koalicié altal elért kifizetést szabadon
feloszthatjak egymas kozott. Kévetve az elterjedt elnevezést, ezeket a jatékokat TU-
jatékoknak (transferable utility games) fogjuk hivni. Az atruhazhaté hasznossaggal
nem rendelkez6 NTU-jatékok (non transferable utility games) esetén vagy ez a koz-
vetits eszkoz hianyzik, vagy ha van is ilyen kompenzaléast lehetévé tevs fogalom, azt

a szerepl6k nem egyforma mértékben itélik meg.

18
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2.1. TU-jatékok

2.1.1. Koalici6s jatékok

Legyen N a jatékosok nemiires, véges halmaza, egy S koalicié pedig az N halmaz

egy részhalmaza.

2.1. Definicio. Egy dtvdlthaté hasznossagi kooperativ jaték eqy (N,v) pdr, ahol N
a jdatékosok halmaza, v pedig egy figgvény, ami az N minden S részhalmazdihoz eqy

v(S) wvalds szamot rendel hozzd. Minden esetben feltessziik, hogy v(() = 0.

2.2. Megjegyzés. Egy (N, v) kooperativ jatékot roviden v jatéknak is neveziink.
N a jatékosok halmaza, v a koaliciés fliggvény, S pedig az N részhalmaza. Ha az
S koalicio6 létrejon a v jatékban, akkor a koalicié tagjai megkapjék a v(.S) értéket,

amely szédmot a koalicio értékének neveziink.

2.3. Megjegyzés. Egy adott S koalicio a v(S) értékét tetszés szerint szétoszthat-
ja tagjai kozott. Az S koalicié tehat el tud érni minden megvalésithatdo = € R
kifizetést, vagyis ami kielégiti a

Z x; < v(9)

ieS
egyenlGtlenséget. Az atruhazhatoé hasznossag valojaban ezt a tényt takarja.
2.4. Megjegyzés. A kooperativ jatékok legtobb alkalmazasidban altalaban egyé-
nek, vagy egyének bizonyos csoportjai (példaul szakszervezetek, varosok, nemzetek)
toltik be a jatékosok szerepét. Néhany érdekes kozgazdasagi jatékelméleti modellben
a jatékosok azonban nem egyének, hanem kozgazdasagi projektek céljai, termelési

tényezdok, illetve egyéb szituaciok kozgazdasagi valtozoi.
2.5. Definicio. Egy (N,v) jaték szuperadditiv, ha

v(SUT) > wu(S)+v(T),
minden S, T C N és SNT = () esetén.

Amennyiben az S U T koalicié 1étrejon, a tagjai donthetnek tgy, mintha S és T
kiilon-kiilon jottek volna létre, ekkor a v(S) 4+ v(T') kifizetést érik el. Mindazonaltal
a szuperadditivitas sokszor sériil. Léteznek troszt-ellenes torvények, melyek az SUT

koalicié profitjat csokkentenék, ha a koalicié létrejonne.
2.6. Definicio. Egy (N,v) jaték gyengén szuperadditiv, ha
v(SU{i}) = v(S) +v({i}),

minden S C N ési ¢ S esetén.
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2.7. Definicio. Egy (N,v) jaték konvex, ha
v(S)+o(T) <v(SUT)+v(SNT),
minden S, T C N esetén.

Nyilvanval6, hogy egy konvex jaték szuperadditiv is. A kovetkezé ekvivalens ka-
rakterizacié konnyen meggondolhato: egy (NN, v) jaték pontosan akkor konvex, ha
V1 e N-re

v(SU{i}) —v(S) < o(TU{i}) —u(T)

VS CT CNN\{i} esetén.
Tehat egy jaték akkor és csak akkor konvex, ha a jatékosoknak egy koaliciohoz
val6 egyéni hatarhozzajarulasai monoton névéek. A konvex jatékok a jatékelmélet

fontos alkalmazéasaiban is el6fordulnak.

2.8. Definicid. Egy (N,v) jaték konstans dsszegid, ha VS C N-re

v(S)+v(N\S)=uv(N)

Konstans 6sszegli jatékokkal mar a jatékelmélet kezdeti szakaszaiban is sokat

foglalkoztak (von Neumann és Morgenstern (1944)).

2.9. Definicio. Egy (N,v) jaték nem lényeges, ha additiv, azaz VS C N esetén

o(8) = w({i}).

ies
A nem lényeges jatékok a jatékelmélet szemszogébdl trividlisnak mondhatoak. Ha
ugyanis minden i € N jatékos igénye legalabb v({i}), akkor a v(IV) érték elosztésa

egyértelmiien meghatarozott.

2.10. Megjegyzés. Legyen N a jatékosok, R a valds szamok halmaza. Jelolje RY az
N-b6l R-be mené fiiggvények halmazat. Ha z € RN és S C N, akkor z(S) = Y ;.

i€s
2.11. Megjegyzés. Legyen N a jatékosok halmaza, v € RY, az eddigick szerint
tekintsiik z-et, mint koalicios fiiggvényt. Igy (IV, z) koaliciés formaban adott jaték,
ahol z(S) = Y x; minden S C N-re.

i€S
2.12. Definici6. Két jaték, (N,v) és (N,w) stratégiailag ekvivalens, ha 3 o > 0 és
B e RN hogy
w(S) = av(S) + ()

minden S C N esetén.
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A fenti definicié kompatibilis a koalicids formaban adott jaték jatékosainak hasz-
nossagaira tett kikotéseinkkel. Valoban, a hasznossagok minden egyes jatékosra pozi-
tiv affin transzformaciokkal vannak meghatarozva, mindegyik azonos meredekséggel,

és a fentiek értelmében a w = av + [ egyenldséggel kifejezve.
2.13. Definicié. Egy (N,v) jdték 0-normalizdlt, ha v({i}) = 0 Vi € N-re.

Nyilvanvalo, hogy minden jaték stratégiailag ekvivalens egy O-normalizalt jaték-

kal.

2.14. Definicié. Egy (N,v) jaték monoton, ha

SCTCN=uv(S) <vu().

2.1.2. Koltségallokacios jatékok

Legyen N a jatékosok halmaza. A koltségallokacios feladat egy (IV,v.) jaték,
ahol N a jatékosok halmaza, a v, koalicios fiiggvény pedig a problémahoz tartozo
koltségfiiggvény. Intiutiv moédon N lehet egy kdzmid vagy kozépiilet potencidlis fel-
hasznaldinak halmaza. Minden felhasznalot egy adott szinten vagy egyaltalan nem
szolgalunk ki. Legyen S C N. Ekkor v.(S) reprezentélja az S tagjainak lehetd legha-
tékonyabb modon torténd kiszolgalasahoz sziikséges minimalis koltséget. Az (N, v,)
jatékot koltségjdatéknak nevezzik.

Habéar egy (N, v,.) koltségjaték formalisan jatéknak tekinthets, az alkalmazasok
szemszogébdl mégsem az, mert a koltségfiiggvény nem egy hagyoményos koalicios
fiiggvény. Ugyanakkor kapcsolatba hozhatok az (N, v) koalicios jatékok koziil az an.
megtakaritasi jatékokkal, amelyek esetében vs(S) = > v.({i})—v.(S) minden S C N
esetén. ©

Legyen (N, v.) egy koltségjatek, (IV, vs) pedig a hozzé tartozo megtakaritasi jaték.
Ekkor (N, v,.) szubadditiv, vagyis

0e(S) + ve(T) Z v (SUT),

minden S;7 C N és SNT = () esetén, pontosan akkor, ha (N, v,) szuperadditiv.
(N, v.) konkdv, vagyis

Ve(S) +0(T) > v (SUT) +v.(SNT),

minden S,7 C N esetén, pontosan akkor, ha (N,v,) konvex. Az alkalmazasok-
ban a koltségjatékok tobbnyire szubadditivak (Isd. ILucas (1981), Young (1985),
Tijs és Driessen (1986) tanulményait a koltségjatékokrol).
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Megyei koltségelosztasi probléma

Varosok egy N csoportjanak (azaz egy megyének) lehet&sége van egy kozos viz-
ellaté rendszer épitésére. Minden varosnak van egy minimum vizigénye, amit vagy
a sajat elosztorendszeriikkel vagy néhany masik, esetleg az 6sszes tobbi varossal ko-
z0s rendszer segitségével elégitenek ki. Egy S C N koalici6 alternativ vagy egyéni
v.(S) koltsége az a minimalis koltség, mellyel az S tagjainak az igényei a lehetd
leghatékonyabb modon kielégithet6k. Abbdl a ténybdl kiindulva, hogy egy S C N
halmazt szamos kiilénb6z6 alrendszer szolgélhat ki, szubadditiv kéltségjatékhoz ju-
tunk. Ilyen jatékok vizsgéalataval tobbek kozott [Suzuki és Nakayama (1976), Young,
Okada, Hashimoto (Young et al. (1982)) foglalkozott.

Az els6 fejezetben vazolt probléma is egy ilyen koltségjaték; felhasznalok egy N
csoportja egy kozos csatornarendszer segitségével szeretné sajat teriiletének ontozé-
sét ellatni. A csatornarendszer felhasznalok kozotti szakaszainak adott az tizemel-
tetési és fenntartasi koltsége. Minden S C N felhasznalo-csoportra ¢(S) az adott
csoport teriileteinek ontozéséhez igénybevett csatornaszakaszok koltségeinek Ossze-
ge. Az ontozési jaték pontos definicioja ([Bl) és legfontosabb tulajdonsagai a 3.

fejezetben olvashatok.

2.2. Kifizetések és a mag

A gyakorlatban el6fordulé problémék kapcsan nemcsak azt fontos megvizsgalni,
hogy egy koalici6 létrejon-e, illetve milyen koaliciok jonnek létre. Lényeges tovabba
az is, hogy az adott koalici6 tagjai meg tudnak-e egyezni abban, hogy a koalicio altal
elért 0sszhasznot mindenki szaméra elfogadhaté modon osszak szét egymés kozott.
Ezt az elosztast nevezziik a jaték megoldasanak.

Gyakran elgfordul, hogy a jatékosok akkor érik el a legnagyobb kifizetést, ha
egyediil a nagykoalicié jon létre. Példédul a szuperadditiv jatékokkal modellezheté
esetekben minden kozos taggal nem rendelkezd koalicionak érdemes egyesiilnie, mert
ezaltal nagyobb Osszhaszonra tehetnek szert. Igy végiil minden jatékos a nagykoali-
ci6 mellett fog donteni. Ez azonban nem mindig egyértelmt. A jatékosok haszonma-
ximalizaldé magatartasa felvethet tovabbi szempontokat, amik miatt a nagykoalicio
szuperadditiv jatékok esetén sem jon létre feltétleniil. Ugyantgy, ahogy a 0-monoton
és a lényeges jatkokkal modellezhets helyzetekben sem mindig egyértelemt, hogy a
nagykoalicié éri el a legnagyobb kifizetést. Eldfordulhat, hogy a jatékosok egy va-
l6di részhalmazénak elényosebb a bel6liik allo koaliciot valasztani a nagykoalicioval
szemben. Ez a néhény szempont is alatamasztja, hogy a jatékosok koaliciokba szer-

vezGdésének modellezése egy joval Osszetettebb feladat.
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Egyelore tegyiik fel, hogy a nagykoalici6 létrejon, azaz minden jatékos szama-
ra el6ényosebb egyetlen koalicioba szervezddni. Ekkor a feladat az elért maximalis

Osszhaszon mindenki szaméara ,kielégitd” modon torténd szétosztasa.

2.15. Definicié. Az (N,v) jdtékban a v(N) érték elosztisa sordn keletkezd x; € R
értéket az i € N jdtékos kifizetésének nevezziik.
A v koalicios fligguény dltal leirt kooperativ jaték eqy lehetséges kimenetelét a jdté-

kosok kifizetéseit tartalmazé v = (x4, ..., z,) € RY kifizetésvektorral jellemezziik.
2.16. Definici6é. Az (N,v) jatékban az x = (x1,. .., x,) kifizetésvektor
e clérhetd az S koalicid szamdra, ha Y x; < v(S),
i€S

e clfogadthato az S koalicio szamdra, ha >, x; > v(S),

ies
e clényosebb az S szamdra, mint az y = (Y1, ..., Yn) kifizetésvektor, ha Vi € S
esetén x; > v,
e az S koalicion keresztiil dominélja az y = (y1,...,yn) kifizetésvektort, ha az

S szamdra x elérhetd és egyben eldnyosebb, mint y (ezt xdomgy-nal fogjuk

jelélni),

e nem dominalt az S koalicion keresztiil, ha nincs az S szdmdra olyan elérhetd

z kifizetésvektor, amire zdomgz,

e dominalja az y kifizetésvektort, ha létezik olyan S koalicio, amelyre xdomgy

(ezt xdomy-nal fogjuk jelolni),
e nem dominalt, ha egyetlen S koalicion keresztil sem domindlt.

Az elérhetd, elfogadhato és eldnydsebb fogalmak pusztan azokat a természetes
elvasasokat tiikrozik, hogy egy koalicio tagjai a v(S) érték elosztasa soran csak olyan
kifizetéseket tudnak megvalositani, amik nem haladjak meg a koalicid altal elért
Osszhasznot. Ezen feliil pedig minden jatékos szeretné egyéni hasznat maximalizélni,
igy a szaméara elényosebb kifizetést szeretné valasztani.

A dominancia fogalma pedig azt probalja megragadni, hogy a jatékosok szaba-
don donthetnek arrdl, hogy mely koalicio(k)ban kivannak részt venni, és egy adott

koalici6 csak akkor jon létre, ha tagjai azt egyontettien akarjak.
2.17. Megjegyzés. Fennallnak az alabbi 6sszefliggések:

1. Az z kifizetésvektor pontosan akkor elfogadhaté az S koalicié szamara, ha x

S-en keresztil nem dominélt.
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2. Tetszbleges S € N esetén a domg asszimetrikus, irreflexiv és tranzitiv relécio.

3. A dom relaci6 mindig irreflexiv, de még egy szuperadditiv jatékban sem fel-

tétlentl asszimetrikus vagy tranzitiv.

2.2.1. A mag

A mag a kooperativ jatékelmélet egyik alapvetd és fontos fogalma. Segitségével
megfoghatobbé valik, hogy egy jatékban melyek lesznek azok az elosztasok, amiket
egy adott koalici6 tagjai megoldasként elfogadnak. Tekintsiik az alabbi definiciot!

2.18. Definici6. Az (N,v) jatékban az x = (x4, ..., x,) kifizetésvektor

e szétosztas, ha Y x; = v(N), vagyis az N koalicio szdmdra elfogadhato és
ieN
elérheta,

e closztéas, ha > x; = v(N) és x; > v({i}) Vi € N-re, azaz olyan szétosztds,
ieEN
ami minden egyszemélyes koalicid (azaz minden jdtékos) szdmdra elfogadhato,

e mag-elosztéas, ha Y x; = v(N) és > x; > v(S) VS € N esetén, azaz olyan

szétosztds, ami mlifl]éen koalicio szdrﬁgm elfogadhato.

Egy (N, v) jatékban a szétosztasok halmazat I*(N, v)-vel, az elosztasok halmazat
I(N,v)-vel, a mag-elosztasok halmazat pedig C' (N, v)-vel jeloljik. Ez utobbi C'(N,v)
halmazt szoktuk réviden a kooperativ jaték magjanak hivni.

A mag tehat valamiféleképpen azt fejezi ki, hogy mik azok az elosztasok, melyeket

egy-egy adott koalici6 tagjai elég ,igazsdgosnak” éreznek ahhoz, hogy elfogadjak azt.
2.19. Megjegyzés. Igazak az alabbi allitasok:

1. Tetszoleges (N,v) jaték esetén a szétosztasok I*(N,v) halmaza egy hipersik,

azaz sosem ures.

2. Egy (N,v) jatékban az elosztasok I(N,v) halmaza pontosan akkor nem iires,

ha v(N) > > v({i}).

1EN

A fentieket a kovetkez6 példan keresztiil szemléltetjiik.

2.20. Példa. Legyen (N,v) egy 3-szereplSs, (0,1)-normalizalt jaték (azaz olyan
O-normalizalt jatek, ahol v(N) = 1). Az I*(N, v) szétosztashalmaz az x;+xo+x3 = 1
egyenlet megoldéasvektoraibol allo hipersik. Az I(N,v) elosztashalmaz pedig a hi-
persikon elhelyezkeds, (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) cstucspontok altal meghatarozott

egységszimplex lesz.
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A mag nemiirességének kérdése azonban mér nem ilyen egyértelmd.

2.21. Példa. Vegyiik a fenti 3-szereplds, (0,1)-normalizat jatékot, és kiilonboztes-

siink meg két esetet:

1. Legyen v(S) = >  v({i}), illetve

i€s
1, ha [S|>2
2. legyen v(S5) = .
(5) { 0, ha |S]<1

Ha az 1. esetet tekintjiik, akkor azt tapasztaljuk, hogy ebben az esetben a mag az
111
3733
mélyes koaliciok esetében csak akkor lesz egy x = (x1, 29, x3) kifizetés elfogadhato,

egyetlen x = ( ) kifizetésbdl all. Ha viszont a 2. esetet nézziik, akkor a kétsze-
ha x1+x9 > 1, 1 + 23 > 1, 9 + 3 > 1 mindegyike teljesiil, azaz x, + x9 + x5 > %
Ez viszont a nagykoalicié szdméara nem elérhetd. Ebben az esetben tehét a jaték

magja ures.

Az el6z6 példa masodik esetében a mag azért iires, mert a nagykoalicio értéke a
tobbi koalicibhoz képest nem ,elég nagy”. Tovabbi példadk és egyéb meggondolasok
az alabbi jegyzetben olvashatok: [Solymosi (2007).

2.3. A Shapley-érték

Ebben a részben megismerkediink Shapley hiressé valt megoldéas-koncepciojaval,
a Shapley-értékkel (Shapley (1953)), és attekintjiik annak tulajdonségait. Shapley
azt vizsgalta, hogy egy adott jatékban egy szerepls szamara mi lesz az ,¢rtéke” an-
nak, hogy csatlakozik a jatékhoz. Azaz milyen ,mérészam” az, ami megadja egy
jatékos szerepének értékét a jatékban. Bevezetjiik az megoldds fogalmat és rogzi-
tiink néhany természetesen adoédo axiomat, amik mar egyértelmiien meghatarozzak
a Shapley-értéket.

Jeloljiikk GN-nel az N jatékoshalmazzal rendelkezé TU-jatékok halmazat. Meg-
olddsnak egy olyan 1 : GV — RY fiiggvényt neveziink, ami tetszéleges v € GV
jatékhoz hozzarendeli a 1(v) = (1;(v))ien € RY vektort. Azaz megadja egy jatékos
értékét egy tetszéleges v € GV jatékban.

Legyen m: N — {1,...,n} a jatékosok egy sorbarendezése, Iy pedig a jatékosok

Osszes lehetséges sorbarendezéseinek a halmaza.
2.22. Definicié. Azt mondjuk, hogy a v : G — RY megoldds

e hatékony (Pareto-optimalis), ha > ¥;(v) = v(N),
i€N
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e cgyénileg elfogadhato, ha v;(v) > v({i}) minden i € N-re,

e szimmetrikus, ha Vi,j € N, VS C N\ {i,j} ésv(SU{i}) =v(SU{j}) esetén
hi(v) = ;(v),

e sallangmentes, ha ¢;(v) = v({i}), amennyiben i € N sallang jdtékos v-ben,
vagyis v(S Ui) —v(S) = v({i}) minden S C N \ i-re,

e kovariéns, ha (av + ) = arp(v) + b minden o > 0 és b € RN esetén (ahol B
a b vektor dltal generdlt additiv jaték),

e additiv, ha ¥ (v +w) = Y(v) + Y(w) minden v,w € GN-re (v + w)(S) :=
v(S) +w(S) értelmezéssel minden S C N-re),

e homogén, ha ¥(av) = ay(v) minden a € R-re ((av)(S) := av(S) értelmezés-
sel minden S C N esetén),

ahol a fenti feltételek minden v,w € GY-re fenndllnak minden tulajdonsdg

esetén.

A hatékonység felel azért, hogy elosztast kapjunk. Az egyéni elfogadhatosag ter-
mészetes reprezentacidja annak, hogy minden jatékos legalabb annyit ,ér”, mint a
belsle all6 egyszemélyes koalicid. A szimmetria azt fogalmazza meg, hogy egy jatékos
kifizetése csak a jatékban betoltott szerepétdl fiigg, olyan értelemben, hogy azonos
szerepet betdlts jatékosok azonos kifizetésben részesiilnek. A sallangmentesség azt
fejezi ki, hogy annak a jatékosnak az értéke, aki barmelyik koalicidhoz csatlakozva
az altala elérheténél se nagyobb, se kisebb értékvaltozast nem idéz eld, annyi le-
gyen, mint amennyi ez a konstans hozzajarulasa. A kovariancia azért fontos, hogy
egy esetleges skala-modositast az értékelés is ,megfelelGen” kovessen. Az utolsd két
tulajdonsag mar nem ennyire egyértelmtien megkovetelhets, de egyiittes teljestilésiik

a kovariancidnal joval erésebb tulajdonsigot eredményez.

c stz

2.23. Definicid. Tetszdleges (N, v) jatékban azi € N jdtékos Shapley-értéke a

aw = 3 PHE= R w0 - us))
SCN\i )

szam, mig a jdték Shapley-megoldésa:

o(v) = (pi(v))ien € RY.
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2.24. Allitas. A Shapley-értékre az aldbbi tulajdonsdgok teljestilnek:

e hatékony,

o szuperadditiv (sét 0-monoton) jatékban egyénileg elfogadhatd,
e nem feltétlentil magbeli elosztds,

o szimmeltrikus,

e sallangmentes,

e additiv, homogén és mivel sallangmentes, kovetkezésképpen kovaridns is.

2.25. Tétel. (Shapley (1953)) Tetszdleges v € GV jdtékban a1 = ¢ = (p;)ien, azaz
a Shapley-megoldds az egyetlen hatékony, szimmetrikus, sallangmentes és additiv

GN — R fiigguény.

2.4. Konvex jatékok

A kovetkezo fejezetben a konvex jatékok specialis szerepet jatszanak majd, ezért
kiilonosen fontos lesz szamunkra, hogy mit mondhatunk egy konvex jaték magjarol,
illetve Shapely-értékérél. A kovetkezdkben néhény 1j fogalom bevezetésével atte-

kintjiik a konvex jatékokra vonatkozo legfontosabb tételeket.

2.4.1. Konvex jatékok magja

2.26. Definicio. Egy (N,v) jdtékban a jatékosok eqy m € Il sorrendjéhez tartozo
egyéni xT (v) hatdrhozzdjdaruldasokbol allo kifizetésvektort hatarhozzajarulas-vektornak

nevezziik és x™(v)-vel jeléljiik.

2.27. Definici6. Egy (N,v) jaték Weber-halmazén a hatdrhozzdjdrulds-vektorok

konvex burkdt értyik, vagyis
W(v) = conv{z™(v)|r € Iy}
2.28. Megjegyzés. Tetszbleges (N, v) jatékban a Weber-halmaz egy nemiires po-
liéder.
2.29. Tétel (Weber (1988)). Bdrmely (N,v) jdtékban C(v) C W (v).

Fontos eredmény tehat, hogy a mag mindig része a Weber-halmaznak. Konvex
jatékok esetében azonban ennél tobbet is mondhatunk. [Shapley (1971) megmutatta,
hogy a forditott irdnyu tartalmazés is igaz, Ichiishi (1981) pedig, hogy a forditott

irany csak a konvex jatékok esetében igaz. Nézziik tehat a pontos tételt:
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2.30. Tétel (Shapley (1971)-Ichiishi (1981)). A kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:
1. (N,v) konvex jaték

2. 2" € C(v), Vr € Iy

4. extC(v) = {z"(v)|r € Iy}

Vagyis konvex jaték esetén a mag megegyezik a Weber-halmazzal, tovabba a

hatarhozzajarulds-vektorok a mag extremélis pontjai lesznek.

2.4.2. Shapley-érték

Altalanosan is belathato (Isd. pl. Solymosi (2007)), hogy a Shapley-érték felirhato

a kovetkezd alakban:

ahol 2™ jelsli a jatékosok 7 sorrendjéhez tartozé hatarhozzajarulas-vektort. Igy azt
kapjuk, hogy a Shapley-érték a hatarhozzajarulas-vektorok silyozott atlaga, vagyis

minden esetben a Weber-halmaz egy belsé pontja lesz.

2.31. Megjegyzés. Az alternativ alakbol és abbol a ténybdl, hogy konvex jaté-
kok esetén a mag megegyezik a Weber-halmazzal, mar kovetkezik, hogy tetszéleges

konvex jatékban a Shapley-érték mindig egy mag-elosztas.



3. fejezet
Az ontozési jaték

Ebben a fejezetben visszatériink eredeti probléméankhoz, és megvizsgaljuk, hogy
jatékelméleti hattérrel kiegészitve, milyen megoldasokhoz jutunk és a kapott ered-
ményeket hogyan értékelhetjiik.

Feladatunk tehat annak meghatarozasa volt, hogy egy f6csatornahoz csatlakozo
felhasznélo-csoport tagjai kozott hogyan osszuk el igazsagosan” a csatorna hasz-
nalatahoz és fenntartasahoz kapcsolodo koltségeket. A problémét az elsG fejezetben
leirtak szerint egy faval reprezentaljuk, aminek gyokere képviseli a f&csatornét, a
tovabbi cstuicsok pedig az egyes felhasznalokat jelolik. A tovabbiakban ezen felhasz-
nalokat jatékosoknak fogjuk nevezni, a feladat megoldasat pedig a kovetkezSkben
definiélt ontozési jatékkal reprezentaljuk.

A jatékosok egy részhalmazéanak fa-burka jelentse azt a fat, ami az adott részhal-
mazhoz tartozo jatékosoknak megfelel§ csticsokat a gyokérrel 6sszekots egyértelmi
utak uni6ja. Egy S részhalmaz (tovabbiakban koalicio) fa-burkdanak csiucshalmazat

jeloljiik S-sal.

3.1. Definicié (Ontozési jaték). Egy (N, i) jatékot dntozési jatéknak neveziink,

ha adott ¢ = (¢4, . .., ¢,) kiltséguektor mellett minden S C N koaliciora
Vi (S) = Z Ci.
i€S
A c=(c,...,c,) koltségvektor reprezentélja a probléméat leir6 grafban a jaté-

kosokhoz tartozo élkoltségeket.

Amennyiben tehét az S koalici6 1étrejon, ugy tagjainak a > ¢; 6sszkoltséget kell
i€S
egymas kozott felosztaniuk.

3.2. Megjegyzés. Az (N,v;,) ontozési jaték egy koltségjaték.
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3.3. Tétel. Az ontozési jaték konkdv.
Bizonyitds. A konkavitashoz azt kell belatni, hogy minden S,T C N koaliciéra
UZ'W(S> + Uirr<T> Z Uirr(‘g U T) —+ Uirr<S N T)

A definiciobol kovetkezik, hogy

Uz'rr( + Uzrr Z C; + Z Cj.

i€S i€T

Tovabbé igaz, hogy SUT = SUT és SNT D SNT
Ez utobbibol adodik, hogy
IEED I
i€eSNT iesnT

Ebbdl pedig a kovetkezdképpen kapjuk a tétel allitasat:

Uz'rr( +Uzrr Zcz_'_zcz— Z ¢ + Z C; =

i€S i€T ieSuT i€SNT

= Ci Z Z C; = 'Uirr(s U T) + 'Uirr(S N T)
ic5UT e

i€SNT
UJ

3.4. Definicié. Legyen o > 0 valds szdm, b € RN wvektor. Eqy v € GV pozitiv affin
transzformdltjanak az av+ 8 € GV jdtékot nevezziik, ahol B a b vektor dltal generdlt

additiv jaték.

3.5. Megjegyzés. A pozitiv affin transzformacioval kapott av + [ jaték az eredeti

v jatékkal stratégiailag ekvivalens.

A tovabbiakban megvizsgaljuk, hogy milyen kapcsolat van a konvex és konkav
jatékok kozott. A kovetkezs allitas teljesiilése a definiciok alapjan nyilvanval6an
latszik.

3.6. Allitas. Egy v € GV jdték pontosan akkor konver, ha a (—v) € GV jdték
konkdv, ahol (—v)(S) = —v(S) minden S C N-re.

3.7. Kévetkezmény. A v, jaték pontosan akkor konkéav, ha (—wv.) konvex.

Bizonyitds. Elég meggondolni, hogy (—(—v)) = v. O
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Emlékezziink vissza, hogy a koltségjatékok kapcsolatba hozhatok az Gn. megta-

karitasi jatékokkal, amelyek esetében vs(S) = > v.({i}) — ve(S) minden S C N
i€S

esetén. A megtakaritasi jaték a kovetkezd alakban is felirhaté: vy = —v, + 7y, ahol ~

a (v.({1}))ien = (¢;)ien koltségvektor altal generalt additiv jaték.

3.8. Kovetkezmény. A v, megtakaritasi jaték a —v,. konvex jaték pozitiv affin

transzformécioja, igy a két jaték stratégiailag ekvivalens.

3.9. Allitas. A konvex jdtékok halmaza zdrt a stratégiai ekvivalencidra nézve, vagyis

minden konvex jatékkal stratégiailag ekvivalens jaték konvex.
Bizonyitds. Konnyen meggondolhaté. (Isd. pl. [Solymosi (2007)) O

3.10. Kovetkezmény. Minden konvex jaték pozitiv affin transzformacioja is konvex
jatek.

3.11. Kovetkezmény. A konkéav v, koltségjaték segitségével definialt v, megtaka-

;;;;;;

A megtakaritasi jaték és a negativ affin transzforméacio segitségével a konkav
ontozési jatékokrol attérhetiink a konvex jatékokra, amikre az el6z6 fejezetben ki-
mondott Shapley-Ichiishi tétel mar érvényes lesz.

Gondoljuk meg, hogy mit jelent a mag egy koltségjatékra nézve. Az eredeti de-

finici6 szerint a mag:
C(N,v)={z € RV z;=v(N)&sVSCN: Y z; >v(S)}.
ieN ieS
Koltségjatékok esetén pedig a kovetkezSképpen irhatjuk fel a magot:
C(N,v.) = {z € RY| le =0.(N) ésVS C N : le < wv.(9)}.
iEN ieS

3.12. Kovetkezmény. Konkav koltségjaték magja nemiires.

Koltségjatékokra ugyanis a mag azt fejezi ki, hogy a jatékosok egy S koalici-
6ja azokat a szétosztésokat fogja elfogadni, amelyek esetén a koalicid tagjai altal
fizetendd 6sszkoltség nem haladja meg a koalicio teljes koltségét.

A Shapley-értékre pedig a2.23] definici6 alapjan a koévetkez6t kapjuk:

3.13. Kovetkezmény. Konkav koltségjaték Shapley-értéke magbeli.
(Garcia-Jurado et al) (2004))
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A kovetkezSkben Osszegezziik az elsG fejezet eredményeit, Gsszevetve azokat a
jatékelmélet fogalmaival és tételeivel. Feladatunk tehéat egy faval reprezentalhato
csatornahalozat felhasznaloi kozott igazsagosan” elosztani a csatornarendszer mi-
kodési és fenntartéasi koltségeit. A probléma modellezhets az 6ntozési jatékkal, ahol
a jatékosok jelentik a felhasznélokat, a csatornatendszer egyes szakaszaira jutod kolt-
ségeit pedig a jaték koalicios fliggvénye irja le. A felhasznalok egyéni racionalitasbol
eredd preferenciai azt kovetelik meg, hogy az elsé fejezetben kimondott axiomak ko-
ziil, gy mint koltségmonotonitas (Il), rang-tulajdonsag (21), szubvencidmentesség
([B) minél tobb teljesiiljon. Barmelyik megszegése egyfajta ,igazsagtalansag” érzését
eredményezi.

A kooperativ jatékelmélet egyik alapvets fogalma, a mag fontos szerepet jatszik
abban, hogy ezt az ,igazsagosnak” gondolt megoldast megtalaljuk. Korabban mar
megfogalmaztuk, hogy a mag-elosztas valamiféleképpen azt fejezi ki, hogy mik azok a
megoldasok, amelyeket egy adott koalicid tagjai egyénileg és koalicids szinten is elfo-
gadhatonak gondolnak, olyan értelemben, hogy a felhasznalok egytelen csoportjanak
se kelljen magasabb koltséget fizetnie, mint az altaluk hasznalt csatornaszakaszok
Osszkoltsége. Ezt az elosztasi feltételt fogalmazza meg a szubvencidmentesség.

A tovabbiakban a koltségprobléma specialis esetére szoritkozunk, még pedig arra
az esetre, amikor a feladat reprezentéalasa az egyetlen uthol allo faval, vagyis lanccal

torténik.

3.14. Allitas. Ontizési jatékok esetén pontosan azok a koltségelosztisok lesznek

magbeliek, amelyek kielégitik a szubvenciomentesség axiomadjadt.

Bizonyitds. Ontozési jatékok esetén v, (S) = vypr(S) & Y& < S &. A mag-
€S =
elosztéasokra pedig > & < v(S). Mivel
1€S

Zfz < Zfz < i (S) = virr(S),

€S icS

ezért elég azokra az esetekre szoritkoznunk, amikor S = S. Igy a magbeli elosztésok

Zfi < v (S) = Zci-

i€S i€S

azok lesznek, melyekre:

Az egyenl6tlenség elejét és végét dsszevetve épp a szubvenciomentességet kapjuk. [

Ontozési jatékokra a szubvenciémentesség tehat karakterizalja a magot. Vizsgal-
juk meg az els6 fejezetben targyalt koltségelosztasokat ezzel az 4j ,,mag-szemlélettel”.

Emlékeztetsil idézziik fel, melyek is voltak ezek.
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1. Atlag szerinti elosztas:

£ (c) = Z% Vi € N-re.

2. Soros elosztas:

C1 C; .
S = — e 7VGN— .
& (c) n—l— +(n—i+1) i re

3. A kozos koltség egyenld elosztasa:

ik(N) Vi € N-re.

& (c) = s+
[N

4. A kozos koltség egyéni hasznalatbol eredd koltségrészek aranyaban torténd

elosztasa:

ki
>k

JEN

&M (e) = s+

k(N) Vi € N-re.

5. Korlatozott atlag szerinti elosztés: £, ami egy olyan koltségmonoton, rang-
tulajdonsagu, szubvenciomentes elosztasi elv, ahol az eltérés a szétosztott leg-
magasabb és legalacsonyabb koltségek kozott a legkisebb, az Osszes lehetséges

szétosztasi elvet tekintve (konstruktiv megadasat lsd. [L111 tétel).

Korébbi eredményeink alapjan &° és & elégiti ki a szubvenciémentesség axio-
majat, tehat ezek az elosztasok lesznek magbeliek. Azt azonban, hogy a magbeli
elosztasok koziil milyen tovabbi szempontok alapjéan lehet vagy érdemes valasztani,
mar nehezebb megfogalmazni.

Egyik lehetséges megoldas lenne a Shapley-érték, mivel ez az egyetlen hatékony
(Pareto-optimaélis), szimmetrikus, sallangmentes és additiv megoldas. Tudjuk azt is,
hogy az 6ntozési jatékok esetén a Shapley-érték benne van a magban. A £°. vagy-
is a soros koltségelosztas pedig megegyezik a Shapley-értékkel (Aadland és Kolpin
(199%)). Igy az ,jigazsagossagot” leiré intuiciénkrél matematikai bizonyossagot kap-
tunk, és Gjabb valos életbdl vett példaval tamasztottuk ala a Shapley-érték szerepét.

Ugyanakkor a £" korlatozott atlag szerinti elosztas rendelkezik tovabbi tulajdon-
sagokkal, mint példaul a kolesonosség axioméja (Hl), illetve az a tény, hogy ez az
elosztas a legmagasabb és legalacsonyabb koltségek kozotti eltérés minimalizélasara
torekszik. Ezen feliil figyelembe vehets, hogy a soros és a korlatozott atlag szerin-
ti elosztasok a tarsadalmi jolét maximalizalasat eltéré modon valdsitjak meg. Ezen
érvek mellett természetesen elképzelhetéek egyéb, adott szituacioktok fiiggs szub-
jektiv szempontok, melyek befolydsolhatjik a dontéshozokat abban, hogy a magbeli
elosztasok koziil (melyek a racionélis dontéshozok ,legjobb” alternativai), melyiket

érdemes valasztaniuk.



Osszefoglalas

A dolgozatban arra a probléméara kerestiink megoldast, hogy felhasznalok egy
adott csoportja miként tudja egymas kozott egy csatornarendszer fenntartasanak és
mikodtetésének koltségeit ,jigazsdgosan” elosztani. Célunk az volt, hogy az ,igazsa-
gossag” igényét minél inkabb kielégitsiik, és olyan elosztasi megoldéassal szolgaljunk,
amely minden szerepld szaméra egyénileg elfogadhato.

A modellezés soran megfogalmaztunk axiémékat, melyek teljesiilése a megoldas
elfogadhatosaga szempontjabol jogosan elviarhato. Bemutattunk 6t koltségelosztési
modellt és megvizsgéaltuk, hogy a lanc-strukturaval reprezentalhato esetekben mely
axiomakat elégitik ki. A soros és korlatozott atlag szerinti elosztasok bizonyultak a
leginkabb elfogadhatonak, az ,jigazsdgossag” minél pontosabb megragadasa tekinte-
tében.

A megfelel6 kooperativ jatékelméleti bevezetés utan bevezettiik az ontozési ja-
ték fogalméat, melyrsl megmutattuk, hogy minden esetben konkav. Konkav jatékok
Jgazsagos’ elosztésait a mag tartalmazza, melynek ebben az esetben a Shapley-
érték eleme. Azt tapasztaltuk, hogy a soros és a korlatozott atlag szerinti elosztasok
magbeliek, s6t, a soros elosztas megegyezik a Shapley-értékkel, ami igy egy konnyen
meghatéarozhato, jo megoldashoz vezet. Tovabbi szempontok figyelembe vételével
pedig lehet&ségiink nyilna a magbeli megoldasok kozotti valasztas megkonnyitésére.
Ez a dolgozat egy lehetséges tovabblépési iranya lehet.

Modellezés szempontjabol fontos eredmény, hogy az intuitive megfogalmazott
axiomak a konkav jatékokra vonatkozd eredmények segitségével, matematikailag jol
modellezik a racionélis dontéshozé magatartasabol fakado elézetes elvarasokat. Nem
utolso sorban pedig tjabb alkalmazassal szolgaltunk a konkév jatékokra vonatkozo-
an.

A probléma altalanositdsa szempontjabol tovabbi érdekes és kulcsfontosségi
eredmény lenne megvizsgalni, hogy a fa-strukturara és az annal altalanosabb graf-
modellekre a dolgozat tételei és megoldasai hogyan teljesiilnek. Igy a valosagban
eléfordulo koltségelosztési problémék joval szélesebb korére szolgaltathatnank meg-

oldéast.
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