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Bevezeto

Ez a dolgozat azt foglalja 0ssze, amit Ramsey-szamokrol tudok, illetve amikre kiilonb6z6é mddon
felhivtak figyelmemet, foleg a két-szinli, szimmetrikus esetre koncentralva.

Az elején altalanos tételekrdl és a valdszinliségi modszerrdl, a kozepén Aaltalanos felsé és
konstruktiv alsé becslésekrél, kisebb Ramsey-szamok pontos értékérdl és R(5.,5) becslésérdl, a
végén pedig egy cikkrészletrdl irok, arra az estre, ha sok pontu a grafunk és arra kérdésére keressiik
a valaszt, hogy legalabb mennyi adott méretii egyszinii klikket tartalmaz.

Minden bizonyitas a felsorolt szakirodalmakbdl szarmazik, ez alol kivételt képez az utolsod
fejezetben talalhato lemma és néhany kozismert allitas.

A problémaval valamikor 17 évesen talalkoztam, egy konyvben (Szigoruan nyilvanos), melyben egy
Erdos Pallal folytatott beszélgetésrol olvastam.

Ugy tette fel a kérdést, hogy vajon hdany embert kell véletlenszeriien kivdlasztanunk a
telefonkonyvbdl, hogy biztosan legyen koztiik harom akik kolcsonosen ismerik egymast, vagy
harman akik egydltalan nem.

Maga a kérdésfeltevés természetes, mégis mar R(4,4) értékének meghatdrozdasa sem egyszerii
feladat, otre pedig maig senki sem tudja a pontos valaszt, csak becsiilni tudjuk, raadasul a
magasabb esetek jol koriilhatarolasara pillanatnyilag még remény sincs.

Tole szarmazik a kovetkezo mondat:

., Képzeljiik el, hogy az embernél sokkal hatalmasabb idegen faj landol a Foldon, és az R(5,5)
ertékét kovetelik, vagy elpusztitiak a bolygot. Ebben az esetben hadra kéne fognunk minden
szamitogépet és matematikust, hogy megtalaljuk az értéket. De tegyiik fel, hogy ehelyett az R(6,06)
értékére kivancsiak, ebben az esetben minden eronkkel meg kéne probalnunk legyozni oket.”

Definicié: Jelolje R(k,l) azt alegkisebb (természetes) szdmot ( =:n ), melyre minden legalabb
n pontl egyszer, iranyitatlan graf tartalmaz vagy egy k& méreti klikket (teljes részgrafot) vagy
egy [ méreth fliggetlen ponthalmazt.

Tobb szin esetére a definicio igy modosul:
R (k. ky,....k,) jelentse azt a legkisebb n€IN szamot, hogy barhogyan is szinezek ki egy 7
pontu teljes graf éleit s darab szinnel, biztosan tartalmaz egy egyszini K, —f valamely i -re.

Az altalanositott definicio tetszéleges részgrafra a kovetkezoképpen szol:

Legyen R(G,,G,,G;,....,G) azon n természetes szamok koziil a legkisebb, melyekre igaz,
hogy barhogyan is szinezem ki s darab szinnel K, éleit, az biztosan tartalmazni fog valamely
i -reegy i szini G, részgrafot.



Altalanos tételek

Allitds: R(1,k)=1 , R(2,k)=k
bizonvitas:

az els6 esetben az a kérdés, hogy van-e pontja a grafnak, a masodik pedig azt mondja, hogy ha a
grafnal nincs éle, de van legalabb % pontja, akkor az tartalmaz egy tires-k-ast.

Tétel: R(k,[)<R(k—1,1)+R(k,I—1)
bizonyitds: indukcioval

R(2,l)=1ésR(k,2)=k, tovabba tegyiik fel, hogy minden olyan (¢,s) - parra igaz az allits,
melyre vagy <k és s<I, vagy t<k ¢és s=<I[ .

Indirekt tegyiik fel, hogy n>R(k—1,0)+R(k,I—1) , és azt, hogy az n pontd grafunk nem
tartalmaz se K,—t ,se K,—t

Legyen v a graf egy tetszbleges pontja. Az 6 szomszédainak szama legyenek V', | illetve a nem-
szomszédainak: V', .

Vi<R(k—1,1)=1, kiilsnben vagy lenne benne egy K, , és utobbit v-vel kiegészitve egy
K, is,vagy tartalmazna K,—¢ .Hasonl6 okokbol: V,<R(k,/—1)-1

De ckkor n=V,+V,+1<1+R(k—1,0)=1+R(k,[-1)-1=R(k—1,1)+R(k,1—1)—1

¢s ezzel ellentmondasra jutottunk.

Hasonléan az is bizonyithatd, hogy R(G,H)<R(G',H)+R(G,H'), ahol G’ ,illetve H' ,
a G ,illetve H grafok egy-egy tetszéleges pontjanak torlésével keletkeznek.

K6 v B
Ovetkezmény R(k,l)S(klez)

bizonyitas: indukcidval

Ez R(k2) és R(2,0) -re igaz. Ismét tegyiik fel, hogy minden olyan (¢,s) - parra igaz az
allitas, melyre vagy <k ¢és s<I, vagy t<k ¢és s=<[ .
Ekkor:
R(E,D<SR(k=1,1)+R(k,1-1)<[F 73| [RHI=3 )k +1—2
k=2 k—1 k—1 ’

ahol az els6 egyenldtlenség az el6z6 allitas, a masodik pedig egy binomialis azonossag.



Kovetkezmény: R(k,k)<4*

bizonyitds:
Ez az el6z6 kovetkezménye:
2
2k—2\ _[2k\_ (2k)! _(2Kk)M(2k—1) _[(2k)" ) &
Rk, k)< < = = < =4
( ) (k—l ) (k) k'k! k'k! k!

Megemliteném még Thomason azon 1987-es eredményét, miszerint:

R(k,k)Sﬁ(Zkk__lz)

1

1
Illetve azt, hogy Conlonnak 2009-ben sikertilt a ﬁ -t W -ra cserélnie.

Az éltalanos esetre Rodl bizonyitotta be a kovetkezot:

¢ k+1-2
R(k’”S(log(kH))"( k=1 )

alkalmas c¢,d>0 konstansokkal.

A késObbiekben gyakran hasznalni fogom Goodman kdvetkezd észrevételét:

Mz(gf)—%z d(v)(N—1—d (v))

vey

Ahol M =N (K;)+N(K;) (tehatM, a teljes és iires haromszdgek szaménak Ssszege)
Bizonyitas:

Nevezziink egy ponthdrmast ,,rossz”’-nak, ha a grafbol és a komplementer-grafbdl is tartalmaz élt.
Egy adott v pontra illeszked® rossz pontharmasok szama d (v)(N —1—d (v))

Ezt minden pontra 0sszeadva minden rossz ponthdrmast pontosan kétszer szamoltam le, és igy
konnyen lathato, hogy a fenti egyenldség igaz.



A véletlen modszer

A véletlen (vagy valoszinitiségi) modszer étlete, hogy ha egy (véges) grdf létezésének valosziniisége
#0 , akkor léteznie is kell olyan grafnak ami rendelkezik a vizsgalt tulajdonsaggal, még ha
konkrétan nem is tudjuk megkonstrudlni.

k k—1

17
Tétel: Ha (Z)2 (2)<1 ,akkor R(k,k)>n .Azaz R(k k)>2T ,ha k=3 .

Bizonyitads:

. . 1
Szinezzikk ki K, éleit két szinnel, Ggy hogy egymastol fiiggetleniil ) es¢llyel legyen

1
2
2

Tetsz6leges S pont-k-asra, legyen Eg az az esemény, hogy S egyszinii ( S ponthalmaza
[k (K
altala feszitett részgratban az G6sszes €l ugyan olyan szinii). P(E,)=2-2 2):21 (2) . Igy aztan

1
egy ¢l kék vagy piros (egy ilyen, grafot szokés G(n , —) -del jelolni).

k

2

1_
annak az esélye, hogy valamely k-as egyszinii legfeljebb (Z )2 ( ) , a feltétel miatt ez kisebb

mint 1 , azaz létezik minden legfeljebb n ponta grafnak olyan szinezése, melyben mindegyik

k-as két-szintl.

A tétel masodik felének bizonyitasara attérve: legyen k=3 és

1_
P(a grdafban van teljes vagy iires k—as)<(Z)2 (

Tetel: Legyen G egy haromszog mentes graf és tegyiik fel, hogy minden pont legfeljebb d-ed foku.
(d=1)

Akkor:
nlog(d)
G)z2————-,
(G)>—55

ahol «(G) a graf maximalis fiiggetlen ponthalmazinak méretét jeldli és a logaritmus kettes alapu.

Bizonyitds:
Ha d<16 ,akkora X(G)-a(G)>n -es becslésbol kovetkezik, hogy &(G)>—"— & ebbol
az 4lliths.



Megjegyzés: utobbinak, tehat annak, hogy «(G) egy erdsebb formaja is belathato,

>
d+1 ~°

méghozza az, hogy: «(G)> 2 7 +1
VGV(G) v

Ebbol kovetkezik az allitdas d <16 -ra: hiszen ha minden pont foka legfeljebb d , ezzel a

,ahol d,=d(v) ,azaza v pont foka.

nevezo6t feliilrdl, igy a tortet alulrol becsiilve megkaptuk a kivant Ot(G)>ﬁ becslést.

A megjegyzés bizonyitdsa:

Legyen (v, Vv,V;...,v,) a graf pontjainak egy fix véletlen sorrendje.

S ZZ{V,- | Vv EN (v,)=j>i } , azaz legyen S azon pontok halmaza, melyeknek, ebben a fix
sorrendeben, minden szomszédja nagyobb indexii.

S fliggetlen ponthalmaz, mert ha lenne benne ¢l, akkor ennek az élnek a két végpontja koziil az

crcr

hiszen van kisebb sorszamu szomszédja.

1
d(v)+1 >
pontosan az egyiket valaszthatjuk be S—be.

P(vesS)= mivel |N(v)U{v]|=d(v)+1 , és a pontok egy fix véletlen sorrendjére,

Hasznalva a varhato érték linearitasat:

E(IS)= Y, P(ves)= Y.

= > =>n- =
VeV (G) verig) d(v)+1 verig) d (v)+1 > d(u)+1 2m+n
ezzel a megjegyzés allitasat bebizonyitottuk.

Visszatérve a tétel bizonyitasahoz:

Feltehetd, hogy d=>16 . Legyen W egy véletleniil valasztott fiiggetlen ponthalmaz,
egyenletesen kivalasztva G 0Osszes fiiggetlen halmaza kozil. Minden VvEV -re legyen

log(d
X ,:=d|[v|nW[+|N(v)AW|. Azt4llitom, hogy E(X,)> °g4( )

Legyen H a V\(N(v)U[v]) altal feszitett részgraf és jeloljik S—sel H egy fix
fliggetlen ponthalmazat. Ezen tl, legyen X az S—se/ nem szomszédos N (v) -beli pontok
halmaza. |X|:=x .

Elegendd megmutatni, hogy:

E(XVIWnV(H):Sp@

feltételes varhato értékre adott becslés érvényes, minden lehetséges S -re.
Vegyiik észre, hogy WNV (H)=S -hez pontosan 2°+1 lehetséges W létezik, ugyanis: egy

lehetéség, hogy W=SU{v| ,illetve van még 2° lehetéség melyre vEW és W X egy
részhalmazanak és S -nek az uniojaként all elo.

5



d x2°7!
+
2°+1 2'+1

Ebbdl kovetkezik, hogy a feltételes varhato érték értéke épp:

x2''_ log(d)
241 241 4
egyenldtlenségbdl kovetkezne, hogy 2% (log(d)—2x)>4d—log(d) , illetve ebbdl €s x=>1 azon
kovetkezményéb6l, hogy log(d)>2x>2 lathatjuk, hogy: 4d—log(d)<Vd (log(d)—2) ami
ellentmond azzal, hogy d>16 .

Azt, hogy indirekt médon mutatom meg: a forditott iranyu szigora

Ezért:
log(d)
4

E(X |WNV(H)=S8)>

nlog(d
A vérhat6 érték linearitdsa miatt %SE ( DX V), masrészt legfeliebb 2d E(|[W]) , mert

very
a szummaban minden u€W d -nyit ad hozzd X, -hoz és a fokat a tobbi X, -hez, ami
legfeljebb d nagysagu.

nlog(d)

Ebbdl kovetkezik, hogy W méretének varhato értéke legalabb R

bk’
log(k)’

Kovetkezmény: Létezik olyan b szam, hogy R(3,k)< minden k>1 -re.
Bizonyitds:

8k*
log (k)
Ha van benne legalabb k-ad foku pont, akkor annak szomszédai, a hdromszdg-mentesség miatt,
fiiggetlen ponthalmazt alkotnak.

Legyen G=(V,E) egy pontu haromszdg-mentes graf.

8k> log(k)

=k méreti
log(k) 8k méretll

Ha nincs k-ad foku pontja, akkor az el6z0 tétel értelmében, tartalmaz

fliggetlen ponthalmazt.

fgy mindkét esetben «(G)=k .

b'k*
logk

Erdemes még megemliteni Kim hires tételét: R(3,k)> , alkalmas b'-re.



Egy érdekes felso becslés

Motivécié: Ha egy grdfinak (legalabb) 4R (k—2,k)+2 pontja van, akkor koziiliik két pontot
kitiintetve osszuk négy kiilonbozo csoportba a graf maradék pontjait, a kévetkezo modon:

vannak kozos szomszédaik, kozos nem-szomszédai, olyanok, akik az elsonek szomszédai, de a
masodiknak nem, illetve olyanok, akik az elsonek nem szomszédai, de a masodiknak igen.

gy lesz legaldbb az egyikben R(k—2,k) darab pont. Innen nem tudunk tovabb 1épni, hiszen az
utobbi harom esetben K, _, is elédllhat részgrafként. Ezért érdekesek a kovetkezd bizonyitdsok:

Jelolések: N(K,) =a K,—k szama a grafban és ha N(U,)—et vagy N(K,)—et irok,
akkor az lires [ -esek szdmara gondolok.

Lemma: Ha egy graf nem tartalmazse K,—t¢ ,se U,—et, akkor akovetkezék érvényesek:
(1) (s+1)N(K,,)SN(K,)[R(k—=s,I1)=1] minden s=12,3,..k—2 -re, és
) (t+1)N(U,,)SN(U,)[R(k,I—t)—~1] minden t=12,3,..[—2 -re fennall.

(3) N(K, )+N(U, )SN(K, ,)+N(U,_,)

A lemma bizonvitdasa:

(1) azon pontok szama, melyek egy adott K, -el egyiitt egy K., -et alkothatnak,
legfeljebb R(k—s,l)—1 lehet, mert kiildnben 6k K, -el kiegésziilve, vagy egy K,—1?
vagy egy U,—et alkotnanak.

Masrészt tetszoleges K, s+1 darab K, -et tartalmaz. Ezekbdl kovetkezik, hogy:
(S+1)N(Ks+1)SN(Ks)[R (k_S, 1)_ 1]

(2) alkalmazzuk a graf komplementerére a Lemma el6z6 pontjat.
(3)Mivel R(2,k)=R(k,2)=k, alkalmazzuk (1)-et s:=k—2 -re, igy:
(k=1)N(K,_) SN (K, ) (Rlk—=(k=2), k)= 1)=N (K, _,)(R(2,6)~1)=(k—=1)N (K,_,)

adjuk ezt 6ssze (2) s=k—2 esetével, ezzel bebizonyitottuk (3)-at:

N(kal)—*_N(kal)SN(Kk72)+N(Uk72) .

Megjegyzés (jeldlje n a pontok szamat):

N(K,)+N(U,)==(n—1)n>2n=N(K,)+ N(U,), han>5

o=

N(K,)+N(U,)<SN(K,)+N(U,), han<5
illetve:



N (K4 N(U)=2(n=2)(n=1)n-3 ¥ d,(n~1-d )2

n(n—1)(n-35)

>
- 24

(n—2)(n—1)n ;n(n—nzz z(;):N(KZHN(UZ), han>17

1
6
N(K,)+N(U,)SN(K,)+N(U,),han<17 |

ahol d,d,d;..d, G fokszamsorozata.

Kovetkezmény: Ha n>R(k,k)—1 , akkor N(K, )+N(U, ,)>N(K, ,)+N(U,_,)

Szintén az el6z6 lemma miatt:
2N( SN (K )| R(k—1,1)—1],illetve

IN(U,)<N(U)[R(k,1=1)=1]

fgy n(n—1)=2(N(K,)+N (U,))<n[R(k—=1,1)=1+R(k,[-1)—1] .

Megjegyzés:

Ha R(k—1,/) és R(k,I—1) isparos,akkor R(k,I)<SR(k—1,/)+R(k,I-1)—1 .

Ha R(k,I) paratlan, akkor az egyenlétlenség paritasi okokbol igaz.

Ha paros, akkor mivel n=N(K,)=N(U,) paratlanok, 2N(K,)<N(K,)[R(k-1,/)—-1]-1
is igaz, mert a jobboldalon eredetileg két paratlan szdm szorzata allt, a baloldal pedig paros.

Ehhez hasonloan belathaté, hogy: 2N (U,)<N(U,)[R(k,I-1)-1]-1

Utobbiakbol kovetkezik, hogy: n(n—1)=2(N(K,)+N (U,))<n[R(k—1,1)+R(k,1-1)=2]-2
ALemma s=t=2 -re mar érdekesebb kdvetkezményt hordoz magaban:

Tétel: Legyenek a,b,c olyan, hogy: a+1>R(k—2,1),b+1>R(k,[-2),c+1>R(k—1,]).

Tovabba, ha n:=R(k,1)— 1>2c+1+<b3“) és k<l ,akkor:

(b+3c+3)

R(k,I)<
(k1)<

+%\/(b+3c+3)2—8—4a—4(1+c)(3c+b—a)

Bizonyitas: Legyen s=t=2, n:=R(k,l)=1 ¢és G legyen egy olyan n ponti graf, mely
nem tartalmaz sem teljes & -ast, semiires / -est. A Lemmat alkalmazva:

3N(K,)+3N(U,)<aN (K,)+bN (U,)



Koréabbrol tudjuk még, hogy:
N (K N (Uy)=(n=2) (n=1)n=3 3. d, (n=1=d)
, illetve N(K2)+N(U2)=%(n—l)n

igy:
3 é(n 2)(n— 1n——zd (n—1—d)|<a(N (K,)+N(U,)+(b—a)N(U,)=

11
and

N|Q

ebbdl:
(n—2—a)(n—l)n§3zdl.(n—l—dl.)—i-(b—a)z n—1—d)=Y (n—1-d)(3d+b—a) ([#])

i=1 i=1
(3n—3—b+a)
6

(b—a)
3
Igy fld)<f(e), ezt [#]-ra alkalmazva a kovetkez6 egyenldtlenséghez jutunk:

Legyen f(d)=(n—1-d)(3d+b—a), ennek maximumaa d,= -ban van.

Mivel a grafban nincs teljes k -as,setlires [ -esés n=>2c+1+ ,ezért d,<c<d,

(n—2—a)(n— 1n<Zf )<n(n—1-c)(3c+b—a)

Utobbit rendezve és bal oldalt teljes négyzetté alakitva:
2

(n—%(3c+b+3)) S%(b+3c+3)2—2—a—(1+c)(3c+b—a)

adodik és ebbdl az allitas kovetkezik.
Kovetkezmény: R(k,k)<4R(k—2,k)+2

Bizonyitds: G legyen olyan, hogy nem tartalmaz, se K,—¢, se K,—t éspontjai szama,
=R(k,k)—1 .Mivel:

fd)< f(d)=75(3n=3+b=a)
a=b & [#] miatt n(n=1)(n=2-a)<==n(3n=3)

(11—1)(11—2—61)$1—129(11—1)2

l
4dn—8—4a<3n—3

Ebbél kdvetkezik, hogy: n<5+4a ,végil a:=R(k—2,k)—1 -et, helyettesitve:
Rk, k)—1<5+4(R(k—2,k)—1) adédik. Tehat: R(k,k)<4R(k—2,k)+2

9



Most pedig az utobbinak egy szerintem nagyon szép dltalanositasa kovetkezik:

Tétel: Legyenek G és H legalabb 3 pontu grafok. A4:=R(G'',H) és B:=R(G,H'’),
ahol G'' -t,illetve H'' -tugykapjukmeg G -bdl,illetve H -bol, hogy
toroljiik két (tetszéleges) pontjat. Ekkor:

2 2
R(G, 1)< A+ B2 2| AEABE]
Bizonyitas:
Legyen N=R(G,H)—1 .Ekkor van olyan szinezése a K, -nek, hogy se pitos G -t, se kék
H -t nem tartalmaz. Legyen E, a piros élek halmaza, £, pedig a kékeké. Jelolje V' a
ponthalmazt és F,:=(V,E,) , F,:=(V,E,) ,a V piros-, illetve kék élei altal meghatérozott
részgrafokat.

Ismét a haromszogek szdmaval fogunk dolgozni:
Az egyszinli hdiromszogek szdma a kétszinli K -linkben:

M:%( SN, )N, )+ Y \Nk(u)me(WI) :

uvek, uveE,

ahola N ,(u) és N.(u) : u szomszédainak halmaza F, -ben,illetve F, -ban.

Ha w€E, ,akkor G'' egy példanya N ,(4)NN ,(v) -ben egy piros G -t eredményezne,
ezért |N,(u)NN,(v)|<R(G'',H)—1=4—1 . Hasonlo okokbol kék szinre alkalmazva arra
kovetkeztethetiink, hogy: ‘Nk(u )N N, ( V)‘<R(G, H'')=1=B-1, tetsz6leges uv€E, dlre.
Ezért az egyszinli haromszogek M értékére a kovetkezd becslés adhato:

MS(A—I)lEp|+(B—1)|Ek|
3

Goodman kovetkez6 eredményét fogom hasznalni: (1d. 3. oldal)

M:(g)-gzd,,<v><zv—1—dp<v>> ,

vEV
ahol dp:|Np(V)|
N N 2
Tegyiik fel, hogy d, d,...dy olyanok, hogy D, d,=s ,akkor N df>(z dl.) =s" , és
i=1 j

egyenldség csak akkor lehetséges, ha minden d ,:% gy

Mivel 2 d,(v)=2|E,| , az utobbi egyenl6tlenséget hasznalva M -et a kdvetkezOképpen

vEV
becstilhetjiik alulrol:
2
LN
E |——
£-5(Y))

MZ(N)_|E |(N_1_2|Ep|): N(N-D)(N=5) 2
37 N

N 24
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P

és az egyenlStlenség szigoru, kivéve ha egész, és d (v)= ,minden v -re.

Legyen X az a szam, amire: |Ep|—5(2)+x és |Ek|—5(2)—x ,ahOl |X|<5(2)

fgy M also, illetve felsd becslése a kovetkezOképpen médosul:

NOV-D(N-5) 20 _(A=DIE+(B=DIE|_ N(N-1)(4+B-2) (4-B)x
24 T SM S 3 = 12 3

Rendezve az egyenl6tlenség jobb és bal oldalat:

N(N-1)[N-(2A+2B+1)] _(4-B)x 2x*
24 T3 N

A jobb oldalt maximalizdljuk x -ben ( (—o,©) -n, nem térédve a ra rétt korlatokra), amit az
N

=5 (A—B) -ben vesz fel, igy:

X

(N=1)[N—(2A+2B+1)]< (4—B)

Ebbd] pedig kovetkezik a tétel allitasa, hiszen a bal oldal =(N—1)*-2(N—1)(4+B) , amibdl
kovetkezik, hogy:

_ p\2
(N—1)2—2(N—1)(A+B)+(A+B)zs(A B) +(A+B)* , és ebbél
2 2 2 2 2

most mar csak az egyenlStlenség két legszelso részét rendezve:

2 2
(N—l)—(A+B)<21/%

crcr

Ebbdl ujfent kovetkezik, a R(k,k)<4R(k,k—2)+2 | hiszen ekkor G=K,=H -ra, illetve
A=R(k,k—2)=B -re alkalmazzuk az el6z6t:

R(k,k)<A+A+2+2 =2 A+2+2

2 . 2 2
\/(A +A3A+A) 34 _)A+242A=4R (k,k—2)+2.

Pontosan ugyan ezzel a gondolatmenettel belathato, hogy: R(G,G)<4R(G'', G)+2

11



Konstruktiv alsd becslések

Az otlet onnan szarmazhat, hogy ha k—1 db diszjunkt kék K, |, -est csupa piros éllel kétok
dssze, akkor ebben nem lesz se piros K, ,sekék K, .Igy R(k,1)>(k—1)(I—1) .
Specialisan: R(k, k)=k>—2k+2 .

Tétel: R(m,n)=R(m,n—k)+R(m,k+1)—1 ,ha k€|l,..n—2] .

Elnevezés: Gegy(k,1)— jogrdf , hanemtartalmaz seK,—t,se K,—et, vagy ahogy itt fogok
fogalmazni: nem tartalmaz se piros K, -t,sekék K, -t.
(szokasegy R(k,I)—1 ponta (k,I) -j6 grafot (k,l)— kritikusnak is nevezni)

Bizonyitas:

Legyen r:=R(m,n—k) | ry;=R(m,k+1) . Vegyiink egy K, , -etegy (m,n—k) -jo-,
és egy téle diszjunkt K, |, -et egy (m,k+1)—jo szinezéssel. A két komponens kozti élek
legyenek mind kékek. Ebben a grafban nincs piros K ,,, hiszen az eredetiekben kiilon-kiilon nem
volt és minden 11 él kék, de a legnagyobb kék teljes is legfeljebb (n—k—1)+(k+1—-1)=n—1
méretii lehet, a két komponenseben a két legnagyobb méretii osszege. igy R(m,n)>r +r,—2

Az elézének konnyen adodo kovetkezménye k=1 -re, az hogy:

R(m,n)=R(m,n—1)+R(m,1+1)=1=R(m,n—1)+m—1 . Sét, utobbit még egyszer
alkalmazva, most a masik valtozoban, az kapjuk, hogy: R(m,n)=R(m—1,n—1)+m+n-3.
Tehat: R(k,k)—R(k—1,k—1)>2k—3.

Ennek erdsitése a kovetkezo:

(ami épp kétszer annyit bizonyit a szomszédos szimmetrikus Ramsey szamok kiilonbségérdl:
R(k,k)—R(k—1,k—1)=4k—6 -ot)

Tétel: R(m,n)=R(m,n—1)+2m—3 | feltéve, hogy m,n>2

Bizonyitds: legyen G=K, | egy (m,n—1) -jo graf, r:=R(m,n—1) . G -nek
tartalmaznia kell egy piros K, _; -et, kiilonben hozzaadva egy pontot, amit minden régi ponttal

piros éllel kotok 6ssze, kialakulna egy (m,n—1) -jo szinezés r ponton, ami lehetetlen.

A bizonyitas soran csak egy piros K, _, létezését fogom haszndalni: ennek pontjai legyenek
Uy, ...,u, , . Elsé lépésben adjunk hozza m—2 darab pontot, Vi,...,V, , -t. Minden
i -rea Vvu; legyen kék, minden mas x€G -relegyena VX ¢lugyan olyan szinii, mint az
u;x ¢él. igy minden u,v; élpiros (j#i) .Illetve legyen minden Vv,v; ¢élis piros.

Idaig egy H:=K,,, ; -at szineztiink ki, azzal, hogy ,.kiemeltem” még egy példanyban a piros
K, , -t

H -ban nincs piros K, , mivel az eredeti nem tartalmazott és ha ebben lenne, akkor annak
sziikségképpen hasznalnia kell Gj pontokat is (v,—ket), de minden ilyen i-re, #; -t nem
hasznalhat (de u; -t j#i -reigen), mert az u,;v; élek kékek és mivel minden mas €l ugyan
olyan szinli mint az eredetiben volt, ezért ha az Gjban lenne, akkor mar az eredetiben is lett volna
egy piros K, .

Ellenben kék K, , -et tartalmazhat, de ha van is ilyen benne, az csak egy (u,,v,) part
hasznalhat.
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Most adjunk m—1 darab pontot hozzd4 H -hoz, X,,..,x, , -et. Az Xx;x; ¢élek legyenek
pirosak minden i#j -re és az X;)y ¢élek kékek, minden y -ra ami nem u; , V; vagy
X, . Végil az u,x; ¢élek legyen pirosak, ha i>=; (egyébként kékek) és a v,x; ¢lek
pirosak, ha i<j , i=j -repedig kékek.

Mar csak annak igazolasa hianyzik, hogy a kett6-szinezett r+2m—4 -eslinkben, nincs se piros
K, ,sekék K, .Egy maximalis piros teljes részgrafnak X; -t is sziikséges hasznalnia, de

onnan piros €l csak u; , v, vagy X, -be fut. Legyen X, ¢és X, a legkisebb és legnagyobb

indexti Xx; a feltételezett K, -ben hasznaltak koziil, ezek szama nem nagyobb mint /—k+1

Ezenkiviil minden érintett u; -re: i>[ és hasonléan minden fellépd v; -re j<k .

Tehat legfeljebb m—1—/ u -t, k-1 v -t hasznalhatunk, igy Osszesen legfeljebb
(I—k+1)+(m—1-=1)+(k—1) pontbol allhat,ami =m—1

A kék K, -es létezésének vizsgalata maradt hatra: tegyiik fel, hogy van benne: ez pontosan egy
x; -t hasznalhat, igy aztan ez egy H -beli K, , -et egészit ki, mivel ez csak egy (4, V;)
part hasznalhat, ellenmondésra jutottunk, mert vagy az Xx,u; vagyaz X;v; ¢l piros.

Az utdbbi tétel egymas utdni alkalmazasabol kovetkezik, hogy: R(k,k)=2k>—6k+6

Tétel: Rk, k)>ck’

Bizonyitas: Legyeneck a G graf pontjai egy k& elemi halmaz harom elemi részhalmazai!
Ekkor |V (G)|= 1; . Két pontja akkor legyen 0sszekdtve, ha a hozzajuk tartozé két haromelemi

halmaz metszete pontosan 1 elemd.
Legyen HESG egy legalabb 8 pontu teljes részgraf. Mivel H —ban van olyan x pont,
aminek az egyik eleme, legalabb hdrom mésik H -beli pontnak is eleme, ezért ezt a négy pontot

csak ugy metszheti egy haromelemii részhalmaz, ha utobbi tartalmazza x -et, ezérta H -beli

. k—1
pontokhoz tartozo elemharmasok pontosan ebben az  x -ben metszik egymast, igy |H |ST

(Hiszen a pontokhoz tartozé harom elemii részhalmazok unidgja <k elemii.)

Most legyen H' : G egy teljes részgrafja. Vezessiik be H' pontjai kozott a g Ng,# &
relaciot. Ez egy ekvivalencia relacio, mert onmagaval mindenki relacidban all és a metszet
kommutativ miivelet, tehat a relacio reflexiv és szimmetrikus, a tranzitivitds pedig abbdl adodik,
hogy ha g, ¢és g; is legalabb két elemben metszi a haromelemii g,—? , akkor az &
metszetiik sem nem lehet tires.

Ha tudnank, hogy minden ekvivalenciaosztaly pontjainak szama nem nagyobb, mint a hozzajuk
tartoz6 haromelemii halmazok unidjadnak elemszama, akkor minthogy a kiilonb6zd osztalybeli
pontokhoz tartozé harmasok egyesitési nem metszik egymast, az adodik, hogy H ' pontjainak a
szama, legfeljebb az alaphalmaz elemszama, azaz k.

A =<4 pontu osztalyokra az allitas igaz. Ha pedig egy osztaly =5 pontot tartalmaz, akkor az
elébbihez hasonlé modon belathatd, hogy barmely két pontjdhoz tatozd elemharmas metszete
megegyezik, igy az egyesités a pontok szamanal kettdvel nagyobb méretli halmaz.

Ebbol extremalis halmazrendszerekre vonatkozo tételekkel, Frankl Péter és Wilson a kovetkezo,

24 r r ’ . . . , . clogk
lényegesen erdsebb konstruktiv also becslést sikeriilt bebizonyitania: Rk, k)>k°ehek
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Egy kis kitérd
Jeloljiik  P,—val a k hosszii (tehat k éllel rendelkezd) utat.

(I+1)

Allitas: Ha k=1 ,akkor R(P,, P)=k+ 5

Bizonyitas:
Jelolések: egy k hossza at pontjai: U, U,,...U, ., | éleipedig: U, U, ,U,U;, ..U U,
és ha még hozzdadomaz U,, U, ¢éltakkoregy k+1 hosszi kort kapok.

elészéra =<-—t fogom bebizonyitani, k-ra vonatkoz6 indukcidval:
Atétel k=1 -reigazés felteszem, hogy minden & -nal kisebb szamra is mar igaz az allitas.

[+1
Vegyiink egy G k+ U+ ponti grafot. Ha /<k , akkor G  barmely
(I+1) e - ,
k—1+ 5 ponta részgrafjaiban van egy k—1 hossza Gt vagy a komplementerében egy
[ hosszu.

2
tartalmazni fog egy k—1 hosszu utat.

Ha k=/ ,akkoregy k—1+ ponta részgrafot vegyiink. Igy vagy 6 vagy a komplementere

Mindegyik esetben feltehetd, hogy a leghosszabb it G -ben k—1 hosszu.
Legyen egy ilyen it egymast kovetd pontjai: U, U, ..U, és U: Z{ v.u,..u,
ViVt V s V::[VI’VZ,...,V ]

(I+1)

2

(1+1)
2

A tobbi pont legyen:

Sziikségiink lesz a kovetkez6 tulajdonsagokra:

(1) minden V, €V -revagy V, U]EG vagy V,; UjHEG

(2) minden V,€V re VUG ¢ VUG

(3) tetszéleges V. .V,.V, -raés U, U, -reazutdbbiakbol legaldbb az egyik, dssze van
kdtve G -ben legaldbb kett6hoz az elébbiekbdl.

Bizonyitas:

A (2) -es azt mondja ki, hogy az ut nem hosszabbithat egyik végén sem (tehat nem hosszabb
mint £—1 ).

Az (1) -es azt, hogy nem lehet az utat kozbiils6, egymast kdvetd pontokban meghosszabbitani.

A (3) -as ha nem lenne igaz, akkor U; ¢és U, is, V, , V V.. kozil legalabb
kett6vel Gssze lenne kdtve G -ben, tehat legalabb az egyikik U, -vel és U ., -vel is Ossze

lenne kotve, ami ellentmond (1) -el.

i iy

Vegyiink egy olyan maximalis utat G -ben, ami nem tartalmazza az U, és U, pontokat,
minden egyes ¢le U -beli pontot kot 6ssze V' -belivel €s végpontjai V' -ben vannak.
Ennek az tnak a végpontjai legyenek A, BEV ¢s maganak az utnak a neve pedig legyen: S .

Ha S V -nek minden pontjat tartalmazna, akkor az U, 4, BU, ¢éleket hozzavételével egy
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(I+1)

2

>/ hosszl utat kapnank G -ben. Tehat feltehetd, hogy W:=V\S#Q

Vegyiink egy Gjabb maximdlis utat G -ben (legyenez ¢ ) akovetkezé tulajdonsagokkal:
nem hasznal S -beli pontot, se U, -et, se U, -t és minden éle U és W -beli pontokat
kot 0ssze, végpontjai legyeneka W -beli C és D .

Megmutatom, hogy 7 minden pontja vagy S -vagy ¢ -beli:
Tegylik fel, hogy X€V ,de X&S ¢é X&q . Nyilvan S -nek és ¢ -nak egyiittesen

+1 - -1
legfeljebb ‘V(SUq)ﬂU‘S u —3<[(k23)]:[<k2 )]—1 pontja van U -ban, hiszen

I<kel<k+1.

igy léteznie kell olyan U, U ME[U 2Us ..U k,l} pontoknak melyek, se ¢ -hoz, se S -hez
nem tartoznak.

Alkalmazzuk (3)-ata V -beli 4 -ra, C -reés X -reésaz U -beli U, U,, -re, ami

ellentmond S ¢és ¢ maximalitasaval.

(I+1)
2

fgy S és ¢ egyiittes hossza 2 -4 igyaz U, 4,BU, ésaz U,C,DU, ¢élek

(I+1)
2

kivant / hosszl utat, de paros esetben is van egy /—1 hosszq.

Vegyiik észre, hogy még mindig kimaradt két egymast kdvetd pontja U -nak és (1) miatt ezek

koziil legalabb az egyik Ossze van kotve korbeli ponttal, igy ismét kaptunk egy / hossza utat
G—ben.

hozza vételével kapunk egy 2 hosszt kért G -ben: ha 24/ , akkor megkaptuk a

Példa egy kritikus grdfia: (tehat példa eggyel kevesebb pontd, se &k hosszi utat G -ben, se
[ hossziiutat G -ben nem tartalmazo grafra, ismét feltessziik, hogy k=17 )

=0

K (1+1)

vegylink egy K, és egy s
ebben nincs P, hiszen az csak a teljes grafban lehetne, de az még csak nem is tartalmaz & +1

pontot. A komplementerben sincs P, mivel a leghosszabb G —beli utak a két halmaz kozott
(1+1)

|

(1+1)

_1 diszjunkt unidjat (tehat ne fusson ¢l koztiik):

vezet6 éleket is hasznaljak, de igy is csak legfeljebb 2 <[/+1-2=]/-1</ hosszu utat

kaphatunk.
Kovetkezmény: R(k db fiiggetlenél, 1 db fiiggetlen él)=2k+1—1, (k=)
Bizonyitas: Ez az el6z6 kovetkezménye:

Egy harom hossza ut 2 darab fliggetlen élt tartalmaz.
Ebbol konnyen latszik, hogy egy 2k—1 hossz(i ut & darab fiiggetlen élet tartalmaz, igy:

R(k db fiiggetlen él,1db fiiggetlenél)<R(P,,_,, P,, ;)=2k—1+ @iz)+1 =2k+/-1

Kritikus grafnak megfelel az ¢l6z6 teljes 2k —1—es ésiires /—1—es diszjunkt unidja.
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Egy pillanatra képzeljiik el, hogy egy grdf pontjai az emberiség altal ismert tételek, élei pedig
Jjelentsek azt, hogy van valamilyen dsszefiiggés/kapcsolat a ketto kozott.

Megforditom a Ramsey kérdést: nem azt kérdezem, hogy legalabb hany pontunak kell lennie egy 2-
szini grafnak, hogy biztosan tartalmazzon, ilyen vagy olyan részgrdfot, hanem azt, hogy
fix n esetén, mely (k,l) pdrokra igaz az, hogy R(k,l)<n.

Ezt tekintve azt mondhatom, hogy egy klikk egymassal dsszefiiggo adllitasokat fog ossze, illetve egy
fliggetlen ponthalmaz ,, axiomatikus” jellegii allitasok gytijteménye.

Ezzel a gondolatmenettel csak az a probléma, hogy igazabdl feltehetd a tranzitivitas.

gy elég lenne utakat nézni, de ennél sokkal jobb Gsszefiiggd komponenseket vizsgdlni:

Definicié:  f,.(n) jelélje azt a legnagyobb szamot, hogy akarhogyan is szineziink ki egy n pontd
teljes grafot r darab szinnel, abban mindenképpen legyen egy legaldabb [, (n) méretii egy-szinii
Osszefiiggd részgraf.

r=2 -re ez egy jol ismert allitas: Egy graf sszefiiggo, ha a komplementere nem a.

Ez konnyen bizonyithato: ha a graf nem Osszefiiggd, akkor felbomlik komponensekre €s minden
pont ami kiilonb6z6 komponensben van az a komplementerben 6ssze lesz kotve egymassal.

Allitds: r legyen paratlan és n:=(r+1)v | (v=12,...) , ekkor:

[ (n)=<

n

Bizonyitdas: Nézziik elészor az  n=2k esetet. Itt tehat fliggetlen élrendszer kell, minden szinben.
Ha jol ki tudndm szinezni a 2k pontu teljes graf éleit 2k—1 szinnel, akkor minden egyes
pontot v méretiivé ,felfujva” és egy v-esen belill az éleket tetszélegesen kiszinezve készen

volnank, mert ha »+1=2k , akkor keletkezett egy v(r+1)=n ( =>v= n) pontl grafom

r+1
amiben legfeljebb 2v méretli 6sszefliggd rész van, hiszen az eredeti (a felfujas eldtti) grafban a jo
szinez¢és miatt minden egyszinii ut egy €lbdl all. (kiilonben lenne olyan pont amibe két ugyan olyan
szinl ¢l futna be).

n
r+1

Tehét a legnagyobb Osszefiiggd egyszinii rész = f,(n)<2v=2

Hatra maradt K, kiszinezése 2k—1 szinnel: tetszéleges méreti K, -t n szinnel ki
tudunk szinezni, ugy hogy: V:={v,, v, ,-.-V,,,l} ésa v;v;, éllegyen i+ j (modn) szini.
Pératlan 7 -re nincs is kevesebb szin hasznald szinezés, de paros n-re van:

Szinezziink ki egy K, | -etazeldbbi modon n—1 szinnel, ezutan vegyiink fel egy {ij pontot:

v, -et. Minden i -rea Vv, pontona 2i (modn—1) és minden i€[0,1,2,..n—2] -re
legyen w;:=2i (modn—1) . Mivel n—1 paratlan ezért i#j=>w#w, igya Vv,
éleket W, -re szinezve elkésziilt a K, egy 2k—1 szinezését, amiben nincs olyan pont
amibe két ugyan olyan szinti ¢l futna be.
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Konkrét értékek és becslések

Allitas:  R(3,3)=6

bizonyitds:

Egy 6t ponta kér nem tartalmaz egyszinii haromszdget, igy R(3,3)>5

Masrészt: vegyiik egy tetszdleges hat pontu graf egy pontjat:

neki vagy van 3 szomszédja vagy a komplementerben van neki 3. Az elsd esetben ha van akar egy
¢l 1s a szomszédok kozott akkor a Kkitiintetett ponttal kiegészitve van egy haromszégem, ha nincs
akkor a szomszédok tartalmaznak egy iires 3-ast.

A masodik eset bizonyitasa hasonlo.

Van egy masik lehetdség is:
R(3,3)<4R(1,3)+2=4Xx14+2=6 , hasznalva azt a tételt, ami a felsé becsléseknél lattunk.

Harmadik lehetdség:

Goodman miatt (8. oldal) N (K,)+ N (K,)z =D =5)

24 ésez>1,ha n=6.

Allitas:  R(3,4)=9

bizonyitas:

R(2,4)+R(3,3)=44+6=10 fels6 becslés, de mindkettd paros igy egy kordbbi megjegyzés
alapjan eggyel kevesebb is igaz.

R(3,4)>8 , mert képzeljiink el 8 embert egy asztal koriil, akik a kdzvetlen szomszédjat ismerik,

illetve a vele szembe ul0t is.

Haromszog ebben azért nincs, mert egy pontnak csak harom ismerdse van, 6k viszont egyaltalan
nem ismerik egymast.

Ures négyszoget pedig azért nem tartalmaz, mert egy adott pont nem-ismerdsei épp 4-en vannak és
ezek kozott pedig van harom ismeretség és ez a hdrom €l nem egy pontra illeszkedik.

Allitas: R(4,4)=18
Ez az eldz6 allitas kozvetlen kovetkezménye: R(4,4)<R(3,4)+R(4,3)=18 .

Vagy ismét hasznalva korabbi eredményiinket: R(4,4)<4R(2,4)+2=4X4+2=16+2=18 .

17



Példa: 17 pontt sem teljes-, sem lires 4-szoget tartalmaz6 grafra:

A séarga pontharmas egy maximalis klikket, a kék pedig egy maximalis fiiggetlen ponthalmazt
alkotnak.

Allités:  R(3,3,3)=17

Bizonyités:

Tegyiik fel, hogy van egy 3 szinnel kiszinezett teljes grafunk és azt is, hogy nem tartalmaz egy-

szinli haromszoget.

Legyen v tetszéleges pont. Vegyiik v z6ld szomszédait: ez nem tartalmazhat zold élet kiilonben
v -vel kiegészitve lenne benne zold haromszog. Igy az élek a zold szomszédok kozott csak két

szinfiek lehetnek (kék vagy piros). Mivel R(3,3)=6 , a zodld-szomszédok legfeljebb 5-en

lehetnek.

Ugyan ez elmondhat6 a masik két szinre is.

Mivel ( v -t kivéve) mindenki piros, kék vagy z6ld szomszéda v-nek ezért, egy ilyen grafnak nem

lehet tobb pontja mint 1+5+5+5=16 .igy R(3,3,3)<17 .

R(3,3,3)>16 bizonyitdsdhoz mutatnom kell egy 16 pontli egyszinii hiromszoget nem tartalmazé
grafot:
Vegyiink harom diszjunkt Ks—o0t melyeket egyenként csak két-két-két szinnel szineziink ki,
ugy hogy haromszogmentesek legyenek, de K ;:Z[v} s vé]—nél csak piros ¢és kék,
K?::[vf, vszl—nél csak kek és zold, K53:[v? e vg]—nél pedig csak zdld és piros szineket
hasznaljunk. A v} v ¢élek legyenek kékek, a v v7,, élek legyenek pirosak ésa v} vi,,, v/ vi,,
élek pedig legyenek zoldek. Hasonldan szinezziik ki a tobbi életisa K, —k kozott.
Végiil vegyiink fel egy Gj pontot, vo—!, és a v,v, éleket zoldre, a v,v; éleket pirosra, a
v,v; éleket pedig kékre szinezve megkaptuk a kivant haromszogmentes grafot.
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Kép: 43<R(5,5)

R(5,5)=42

42 ponth, 428 éli graf, mely se K5 6t, se K5 -6t nem tartalmaz. (ezt nyilvan géppel
ellendrizték).

Egyébként: (422)2861 , ennek fele: 430,5

Miért érdekesek ezek az értékek? A két élszam szam nagyon kozel van egymashoz, tehat ennek a
grafnak és a komplementerének majdnem ugyan annyi éle van. Ha feltessziik, hogy minden k-ra van
(R (k,k)— 1)
olyan R(k,k)—1 ponti kritikus graf aminek pontosan 2 éle van, és még azt is,
2
hogy minden szimmetrikus Ramsey-szam paros, akkor abbdl kévetkezne, hogy R(k,k) 4 -el
osztva kettot ad maradékul és ebbdl az is kovetkezne, hogy R(5,5)=46 .
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Allitas: R(3,5)=14
bizonyitds: R(3,5)<R(2,5)+R(3,4)=5+9=14

ez egy 13 pontu graf, ami nem tartalmaz
se haromszdget,
se 5 méretil fiiggetlen ponthalmazt.

Tétel: R(5,5)<53

bizonvitas:
Jelolések:

N ,(x):=xszomszédainak halmaza az F —ben

deg .(x):=x foka F —ben

n(F),e(F):=az F ponjainak , illetve éleinek szdma

t(F):=az F—beli haromszdgek szama

t(F):=az F— beliiires hdrmasok szama=t (F)

V(F):=F pontjainak halamza

(k,l,n)— jogrdf :=(k,l)— jo graf n ponton;

e(k,l,n):=azélek minimalis szama tetszéleges (k , 1, n)— jo grdfban
E(k,l,n):=azélek maximalis szama tetszbleges (k ,1 , n)— jé grafban
t(k,l,n):=ahdatomszogek minimalis szama tetszéleges (k , 1, n)— jo grafnak

Szokasosan, legyen V(F):=n ,és n,:= azi—ed fokii pontok szama F —ben
Ismét Goodman ([2]) észrevételét idézzem:

Illetve Walker ([6]) azon észrevételét, hogy ha F egy (k,I,n)—jé graf, akkor:

HF)+T(F)<

n—1
1

1 (E(k—l,z,i)—e(k,1—1,n—i—1)+(”—"—1))n.
3450 2

Legyen x€V fix pontja egy F (k,1)—jo  grafnak és két részgrafja legyenek
kovetkezbek:
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G.ésH, jahol V(G,):=Ng(x)ésV(H ):=V\(xUV(G)))

Konnyen lathato, hogy G, (k—1,1)— jo graf , H . pedig(k,l—1)— jé grdf.
Egy x pontél-hidnya legyen: &(x) , ahol:

S(x)=E(k—=1,1,n(G,))—e(G, )+e(H, )—elk,I-1,n(H,))

X

Ez azt fejezi ki, hogy G, és H, egyiittesen milyen vannak kozel az extrémumhoz.
Ez persze mindig nem-negativ és konnyedén latszik a kovetkezd:

8(x)=E(k—1,1,n(G))—e(G,)+E(I-1,k,n(H,))—e(H,)

X

Ez a természetes mddon altalanosithatd az egész grafra:

Legyen F (k,l)—jo grdf , A(F Z 6(x) ¢l-hianya F-nek.

veV (F
Lemma I: n, az i -ed fokl pontok szdmaegy F (k,/,n)— jo grdfban ekkor:
n—1

0<2A(F)=) (2E(k—1,1,i)+2E(I-1,k ,n—i—1)+3i(n—i—1)—(n—1)(n—2))n,

i=0

bizonvitas:

mivel az x-re illeszkedd haromszogek szama nem mas mint x szomszédainak élszama ( e(G,) )
és szimmetrikusan: az x-et tartalmazo iires harmasok szama pedig épp e(H,) .Igy:

3(t(F)+7(F)= ), (e(G)+e(H))= D>, (E(k=1,0,n(G)+E(I—1,k ,n(H,))-5(x))

veV (F) vEV (F) ’

ezt atrendezve:
Z (k=1,1,i)+E(I-1,k,n—i—1)|n,—3(¢t(F)+7(F)) ,

n—1

mivel n= Z n, é t(F)+7( —( )——Z i(n—i—1)n, amikbdl adodik a lemma éllitésa.

i=0

Legyen F egy (4,5,n)—jo grdf ésjelentse a; azon élek szamat, amelyre pontosan i darab
haromszog illeszkedik.

Mivel nem lehet F—ben se K, ,se Ks és R(2,5)=5 :ezért i=5 -re a=0 .

Egy korabbi megjegyzésbdl kovetkezik, hogy G, (3,5)—jo , H, pedig (4,4)—jo graf
lesz.
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Lemma 2:

> t(H )=4a,~2a,~2a+ ),

vEV (F) veV(F)

E+3—degp(x))e(Gx).

bizonyitas: T=ABC legyen egy tetszéleges haromszog és legyen b,(T) azon pontok szama
V(F)\T—ben , melyek pontosan i darab T-belivel vannak 6sszekétve.

Ezen tal, legyen deg (T )=deg,(A)+deg (B)+deg.(C).

Megjegyzés: b,=0 _ha i=3  hiszen F K, -mentes.

Kétféle modon leszamolva azon pont-4-esekt, melyeket egy adott T haromszdg és vele nem
szomszédos x -ek alkotnak, a kovetkez6 adodik:

> tH)= 2 by(T)

X€EV(F) T egy hdromszog i

ésnyilvan: by (T)=n=3=b,(T)=b,(T) &s b,(T)+2b,(T)+6=deg,(T) .

Utobbibol: b, (T)=n+3+b,(T)—deg.(T) ,tovabba az elsébdl és utolsobol, pedig az kdvetkezik,
hogy:

Y tH)= Y (n43+b,(T)—deg (T))=(n+3)t(F)+ D, (b,(T)—deg,(T)|

XEV(F) T egy haromszog T egy haromszog

Kétféleképpen leszamlalva azon éleket melyek illeszkednek haromszogbeli pontra:

Z deg (T Z degF G,) ,

T egy haromszog x€V(F

szintén kdnnyedén lathato, hogy:

b,y(T)ésa; definicioibol adodik, hogy:

4
Z Zl i—1)a,=4a,-2a,-2a +ZZZG
i=2

T egy ha'tamszag i=1

Az utobbi négy formula alkalmazasaval:

Z t(Hx)Z%(n+3) Z e(G,)+4a,—2a,—2a,+2 Z e(G, Z degF G,),

XEV(F) XEV(F) xXEV(F) xe€V(F

¢s ezzel megkaptuk a kivant allitast.

Emlékezve korabbi jelolésiinkre, tudjuk, hogy minden x-re a hiromszogek szama H, -ben
legaldbb #(4.4,n(H,)) ,ahol n(H,)=n—1-deg,(x)
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Egy pont haromszoghianyat y(x) -el, a grafét I'(F) -el jeldljik és
y(x)=t(H,)—t(44,n(H,)) -elés = > y ) -el definialjuk, y(x)=0 .

x€V(F

Lemma 3: HaFegy (4,5,n)—jogrdf és n=>24  akkor:
0<3T(F)<D.((n+9-3i)E(3,5,i)+6i—3(4,4,n—i—1)|n,

Bizonyitas:
mivel R(3,5)=14 |, R(4,4)=18 és az el6zé lemma eredménye alapjan:

3y t(Hx)=12a4—6a2—6a1+i D> (n+9-3i)e(G).

xX€V(F) i=6 deg.(x)=i

n=24 -re n+9-3i csak i=13 -ra,illetve i=12 -re negativ, de utdbbi esetben csak akkor
leszaz,ha n = 24,2526 .

fgy —az imént emlitett eseteket kivéve — E(3,5,i) -vel feliilr6l becsiilhetjiik e(G,) -t:

3 Z <12a4+2( (n+9—-31)E(3.,5,1)n,)+

x - Y. (E(3.5, deg,(x))—e(G,))(3deg(x)—n—9).

deg,.(x)=12

Minden  (3,5)—jogrdf  ismert ([5]-nek és [4]-nek koszonhetden) és csak egy

(3,5,13)— jograf 1étezik, ebbdl kovetkezik, hogy a 2. szumma  deg -(x)>13 -ra nulla. Az is
igaz, hogy E(3,5,12)=24 és ez kizarolag 4-regularis graffal érhetd el, s6t barmely (3,5,12)-j6
grafnak csak 3 és/vagy 4 foku pontjai lehetnek.

Ha valamely x 12 fokd pontra a G, nem maximalis élszami (tehat e(G,)<24 ), akkor
minden G, -ben3-ad fokii y -raaz {x,y] élegyelnovelt a; értékét.

Ezenkiviil azokat az éleket, melyek harom héaromszoghdz is tartoznak, legfeljebb kétszer
szamoltunk le ilyen modon, kiilonben lenne a G, -benegy K,

Ismét a jobb oldal masodik szummajat megfigyelve: az legfeljebb 3a; lehet,ha n>24 .
Es mivel e(F)=a,+a, ezért:

13

3 Z J<12e(F)+Y. (n+9-3i)E(3,5,i)n,

x€V(F i=6
13

Utobbibol, I'  definicidjabél és 12e(F)=Y 6in, -bdlalemma mar kdvetkezik.

i=6
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Allitds:
153<e(4,5,27)és E(4,5,27)<160, 130<e(4,5,26)és E(4,5,26)<154,
116<e(4,5,25)és E(4,5,25)<148, 101<e(4,5,24)és E(4,5,24)<139.

Ugy értve, hogyha n=R(k,l) ,akkor e(k,l,n)=o illetve E(k,l,n)=0 .

Bizonyitdas:
Legyen F egy (4,4,n)—jogrdf ,valamely 24<n<27 -re, e darabéllelés n; darab i-

13
ed foku ponttal. A Lemma 1 és 3-at, Z n,=n -t (és egy szamitogépet) segitségiil hivva ez egy
i=6

nem-negativ egész-értékli programozéasi feladattal &llunk szemben,  7n; valtozokkal ¢és
13

2e= Z in, célfiiggvénnyel. n=27 -re maximalizalni (vagy épp minimalizalni kell) a:
i=6

Ony+10n,,+11n,,+12n,+13n,; -at
(a fokszamok csak 9 és 13 kozott lehetnek, mert R(4,4)=18 és R(3,5)=14 )

figyelembe véve:
27=ngt+n,,+n,,+n,+n;,

0<-21ny—10n,y—n, +2n,—n;
illetve:
O<ny+4n,,+6n,,—n,—17n,
korlatozasokat.

Az el6z6 kettdbdl az eldbbi az elsé lemma, utébbi a harmadik kdvetkezménye.

[5] azon eredményeit felhasznalva, hogy: E(3,4,i)=2i , ha 10<i<13 , E(3,5,9)=17 ,
E(3,58,)=16 , E(3,5,7)=12 ,illetve E(3,5,6)=9 , melyek sziikségesek a 24<n<26

esetek kiszamitasahoz.

n=27 -re a maximalis élszdam 160 és ekkor is csak n,,=23 & n;;=4 lehetséges,
t(4,4,j) és E(4,4,i) kiszamitdsahoz a szerzOk szintén szamitogépes segitséget hasznaltak.

Tétel: R(5,5)<53
bizonyitds:

Tegyiik fel, hogy F egy (5,5,53)—jo grdf .Mivel R(4,5)<28 | ezért ebben az esetben:
Nysth,+1,,=53 | Az els6 lemmat és az eldz6 tételt felhasznalva a kovetkezd mondhato:

0<(2-308+3-25-27—=52-51)(nys+ny,)+(2:308+3-26-26—52-51 ) nys=—11(n,5+n,,)—8n,, ,
ami ellentmondas.
Megjegyzés: R(5,5)<49, mivel McKay és Radziszowski '95-ben beldattik, hogy R(4,5)=25.
Ez a bizonyitas, szinte teljesen szamitogépekre hagyatkozik.

Adés maradok a R(4,5)<28  bizonyitdsdval, amit Walker: ,,A upper bound for the Ramsey
number M(5,4)” cimii cikkében latott be, ami szintén szamitogépeket hasznalo bizonyitas.
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Egyszinli K, -asok szama

Mivel R(k,k) pontos értékét nem ismerjiik, ezért érzékeltetésképpen hasznos olyan jellegii
tételek bizonyitdsa, melyek azt becsiilik, hogy egy nagyon sok ponti grdfban (példaul n>4* ),
nagyon sok egyszinii K, van.

Tétel: Legyenck k,l természetes szamok, akkor barhogyan is szineziink ki egy n ponta graf
¢leit két szinnel, lesz benne legalabb:

7k(172)7 k+1
2 ( 2 )( Z )—0 . (n"7") dbpiros k -as, illetve ha ennyi nincs, akkor van benne legalbb

*l(k*Z)*(l_'z'l) o
2 (7)—0,{,,(11 ) db kék teljes- [ -es.

Bizonyitas:
indukcio a (k,!) péarra:
k=1,l=1 -reigaz.

Korabbi bizonyitisainkhoz hasonldan tegyiik fel, hogy minden olyan (k,/) péarra igaz az allitas,
melyekre: k<k, vagy [<I, .

Belatjuk, hogy az allitas (ko /,) -raisigaz:

Minden pontot kiszinezek olyan sziniire amelyik szinii ¢lIbdl a legtobb 1¢ép ki beldle. (azaz amelyik

—1
szinli €Ibdl van legalabb L olyan, hogy 6 az egyik végpontja. Megengedjiik a kétszini

pontokat is). ’
fgy van legalabb g db egyszinli pont. Legyen ez a piros és legyenek a  “1.V2. Vg a piros
pontok.

Vi, =a v, pontpiros szomszédainak halmaza. V; elemszama legalabb n;l a definicio
miatt.

Az indukcios feltevést k,—1 -reés [/, -raalkalmazom, igy minden V,; tartalmaz legalabb:

7(k0—1)(1072)7(1;0) n—1 )62
2 2 |0, (5) db piros k,—1 méretii klikket vagy
ko—1
7(10)<k073>7(’02“) n—1 !
2 2 |7 O%ul|3 dbkék /, méretii klikket.
[y
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n—1

n—1
Lemma: 2'| 2 Z(n)—o(nl_l) , vagy atrendezve: 2 :2_1(7)—0(’71_1)
[

n—1
I:=1: 2' 7> Z(n)—O(l) , ez igaz, hiszen:

-1
a bal oldal: ZnT:n—l ,ajobb pedig: n—O(1) .

Most tegyiik fel, hogy /—1 -reigaz a lemma:

n—1 n—1
) n_l o I’l—l T—l+1 ' l+1
272 |=2 2 2——F—= (ljl)—a(n ))2 7 =
[ [—1
n—21+1( n -1\ n—I+1{ n n -1
== - -0 = — -0 =
I (1—1) =" (1—1) (1—1) (n)
—(n|_ n -0 -1 —|n -0 -1
(l) (1_1) (' =(")-0 ")
;1 n 1 -1
adodik, mert 17 n

n—1
Megjegyzés: minden [ -re igaz, hogy 272
/

n . v I ST S
<(l) , és az el6z§ allitss masik irdnyt

egyenldtlensége pedig abbdl adodik, hogy:
n a n -1 -1
L P .G i — <-Cn =-0(n"

Visszatérve a tétel bizonyitasahoz:

Ha akar egy i-re is a masodik eset all fenn, akkor készen vagyunk, mert alkalmazva az el6z6
lemmat:
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I,+1
2

—()ky=3)—{ o) [ n—1 lh=1 ~(1)(ky=3)—
S N O

ly

= 2(l°)(k03)(10;1)210( ! )_
ZO

(2"0(2)—0,%,,0(;1“‘1)):

o= a0,

0% l 0.to
0

Tehat legalabb ennyi kék K, -as lesz valamelyik V', -ben és ezzel készen lennénk.

Ezért feltehetd, hogy minden i-re az els6 eset all fenn:

o™ 0 <) ko n_l ko=2 Ko™ )( 0 <)~ kﬂ
5 (ko= 1)(1,=2) (2) = Okn,lo((g) ):2 (ko= 1)(4=2) (2)2_(k0—1)(kn I)Oko,lo(nk0_2):
ko_l o
ey 1y-2) - Balbom ) 2 R ey S L )
—» ( > 3 )(kon_l)_oko'l (no2)=2 ( 2 (kon_l)_Oko:Io(nko 2

Ezeketa V, -beli k,—1 méretliklikkeketa V; -vel kiegészitve k, méretiicket kapunk.

De lehet, hogy egy adott K, -t tobbszdr szamoltunk ( &, -szor legfeljebb), igy legalabb:

ko+1

2 )H n k=24 | _
(ko—l)_Ok“'/‘)(n )|=2

kot 1

2 ) n ko1
(ko)_oko,lo(n )

—(ko—l)(lo—a—( (k1) {ly-2)~

darab piros K, van benne, és erre volt sziikségiink.

Most nézziik meg azt, hogy (koriilbeliil) mikor jelenik meg az elsé egyszinii K, :

—%(k%rk) 3
1 w ATkl ok
k" (n—k) n

BN

3,2
—=2(k"+k)
2 (

Ebbol kovetkezik, hogy ha n nagyobb, mint k-Z%(kH): k(2 \/E)"“ , akkor mar megjelenik az

elsé K « . (ezzel nem bizonyitottunk be 1j felsé becslést az R(k,k) -ra, mert a szamolds nem
pontos, bar az igaz, hogy ez a szam <4* )

Alkalmazzuk a tételt n=4* -ra, ekkor egyszinii K, -kbol lesz legaldbb:

2*%(k2+k) 4* _2—%(k2+k) (4k)4k N\/Ek‘(kfs)_ \/E(k%) '
- koqk g \&—k kT k
k k" (4"—k) k

Utalva ezzel arra, hogy az R(k,k)<4* nagyon erds felsé becslés.
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Tételiink, aszimptotikusan 1) korlatot ad:

Definicié: Legyen k,(G):= # |K,SG| | és k,(n)::mGin{kt(GHk,(G) | |Gl=n|
Tehat k,(n) arra ad also korlatot, hogy legalabb hany egyszinii K, van K, -ben, annak
barmely 2-szinezésére is.
. k,(n)
c,:=lim o . . v A
Legyen nao ( n) amit tekinthetiink az egyszini K,—k slriliségének.
t

” , VLT - 1-(f . . . , ,
Fels6 becslése a trivialis 1 -en kivill a ) (2) , amit a szimmetrikus Ramsey-szamok also

becslésének kdszonhetiink.
1

A legegyszeriibb also becslés ¢, -re a: (R(k,k)) ,amibéla ¢, >4""

oW ysvetkezik.

k

Az eldz0 tétel segitségével jobb mondhato:

w8 ) o e
2 (t)_ot‘t(n ) —t2+2t—% 73(’2) —(1+0(1))?
~2 =2 x(242)

c,z N
n
t

Javitva ezzel ¢, also becslésén.

. k=1
Osszefoglalva az eddigi eredményeket az mondhato, hogy: - 2 < p (k, k)<4t de egy 4" pontii
V2

k
grafrol belathato, hogy nem csak egy, hanem koriilbeliil ( ) darab egyszinii k-ast is

tartalmaz, mig az elobbi also becslésre konkrét példa nem ismert.

Megemlitettem,  hogy  konstruktiv ~mddon  bizonyithato — az, hogy | loglogk _ Rk, k) €

Nagy Zsigmond 6lteknek kiszonhetSen lathattuk, hogy k><R(k, k).

2

(I+1)

Tovibba R(3,k)~—% :

ok & R(P,, P)=k+

R(5,5) pontos érteke 43 és 49 kézétt van, egy az utobbindl gyengébb felsé becslés bizonyitasat
meg is mutattam.

Lathattuk azt is, hogy R(G,G)<4R(G'',G)+2.
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