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Bevezetés

Minden pozitiv egész n esetén n-pont halmazoknak nevezziik azokat a sikbe-
li halmazokat, melyeket minden sikbeli egyenes pontosan n pontban metsz.
Transzfinit rekurziéval konnyen megmutathato, hogy minden n > 2 esetén
létezik n-pont halmaz. Arr6l azonban, hogy egy n-pont halmaz lehet-e vala-
milyen értelemben ,szép”, a mai napig alig ismert valami.

Nagyon nehéz megoldatlan kérdés, hogy egy n-pont halmaz lehet-e Borel-
halmaz, de még az sem ismert, hogy lehet-e Gs. Ami ismert, az az, hogy
egy n-pont halmaz nem lehet F, [5], valamint hogy Godel konstrualhatosagi
axiomajabol, V = L-bdl kovetkezik koanalitikus n-pont halmaz létezése [15].
Ez utébbi talan az olyan egyetlen lényeges eredmény a témakorben, amit
nem fogunk részletesen targyalni.

Az 1. fejezetben megvizsgaljuk az n-pont halmazok néhany alapvetd tulaj-
donsagat: létezését, Hausdorff-dimenzi6jat és Hausdorff-mértékét. Tovabba
megmutatjuk, hogy minden analitikus n-pont halmaz Borel, és hogy egy Bo-

sird.

Mauldin foglalkozott elGszor a gorbeszeriiség kérdésével [13]. Bebizonyi-
totta, hogy egy H'-mérhets n-pont halmaz nem lehet gérbeszert, majd ezt
felhasznalva visszavezette egy geometriai mértékelméleti sejtésre azt a kér-
dést, hogy létezik-e Borel n-pont halmaz. Ezen eredmények targyalasiahoz
meglehetGsen sokat kell tudni a gorbék illetve a gorbeszerti halmazok alta-
lanos tulajdonsagairol, ezért a 2. fejezetben részletesen foglalkozunk ezzel a
témakorrel. Mauldin eredményeit a 3. fejezetben ismertetjiik.

A 4. fejezetet az F,-halmazok terén elért eredményeknek szenteljiik. Az
els6 bizonyitasi kisérlet arra vonatkozoan, hogy egy 2-pont halmaz nem lehet
F,, Larmantol [11] szarmazik. A bizonyitasa két részbdl tevidik Ossze: az
egyik, hogy egy 2-pont halmaz nem tartalmazhat ivet, a masik pedig, hogy
egy I, 2-pont halmaz tartalmaz ivet. Béar Larman bizonyitasa hibas volt,
Baston és Bostock [3] ugyanezt az otletet hasznalva egy helyes bizonyitast
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adott az allitasra. Késébb Bouhjar, Dijkstra és van Mill [4] hasonl6 gondo-
latmenettel igazolta, hogy egy 3-pont halmaz sem lehet F,. Azonban ki fog
deriilni, hogy n > 4 esetén egy n-pont halmaz tartalmazhat ivet, igy ilyenkor
Larman bizonyitasi sémaja nem miikodik. A korabbi eredményeket ligyesen
Osszerakva Bouhjar, Dijkstra, és Mauldin mégis talalt frappans bizonyitast
arra, hogy egy n-pont halmaz semmilyen n esetén nem lehet F,-halmaz. A
fejezetet ezzel a bizonyitassal zarjuk.

Az 5. fejezetben olyan — természetesen kivalasztasi axiomat hasznalo —
konstrukcidkat ismertetiink, melyek azt mutatjik, hogy sok tételiinkben a
feltételek valoban sziikségesek. Megmutatjuk, hogy egy n-pont halmaz lehet
lajdonsagi). Tovabba egy n-pont halmaz Hausdorff-dimenzioja lehet 2, és
ha n > 4, akkor egy n-pont halmaz tartalmazhat kért. Nem tudjuk azonban,
hogy Mauldin emlitett tételébdl elhagyhato-e a H-mérhetSség feltétele, azaz
hogy létezik-e gorbeszert n-pont halmaz.

Koszonetnyilvanitas

Koszonettel tartozom témavezetémnek, Laczkovich Miklosnak, aki rengete-
get segitett a dolgozat irdsa kozben felmeriilg kérdéseim megvalaszolasaban.
Nagyon sokat tanultam észrevételeibdl, javaslataibol, és a kozés munkihoz
val6 hozzaallasabol is.

Ko6sz6nom tovabba Elekes Martonnak a folyososzéli beszélgetéseink soran
elejtett hasznos megjegyzéseit.



1. fejezet

Egyszertibb allitasok n-pont
halmazokrol

1.1. n-pont halmazok létezése

1.1.1. Definicié. Legyen H C R? és n € N. A H halmazt n-pont halmaz-
nak nevezziik, ha a sik minden egyenese pontosan n pontban metszi.

Mazurkiewicz [14] bizonyitotta be 1914-ben, hogy létezik 2-pont halmaz.
A bizonyitas egyszert transzfinit indukciét hasznél, és a gondolatmenet kony-
nyen atvihetd altalanos m-pont halmazok esetére. Bagemihl [1], Sierpinski
[18], ill. Bagemihl és Erdés [2| cikkeiben talalhatok a kérdéshez kapcsolodo
kiilénboz6 jellegii altaldnositasok. A teljesség kedvéért kozliink egy bizonyi-
tast n-pont halmazok l1étezésére.

1.1.2. Allitas. Minden n > 2 esetén létezik n-pont halmaz.

Bizonyitds. Legyen k a legkisebb kontinuum szdmossagi rendszam. A sik
egyenesei és a szintén kontinuum szamossagi {a:1 < a < k} halmaz ko-
zOtt 1étesitsiink bijekciot, igy kapjuk a sik egyeneseinek egy {l, : 1 < o < k}
jolrendezését.

Minden o < k-hoz hozzarendeliink egy H, C R? halmazt, melynek sza-
mossaga legfeljebb w és a szdmossaganak a maximuma, specidlisan kisebb,
mint kontinuum. H . Tegyiik fel, hogy « rakovetkezs rendszam, és
a =[G+ 1. Az l,-n fekvé pontok kontinuum szamossagi halmazt alkotnak,
mig azon — [,-t6l kiilénb6z6 — egyenesek szama, melyek legaldbb 2 pont-
ban metszik Hg-t, kisebb, mint kontinuum. Kovetkezésképp [,-n van kon-
tinuum sok pont, mely az el6bb emlitett egyenesek egyikén sincs rajta. Ha
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|Hz N .| = k < n, akkor valasszunk ki n — k ilyen pontot és H,-t definialjuk
tgy, mint Hg és ezen pontok egyesitését.

Ha a < k limeszrendszam, akkor legyen H & Up<a Hps s Hy legyen

H! és véges sok l,-n fekvsé pont unidja, melyeket az el6z6 gondolatmenet
sz6 szerinti alkalmazasaval kapunk, ha az ottani Hg-t H) -re cseréljiik. Végiil
legyen
H= | H.
B<K

Lathato, hogy az a tulajdonsag, hogy egy adott [ egyenesre |H,NIl| < n, a =
0O-ra teljesiil, utana pedig semelyik 1épésben nem valtozik, tehat |H Ni{| < n
is fennall. Azt pedig, hogy itt val6jaban minden [ egyenes esetén egyenlGség
all, az biztositja, hogy minden [-hez létezik (3, hogy [ = lg, és Hp definicioja
szerint ‘Hﬁl‘ > |Hﬁﬁl\:\H5ﬁlg\:n. O

1.2. Analitikus n-pont halmazok tulajdonsagai

A kovetkezGkben n-pont halmazok Hausdorff-dimenzi6javal kapcsolatosan bi-
mertnek vessziik. Egy H halmaz s-dimenzios Hausdorff-mértékét H*(H )-val,
a Hausdorff-dimenziojat egyszertien dim(H )-val jeloljiik. Megjegyezziik to-
vabbéa, hogy minden Borel, s6t, minden analitikus halmaz mérhet6 barmilyen
dimenzi6és Hausdorff-mértékre nézve.

Egy H?-mérhets, pozitiv és véges H*-mértékd halmazt s-halmaznak ne-
veziink. A most kovetkezG tételt tobbszor is fogjuk hasznalni. A tétel bi-
zonyitassal egyiitt, analitikus halmazok helyett Borel-halmazokra kimond-
va, szerepel [12] 8. fejezetében. Az analitikus eset megtalalhato Federer |7,
2.10.47-48| és Rogers [16, 2.7. fejezet, 57. Tétel| konyvében.

1.2.1. Tétel. Legyen n > 1 egész, 0 < s < n, és legyen A C R" analitikus,
melyre H*(A) > 0. Ekkor létezik K C A kompakt s-halmaz.
Miel6tt tovabb mennénk, bizonyitas nélkiil kozliink néhany tételt, me-

lyekre késébb sziikségiink lesz.

1.2.2. Tétel ([12], 7.5. Tétel). Ha f : R™ — R"™ Lipschitz-leképezés L
konstanssal, 0 < s <m, és H C R™, akkor

He(f(H)) < L*H*(H).
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Specidlisan

dim(f(H)) < dim(H).

1.2.3. Tétel ([12], 10.11. Tétel specialis esete). Ha 1 < s < 2, A C R?
He-mérhetd és 0 < H*(A) < oo, akkor

dim(AN(W+2)=s—-1 é H T (AN(W +12)) < o0

H*-m. m. x esetén m. m. W origén dthalado egyenesre. (Szavakban: az A
halmaz m. m. pontjan dthaladd m. m. eqyenes akkora halmazban metszi A-t,
amekkoraban azt elvdrjuk.)

1.2.4. Allitas. Ha A C R? analitikus n-pont halmaz, akkor dim(A) = 1.

Bizonyitds. Az 1.2.2. Tételt egy egyenesre valé merGleges vetitésre, mint f
fiiggvényre alkalmazva adodik, hogy dim(A) > 1.

A maésik irdny belatdsdhoz tegyiik fel, hogy allitasunkkal ellentétben
dim(A) = s > 1. Ekkor tetsz6leges 1 < ¢t < s esetén H'(A) = oo, tehat
létezik K C A kompakt halmaz, melyre 0 < H'(K) < oo, és az 1.2.3. Té-
tel szerint van olyan egyenes, ami K-t t —1 > 0 dimenzids, tehit végtelen
halmazban metszi. A-t méginkabb, ami ellentmond annak, hogy A n-pont
halmaz. O

1.2.5. Megjegyzés. Az 5.1.1. Tétel szerint A-rél valoban sziikséges feltenni,
hogy analitikus.

1.2.6. Allitas. Ha az A C R? halmaz n-pont halmaz, akkor H(A) = co.

Bizonyitds. Hasznaljuk az 1.2.2. Tételt. O

1.2.7. Megjegyzés. Erdekes kérdés, hogy egy analitikus n-pont halmaz o-véges
Hl-mértéki-e. Megjegyezziik, hogy a 3. fejezetben részletezett (Pn) sejtés
mellett ez igaz, ugyanis kdzvetlen kovetkezménye a 3.3.2. Tételnek.

1.3. Analitikus és Borel n-pont halmazok

1.3.1. Allitas. Analitikus n-pont halmaz Borel is.

A legtobb n-pont halmazokkal foglalkozé cikkben ezt az allitast a hamaro-
san sorra keriil6 1.3.2. Tételre vezetik vissza, melyet azonban nem bizonyita-
nak, s6t még csak nem is adnak r& hivatkozast. Megjegyezziik azonban, hogy
teljesen érthetetlen, hogy mindenhol erre a nemtrivialis tételre hivatkoznak,
mikozben Miller mar egy 1989-es cikkében [15] megjegyzett egy néhéany soros
bizonyitast. Ez a kovetkez6képpen hangzik.
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Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy A n-pont halmaz. Ekkor az (x,y) pont ponto-
san akkor van A komplementerében, ha léteznek uq, ..., u, € R valos szamok,
hogy ui, ..., u,,y paronként kiilonbozdek, és (z,u1),..., (z,u,) € A. Tehat
az R?\ A halmaz a

C’déf{(x,y,ul,...,un) yFu; (1=1,...,n),

wFu; (1<i<ji<n), (r,u;) €A (i=1,...,n)}

halmaz vetiilete az els6 két koordinatara vett vetités altal. Ha A analitikus,
akkor C'is analitikus, és annak vetiilete, R? \ A is az. Ha pedig A maga és
a komplementere is analitikus, akkor Borel. O

Itt hasznaltunk néhany leir6 halmazelméleti tételt, melyeket majd hasz-
nalunk az 1.3.2. Tétel bizonyitasa soran is; ezeket most 6sszegytijtjiik. Mind
megtalalhatok Laczkovich Miklos jegyzetének [10] 1. részében, a 6. és 7. fe-
jezetben.

Ha A;, Ay C R" diszjunkt analitikus halmazok, akkor léteznek By, By C
R™ diszjunkt Borel-halmazok, hogy A; C By és Ay C B,. (Ebbdl nyilvan-
valoan kovetkezik, hogy ha A és R?\ A is analitikus, akkor A Borel.) Ha
A C R” analitikus, és f : A — R folytonos, akkor f(A) analitikus R™-ben.
Emellett még azt is fogjuk hasznalni, hogy ha B C R Borel, és f : B — R
Borel-mérhetd, akkor f grafikonja Borel.

1.3.2. Tétel. Ha A C R? analitikus, melynek minden A, fiiggdleges szeletére
|Az| < n, akkor létezik B Borel-halmaz, hogy A C B, és B-nek minden B,
fiiggdleges szeletére | B,| < n.

Bizonyitds. Emlékeztetiink arra, hogy ha X topologikus tér és Z C Y C
X, akkor azt mondjuk, hogy Z relative Borel Y-ban, ha létezik B C X
Tovabbéa ha még adott egy T' topologikus tér és egy f : Y — T fiiggvény is,
akkor azt mondjuk, hogy f relative Borel-mérhetd, ha minden U C T nyiltra
F7YU) relative Borel Y-ban.

A tételt harom részben bizonyitjuk.

1. Ha A C R? analitikus, melynek minden A, figgdleges szeletére |A,| <
n, akkor felirhato A = F1U. . .UF,, alakban, ahol mindeqyik F; analitikus
figgvénygrafikon (azaz |(F;).| < 1 minden z-re).

Legyen A, ; azon (x,y) € A pontok halmaza, amelyekre |A,| = n, és
y az A-beli pontok masodik koordinatainak nagysag szerinti rendezésében
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az i-edik elem (i = 1,...,n). Azt az — eredetinél erdsebb — allitast fogjuk
belatni, hogy vannak olyan Fi,..., F,, C A fiiggvénygrafikonok, hogy A, ; C
F; mindeni = 1,...,n-re, tovibba F1U...UF, = A, és mindegyik F; relative
Borel A-ban (tehat analitikus).

Ezt az allitast n-re vonatkozo teljes indukcidval bizonyitjuk. Az n = 1
eset nyilvanvald. Legyen n > 1, és tegyiik fel, hogy az &llitas igaz n — 1-re.
Az A, ; halmazok analitikusak, ugyanis a

C={(z,y1,- .. yyn): (myy)) €A (i=1,....n), y1 <...<Yn}

halmaz, mint véges sok analitikus halmaz metszete, analitikus R""!-ben, és
A,.; a C halmaz folytonos képe az (x,y1,...,y,) — (z,y;) leképezés altal.

Legyen D o UrS, Ani. Ekkor D analitikus és diszjunkt A, ,-tol, tehat
van olyan B Borel-halmaz, hogy D C B és BN A,,,, = 0. Az AN B halmaz
analitikus és a fiiggGleges szekcidi legfeljebb n—1 elemiiek, ezért az indukcios
feltevés szerint léteznek olyan Ei,...,E, ;1 C AN B fiiggvénygrafikonok,
melyek relative Borelek A N B-ben (igy A-ban is), és amelyekre (AN B),; C

E;.

Vegyiik észre, hogy A,; C (AN B),—1; C E; minden ¢ =1,...,n — l-re.
Ezért az A\ E; halmaz relative Borel A-ban, a fiigg6leges szekcioi legfeljebb
n — 1 elemitek, és A, ;11 C (A\ E1)p—1,; minden ¢ = 1,...,n — 1 esetén.
Ha alkalmazzuk az indukcios feltevést ezuttal A\ Fi-re, akkor az igy kapott
fiiggvénygrafikonok F;-gyel egyiitt kielégitik a feltételeket.

2. Tegyiik fel, hogy A analitikus figguénygrafikon, azaz létezik f : H — R
figgvény, hogy Gr(f) = A. Ekkor f relative Borel-mérhetd.

A H = pr;(A) halmaz analitikus R-ben. Azt kell megmutatnunk, hogy

az f = pryopr;’ : H — R fiiggvény relative Borel-mérhets. Ehhez elegendd

belatni, hogy minden ¢ € R esetén a C & C(e) o {(z,y) € Ay > ¢}

halmaz x-tengelyre vett vetiilete relative Borel H-ban.

A C és A\ C halmazok relative Borelek A-ban, tehat analitikusak R
ben. Emiatt pr,(C) és pry(A \ C) diszjunkt analitikus halmazok R-ben,
igy szétvalaszthatok Borel-halmazokkal, azaz léteznek pry(C) C B; C R,
pr;(A\ C) C By C R diszjunkt Borel-halmazok. Ez pedig azt jelenti, hogy
pry(C) és pry(A\ C) relative Borelek pr,(A) = H-ban. Pontosan ez kell f
relative Borel-mérhet&ségéhez.

3. Ha f: H— R relative Borel-mérhetd fiigguény, akkor létezik f ‘R —
R Borel-mérhetd kiterjesztése.
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Ha ezt bebizonyitjuk, valoban készen lesziink, hiszen — mint mar megjegyez-
tiikk — egy R-en értelmezett Borel-mérhet fliggvény grafikonja Borel-halmaz
R2-ben.

Elgszor tegyiik fel, hogy f értékkészlete megszamlalhato, azaz f(H) =

{c1,¢9,...}. Legyen H; o f~Yc;). A H; halmaz relative Borel H-ban minden

i-re, tehat léteznek B; C R Borel-halmazok, hogy H; = H N B;. Az kapott

Bi-k nem feltétleniil diszjunktak, de a C; < B;\U,

azok, és tovabbra is H; = H N C; minden i-re. Az

_ Ci, ha z € C;
J@ =9 haz¢| ] G

fiiggvény nyilvanvaldéan olyan, amilyet keresiink.

Bj Borel-halmazok méar

Most ratériink az altalanos esetre. Minden n pozitiv egészre definialjuk a
D;,, o f7X([i/n, (i +1)/n)), H-ban relative Borel-mérheté halmazokat (i €
Z), és a kovetkezs, H-n értelmezett megszamlalhato értékkészletii relative

Borel-mérhet6 fliggvényt:

A képletben xp,, a D;, halmaz karakterisztikus fiiggvényét jeloli. Minden
n-re létezik f,-nek Borel-mérhet6 f, : R — R kiterjesztése, és az is lathato,
hogy minden z € H esetén |f(z) — fu(x)| < 1/n. Kénnyen igazolhat6, hogy
az B {z € R: f,(z) konvergens} halmaz Borel, tovabba az f © lim £, -
E — R Borel-mérhetd fiiggvény. Vilagos, hogy H C E, és flg = fl|u, igy
f-nak valaszthatjuk az alabbi fiiggvényt:

2 L aet | f(z), hazeE;
flz) = .y
0, egyébként.

1.4. n-pont halmazok és a Kuratowski-Ulam té-
tel

Ebben az alfejezetben az n-pont halmazokat ,kategoriaelméleti” szempontbol
vizsgaljuk, amin most nem a ,szokasos” kategoriaelméletet, hanem a Baire
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Kategoria Tételhez kapcsolodo témakort értjiik. E dolgozat szerzGje nem
tud arrol, hogy az irodalomban szerepelne az n-pont halmazok ilyen irdnyu
megkozelitése, ezért itt bebizonyitunk néhany egyszerd allitast.

Elgszor roviden emlékeztetiink néhany fogalomra és tételre, melyek az
itteninél altalanosabban is targyalhatok (lasd [10]). Legyen (X, d) metrikus
tér. Egy Y C X halmaz

e sehol sem sird, ha Y nem tartalmaz gdmbot;

o clsd kategoridji, ha el6all megszamlalhato sok sehol sem stiri halmaz
unidjaként;

c s

“, e,

e Baire tulajdonsdgu, ha létezik U C X nyilt halmaz, hogy az YAU

“ 0,

szimmetrikus differencia elsG kategoriaju.

A Baire Kategoria Tétel azt mondja ki, hogy ha (X, d) teljes, akkor min-

c st

“ ..,

minden Borel-halmaz Baire tulajdonsagi.

1.4.1. Tétel (Kuratowski-Ulam). Ha X és Y teljes metrikus terek, és H C
X XY sehol sem siiri, elsd kategoridju, rezidudlis vagy Baire tulajdonsdgi,
akkor elsd kategoriaji sok x € X kivételével H, is rendre sehol sem siri, elsd
kategoridji, rezidudlis vagy Baire tulajdonsdgi Y-ban (H, = {y : (z,y) €
H}).

Tovabbd ha H Baire tulajdonsdgi, és elsd kategoridji sok x € X kivéte-
lével H, elsd kategoridgi, akkor H is elsd kategoridji.

1.4.2. Tétel. Legyen n > 2, és legyen H C R? Buaire tulajdonsdgi n-pont
halmaz. Ekkor H elsd kategoridjii.

Bizonyitds. Mivel H-nak minden fligg6leges szelete n elemii és igy els6 kate-
goriaju, a Kuratowski-Ulam tétel szerint H is els6 kategoridju. O

1.4.3. Kovetkezmény. Borel n-pont halmaz elsd kategoridju.

1.4.4. Tétel. Legyen n > 2, és legyen H C R? G5 n-pont halmaz. Ekkor H
sehol sem siri.
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c s

sehol sem stird. O

Az 5. fejezetben megmutatjuk, hogy a H-ra tett feltételek valoban sziik-

fényében ez a halmaz raadasul nem is Baire tulajdonséagi.

Ha netian az Olvasot csabitana a gondolat, hogy ha sikeriilne belatni,
hogy egy n-pont halmaz nem lehet sehol sem stirt, akkor abbol kévetkezne,
hogy nem létezik G5 n-pont halmaz, akkor sajnos ki kell hogy dbranditsuk,
ugyanis sehol sem stird n-pont halmaz létezését is igazolni fogjuk.



2. fejezet

Altalanos tudnivalok
rektifikAlhat6o halmazokrol

2.1. A rektifikdlhat6sag ekvivalens definiciéi

2.1.1. Definicié. Egy H C R? halmazt gérbeszerinek vagy rektifikdlhatonak
neveziink, ha léteznek f; : [0,1] — R? (i = 1,2,...) folytonosan differenciél-
hato leképezések, melyekre

Hl(H\Ofi([o, 1) =o.

2.1.2. Definicié. Egy H C R? halmazt gérbementesnek vagy teljesen rektifi-
kdlhatatlannak neveziink, ha barmely folytonosan differencialhato f : [0, 1] —
R? leképezés esetén

H (H £, 1])) ~0.

A rektifikdlhatosagnak szamos ekvivalens definicidja van. Sokszor a foly-
tonosan differencidlhatoség (més néven C'-tulajdonsag) helyett a nila gyen-
gébb Lipschitz-folytonossagot kovetelik meg. Azt, hogy ez a két definicio
ekvivalens, sehol sem fogjuk hasznalni, mindig C'-leképezésekkel fogunk sza-
molni. Az ekvivalencia bizonyitasidhoz azonban egy olyan technikai jellegii
tétel sziikséges, amelyre kés6bb is sziikségiink lesz, igy érdekességképpen erre
is kitériink.

2.1.3. Tétel (Whitney kiterjesztési tétele). Legyen P C R perfekt, kompakt
halmaz, és legyen f : P — R differencidlhato. Az f fiigguény akkor és csak

13
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akkor terjeszthetd ki R-re C-fiigguényként, ha f' folytonos P-n és minden
e > 0-hoz van olyan 6 > 0, hogy x,y € P, |v —y| < J esetén

1f () = f(z) = f(@)(y — 2)| < ely — =.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy az f fliggvény kiterjeszthet§ a szdmegyenesre
Cl-fiiggvényként, és jeloljiik f—mal egy kiterjesztését. Ekkor f’ folytonos
R-en, igy P-n is, de ott megegyezik f’-vel, ezért f’ valoban folytonos P-n.
Tovabba f egyenletesen folytonos [min P, max PJ-n, tehat minden ¢ > 0-hoz
létezik 6 > 0, hogy z, y € [min P, max P], |z—y| < § esetén |f'(y)—f'(z)| < e.
Tehéat ha z,y € P, x < y és |y — x| < §, akkor a Lagrange-kozépértéktétel
szerint létezik € € (z,y), hogy f(y) — f(z) = f'(¢)(y — z), és

f(y) = f) = f'(2)(y = 2)| = 1[(y) = f@) = [@)(y — )| =
€)= J' @) |y —al <ely—l.

T

Most ratériink az elégségesség bizonyitasara. Legyen min P = a, max P =
b. Belatjuk, hogy ha (c,d) kiegészitG intervalluma P-nek, akkor van olyan
folytonos h : [¢,d] — R fiiggvény, hogy h(c) = f'(c), h(d) = f'(d), fcdh =
f(d) = f(c), s

Legyen m = (f(d) — f(c))/(d — ¢). Ha h = m, akkor az ["h = f(d) —
f(c) feltétel teljesiil, de h nem feltétleniil folytonos a végpontokban. Ezért
az azonosan m figgvényt gy modositjuk, hogy a [c, ¢ + 1| intervallumban
helyettesitjiik egy olyan linearis fiiggvénnyel, amely f’(c)-t6l m-ig halad, a
[d — n, d] intervallumban pedig helyettesitjiik egy olyan linearis fiiggvénnyel,

/ / / f(d)_f(c)
i = 0] < 2-max (1@ - o), [ {421

C

— f'(c)

amely m-t6l f'(d)-ig halad. Az igy kapott h; fiiggvényre fcd hy csak kevéssel
tér el f(d) — f(c)-t6l, ha n elég kicsi, raadasul a hy altal felvett értékek az
f'(e), f'(d), m pontok konvex burkdban vannak, igy

f(d) — f(c)
Tehat hi-hez hozzdadva egy alkalmas kis abszolut értéki, c-ben és d-ben

/!
eltiing fiiggvényt, egy megfelels h fiiggvényt kapunk.

iy — /0] < ms (|f'<d> @,

A P halmaz mindegyik I; kiegészité intervallumahoz készitsiink el egy
h; : I — R fiiggvényt, mely rendelkezik a fenti tulajdonsagokkal. Legyen g :
[a,b] — R az f’ figgvény P-ré6l valo olyan kiterjesztése, amely P mindegyik I;
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kiegészitG intervalluméan megegyezik h;-vel. Belatjuk, hogy g folytonos [a, b]-
n. Az [a,b] \ P halmaz pontjaiban ez nyilvanval6. Legyen most z € P. Ha
x nem baloldali torlédéasi pont P-ben, akkor g balrél folytonos z-ben, hiszen
vagy © = a, vagy x egy kiegészitG intervallum jobb végpontja. Hasonléan,
ha z nem jobboldali torlodési pont P-ben, akkor g jobbrol folytonos z-ben.

Tegyiik fel most, hogy x baloldali torlédasi pontja P-nek. Legyen ¢ >
0 tetszéleges, és legyen § > 0 olyan, hogy y,z € P, |y — z| < 0 esetén
, def
') = ()| < eés |f(y) = f(z) = f'(2)(y — 2)| <ely— 2] Legyen u =
min(P N [z —0,2]) < .
Megmutatjuk, hogy ha z € (u,z), akkor |g(z) — g(z)| < 3e. Ha z € P,
akkor ez nyilvanvalo. Ha z ¢ P, akkor z egy (c, d) kiegészitG intervallumban
van, ahol u < ¢ < d < x, ezért

19(2) —g(@)| < 19(2) —g(c)|+1g(c) —g(z)| = |9(2) = f' () |+ ][ (c) = ['(z)] <
< 2 max (|f’(d) — f'(o)], 'W — f’(c)') +e<2+e=3e

Hasonléan igazolhat6 az is, hogy ha x jobboldali torlodasi pont, akkor g
jobbrol folytonos x-ben.

A kapott g fiiggvény tehat folytonos. Utolso lépésként azt mutatjuk meg,
hogy g-nek az

Fa) [+ fta)

integralfiiggvénye megegyezik f-fel P pontjaiban. Vegyiik észre, hogy az f-
re tett feltételekbdl kovetkezik, hogy f Lipschitz, ezért kiterjeszthetd [a, b]-re
Lipschitz fiiggvényként, példaul a kiegészitG intervallumokon valé linearis ki-
terjesztéssel. Jeloljiik a kiterjesztett fiiggvényt F-fel. Igy azonban P pontja-
iban elromolhat a differencialhatosag. Szerencsére ez azonban csak nullmér-
téki halmazon torténhet meg, ugyanis F' Lipschitz, igy korlatos valtozasu,
tehat majdnem minden pontban differencidlhatd. Azon P-beli pontokban pe-
dig, ahol F is differencidlhato, F’ meg kell hogy egyezzen f’-vel. (Valojaban
a differencialhatosag csak azokban a pontokban romolhat el, amelyek csak
egyoldali torlédasi pontjai P-nek, mint azt konnyen ellenérizhetnénk, ilyen-
bél pedig csak megszamlalhatoan sok van.) Tehat F'(z) = f/(x) majdnem
minden z € P-re.

Tovabba az F fiiggvény abszolut folytonos (mivel Lipschitz), igy minden
u,v € [a,b], u < v-re F(v) — F(u) = [ F.

Vegyiink egy x € P pontot, melyre > a, és jeloljik I; = (¢;, d;)-vel P-
nek az [a, z]-beli kiegészitd intervallumait, h;-vel pedig az azokon konstrualt
fiiggvényeket. Ekkor
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f<x>—f<a>:/:gz/Wpﬁ/wpg:/Wpfw;/hhi:

=[S u e = [P ST - Fe)) =

- /u Pl / F= [ F =@ - F@) = 1) - ),

tehat f valoban kiterjesztése f-nek. O

2.1.4. Tétel. Ha f : [a,b] — R majdnem mindeniitt differencidlhatd, akkor
minden ¢ > 0-ra létezik olyan F' C [a,b] zdrt halmaz, hogy A([a,b] \ F) < ¢
és f|r kiterjeszthetd [a, b]-re C-fiigguényként.

Bizonyitds. Legyen H azon (a,b)-beli pontok halmaza, amelyekben f diffe-
rencidlhato. A feltétel szerint A\([a,b] \ H) = 0. Konnyen lathato, hogy f’
mérheté H-n. Adott n > 0-ra és n pozitiv egészre legyen H, , azon H-beli
pontok halmaza, melyekre teljesiil, hogy y € [a,b] és |y — x| < 1/n esetén
lf(y) — f(x) — f'(z)(y — x)| < nly —=|. Vilagos, hogy H,; C H,» C ...,
és U, Hyn = H. Konnyt ellenérizni, hogy mindegyik H,,,, halmaz mérhetd.

gy minden + > 0-ra van olyan n, hogy a Hy o H, , halmazra )\(Hg) > 1—n.

Legyen ¢ > 0 adott, és tekintsiikk az A &t N, Hf//zn halmazt. Ekkor

A(A) > 1—¢, és minden 1 > 0-ra van olyan § > 0, hogy minden z,y € A, |y—
x| < desetén |f(y)— f(z)— f'(x)(y—x)| < nly—=z|. Létezik K C A kompakt
halmaz, melyre \(K) > 1—¢, és létezik P C K perfekt halmaz, hogy A\(P) =
AK), mert minden zart halmaz elGall egy perfekt és egy megszamlalhato
halmaz uni6jaként. Ezt a P perfekt halmazt valaszthatjuk F-nek, ugyanis
a 2.1.3. Tétel szerint f kiterjeszthets P-r6l C'-fiiggvénykeént. O

2.1.5. Allitas. Mindegy, hogy a rektifikdlhatdsdg definicidjdt Lipschitz vagy
folytonosan differencidlhato fiiggvényekkel fogalmazzuk meg, ugyanazok lesz-
nek a gorbeszerd halmazok.

Bizonyitds. Az egyik irany trividlis, mert egy Cl-fiiggvény Lipschitz is. A
masik iranyhoz legyen H C R? és legyenek f; : [0,1] — R? Lipschitz fiiggvé-
nyek, hogy

H1<H \ Ufl-([(), 1])) —0.
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Legyen (£;)jen pozitiv szamokbol allo, nulldhoz tarté sorozat. Jeloljiik f}-
gyel illetve f2-vel f; els6 és mésodik koordindta-fiiggvényét. A 2.1.4. Tétel
szerint minden i-re és j-re léteznek g, g7; : [0, 1] — R C'-fiiggvények, hogy
Mgl # fF) < e; (k = 1,2). Ekkor minden i-re és j-re a g;; = (g}, 97;)
gorbére igaz, hogy A([gi; # fi]) < 2¢;, tehat az f£;([0, 1]) \U, 9i;([0, 1]) halmaz
egy nullmértékd halmaz f; dltali képe, kovetkezésképp H'-nullmértéki, mert
fi Lipschitz (1.2.2. Tétel). A g;; C'-gorbék tehat szintén lefedik H-t H'-
nullhalmaztol eltekintve. 0

2.2. Cl-ivek

Még mindig a definicioknal maradva, a kévetkezSkben azon faradozunk, hogy
megmutassuk, hogy akkor is ekvivalens definiciét kapunk, ha a rektifikalhato-
0 a derivaltjuk, és kolesonosen egyértelmiiek legyenek. Az ilyen gorbéknek
nevet is adunk:

2.2.1. Definicié. Egy C'-osztalyt, kélcsonosen egyértelmt f : [0,1] — R?
leképezést, melyre f’ sehol sem 0, C*-ifvnek neveziink.

Miel6tt hozzafognank a kovetkezd lemmak bizonyitdsdhoz, megemlitiink
néhany, kiils6 mértékekkel kapcsolatos definiciot és egyszerd allitast. Az
X téren egy p kiils6 mértéket reguldrisnak neveziink, ha barmely H C X
halmazhoz van olyan A C X p-mérheté halmaz, hogy H C A és u(H) =
i(A). Egyszertien belathatd, hogy ha u reguléris kiils6 mérték X-en, akkor
monoton folytonos, azaz ha H; C Hy C ... b6viil6 X-beli halmazsorozat,

akkor .
,u( U Hn) = lim p(H,).
n=1

A mi vizsgalatainkban kétféle kiils6 mérték fog szerepelni: a Lebesgue
kiils6 mérték a szamegyenesen (\), illetve a linearis Hausdorff-mérték a sikon
(H'). Mindkett6rél tudjuk, hogy reguléris, ezért monoton folytonos.

Legyenek I és J olyan intervallumok a szdmegyenesen, hogy I jobb vég-
pontja megegyezik J bal végpontjaval. Ha A C I és B C J nem feltétleniil
mérhetS halmazok, akkor A(AU B) = A(A) + A\(B), hiszen I mérhetd, igy jol
vagja ketté az A U B halmaszt.

2.2.2. Lemma. Legyen [ : [0,1] — R tetszdleges fiigguény és legyen N =
{z €[0,1] : f'(x) = 0}. Ekkor az f(N) halmaz nullmértékd.



2. FEJEZET: Altalanos tudnivalok rektifikalhaté halmazokrol 18

Bizonyitds. Legyen £ > 0 tetsz6leges. Minden n pozitiv egészre definialjuk
az alabbi halmazt:

def
Ny ={z e N:|f(y) = f(@)] <ely — x|, ha |y —z[ <1/n}.
Vilagos, hogy Ny C N, C ..., és |J,, N, = N, hiszen N pontjaiban a derivalt
elttinik. Tudjuk, hogy A(N,) — A(N) és A(f(Nn)) — A(f(N)). Mivel ¢
tetszdleges volt, elég belatnunk, hogy A(f(N)) < e, ehhez pedig azt, hogy
A f(N,)) < € minden n-re. Rogzitsiink egy n-et.

Legyen I;,, = [(i — 1)/n,i/n], hai=1,2,...,n. Ekkor

n

f(NN) = U f(Nn N Ii,n)a

i=1

igy

n

Vegyiik észre, hogy minden i-re f|n,nr,,, Lipschitz ¢ konstanssal az V,, halmaz
definicidja miatt, igy minden i-re A(f(N, N IL;,)) < eA(N, N 1;,). E lemma
el6tti megjegyzésiink szerint tehat

AF(V) £ 37 AN, (1 L) = AN < .

i=1
Ezt akartuk bizonyitani. O

2.2.3. Lemma. Legyen [ : [0,1] — R? tetszdleges leképezés, és legyen N =
{z €10,1] : f'(z) =(0,0)}. Ekkor H'(f(N))=0.

Bizonyitds. A bizonyitas sz6 szerint ugyanigy torténik, mint a 2.2.2. Lem-
méanal. Csupéan annyi a kiilonbség, hogy az f fiiggvény most R?-be képez, és
ott a H! kiils6 mértéket tekintjiik. O

2.2.4. Allitas. Legyen f : [0,1] — R? folytonosan differencidlhatd gorbe.
Ekkor f([0,1]) lefedheté megszdmldlhato sok Cl-ivvel H'-nullmértéki hal-
maztol eltekintve.

Bizonyitds. Legyen N & {z € [0,1] : f'(x) = (0,0)}. Az N halmaz zart,
igy [0,1] \ N el6all megszamlalhat6 sok diszjunkt intervallum uniojaként,
melyeken f-nek sehol sem nulla a derivaltja. Ezeket az intervallumokat eset-
leg kisebb részekre bontva elérhetjiik azt is, hogy [0, 1] \ N megszamléalha-
t6 sok olyan intervallum uni6ja legyen melyeken f kolcsonosen egyértelmii.
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Mindegyik ilyen intervallumot megszamlalhato sok zéart intervallum unidja-
ként felirva kapjuk f([0,1] \ N) megszamlalhato sok C'-ivvel valo fedését.
A kimarad6 f(N) halmaz a 2.2.3. Tétel szerint H!'-nullmértéki, igy készen
vagyunk. O

2.2.5. Kovetkezmény. A rektifikdilhatosag definicigjaban feltehetd, hogy a
fedd gorbék O -ivek.

2.3. Cl-ivek fiigg6leges érintsi

2.3.1. Lemma. Legyen h : [0,1] — R? C'-iv, és jeliljik a képét T-val.
Legyen tovdbba E = {p € T' : ['-nak fiiggdleges az érintdje p-ben}. FEkkor
A(pry(E)) = 0.

1. Bizonyitds. Legyen h = (hy, hy). A I' gorbének a p = h(x) pontban

pontosan akkor fiiggéleges az érintGje, ha hj(z) = 0. Az N o {z €]0,1] :

Ry (z) = 0} jelolést bevezetve, vilagos, hogy pry(F) = hi(N). A 2.2.2. Tétel
pedig pontosan azt mondja, hogy ez nullmértékii. O

Ha ismerjiik a kontingens fogalmat, és egy, ebben a témakdrben kozismert
tételt, akkor szinte gondolkodés nélkiil kapunk egy masik bizonyitast.

2.3.2. Definicié. Legyen H C R?, x € H. Az

{a”3aZO>UER2,|IUIIzl,ﬂ{xi *, CH\{z} x; > x és ﬁ—w}
T, — X

halmazt a H halmaz x pontbeli kontingensének nevezziik, és conty(H )-val
jeldljiik.

2.3.3. Tétel (,A kontingenciatétel vetitéses kiegészitése”). [17, IX. fejezet,
3.7. Tétel] Legyen H C R?, és vezessiik be a kivetkezd jeliléseket:

A E{(my) R a0} A {(zy) €R?ra >0}

Ay {(z,y) e R? : 2 = 0}.
Legyen tovdbbd
B={x¢€ H :cont,(H) € {Ay, Ay, A3}}.

Ekkor A(pr;(B)) = 0.
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2. Bizonyitds (2.8.1. Lemma). A T gorbének minden pontban egyenes a kon-
tingense, és pontosan ott fiigg6leges az érintd, ahol a kontingens a fiiggGleges
egyenes, azaz As, ahogyan az imént jeloltiik. Ezen pontok z-tengelyre vett
vetiilete a 2.3.3. Tétel szerint valoban nullmértékii. O

A 2.3.1. Lemmara mutatunk egy harmadik bizonyitéast is, amely Maul-
din cikkében [13] szerepel. Hosszabb ugyan, mint az eddigiek, viszont igen
szellemes, ezért az érdekesség és a teljesség kedvéért ezt is kozoljik. Ehhez
sziikségiink lesz a Vitali-fedés fogalmara, és Vitali fedési tételére. Valoszint-
leg mindkettd kozismert, igy részletesen nem foglalkozunk veliik.

2.3.4. Definici6. Legyen H C R", és legyen V zart halmazokbol 4ll6 rend-
szer. Azt mondjuk, hogy V Vitali-fedése H-nak, ha minden x € H és minden
0 > 0 esetén létezik F' € V, hogy x € F és 0 < diam(F') < 4.

2.3.5. Definici6. A V korlatos és mérhets halmazokbol all6 R™-beli halmaz-
rendszert reguldrisnak nevezziik, ha létezik C' > 0 konstans, hogy minden
V €V esetén

diam (V)" < CA, (V).

2.3.6. Megjeqyzés. Az, hogy egy halmazrendszer reguléris, azt jelenti tehat,
hogy a benne 1év6 halmazok ,egyenletesen kovérek”, nem laposodhatnak el.
Tehat hasonl6 halmazokbol allo rendszer példaul regularis, a sikon viszont
az Osszes téglalapbol allo rendszer nem az.

2.3.7. Tétel (Vitali fedési tétele). Legyen H C R™, és legyen V kompakt
halmazokbdl dllo reguldris halmazrendszer, mely Vitali-fedése H-nak. FEkkor
létezik Fy, Fy, ... €V véges vagy megszdmldalhatoan végtelen, pdaronként disz-
junkt halmazokbdl dllo sorozat, melyre \,(H \ |, F;) = 0.

2.3.8. Megjegyzés. (1) Megjegyezziik, hogy semmivel sem sziikséges tobbet
feltenni H-r6l. Sokszor mérhets, vagy véges kiils6 mértéki, vagy korlatos
H-ra mondjak ki a tételt, de ezek egyike sem sziikséges.

(2) Mi ennek a tételnek csak azt a specialis esetét fogjuk hasznalni, amikor
n = 1 és V intervallumokbol 4ll6 rendszer. A tételt egyébként pont erre az
esetre bizonyitotta eredetileg Vitali 1908-ban.

3. Bizonyitds (2.53.1. Lemma). Jeloljik L-lel a T' gorbe hosszat, és legyen

y pry(F). A V halmaz kompakt, tehat mérhetd és véges meértékd. Te-

gyiik fel, hogy az allitassal ellentétben A(V) > 0. Legyen M & 3L/A(V).
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Tekintsiik a

[oN

ye {lx —e,x+¢]:x €V, éslétezik y € R, hogy (z,y) € T,
I'NB((z,y),eV1+M?2) C O(z,y), M) és T NS((z,y),eV1+ M2) # 0}

intervallumrendszert, ahol C((z,y), M) azt a ketts kuapot jeloli, melynek
csiucsa az (z,y) pont, tengelye a csicson athaladé fiiggsleges egyenes, ha-
tarolod egyenesei a csicson athalad6é £M meredekségli egyenesek, toviabba
S((z,y),evV 1+ M?) az (z,y) kozépponti, ev/1 + M? sugara kérvonal, végiil
B((z,y),eV/1+ M?2) az (z,y) kozéppontt, ev/1 + M2 sugart zart korlap.

Konnyt ellenérizni, hogy V Vitali-fedése V-nek, igy Vitali fedési tétele
szerint létezik véges vagy megszamlalhatoan végtelen sok paronként diszjunkt
I; = [x;i—¢i, x;+¢;] € Vintervallum, hogy A(V\U, I;) = 0. Ezért >, A([;) >
A(V), tehat van olyan k pozitiv egész, hogy

L 1 L 1 Lal L 1 L 1
L J L J LJ L a4 L J
[361*817131 +<€1] [mg—eg,mg—l—gg] [-Tk*glcawaré'k}

2.1. abra.
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Minden ¢ = 1,2,...,k esetén I, € V), igy vannak olyan y; szamok, me-

«, e,

re nézve, ezért valaszthatunk olyan t-t és s;-t, hogy h(t;) = (x;,v;), és
h(s;) € S((xi,y:), eV 1+ M?), tovabba h az s; és t; kozotti intervallumot
a

C((zi,y:), M) N B((3,y3), eV 1 4+ M?)

halmazba képezi (a 2.1. abran ezeket a halmazokat jeloltiik satirozassal). Az
s; és t; pontok altal meghatarozott intervallumok paronként diszjunktak, igy

k k E

A(V
L>Y |lh(s) = h(t)l| =) eV1+M>> M) &> M% _ I,
=1 i=1 i=1

ami ellentmondas, tehat valoban A(V') = 0, ahogy allitottuk. O

2.4. Gorbeszerti halmazok C'-grafikonokkal vald
fedése

A kovetkezé tétel azt allitja, hogy egy gorbeszerti halmaz nemcesak C'-ivekkel,
hanem C-fiiggvények grafikonjaival is viszonylag jol fedhetd.

2.4.1. Tétel. Legyen H C R? tetszileges girbeszeri halmaz. Ekkor léteznek
gi:lai, b = R (i=1,2,...) C'-fiiggvények, hogy

)\<p1'1 <H \ LJZ Gr(gi)>) = 0.

Bizonyitds. Legyenek h; : [0,1] — R? (j = 1,2,...) olyan C'-ivek, hogy
H'Y(H\U,;T;) =0, ahol T'; jeldli h; képét. Vetités soran a Hausdorff-mértek
nem n6, igy AM(pry(H \[J;I'j)) = 0. Ezért elegendd bizonyitani, hogy minden
j-re [';-hez talalhatok C'-fiiggvények, melyek grafikonjai azt ,,jol” fedik, azaz
az allitasunkat gorbeszerti halmaz helyett elég C'-ivekre bizonyitani.

Legyen tehat h = (o1, 2) : [0,1] — R? C'-iv, és jeloljiik T-val h képét.
Vezessiik be a kovetkezs jelolést:

Jo= {p € T : I'-nak fiiggsleges az érintGje p-ben}.

A 2.3.1. Lemma szerint A(pr,(E)) = 0, igy elég megmutatni, hogy I' \ F
lefedhet6 megszamlalhato sok C!-fiiggvény grafikonjaval.

Ha p € T\ E, akkor legyen ¢, = h™'(p) és &, > 0 olyan, hogy |s —
tp] <9, esetén a I' gérbe h(s)-beli érintGjének meredeksége abszolit értékben
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legfeljebb |M,| + 1, ahol M,-vel a h(t,)-beli érinté meredekségét jeloljiik.

Vilagos, hogy ¢i(s) # 0, ha s € [t, — ,,t, + 0, o Jp. Legyen tovabba

[a, by] o ¢1(Jp). Az is vilagos, hogy @1, C'-diffeomorfizmus J, és [ay, b,
kozott. Végiil legyen g, : [ap, by] — R, u — g02(<p1|;; (u)) minden p € T'\ E-re.

Vilagos, hogy g, folytonosan differencialhato.

Ezzel megkaptuk a '\ £ halmaz C'-fiiggvények grafikonjai altali fedeé-
sét. Ebbdl azért lehet megszamlalhato fedést kivalasztani, mert a {Jp}per\ e
intervallumrendszer uni6ja a h~}(T" \ E) halmaz, ennek a fedésnek tehat lé-
tezik {J,, }ien megszamlalhato részfedése, és az ezekhez a p;-khez tartozo g,
fiiggvények grafikonjai lefedik I'\ F-t. O

2.4.2. Kévetkezmény. Eqy H C R? girbeszeri halmazt majdnem minden
fiiggdleges eqyenes megszamldlhato sok pontban metsz.



3. fejezet

Rektifikdlhat6sag és n-pont
halmazok

Az ebben a fejezetben ismertetett eredmények Mauldin nevéhez fiizédnek.
Nem olyan részletes bizonyitasokkal ugyan, mint ebben a fejezetben, de mind
megtalalhatok Mauldin cikkében [13].

3.1. Tobb grafikon elmetszése egy egyenessel

Ha (u,v) € R? és v # 0, akkor jeldlje T{,,,) az (u,v) pontbdl az z-tengelyre
torténd vetitést, azaz minden (z, y) pontra, ahol y # v, legyen T(y, ) (2, y) = z
olyan, hogy az (z,y), (u,v) és (z,0) pontok egy egyenesen vannak. Az, hogy
C' egy pozitiv kip, jelentse azt, hogy létezik w € R és egy 0 < 0 < 7/2 szg,
hogy C azon p € R? pontokbol 4ll, melyekre a p — (0, w) vektor és a pozitiv
y-tengely altal bezart szog kisebb, mint 6.

3.1.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy f : [a,b] — R folytonosan differencidlhato,
és |f'(z)] < M minden x € [a,b]-re. Legyen tovibbd E C |a,b] Borel, melyre
AME) > 0, és jeloljik G-vel f grafikonjdt. Fkkor minden 0 < 7 < 1 esetén
létezik C pozitiv kip, hogy ha (u,v) € C, akkor A(T(u.)(GN(ExR))N|a,b]) >
TA(E).

Bizonyitds. Ha v > max f, akkor T(, ) (x, f(x))-re képlet is adhato:

u—2a

Ty (2, f(2)) = = = f(x)m.

24
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Legyen g, () o Tuw) (2, f(x)) minden x € [a, b-re. Ekkor

PSR (o e B o M (o 1)
v v—flx) v f(x) (v—f())?

Ha v — oo mikdzben [u/v] — 0, akkor g(, , (x) z-ben egyenletesen tart 1-
hez. Tehat minden 0 < e-ra létezik C' pozitiv kip, hogy (u,v) € C esetén
1 —€ < g(,.)(z) <1+ e minden x € [a,b]-re, specidlisan g(,,,) kolcsdndsen
egyértelmid. Mivel v — oo, [u/v| — 0 esetén g, .)(a) — a, a derivalt becslését
is hasznalva, a C kuprol az is feltehets, hogy (u,v) € C esetén g, az
[a— (1 =7)A(E)/4,b+ (1 — 7)A(E)/4] intervallumba képez.

Még A(gu,)(E))-re kellene also becslést adni. Az integraltranszformacio
tételébdl kovetkezik, hogy

Mt () = | e [ duntorte> (557 )a)

ha g(, , (¥) > (1 + 7)/2 minden x € [a,b]-re. Ha az integraltranszforma-

ci6 tételét csak nyilt E-re ismerjiik, okoskodhatunk a kovetkezGképpen. A

w(B) o A(g(B)) halmazfiiggvény értelmes [a,b] Borel-halmazain, mert g —

homeomorfizmus 1évén — Borelt Borelbe visz, és az is vilagos, hogy © mérték
a Borel-halmazokon. Nyilt U-kra tudjuk, hogy pu(U) = [, ¢'(z)dz, a Borel-
halmazokra valo kiterjesztés pedig egyértelmd, tehat u(B) = [, ¢'(x)dx fenn-
all minden B Borel-halmazra is.

1+7

Osszerakva eddigi eredményeinket, adodik, hogy létezik C' pozitiv kup,
hogy (u,v) € C esetén

AMT ) (GN(E xR))N[a,b]) = Mg (E) Na, b)) > TA(E).
[
3.1.2. Tétel. Legyenek f; : [c,d] — R (i = 1,...,n) Cl-fiigguények, és
legyen E C [c,d] Borel, melyre A\(E) > 0. Legyen tovibbd G; = Gr(fi|g)
(i =1,...,n). Ekkor létezik C' pozitiv kip, hogy minden (u,v) € C esetén
létezik (u,v)-n dtmend egyenes, mely metszi mindegyik G;-t.

Bizonyitds. Legyen az x pont FE-nek stirtiségi pontja. Vegyiink egy olyan
x kozépponti [a,b] intervallumot, amelyre A(E N [a,0]) > (=2) (b — a).
A 3.1.1. Tételbdl kovetkezik, hogy létezik C pozitiv kap, hogy minden (u,v) €
C-re és minden ¢ = 1,...,n-re

T (@)t > (“21) -0

n

Tehat ha (u,v) € C, akkor (! ; T(u)(Gi) N [a,b] # 0, ez pedig pont azt
jelenti, hogy van (u, v)-n athalado egyenes, amely mindegyik G-t metszi. O
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3.2. Gorbeszeri n-pont halmazok

3.2.1. Tétel. Legyen n > 2 egész. Teqyiik fel, hogy a H C R? halmaz olyan,
hogy minden derékszogi koordindtarendszerben létezik egy [a,b] intervallum,
léteznek folytonosan differencidlhatd f; : [a,b] — R (i =1,...,n) figgvények
és létezik eqy E C |a, b] Borel-halmaz gy, hogy A\(E) > 0, és az f; fiigguények
E feletti grafikonjai H-nak pdronként diszjunkt részhalmazai. Ekkor H vagy
korlatos, vagy van olyan egyenes, amely legaldbb n + 1 pontban metszi.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy H-t egyetlen egyenes sem metszi n-nél tébb
pontban. Jeloljiik K,.-rel az origo kdzépponti, r sugari kérvonalat. Vegyiink
egy u € K vektort, és tekintsiik azt a derékszogi koordinata-rendszert, mely-
nek y-tengelyének pozitiv félegyenese u iranyaba néz. A tételiink feltételei
szerint ennek a koordinata-rendszernek az x-tengelyén létezik [a, b interval-
lum, azon f; folytonosan differencidlhato fiiggvények, és E C [a,b] pozitiv
mértékd Borel-halmaz, hogy az f; fiiggvények grafikonjai H-nak paronként
diszjunkt részhalmazai.

Mivel feltettiik, hogy H-t minden egyenes legfeljebb n pontban metszi,
a 3.1.2. Tétel szerint létezik r, > 1 és 0 < 0, < w/4, hogy H-nak egyetlen
pontja sem esik abba a C, kupba, melynek cstcsa r,u, és azon z pontokbol
all, melyekre a z — r,u és u vektorok altal bezart szog kisebb, mint 6,,.

Minden u € Kj-re legyen A, a K, i korvonalnak azon maximélis nyilt
részive, mely C,-ba esik. Az A, iveket vetitsiik le az origobbol a K kor-
vonalra: igy kapjuk Ki-nek I, nyilt ivekbél all6 fedését. Ebbdl valasszunk

ki I,,,..., I, véges részfedést. Vilagos, hogy a Kmaxi{MﬁI} korvonalat tel-
jes egészében fedik a C,, kupok. Ekkor viszont a teljes {z € R? : ||z|| >
max;{r,, + 1}} korkiils6t is, H tehéat valoban korlatos. O

3.2.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy a H C R? halmaz H'-mérhetd és girbesze-
rii, tovibbd a H % {z : |H,| > n} halmaz pozitiv Lebesque-mértéki. FEkkor
létezik [c,d] intervallum, azon folytonosan differencidlhats f; : [c,d] — R
figgvények (i = 1,...,n), és eqy E C [c,d] pozitiv mértékd Borel-halmaz,
hogy az f; figguények E feletti grafikonjai H-nak pdronként diszjunkt rész-
halmazaz.

Bizonyitds. El6szor megmutatjuk, hogy abbdl, hogy a H halmaz H-mérhets
és gorbeszert, mar kovetkezik, hogy H Lebesgue-mérhets. Fedjiik le H-t H!-

nullhalmaz kivételével megszamlalhato sok Cl-gérbével, jeldljiik dket g;-vel.

A H; % HNgi([0,1]) jeldléssel ekkor H felirhaté H = NU|J, H; alakban, ahol
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N =H\J, H;, H(N) =0, és H'(H;) < co. Mivel a H! kiils6 mérték Borel-
reguléris, léteznek B; Borel-halmazok, hogy H; C B; és H'(H;) = H'(B;),
kovetkezésképpen — a H; halmaz H!'-mérhetSsége miatt — HY(B; \ H;) = 0
minden i-re. Ebb6l azt kapjuk, hogy H'(HAB) = 0, ahol A a szimmetrikus
differencit jelsli, és B % ), B; Borel. Legyen M < HAB.

ABY {z : |B;| > n} halmaz analitikus, hiszen a
CY{(x,y1,....yn) ER™ i (my) €B (i=1,....n), y1 <...<yn}

halmaz Borel R”“—berl, B pedig ennek folytonos képe az els6 koordinatara
vald vetités altal. A B halmaz tehat mérhets, igy H is, hiszen BAH C
pry(BAH) = pry(M), utobbi pedig nullhalmaz. Vegyiik észre, hogy az Y o
B\ pr,(M) = H \ pr,(M) pontosan azon z € R pontok halmaza, melyekre
B, = H,, és |B,| = |H;| > n. Azt is tudjuk, hogy Y meérhets és A\(Y) =
A(B) = \(H) > 0.

Vegyiink egy D C Y pozitiv mértéki Borel-halmazt, és legyen B’ o
BN (D x R), mely szintén Borel. A kivetkezs allitasunk az, hogy létezik egy
T C D pozitiv mértékd kompakt halmaz, és léteznek k; : T — R folytonos
fiiggvények (i = 1,...,n), hogy ezek G, grafikonjai B’-nek (igy H-nak is)
paronként diszjunkt részhalmazai. A Jankov-von Neumann uniformizacios
tétel [9, 18.1. Tétel] azt mondja ki, hogy a sik minden A analitikus részhal-
mazahoz van olyan f : pr;(A) — R fliggvény, mely mérhetd az analitikus
halmazok altal generalt o-algebra szerint, és a grafikonja A-nak részhalmaza.
Tehat, mivel a B’ halmaz analitikus (s6t Borel), létezik olyan g : D — R
fiiggvény, amelyre Gr(g) C B’, és amely mérhets az analitikus fiiggvények
altal generalt o-algebréra. Specidlisan Lebesgue-mérhets. Luzin tételét g-re
alkalmazva kapjuk, hogy tetszéleges ¢ > 0 esetén létezik K; C D kompakt
halmaz és h; : K1 — R folytonos fiiggvény, hogy A\(D\ K1) < €, és g|x, = h1.

Ezutéan tekintsiik B’ helyett a B\ Gr(h;), szintén Borel-halmazt, melynek
D feletti szeletei legalabb n — 1 elemiiek, és az el6z6 gondolatmenet ismétlé-
sével valasszunk olyan Ky C D kompakt halmazt és hy : K5 — R folytonos
fiiggvényt, hogy A(D \ Ks3) < ¢, és Gr(hy) C B'\ Gr(hy). Az eljarast folytat-
va kapunk Ki,..., K, C D kompakt halmazokat és h; : K; — R folytonos
fiiggvényeket, hogy A(D \ K;) < € minden i = 1,...,n-re, és a h; fiiggvé-
nyek grafikonjai B’ paronként diszjunkt részhalmazai. Ha ¢ < A(D)/n, akkor
MK N...NEK)>0,igy TY Kin...NK, és ki < k| jo valasztés, azaz
TcCcH pozitiv mértékd kompakt halmaz és k; : T — R folytonos fiiggvé-
nyek, melyekre a k; fiiggvények G, grafikonjai H-nak péaronként diszjunkt
részhalmazai (i = 1,...,n).



3. FEJEZET: Rektifikidlhatosag és n-pont halmazok 28

Nyilvanvaloan mindegyik G; gorbeszert, hiszen a gorbeszerii H halmaz-
nak a részhalmazai, ezért a 2.4.1. Tétel szerint mindenz = 1, ..., n-re léteznek
gi; © laij, bij] — R folytonosan differencialhaté fiiggvények, hogy

A(pr1 (Gi \ Uj Gr(gij))> =0.

Mindegyik G; kompakt, igy G; N Gr(g;;) is az. Jeloljik a pry(G; N Gr(g;;))
halmazt Ejj-vel. Ezzel a jeloléssel tehdt minden i-re A(T'\{J; Ey;) = 0. Ebbdl,
valamint abbol, hogy az FE;;j-knek m. m. pontja stirdségi pont, kovetkezik,
hogy rogzitett i-re m. m. x € T-hez létezik j, hogy x sirtiségi pontja Fjj;-
nek. Kovetkezésképpen létezik x € T, és léteznek ji, ..., j, indexek, hogy x
stirtiségi pontja F;j;-nek minden ¢ = 1,...,n esetén.

A N, [aij;, bij,] intervallumot valaszthatjuk [c, d] intervallumnak, g;;,|(c.a-
t fi-nek, a [c, dJN;_, Ei;, halmazt pedig E-nek. Mar csak azt kell belatnunk,
hogy A(E) > 0, de ez kovetkezik abbol, hogy z stirtiségi pontja E;;,-nek
minden i-re.

Ezzel a bizonyitast befejeztiik. O

A 3.2.1. és 3.2.2. Tétel kozvetlen kovetkezménye az alabbi tétel:

3.2.3. Tétel. Legyen n > 2 egész, és legyen H C R? n-pont halmaz. Ekkor
H nem lehet H'-mérhetd gorbeszerd halmaz.

3.3. Egy érdekes sejtés

Mauldin észrevette, hogy a kovetkezs geometriai mértékelméleti sejtés (lasd
[12, 258. oldal]) szoros kapcsolatban van az n-pont halmazok témakorével.

(P2) Minden sikbeli gorbementes kompakt 1-halmazhoz van olyan egye-
nes, amely azt legaldbb 3 pontban metszi.

Nehéz megmondani, hogy mennyire megalapozott a sejtés. Mindenesetre
ha igaz lenne, az azzal a rendkiviil érdekes kovetkezménnyel jarna, hogy
nem létezik Borel 2-pont halmaz, amint azt hamarosan belatjuk. Ennek a
sejtésnek van egy altalanosabb valtozata is:

(Pn)  Minden sikbeli gorbementes kompakt 1-halmazhoz van olyan egye-
nes, amely azt legaldbb n + 1 pontban metszi.

A kovetkezo tétel egy klasszikus vetitési tétel, nem bizonyitjuk.
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3.3.1. Tétel. [6, 84. oldal] Legyen B C R? girbeszeri Borel-halmaz, melyre
HY(B) > 0. Ekkor legfeljebb eqy kivételével minden origon dthaladd W egye-
nes esetén \(pry,(B)) > 0, ahol pry, a W egyenesre valé merdleges vetitést
jeldli.

Megjegyezziik még azt a kozismert tényt, hogy tetszéleges, nem feltét-
leniil H'-mérhets, de véges kiilsé meértékii H C R? felbonthat6 egy gorbe-
szerti és egy gdorbementes halmaz diszjunkt unidjira, sét, a felbontas H!-
nullhalmaztol eltekintve egyértelmd [12, 15.6. Tétel]. Ha H Borel, akkor a
gorbeszeri és a gérbementes komponens is vehet§ Borelnek.

3.3.2. Tétel. Legyen n > 2, és tegyiik fel, hogy (Pn) igaz. Legyen A C R?
analitikus, tovdbbd teqyiik fel, hogy H*(A) > 0, és minden egyenes legfeljebb
n pontban metszi A-t. Ekkor A felirhato

A:NUGEi
=1

alakban, ahol minden E; gérbeszerd kompakt 1-halmaz és HY(N) = 0. Speci-
dlisan A gorbeszeri.

Bizonyitds. Vilagos, hogy minden F C A kompakt 1-halmaz gorbeszeri. Egy
ilyen F ugyanis felbomlik egy gorbeszert és egy gorbementes Borel-halmaz
uni6jara. Ha a gorbementes komponens nem lenne H!-nullmértéki, akkor
azt (Pn) szerint tobb, mint n pontban metszené egy egyenes, de ez nem
fordulhat elG.

Ha a tétel allitasa nem lenne igaz, akkor — az 1.2.1. Tételt hasznalva —
transzfinit rekurzioval konstrualhatnank tobb, mint megszdmlalhato sok FE,,
(o < wy) paronként diszjunkt A-ban fekvé kompakt 1-halmazt. Tudjuk, hogy
E,, gorbeszeri, tehat a 3.3.1. Tétel szerint egy kivételével minden W origon
athalado egyenesre A(pry, (E,)) > 0.

Vegyilink két kiilonb6z6 origon athaladd egyenest, Wi-et és Ws-t. Ha
megszamlalhatéan sok o kivételével A(pry,, (E,)) = 0, akkor ez a t6bb mint
megszamlalhatéan sok kivételes o Wy-re nézve méar nem lehet kivételes. Te-
hat létezik olyan W origon athalado egyenes, hogy A(pry, (E,)) > 0 all fenn
megszamlalhatonél tébb a-ra. Feltehets, hogy ez az egyenes az x-tengely, a
pry, jelolés helyett pedig hasznalhatjuk a mar megszokott pr;-et.

Azt allitjuk, hogy elég nagy K egész esetén megszamlalhatonal tobb a-ra
Apr;(Fq) N [—K, K]) > 0. Valoban,

[e.e]

{a: Apry(Ea)) > 0} = | J{a: Apr(Ea N [-K, K])) > 0},

K=1



3. FEJEZET: Rektifikidlhatosag és n-pont halmazok 30

igy, mivel a bal oldal nem megszamlalhato, a jobb oldalon all6 halmazok
kozott is van nem megszamlalhatd. S6t, hasonléan belathatd, hogy létezik
¢ > 0, hogy megszamlalhatonal tobb a-ra A(pry(FE,) N [—K, K]) > c.
Vilagos, hogy ekkor létezik = € [— K, K], hogy = € pr,(E,) n-nél tobb a-
ra teljesiil. Kovetkezésképpen az x-en dthalado fiiggGleges egyenes A-t n-nél
tobb pontban metszi, ami ellentmondaés. O

A 3.2.3. és 3.3.2. Tételekbdl azonnal kovetkezik az alabbi tétel:

3.3.3. Tétel. Legyen n > 2. Ha (Pn) igaz, akkor nem létezik analitikus
n-pont halmaz.



4. fejezet

Fs-halmazok

4.1. Ivek 2-pont halmazokban

A bevezetésben emlitettiik, hogy ivek létezését 2-pont halmazokban el&szor
Larman [11] vizsgéalta, azzal a motivacioval, hogy megmutassa, hogy nem
létezik n-pont halmaz, mely F,. Hogy pontosan mit értiink iv alatt, arrol
még nem beszéltiink.

4.1.1. Definicié. Egy C' C R? halmazt swnek neveziink, ha homeomorf a
[0, 1] intervallummal.

Egy C ivnek értelemszeriien definialjuk a végpontjait és a bels§ pont-
jait: egy = € C pont bels§ pont, ha C'\ {z} nem 0Osszefiiggs, és végpont,
ha Osszefiiggs. Ha x és y a siknak két kiilonb6z6 pontja, akkor L(z,y)-nal
jeloljiik az z-en és y-on athalado egyenest. A sikban egy egyenes komplemen-
tere két komponensre esik szét. Azt mondjuk, hogy két pont az egyenesnek
ugyanazon az oldaldn van, ha ugyanabban a komponensben vannak.

Bevezetésképpen adunk egy egyszert bizonyitast arra, hogy egy 2-pont
halmaz nem tartalmazhat ivet.

4.1.2. Tétel. Teqyiik fel, hogy a H C R? halmazt minden egyenes legaldbb
két pontban metszi, és H tartalmaz egy C ivet. Ekkor van olyan egyenes, ami
H-t legaldabb hdrom pontban metszi.

Bizonyitds. Legyen f : [0,1] — C homeomorfizmus, és legyen p = f(0) és
g = f(1) a C iv két végpontja. Ha C C L(p,q), akkor nincs mit bizo-
nyitani, egyébként pedig legyen x a C' ivnek L(p,q)-tol (egyik) legtavolabb
es6 pontja, és legyen m az x-en athalado, L(p,q)-val parhuzamos egyenes
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m x Yy
Ch
Cs
_—D q
4.1. abra.

(4.1. abra). Konnyen ellendrizhets, hogy ha az m egyenes z-en kiviil még
egy pontban metszené C-t, akkor egy m-mel parhuzamos, L(p, q¢)-hoz kicsit
kozelebbi egyenesnek legalabb négy koézos pontja lenne C-vel. Feltehetjiik
tehat, hogy m N C' = {x}.

Azt is tudjuk, hogy m-nek van x-en kiviil még egy kozos pontja H-val,
nevezziik ezt a pontot y-nak. A C ivnek p és x kozotti részét jeloljik C-gyel,
a q és x kozotti részét Cy-vel. Ha y az {x+t(p—q) : t > 0} félegyenesen van,
akkor L(y,q) metszi C-et, ha pedig az {x + t(p — q) : t < 0} félegyenesen
van, akkor L(y, p) metszi Cy-t. Mindkét esetben talaltunk tehat egy egyenest,
amely legaldbb harom pontban metszi C-t. O

4.1.3. Kovetkezmény. Eqy 2-pont halmaz nem tartalmazhat ivet.

4.2. Ivek 3-pont halmazokban

Nem sokkal nehezebb az sem, hogy egy 3-pont halmaz sem tartalmazhat ivet.
El6szor egy segédtételt bizonyitunk.

4.2.1. Lemma. Teqgyiik fel, hogy a C iv végpontjai, p és q eqy | egyenesnek
ugyanarra oz oldaldra esnek, és | legaldbb hdrom pontban metszi C-t. Ekkor
van olyan egyenes, ami C-t legaldbb négy pontban metszi.

Bizonyitds. El6szor is feltehetjiik, hogy [ pontosan 3 pontban metszi C-t,
legyenek ezek a, b és ¢ (4.2. abra). Legyen f : [0,1] — C homeomorfizmus,
hogy p = f(O), a= f(xa)v b= f(xb)v c= f(xc) es q = f(l) Feltehetd, hogy
Tq < xp < x.. A C ivnek ez az 6t pontja négy nyilt részivre bontja C-t,
jeloljiik ezeket rendre Cpq, Cop, Che, Ceq-val. Jeloljiik az [ egyenes komple-
menterét alkotod két félsik komponenst Fi-gyel és Fy-vel, és tegyiik fel, hogy
p,q € F7.
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4.2. abra.

Vilagos, hogy C,, C Fy és C,, C Fy. Ha Cy, és Cy, koziil az legalabb az
egyik Fi-be esik, akkor egy [-lel parhuzamos, p-hez kicsit kézelebbi egyenes,
ha pedig C,, és Oy is Fy-be esik, akkor pedig egy p-t6l kicsit tavolabbi egyenes
metszi C-t legalabb négy pontban. O

4.2.2. Tétel. Teqyiik fel, hogy a H C R? halmazt minden egyenes legaldbb
hdrom pontban metszi, és H tartalmaz eqy C tvet. Ekkor van olyan egyenes,
amely H-t legaldbb négy pontban metszi.

Bizonyitds. Legyen f, p, q, x és m, mint a 4.1.2. Tétel bizonyitdsaban, és
megint kizarhatjuk azt az esetet, amikor C' C L(p,q). Feltehetjiik, hogy
p = (0,0), ¢ = (1,0), igy ha = = (x1,25), akkor m = R x {z3}. Legyen
a = (ay,x3) és b = (b, x9) két mésik m-en fekvs pontja H-nak, és tegyiik fel,
hogy a; < by. Két esetet kiilonbdztetiink meg:

1. Az m egyenesen z-nek ugyanazon az oldaldn van a és b is. Nem
megy az altalanossidg rovasara, ha feltessziik, hogy b < x;. Legyen
c € (a1,by) x {xa} és jeldlje . a c-n athalado, L(a, g)-val parhuzamos
egyenest. A 4.2.1. Lemma szerint feltehetjiik, hogy I. legfeljebb két
pontban metszi C-t, igy létezik A = (A, \2) € [.N (H \ C). Ezen az
eseten beliil is harom eset van:

(a) Ay < wmy. Ekkor az L(a,\) egyenes elvalasztja x-et p-t6l és g-
tol, ezért a-n és A-n kiviil még két C-beli pontot is tartalmaz
(4.3. abra).

(b) Ay = x5. Ekkor m-en talaltunk négy H-beli pontot.

(c) Ay > 5. Ebben az esetben a L(b, \) egyenes valasztja el z-et p-
t61 és g-tol, ezért most L(b, \) metszi H-t legalabb négy pontban
(4.4. abra).
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a c b x m
C
le
p q
4.3. abra.
A
a c b T m
C
le
p q
4.4. abra.

2. ay < xy <by. Az L(a,q) és L(b,p) egyenesek metszéspontja (nevezziik
a-nak) az x-tengely és az m egyenes kozti savban fekszik (4.5. abra).
Legyen m’ egy olyan, m-mel parhuzamos egyenes, mely szigortian « és
m kozott van. A 4.2.1. Lemma szerint feltehetjiik, hogy m' legfeljebb
két pontban metszi C-t, és igy létezik 5 € m'N(H\C'). Szimmetriaokok
miatt feltehets, hogy [ és x az L(p, b) egyenesnek ugyanarra az oldalara
esik. Ekkor viszont az L((,b) egyenes elvilasztja z-et p-t6l és g-tol,
ezért C-t is metszi legalabb két pontban. Megint megvan a négy pont.

Megmutattuk tehat, hogy barmely esetben van olyan egyenes, amely legalabb
négy pontban metszi H-t. O

4.2.3. Kovetkezmény. Egy 3-pont halmaz nem tartalmazhat ivet.
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ﬁ q

4.5. abra.

4.3. Tvek F,-halmazokban

A kovetkez6 1épés annak bizonyitasa, hogy ha egy n-pont halmaz F,, akkor
tartalmaz ivet. A most kovetkezs tételekhez bevezetiink néhany jelolést.
Legyen ¢ > 0 rogzitett pozitiv valés szim, H C R? tetsz6leges halmaz, és
n € N. Legyen
P:(H) o {reR:|H,|=n,és
ha (z,a), (z,b) € H,a # b, akkor |a — b| > €}.

Az vy, : PS(H) — R (1 <i <n) fiiggvényeket a kovetkezGképpen definialjuk:
az y; fliggvények grafikonjainak unioja legyen (P;(H) x R) N H, és minden
x € P:(H) esetén legyen y;(z) < ya(x) < ... < yn(x). Vegyiik észre, hogy
P:(H) definicioja miatt y;11(x) > y;(x) + € minden i = 1,...,n — l-re.

4.3.1. Lemma. Legyen € > 0, n € N, és legyen ' C R? olyan kompakt
halmaz, melyet minden fiiggdleges egyenes legfeljebb n pontban metsz. Ekkor
PE(F) kompakt, és y; : P:(F) — R folytonos minden i =1,...,n esetén.

Bizonyitds. Az allitast n-re vonatkozo teljes indukciéval bizonyitjuk. Ha
n = 1, akkor a P{(F') halmaz F-nek az z-tengelyre vett meréleges vetiilete,
igy kompakt. Masrészt legyen = € P;(F), és (T )men olyan, Pf(F)-ben
halad6 sorozat, mely z-hez konvergal. Az (yi(x,,))men sorozat korlatos F
korlatossaga miatt, igy limsup,, . y1(2,) = a és liminf,, o y1(z,) = b
véges. Mivel F' zart is, (z,a) és (x,b) is eleme F-nek, ami csak tugy lehet,
hogy a = b, és ez éppen azt jelenti, hogy y; folytonos az x pontban. Azn =1
esettel tehat készen vagyunk.
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Tegyiik fel most, hogy az allitds igaz valamely n > 1-re, és vegyiink
egy F' kompakt halmazt, amelyet minden fiigg6leges egyenes legfeljebb n 4 1
pontban metsz. Legyen (z,,)men gy G & P (F')-ben haladé sorozat, mely
konvergil egy x € R ponthoz. Legyen tovabba liminf,, .. yni1(2,) = b.
Vegyiik észre, hogy (z,b) € F. Az (T )men sorozatnak létezik olyan (z,,;)jen
részsorozata, hogy

s (2ny) — B] < /2

teljesiil minden 5 € N-re, és
}i_{glo Ynt1(Tm,; ) = b.
Definialjuk a kovetkezé kompakt halmazt:
Fern (({z} U{am, : j € N}) x (—00,b—¢/2]).

Mivel
b—¢e/2 <yny1(Tm;) <b+e/2,

minden j € N-re, (2, Yns1(Tm,;)) € I, de (T, Yn(Tm,)) € F'. Kovetkezés-
képpen minden j € N-re ‘F;mj ‘ = n, amibdl azt kapjuk, hogy z,,, € P;(F").
Vegyiik észre, hogy (z,b) € F'\ F', igy |F.| < n, tehat F'-nek minden fiiggs-
leges szelete legfeljebb n elemt. Ezért alkalmazhatjuk az indukcios feltevést,
miszerint P (F’) kompakt, és emiatt x € P;(F’). Ugyancsak az indukcios
feltevés szerint

lim yn(xmj) = yn(2),

Jj—oo
fgy
b—yn(r) > ¢,
hiszen minden j-re ¥, 11(Tm;) — Yn(Tm,;) > € & iMoo Yni1(7m;) = b. Ko-
vetkezésképpen = € G. Ezzel megmutattuk, hogy G kompakt.

(G kompaktsagat elegansabban tgy is bizonyithattuk volna, hogy tekint-
jik a

{(z,y1,...,yns1) ER"™: 2 € R, (z,y;) € F mindeni = 1,...,n + l-re
és Y1 —y; > eminden i =1,... nre}

halmazt, mely zart, mert csupa zart feltétellel adtuk meg, és korlatos is,
tehat kompakt, a G halmaz pedig pont ennek a kompakt halmaznak az elsé
koordinatara vett vetiilete. Azonban a fentiekhez hasonlé okoskodasra akkor
is sziikség lenne az y; fiiggvények folytonossidganak igazolasahoz.)
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Legyen lim sup,, . Ynt1(zm) = a, és tegyiik fel, hogy a > b. Ekkor (z,a)
és (z,b) is eleme F-nek, tovabba a > b > y,(x) > ... > y;(z), ami ellentmond
annak, hogy F-nek minden fiigg6leges szelete legfeljebb n + 1 elemtd. Ezért
a = b, tehat y,, 1 folytonos.

Tekintsiik az
F"E {(z,y) € (GXxR)NF 1y < yppa(a) — ¢}

halmazt, amely ¥, folytonossagabol kovetkezen kompakt. Vilagos, hogy
F" kielégiti az éppen bizonyitand6 lemma feltételeit n-re, tovabba P:(F") =
P: ((F') = G és az F'-re illetve F"-re definialt yy,. ..y, fiiggvények egybe-
esnek. Az indukcios feltevés szerint tehat vy, ..., y, is folytonosak, és készen
vagyunk. O

4.3.2. Tétel. Legyen H a siknak eqy F,-részhalmaza, és legyen n € N olyan,
hogy H-nak minden fiiggdleges szelete pontosan n elemd. Ekkor létezik olyan
nemelfajuld |a,b] intervallum, és léteznek az [a,b] intervallumon értelmezett
fi < fo<...< fa folytonos figguények 1igy, hogy H tartalmazza mindegyik
fi-nek a grafikonjdat. Specidlisan H tartalmaz ivet.

Bizonyitds. Legyen H = |J°, F;, ahol F; C F, C ..., és mindegyik F;
kompakt. Minden ¢ € N-re definidljuk a kévetkezs halmazt:

o, {z e R:|(F)).| =n, és ha (z,a),(z,b) € F;,a #,

akkor |a — b| > 1/i}.

A 4.3.1. Lemma szerint H; kompakt minden ¢ € N esetén. Vegyiik észre,
hogy U;>, H; = R, igy a Baire Kategoria Tétel szerint létezik iy € N, hogy
H;, tartalmaz egy nemelfajul6 [a,b] intervallumot. Megint a 4.3.1. Lemma
szerint a H;,-hoz tartozo yy|.s fiiggvények folytonosak (1 < k < n), és ezen
fiiggvények grafikonjai H-ban fekszenek. O

4.3.3. Tétel. Eqy n-pont halmaz nem lehet F,, han = 2,3.

Bizonyitds. Hasznaljuk a 4.1.3. és a 4.2.3. Kovetkezményeket, és a 4.3.2. Té-
telt. O

4.3.4. Megjegyzés. A 4.2.2. Tétel bizonyitasa Bouhjar, Dijkstra és van Mill
nevéhez flizédik [4]. Ugyanebben a cikkben szerepel a 4.3.1. Lemma és
a 4.3.2. Tétel is, de a szerz6k megjegyzik, hogy a bizonyitas nem t6liik,
hanem Mauldintol szdrmazik.
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4.4. Nem létezik n-pont halmaz, amely F,

Ha n > 4, akkor a fenti modszerrel nem lehet belatni, hogy egy n-pont
halmaz nem lehet F), ugyanis mar egy 4-pont halmaz is tartalmazhat ivet,
mint azt az 5. fejezetben majd belatjuk. Tehat mas modszert kell keresniink.

Az az igazsag, hogy — egyaltalan nem nyilvanvalé, de — tulajdonképpen
méar minden részlet a rendelkezésiinkre all ahhoz, hogy egy bizonyitast Gssze-
rakjunk. Mivel az eddig targyalt eredményeken kiviil gyakorlatilag semmilyen
1j tétel vagy lemma nem sziikséges, Mauldin, Bouhjar és Dijkstra ezt a bizo-
nyitast egy — bevezetéssel és hivatkozasokkal egyiitt — masfél oldalas cikkben
kézolte [5]. Tme a bizonyités:

4.4.1. Tétel. Legyen n > 2. Ekkor nem létezik n-pont halmaz, mely a siknak
F,-részhalmaza.

Bizonyitds. Tegylik fel, hogy A egy F, n-pont halmaz. Vegyiink egy tetszé-
leges derékszogili koordinatarendszert a sikon. A 4.3.2. Tétel szerint létezik
egy nemelfajulé [a, b] intervallum, és 1éteznek [a, b] intervallumon értelmezett
f1 < fa <...< f, folytonos fiiggvények ugy, hogy ezen fiiggvények G; gra-
fikonjai A-nak részhalmazai. A G; halmazokat mindegyik vizszintes egyenes
legfeljebb n pontban metszi, ezért a Banach Indikatrix Tétel [8, 17.17. Tétel|
szerint az f; fiiggvények korlatos valtozastak. (Konkrétan f; teljes valtozasa
legfeljebb n(M — m), ahol m és M az f; minimuméat és maximumaét jeloli.
Val6jaban olyan specialis esetben alkalmazzunk a Banach Indikatrix Tételt,
hogy az allitasunk a teljes véltozas definicidjat felirva gyakorlatilag azon-
nal latszik.) A 2.1.4. Tétel szerint léteznek g; folytonosan differencialhato
fiiggvények, és létezik egy C C [a, b] pozitiv mértéki kompakt halmaz, hogy
file = gilc minden i-re. Mivel ilyen tulajdonsaga C halmaz és g; fiiggvények
minden koordinatarendszerben léteznek, a 3.2.1. Tétel szerint az A halmaz
vagy korlatos vagy van olyan egyenes, mely legalabb n + 1 pontban metszi.
Egy n-pont halmaz viszont egyik tulajdonsaggal sem rendelkezhet. O



5. fejezet

Ellenpéldak, konstrukciok

5.1. 2-dimenzi6s n-pont halmaz létezése

Az 1.2.4. Tételben megmutattuk, hogy egy analitikus n-pont halmaz Haus-
dorff-dimenzi6ja 1. Altalanossagban azonban ez nem igaz.

5.1.1. Tétel. Han > 2, akkor létezik H n-pont halmaz, melyre dim(H) = 2,
sét H*(H) > 0.

Bizonyitds. Az 1.1.2. Allitas bizonyitasanak modositasaval, transzfinit re-
kurzioval konstrudlunk ilyen halmazt. Legyen x megint a legkisebb kontinu-
um szamossagu rendszam, és vegyiik a sik egyeneseinek egy {l, : a < k}
jolrendezését. Tovabbéa készitsiik el a stk Borel H2-nullhalmazainak (az-
az a sikbeli Lebesgue-mérték szerint nullmértékii Borel-halmazoknak) egy
{B, : 0 < a < k} felsorolasat.

Minden a-ra definidlunk egy kontinuumnal kisebb szamossagu H, hal-
mazt. Legyen Hy = (). Ha o = 3 + 1, akkor H], legyen Hp és néhany [,-n
fekvG pont egyesitése, ahol a véges sok hozzavett pontot [,-n tgy valasztjuk
meg, hogy egyikiik se essen olyan — [,-t6l kiilonb6z8 — egyenesre, melyen
Hg-nak legalabb 2 pontja van. Annyi pontot valasztunk, hogy |H) Nl,| =n
legyen. Azt, hogy ezt meg lehet csinalni, mar lattuk az 1.1.2. Allitas bizo-
nyitasaban.

H!-bol ugy kapjuk H,-t, hogy hozzavesziink egy B,-n kiviili pontot, hogy
H,-ra még mindig igaz legyen, hogy minden egyenes legfeljebb n pontban
metszi. Ahhoz, hogy ez lehetséges, azt kell megmutatni, hogy a H/-beli
pontparok altal meghatéarozott (kontinuumnal kevesebb) egyenes nem fedheti
le B, komplementerét.
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Van olyan irany, mely nincs a H/-beli pontparok altal meghatarozott ira-
nyok kozott, pontosabban van olyan egyenes, mellyel parhuzamos egyenesek
mindegyike legfeljebb egy pontban metszi H/-t. Alkalmazva ebben az irany-
ban a Fubini-tételt a B, halmazra, az adodik, hogy van ilyen iranyu egye-
nes, melynek B,-val vett metszete H'-nullmértéki (s6t, majdnem mindegyik
egyenes ilyen). Elég tehat azt igazolnunk, hogy a szamegyenesen egy pozitiv
Lebesgue-mértéki Borel-halmaz kontinuum szamossagi. Ez pedig kovetke-
zik abbol, hogy egy ilyen halmaz tartalmaz pozitiv mértéki zart halmazt
is, ami — mint a szdmegyenes minden nem megszamlalhaté zart részhalma-
za — felirhatd egy megszamlalhato és egy nemiires perfekt, kovetkezésképpen
kontinuum szadmossiagi halmaz egyesitéseként.

Ha «a limeszrendszam, akkor ugyanezt csindljuk, miutan vettiik az a-nal
kisebb indexii halmazok egyesitését. Végiil legyen

H= | H;.

B<k

Csak az szorul némi magyarazatra, hogy H?(H) > 0. Ha ugyanis H*(H) =0
lenne, akkor H? Borel-regularitdsa szerint létezne B Borel-halmaz, melyre
H C B és H*(B) = 0. Ez viszont lehetetlen, mert B is szerepelt a B,-k
kozott, tehat H-nak van B-n kiviili pontja. O

A fejezet tovabbi részében szerepld tételek bizonyitasara gyakorlatilag
ugyanez a recept miikodik (jolrendezziik az egyeneseket, és megfelel6 modon
minden lépésben bevalasztunk néhany j pontot). Ezért ezenttl nem fogjuk
ennyire kirészletezni a bizonyitasokat, csak a lényeges elemekrsl beszéliink.

5.2. Halmazok kiterjesztése n-pont halmazza

5.2.1. Tétel. Legyen n > 2, k > n + 2, és legyen H C R? olyan_halmaz,
melyet minden egyenes legfeljebb n pontban metsz. Ekkor létezik H k-pont
halmaz, melyre H C H.

Bizonyitas. Mint mondtuk, a bizonyitas szinte sz6 szerint ugyanigy torté-
nik, mint az n-pont halmazok létezésének bizonyitasanal, az 1.1.2. Allitas-
ban. Csak annyit jegyziink meg, hogy azon muilik a bizonyitas, hogy minden
lépésben kontinuumnal kevesebb egyenes lesz, amely k& pontban metszi az
aktualis halmazunkat, igy azon az egyenesen, amelyen éppen 1j pontokat
valasztunk, mindig kontinuumnél kevesebb tiltott pont lesz. O
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5.2.2. Megjegyzés. A tétel nem igaz k = n + 1-re. Ha ugyanis H egy n-pont
halmaz, H egy n+ 1-halmaz, melyre H C H akkor H\H egy 1-pont halmaz,
de ilyen nyilvanval6an nem létezik.

5.2.3. Megjegyzés. A tétel Bouhjar, Dijkstra és van Mill észrevétele [4].

5.2.4. Kovetkezmény. Minden k > 4 esetén létezik k-pont halmaz, mely
tartalmaz kort.

5.3. Siiri és sehol sem stird n-pont halmaz léte-
zése

5.3.1. Tétel. Legyen n > 2. FEkkor létezik n-pont halmaz, amely sird a
sikon.

Bizonyitds. Gyakorlatilag ugyanazt kell csinalni, mint az 5.1.1. bizonyité-
saban. Kontinuum sok nemiires nyilt halmaz van, vegyiik ezek egy jolren-
dezését. Minden lépésben vegyiink be annyi pontot az aktualis egyenesrdl,
amennyi hidanyzik ahhoz, hogy n legyen rajta, majd vegyiink be még egy
olyan pontot is, amely benne az aktualis nyilt halmazban, de a bevételével
nem keletkezik olyan egyenes, amelyen n-nél tobb pont lesz. Ezt azért te-
hetjiik meg, mert egy nemiires nyilt halmazt nem fedhet le kontinuumnal
kevesebb egyenes.

Valoban, legyen U nemiires nyilt halmaz, és legyen L kontinuumnal ke-
vesebb egyenesbdl all6 halmaz. Vegyiink egy olyan [ egyenest, amely nem
parhuzamos az L-beli egyenesek egyikével sem, és U-val van kozos pontja.
Az [ N U metszet kontinuum szamossagi, tovabba [ minden L-beli egyenest
pontosan egy pontban metsz, ezért [NU-ban valoban lesz olyan pont, amilyet
kerestiink. O

Az 1.4.4. Tételben belattuk, hogy egy Gs n-pont halmaz sehol sem siirii.
Felmeriil a kérdés, hogy létezhet-e egyaltalan sehol sem stirt n-pont halmaz.
Sajnos igen.

5.3.2. Tétel. Legyen n > 2. Ekkor létezik sehol sem siird n-pont halmaz.

Bizonyitds. Az eddigi tételekben mindig gy iranyitottuk a transzfinit rekur-
zi6t, hogy a halmazunk kifelé terjeszkedjen: legyen nagy a dimenzidja, legyen
stirt, vagy éppen elGirtunk egy halmazt, amelyet tartalmaznia kell. Most en-
nek pont a forditottjat csindljuk: gy tartjuk kordaban a halmazunkat, hogy
csak a sik egy részhalmazabol engediink pontokat valasztani.
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Jeloljiikk C-vel a Cantor-halmazt. A Cantor-halmaz sehol sem siiri R-
ben, tehat a C' x R halmaz sehol sem stirti R?-ben. Az R x C halmaz is sehol
sem sir, igy az uniéjuk, D & (C xR)U (R x C) is az. Elegendd belatni,
hogy D tartalmaz n-pont halmazt.

A szokésos transzfinit rekurzios épitkezést folytatjuk, azzal a megkotéssel,
hogy csak D-bdl valaszthatunk pontot. Ez valoban miikddik, hiszen D-nek
megvan az a szerencsés tulajdonsaga, hogy minden egyenest kontinuum szé-
mossagi halmazban metsz. O

5.4. H!'-mérhet6 és gorbeszerti n-pont halmazok

A 3.2.3. Tétel szerint nem létezik H!-mérhets gorbeszeri n-pont halmaz.
Jogosan meriil fel a kérdés, hogy sziikséges-e a tételben feltenni a H!-mérhe-
tGséget. A valaszt nem tudjuk. A 3.2.3. Tétel ismertetett bizonyitasa részben
a 3.2.2. Tételre épiil, ott viszont egyaltalan nem latszik, hogy hogyan lehetne
megszabadulni a H!-mérhetSség feltételétol.

Masrészt gorbeszerii n-pont halmazt konstrualni sem tiinik egyszeriinek.
Nyilvanvalo, hogy minden gorbeszert halmaz belefoglalhato egy F, gérbesze-
rii halmazba H!-nullhalmaztol eltekintve. Logikusnak tiinik tehat egy olyan
transzfinit rekurzioval probélkozni, amely mindig csak egy rogzitett, ,elég
nagy”’ gorbeszerii halmazbol valaszt pontokat. A 2.4.2. Kévetkezmény vi-
szont éppen azt allitja, hogy nincs olyan ,nagy” gorbeszert halmaz, amellyel
a szokésos recept miikodik: alig van olyan egyenes, amely megszamlalhatonél
tobb pontban metsz egy gorbeszert halmazt.

Természetesen meriil fel az a kérdés is, hogy létezik-e H!-mérhets n-
pont halmaz. FErre a kérdésre sem ismerjiik a vélaszt, de annyit legalabb
tudunk, hogy konzisztens H'-mérhets halmaz létezése. Miller [15] ugyanis
bebizonyitotta, hogy ha a V' = L axiéma igaz, akkor létezik koanalitikus
n-pont halmaz. Laczkovich Miklés otlete alapjan mutatunk egy ennél joval
egyszer(ibb bizonyitast arra, hogy H!-mérhets halmaz létezése konzisztens.

5.4.1. Lemma. Tegyiik fel, hogy a H C R? halmazt minden B C R? vé-
ges linedris mértékid Borel-halmaz nulla linedris mértékd halmazban metszi.
Ekkor a H halmaz H'-mérhetd.

Bizonyitds. Azt kell belatnunk, hogy H minden halmazt ,,jol vag ketté”, azaz
hogy minden A C R? halmazra H'(A) = H'(AN H) + H'(A\ H). A bal
oldal mindig legfeljebb akkora, mint a jobb oldal, ezért elég csak a forditott
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iranyt egyenlétlenséggel foglalkozni. Ez H!(A) = oo esetén nyilvan fennAll,
ezért feltehets, hogy H'(A) < oc.

Legyen B az a A halmaz Borel burka, azaz olyan, hogy H'(B) = H!(A).
A feltételiink szerint H'(B N H) = 0, ezért az is igaz, hogy H{(AN H) = 0.
Ebbdl pedig

HY(A) > HY A\ H)=H'(A\H) +H' (AN H).
Ezt akartuk bizonyitani. O

5.4.2. Tétel. Legyen n > 2, és teqyiik fel, hogy kontinuumndl kevesebb nulla
linedris mértékid halmaz egyesitése is nulla linedris mértékid. (Ez kovetkez-
ménye példdul a kontinuum hipotézisnek.) Ekkor létezik H-mérhetd n-pont
halmaz.

Bizonyitds. Az 5.4.1. Lemma szerint elég megmutatni, hogy létezik olyan
n-pont halmaz, melyet minden véges linearis mértékii Borel-halmaz nullmér-
tékiiben metsz.

Legyen k a legkisebb kontinuum szamossagu rendszam, és legyen {B,, :
a < k} asik véges linearis mértékd Borel-halmazainak egy & tipusi jolrende-
zése. A H, halmazokat valasszuk a kovetkezképpen. Alljon az R, halmaz
azon < a rendszamokbol, melyekre [, N Bg nulla linearis mértéki. A felté-
teliink szerint [, N UﬁeRa Bg is nullmértékd, tehat az a-adik lépésben az 1j
pontokat valaszthatjuk az l, \ Uscp, Bs halmazbol.

Belatjuk, hogy az igy konstrudlt halmaz mindegyik Bg halmazt nullmér-
tékiiben metszi. A konstrukcio elsé 3 1épésében kivalasztott pontok halmaza
osszesen is csak nullmértéki (mert kontinuumnal kisebb szamossagi). Més-
részt azon a > [ rendszamok halmaza, amelyekre az a-adik lépésben va-
lasztottunk pontot Bs-bol, csak megszamlalhato. Ez vilagos abbdl, hogy Bg
véges mértékd, minden ilyen a-ra [, N Bg pozitiv mértékd, és az [, N Bg
halmazok koziil barmely kettének a metszete legfeljebb egyelemii (tehat null-
meértékii). O

5.5. Masodik kategoriaji n-pont halmaz létezése

5.5.1. Tétel. Legyen n > 2. Ekkor létezik masodik kategoridji n-pont hal-
maz.

“ .,

e



5. FEJEZET: Ellenpéldak, konstrukciok 44

sem siirii. Elég tehat egy olyan m-pont halmazt konstruélni, amely kilog

“ e,

“, e,

komplementerét nem fedheti le kontinuumnal kevesebb egyenes.

Legyen tehat G egy rezidualis Gs-halmaz a sikon és legyen L kontinu-
umnéal kevesebb egyenesbdl 4ll6 halmaz. Valasszunk egy [ egyenest, amely
nem parhuzamos egyik L-beli egyenessel sem. A Kuratowski-Ulam tétel
(1.4.1. Tétel) szerint létezik olyan olyan [-lel parhuzamos m egyenes, melyre
m NG rezidualis Gg-részhalmaza m-nek. Az m egyenest minden L-beli egye-
nes pontosan egy pontban metszi, ezért elegendd azt megmutatni, hogy egy
R-beli rezidudlis Gs-halmaz kontinuum szamossigu.

Ismeretes, hogy teljes metrikus tér G altere homeomorf egy teljes metri-
kus térrel ([10], I. rész, 5.8. Tétel), valamint hogy egy nem megszamlalhato
lengyel tér kontinuum szadmossagi, ugyanis tartalmaz a Cantor-halmazzal
homeomorf példanyt ([10], I. rész, 6.4. Tétel). Ebbdl a két tételbsl adodik
az allitdsunk. O

5.5.2. Megjegyzés. Mint mar korabban emlitettiik, a Kuratowski-Ulam tétel

“ e,
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