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1. fejezet

Bevezetés

Dolgozatom a pénzügyi matematika egyik legfontosabb módszerével, Fisher

Black, Myron Scholes és Robert Merton nevével fémjelzett modellel, és annak

érvényességi körével foglalkozik. A téma érdekessége, hogy er®sen vitatott a

modell helyessége, használhatósága, és a napjainkban zajló gazdasági válsá-

got is egyesek ennek hibáira akarják visszavezetni, így viták keresztt¶zébe

került. Célom megvizsgálni a módszer helyességét, illetve megoldást, alter-

natívát találni az esetleges hibákra, gyengeségekre.

El®sz®r bemutatom a használt modellt, fogalmait, matematikáját. Több-

nyire európai opciókat vizsgálok, ezeknek van egy rögzített T lejárati ideje,

ellentétben az amerikai opciókkal, melyeket T -ig bármikor be lehet váltani.

Az opció tulajdonosa rendelkezik a joggal, hogy eladja (put opció), illetve

megvegye (call opció) a szóbanforgó eszközt egy �x összegért (jele: K). Ek-

kor a call opció ára T -ben: C = (S(T )−K)+, ahol S(t) a részvény ára t-ben.

A részvényfolyamat dinamikáját sztochasztikus di�erenciálegyenlettel adhat-

juk meg, ahol a meghajtó folyamat egy Brown-mozgás. A Brown-mozgás egy

olyan B(t) folyamat, ahol B(0) = 0, a folyamat stacionárius, és független nö-

vekmény¶, a B(t) − B(s) növekmény (t > s) eloszlása 0 várható érték¶,
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σ2(t− s) szórásnégyzet¶ normális, és létezik 1 valószín¶séggel folytonos tra-

jektóriájú modi�kációja (B′ a B modi�kációja, ha P (B(t) = B′(t)) = 1).

Hasonlóan a kötvényfolyamatra is kapunk egy egyenletet, ez a folytonos ka-

matozás di�erenciálegyenlete. A sztochasztikus analízis eszközeit alkalmazva

jutunk el a kívánt eredményekhez, leggyakrabban használt módszer az Itô-

formula. Maga a Black-Scholes-Merton egyenlet egy opció árazási formula,

ami kapcsolatot teremt az opció és a részvény ára között.

Tehát legyen az elvárt hozam, fT , európai call opció esetén:

fT = (ST −K)+,

ha K-ért vehetem meg a részvényt. A részvényár-folyamat dinaminkáját a

következ® sztochasztikus di�erenciálegyenlet írja le:

dS(t) = S(t)(µdt+ σdW (t)),

ahol µ a konstans növekedési ráta (driftes tag), σ pedig a volatilitás, ami a

jöv®beni "bizonytalanságunkat" méri a részvényárra vonatkozóan. S0 > 0 ,

W pedig egy standard Wiener-folyamat. Ennek megoldása:

S(t) = S(0) exp

{
µt− σ2

2
t+ σW (t)

}
.

Kötvény esetén, a folytonos kamatozás di�erenciálegyenlete:

dB(t) = rB(t)dt,

ahol r a kockázatmentes-kamatláb. Ekkor

B(t) = B(0)ert.

A statégiánkat a π(t) = (β(t), γ(t)) mérhet® folyamat adja meg, mely adap-

tált Ft -hez, ahol Ft = σ{W (s), s ≤ t}. β(t) jelöli a kötvények mennyiségét,

γ(t) a részvényét. Ekkor az értékfolyamat:

Vπ(t) = β(t)B(t) + γ(t)S(t).
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Az opció ára de�níció szerint az a legkisebb kezdeti t®ke, C(T, fT ), mellyel a

befektet® fT t®két érhet el, ekkora kezdeti befektetéssel, úgy hogy

Vπ(t) ≥ 0, ∀t 0 6 t 6 T .

Ennek a modellnek az egyik legfontosabb, legismertebb eredménye a Black-

Scholes-Merton egyenlet:

C(T, (S(T )−K)+) = S(0)Φ(d1)−Ke−rTΦ(d2),

d1 =

log S(0)
K

+ T

(
r +

σ2

2

)
σ
√
T

,

d2 =

log S(0)
K

+ T

(
r − σ2

2

)
σ
√
T

,

Φ a standard normális eloszlás eloszlásfüggvénye.

Sajnos ez a modell nem feltétlen szolgáltat jó eredményt a való élet-

re alkalmazva. Törékeny az ugrásokra, és a farokeseményekre, ezenkívül

megköveteli a tranzakciók simaságát. Nem veszi �gyelembe a tranzakciós

költségeket, és a lejárat el®tt nincs osztalék ki�zetés. Továbbá feltesszük a

kockázatmentes kamat létezését.

Dolgozatom célja felülvizsgálni ezeket a hibákat, és megoldást találni rá-

juk. Egyik ilyen alternatíva lehet a modell leírásánál használatos Itô integrál

helyett a Stratonovich-féle integrál alkalmazása, ehhez [2] nyújtott segítséget.

Sok esetben javítást jelenthet a GARCH folyamatok vizsgálata, amivel [1] is

foglalkozik. Ezeken kív¶l a kvantum �zika is sok lehet®séget rejt magában

a modellünk javítására.[3] Ezeket az eseteket külön-külön megvizsgálom a

kés®bbiekben. A második fejezetben található de�níciók, tételek, levezetések

nagyrésze a pénzügyi folyamatok 2. el®adás alapján készült.
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Köszönettel tartozom témavezet®mnek, Pröhle Tamásnak, aki a témát

�gyelmembe ajánlotta, és a konzultációk alkalmával segítette a szakdolgozat

elkészülését.



2. fejezet

Az általános

Black-Scholes-Merton modell

2.1. B-S piac

Tekintsük a bevezet®ben de�niált kötvény-részvény piacot, tehát a részvényár

dinamikája:

dS(t) = S(t)(µdt+ σdW (t)), (2.1)

a kötvényfolyamatunk pedig:

dB(t) = rB(t)dt. (2.2)

Tehát a megoldások:

S(t) = S(0) exp

{
µt− σ2

2
t+ σW (t)

}
, (2.3)

B(t) = B(0)ert. (2.4)

Tekintsük a részvényár logaritmusát:

logS(t) = log S(0) +

(
µ− σ2

2

)
t+ σW (t). (2.5)

7
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Ekkor a sodrás µ−σ
2

2
(drift), a volatilitás pedig σ. Így a logaritmusra azt kap-

tuk, hogy sodródó Brown-mozgás, azaz S(t) egy geometriai Brown-mozgás,

ez is folytonos trajektóriájú, független növekmény¶, azonban lognormális el-

oszlású.

A π(t) = (β(t), γ(t)) mérhet® folyamat stratégia, ha Ft -hez adaptált,

ahol S(t) az el®bb leírt dinamikával adott, és Ft = σ{W (s), s ≤ t} a benne

szerepl® Wiener-folyamat által generált természetes �ltráció. A kötvények

mennyiségét jelöljük β(t)-vel, a részvényekét γ(t)-vel. Ekkor az értékfolya-

matunk:

Vπ(t) = β(t)B(t) + γ(t)S(t). (2.6)

Hogy értelmes legyen, feltesszük, hogy
T∫
0

| β(t) |2 dt és
T∫
0

| γ(t) |2 dt is véges

legyen majdnem mindenütt.

A π stratégia ön�nanszírozó, ha (β(t), γ(t)) kielégíti a következ®t:

dVπ(t) = β(t)dB(t) + γ(t)dS(t).

2.2. Martingálmérték

Legyen S̃(t) = e−rtS(t) a diszkontált részvényárfolyam, és Ṽ (t) = e−rtV (t)

a diszkontált értékfolyamat. Ekvivalens martingálmértékhez szeretnénk

jutni, így Girsanov tételét fogjuk használni.

Tétel (Girsanov): Legyen a(t) (0 < t < T ) mérhet®, adaptált folyamat,

melyre
T∫
0

a(t)dt <∞ majdnem mindenütt, és tegyük fel, hogy

Z(t) = exp

{
−1

2

t∫
0

a2(s)ds−
t∫

0

a(s)dW (s)

}
folyamat FWt -martingál a P mér-

ték szerint. Továbbá legyenQa egy új mérték, melyre dQa(ω) = Z(t, ω)dP (ω).

Ekkor Z(t) s¶r¶ségfüggvény, és W̃ (t) = W (t) +
t∫

0

a(s)ds standard Wiener-

folyamat a Qa mérték szerint. �
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Nézzük az S̃(t) = e−rtS(t) diszkontált részvényárfolyamatot:

dS̃(t) = −re−rtS(t)dt+ e−rtdS(t) = −rS̃(t) + e−rtS(t)(µdt+ σdW (t)) =

= S̃(t)((µ− r)dt+ σdW (t)).

Alkalmazzuk a Girsanov tételt a(t) =
µ− r
σ

-val. Eszerint van olyan Qµ

P -vel ekvivalens mérték, melyre

dQµ = exp

−
T∫

0

µ− r
σ

dW (t)− 1

2

T∫
0

(
µ− r
σ

)2

dt)

 dP =

= exp

{
−µ− r

σ
W (T )− 1

2

(
µ− r
σ

)2

T

}
dP.

Qµ szerint a Wµ(t) =
µ− r
σ

t + W (t) folyamat standard Wiener-folyamat.

Ebb®l következik, hogy Qµ szerint dS̃(t) = S̃(t)σdWµ(t), azaz S̃ Wiener-

folyamat szerinti integrál, amir®l tudjuk, hogy lokális martingál, így pedig

Qµ martingál mérték ebben az értelemben. Továbbá

S̃(t) = S(0) exp

{
σWµ(t)− σ2t

2

}
. (2.7)
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Tekintsük a π ön�nanszírozó stratégiát. Értékfolyamata:

V (t) = V (0) +

t∫
0

β(s)dB(s) +

t∫
0

γ(s)dS(s) = V (0) + r

t∫
0

β(s)B(s)ds+

+µ

t∫
0

γ(s)S(s)ds+ σ

t∫
0

γ(s)S(s)dW (s) = V (0) + r

t∫
0

β(s)B(s)ds+

+r

t∫
0

γ(s)S(s)ds+ (µ− r)
t∫

0

γ(s)S(s)ds+

t∫
0

γ(s)S(s)σdW (s) =

= V (0) + r

t∫
0

V (s)ds+

t∫
0

γ(s)S(s)σ

(
µ− r
σ

ds+ dW (s)

)
=

= V (0) + r

t∫
0

V (s)ds+

t∫
0

γ(s)S(s)σdWµ(s).

Tehát

dV (t) = rV (t)dt+ γ(t)S(t)σdWµ(t). (2.8)

Tekintsük a diszkontált értékfolyamatot:

dṼ (t) = −rB−1(0)e−rtV (t)dt+B−1(0)e−rtdV (t) =

−rB−1(0)e−rtV (t)dt+ rB−1(0)e−rtV (t)dt︸ ︷︷ ︸
=0

+B−1(0)e−rtγ(t)S(t)σdWµ(t),

tehát dṼ (t) = γ(t)
S(t)

B(t)
σdWµ(t) = γ(t)S̃(t)σdWµ(t). Ebb®l Ṽ (t) − V (0) lo-

kális martingál, mert Wiener-folyamat szerinti integrál.

De�níció: Azt mondjuk, hogy π hedge stratégia, ha ön�nanszírozó, és

Ṽπ(t) ≥ 0 (jele: π ∈ SF (0)).

Állítás: Ha π ∈ SF , akkor Ṽ (t) lokális martingál, továbbá ha π ∈ SF (0),

akkor Ṽ (t) nemnegatív szupermartingál.

Bizonyítás: Egy jó lokalizáló sorozat a
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Tn = inf

{
t ≥ 0 :

t∫
0

(γ(s)S̃(s)σ)2ds ≥ n

}
. A lokális martingál tulajdonság

miatt s < t esetén: Eµ(Ṽ (Tn∧t) | Fs) = Ṽ (Tn∧s). Továbbá a Fatou-lemmát

alkalmazva: Eµ(lim inf Ṽ (Tn∧t) | Fs) ≤ lim inf Ṽ (Tn∧s). A lokalizálás miatt

lim inf Ṽ (Tn ∧ t) = lim Ṽ (Tn ∧ t) = Ṽ (t). Innen Eµ(Ṽ (t) | Fs) ≤ Ṽ (s), ezért

Ṽ (t) szupermartingál. �

2.3. Opciók árazása

De�níció: Az fT európai opció ára az a legkisebb kezdeti t®ke, C(T, fT ),

amellyel a befektet® fT t®két érhet el C(T, fT ) kezdeti befektetésb®l SF (0)-

beli stratégiával.

Tétel (martingálreprezentáció): Legyen X(t) = X0 +
t∫

0

a(s,X(s))ds +

t∫
0

b(s,X(s))dW (s), az X folyamat által generált �ltráció FXt , N(t) pedig

négyzetesen integrálható martingál FXt szerint. Ekkor létezik γ(t) FXt el®re-

látható folyamat, hogy N(t) =
t∫

0

γ(s)dX(s). �

Nézzük a következ® martingált: N(t) = Eµ(e−rTfT | Ft), ahol 0 ≤ t ≤ T .

A tétel szerint létezik olyan b(s) el®relátható folyamat, hogy

E
T∫
0

b2(s)ds <∞, és N(t) = N0 +
t∫

0

b(s)dWµ(s) majdnem mindenütt. Nézzük

a következ® stratégiát:

γ(t) =
b(t)B(t)

σS(t)
,

β(t) = N(t)− b(t)

σ
.

Tétel: (β(t), γ(t)) ön�nanszírozó, és N(t) = Ṽπ(t).
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Bizonyítás: De�níció szerint:

V (t) = β(t)B(t) + γ(t)S(t) =

(
N(t)− b(t)

σ

)
B(t) +

(
b(t)B(t)

σS(t)

)
S(t) =

= N(t)B(t),

innen N(t) =
V (t)

B(t)
= Ṽπ(t).

Kell még, hogy ön�nanszírozó stratégia. Az adaptáltság következik a mar-

tingálreprezentációból. Ön�nanszírozó:

dV (t) = N(t)dB(t) +B(t)dN(t) = N(t)dB(t) = N(t)dB(t)+

+B(t)b(t)dWµ(t) =

(
N(t)− b(t)

σ

)
dB(t) +

b(t)

σ
dB(t) +B(t)b(t)dWµ(t) =

= β(t)dB(t) +
B(t)b(t)

σ
(rdt+ σdWµ(t)) = β(t)dB(t) + γ(t)dS(t). �

Legyen S(r)(t) megoldása a dS(r)(t) = S(r)(t)(rdt + σdWµ(t)) egyen-

letnek. Így S(r)(t) = S(r)(0) exp

{(
r − σ2

2

)
t+ σW (t)

}
. Ekkor S(t) ∼

S(r)(t) eloszlásban, és így fT (S(T )) = fT (S(r)(T )) eloszlásban, innen pedig

Eµ(e−rTfT (S(T ))) = E(e−rTfT (S(r)(T ))) (a jobboldalon P szerint vesszük a

várható értéket, ami viszont így független µ-t®l). Tehát S Qµ szerinti, és S(r)

P szerinti eloszlása megegyezik. Így az el®z®ek alapján

V (t) = E(e−r(T−t)f(S(r)(T )) | Ft).

Az opció ára V (0) = E(e−rTf(S(r)(T ))). Így E(f(S(r)(T ) | (S(r)(t) = s)-re

vagyunk kíváncsiak. Tudjuk, hogy

S(r)(T )

S(r)(t)
= exp

{(
r − σ2

2

)
(T − t) + σ(W (T )−W (t))

}
.

Innen E(f(S(r)(T )) | S(r)(t) = s) = Ef(seX), ahol X eloszlása az el®z®ekb®l(
r − σ2

2

)
(T − t)+σ(W (T )−W (t)) feltételes eloszlásával egyenl® (a feltétel:

S(r)(t) = s).
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Ha F (T−t, s) =
1√
2π

∞∫
−∞

f

(
s exp

{(
r − σ2

2

)
(T − t) + σ

√
T − ty

})
e

−y2

2 dy,

akkor Ef(seX) = F (T − t, s), tehát

E(f(S(r)(T )) | S(r)(t)) = F (T − t, S(r)(t)) =
V (t)

e−r(T−t)
= Ṽ (t)erT .

Az kellett, hogy S(r)(t) Markov-folyamat, mert akkor mindegy, hogy a fel-

tétel S(r)(t), vagy Ft. Ehhez pedig elég annyi, hogy kielégít egy di�úziós

egyenletet.

Következésképp dṼ (t) = e−rTdF (T − t, ertS̃(r)(t)) = e−rTdG(t, S̃(r)(t)),

ahol G(t, s) = F (T − t, erts).

Itô-formula: Legyen dX(t) = a(t,X(t))dt+ b(t,X(t))dW (t).

Ekkor

df(t,X(t)) = {ft(t,X(t)) + fx(t,X(t))a(t,X(t))+

+
1

2
fxx(t,X(t))b2(t,X(t))}dt+ fx(t,X(t))b(t,X(t))dW (t). �

Alkalmazzuk az Itô-formulát G-re. Azt kapjuk, hogy

dṼ (t) = e−rT
(
∂G

∂s
(t, S̃(r)(t))

)
dS̃(r)(t) +

(
∂G

∂t
+

1

2

∂2G

∂s2
σ2S̃(r)(t)2

)
dt =

= e−rT
(
∂G

∂s
σS̃(r)(t)dW (t) +

(
∂G

∂t
+

1

2

∂2G

∂s2
σ2S̃(r)(t)2

)
dt

)
.

A bal oldal martingál, a jobboldal pedig szemimartingál (X szemimartingál,

ha adaptált, és el®áll, mint egy martingál, és egy korlátos változású folyamat

összege), így a dt-s tag 0 együtthatójú. Ezért

dṼ (t) = e−rT
∂G

∂s
(t, S̃(r)(t))σS̃(r)(t)dW (t).

Másrészt, mivel ön�nanszírozó dṼ (t) = γ(t)σS̃(r)(t)dW (t).

Tehát

γ(t) = e−rT
∂G

∂s
(t, S(r)(t)), (2.9)
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azaz átírva γ(t) = e−r(T−t)
∂F

∂s
(T − t, S(r)(t)).

Mivel β(t) = (V (t) − γ(t)S(r)(t))e−rt, és V (t) = e−r(T−t)F (T − t, S(r)(t)),

kapjuk, hogy

β(t) = e−rT (F (T − t, S(r)(t))− S(r)(t)
∂F

∂s
(T − t, S(r)(t))). (2.10)

Így megkaptuk a minimális hedge által adott stratégiát, és értékfolyamatot.

Azt már láttuk, hogy az értékfolyamat nem a teljes múlttól, csak S(r)(t)-

t®l függ, így felírható V (t) = v(t, S̃(r)(t)) alakban. Innen diszkontáltjára:

dṼ (t) = d(e−rtv(t, S(r)(t))) = e−rtdv(t, S(r)(t))− re−rtv(t, S(r)(t))dt =

= e−rt
(
∂

∂t
v(t, S(r)(t)) +

∂

∂s
v(t, S(r)(t))rS(r) +

1

2

∂2

∂s2
v(t, S(r)(t))σ2S(r)2(t)

)
dt+

+e−rt
(
∂

∂s
v(t, S(r)(t))σS(r)(t)dW (t)− rv(t, S(r)(t))dt

)
.

A baloldal martingál, a jobboldalon pedig a Doob-Meyer felbontás egy-

értelm¶sége miatt a dt-s tag együtthatója 0 (∀s). Legyen v(t, s) = v, ezzel

kapjuk, hogy

∂

∂t
v + rs

∂

∂s
v +

σ2

2
s2 ∂

2

∂s2
v − rv = 0. (2.11)

Ez a Black-Scholes-féle parciális di�erenciálegyenlet, melynek végfel-

tétele v(T, s) = f(s), így már egyértelm¶ a megoldás, ami az értékfolyamat.

Tétel (Black-Scholes) C(T, (S(T )−K)+) = S(0)Φ(d1)−Ke−rTΦ(d2),

ahol Φ a standard normális eloszlás eloszlásfüggvénye, és

d1 =

log S(0)
K

+ T

(
r +

σ2

2

)
σ
√
T

d2 =

log S(0)
K

+ T

(
r − σ2

2

)
σ
√
T

= d1 − σ
√
T .



2. FEJEZET. AZ ÁLTALÁNOS BLACK-SCHOLES-MERTONMODELL15

Bizonyítás:

F (t, s) =
1√
2π

∞∫
−∞

f

(
s exp

{(
r − σ2

2

)
t+ σ

√
ty

})
e

−y2

2 dy,

ahol most f = (s−K)+. Innen

F (t, s) =
1√
2π

∞∫
z

(
s exp

{
σ
√
ty +

(
r − σ2

2

)
t

}
−K

)
e

−y2

2 dy,

ahol z-t a K = s exp

{
σ
√
tz +

(
r − σ2

2

)
t

}
egyenletb®l kapjuk, így

z =

log
(
K
s

)
−
(
r − σ2

2

)
t

σ
√
t

. Átalakítva

F (t, s) =
erts√

2π

∞∫
z

exp

{
σ
√
ty − σ2t

2
− y2

2

}
︸ ︷︷ ︸
=−1

2
(y−σ

√
t)2,amiN(0,σ

√
t)

dy −K(1− Φ(z)) =

=
erts√

2π

∞∫
z−σ
√
t

e

−y2

2 dy −K(1− Φ(z)) = erts(1− Φ(z − σ
√
t))−K(1− Φ(z)).

Alkalmazzuk T = t-re

C(T, (S(T )−K)+) = e−rTF (T, S(0)) = S(0)(1− Φ(z − σ
√
T ))−

−e−rTK(1− Φ(z)) = S(0)Φ(σ
√
T − z)− e−rTKΦ(−z).

Itt pedig σ
√
T − z = d1, és z = d2, így készen vagyunk. �

Látható, hogy a call opció ára öt faktortól függ: a részvény árától (S(0)),

lejárati idejét®l (T ), beváltási árától (K), a kockázatmentes kamatlábtól (r),

és a volatilitástól (σ). K és T rögzített az opció szerz®désében, S(t) és r meg-

�gyelhet® a többi pénzügyi piacon. σ pedig becsülhet® a múltból. Figyeljük
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meg, hogy az opció ára nem függ a driftt®l ( µ). Tehát azt megtudtuk, hogy

melyek azok a paraméterek melyek befolyással vannak az ár kialakulására, a

kérdés hogy mennyire, és hogyan.

2.4. "Greeks"

Az opció árakat jól jellemz® mennyiségek, a "görögök"-nek nevezett mutatók.

Ezek az opció árának az érzékenységét mérik az egyes paraméterekre, azaz,

hogy hogyan változik az opció ára valamely paraméterének változtatásával.

Az els® ilyen mutató, a delta, azt méri, mennyit változik az opció értéke,

a részvény elmozdulása esetén. Azaz

∆ =
∂C

∂s
(s = S0). (2.12)

A delta 0 és 1 között van call opció esetén (long call), illetve -1 és 0 között

put opcióra (long put).

Ebb®l származtatható másik "görög", a gamma jelöli azt, hogy a részvény

elmozdulása esetén, mennyit változik az opció deltája. Azaz

Γ =
∂∆

∂s
=
∂2C

∂s2
. (2.13)

Vega mutatja, hogy a volatilitás százalékos változása, mekkora változást

idéz el® az opcióárban.

Λ =
∂C

∂σ
. (2.14)

(Néha úgy de�niálják, hogy ezt még 100-zal elosztják, hogy a százalékot

mutassa.)

Theta jelzi az opció id®értékét, azaz mennyire érzékeny az ár az id® mú-

lására.

Θ =
∂C

∂t
. (2.15)
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Ezt általában még 365-tel elosztják, hogy napokra legyen az id® bontva. Ha

Θ > 0, akkor az opció értéke n® id®ben. Ha Θ < 0, akkor pedig csökken a

lejárat felé közeledve.

Az utols® "greek" a rhó, a kockázatmentes kamatlábra való érzékenységet

fejezi ki.

ρ =
∂C

∂r
. (2.16)

Ezt is hasonlóan a vegához 100-zal le szokás osztani.

Szemléltetésképpen egy táblázatban összefoglalom a Black-Scholes mo-

dellb®l számolható "greek"-eket, majd ábrákon is látható a különböz® "gö-

rögök" viselkedése, felülete. [6] [7]

Call opció

delta e−qτΦ(d1)

gamma e−qτ
Φ(d1)

Sσ
√
τ

rho Kτe−rτΦ(d2)

theta −eqτ Sφ(d1)σ

2
√
τ
− rKe−rτΦ(d2) + qSe−qτΦ(d1)

vega Se−qτΦ(d1)
√
τ = Ke−rτΦ(d2)

√
τ

2.1. táblázat. A call opciók "greek"-ei a Black-Scholes árra vonatkozóan

Put opció

delta −e−qτΦ(−d1)

gamma e−qτ
Φ(d1)

Sσ
√
τ

rho −Kτe−rτΦ(−d2)

theta −eqτ Sφ(d1)σ

2
√
τ

+ rKe−rτΦ(−d2)− qSe−qτΦ(−d1)

vega Se−qτΦ(d1)
√
τ = Ke−rτΦ(d2)

√
τ

2.2. táblázat. A put opciók "greek"-ei a Black-Scholes árra vonatkozóan
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2.1. ábra. A call opció deltájának ábrája. A 2 alsó vízszintes tengelyen

a részvény ára, és a lejárati ideje áll, K = 25.

2.2. ábra.A call opció gammájának ábrája. A 2 alsó vízszintes tengelyen

a részvény ára, és a lejárati ideje áll, K = 25.
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2.3. ábra. A call opció vegájának ábrája. A 2 alsó vízszintes tengelyen a

részvény ára, és a lejárati ideje áll, K = 25.

2.4. ábra. A call opció thetájának ábrája. A 2 alsó vízszintes tengelyen

a részvény ára, és a lejárati ideje áll, K = 25.
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2.5. ábra. A call opció rhójának ábrája. A 2 alsó vízszintes tengelyen a

részvény ára, és a lejárati ideje áll, K = 25.



3. fejezet

GARCH folyamatok

3.1. GARCH(p,q)

Ahogy az el®z® fejezetben láttuk, a vizsgált Black-Scholes egyenlet feltéte-

lezi a konstans volatilitást. Ez azonban nem tartható, mert a valóságban

állandóan változik, így talán ez a legnagyobb hibája a modellnek. Többféle

módon megkísérelhet® a konstans volatilitás kiküszöbölése.

Egyik ilyen módszer többek között Cox, Ross, Rubinstein nevéhez f¶z®-

dik. Itt azt tesszük fel, hogy a volatilitás a részvényár függvénye, tehát:

dSt = St(σS(St)dW (t) + µdt).

Ezzel az esettel most nem foglalkozunk.

Egy másik lehetséges megközelítése a nemkonstans volatilitásnak, mikor a

volatilitás is egy önálló di�úzió, tehát egy másik Brown-mozgás hajtja meg,

mint a részvényár-folyamatát. Ez többek között Hull, és White nevéhez

köthet®. Így írható fel:

dSt = St(σtdW (t) + µ(St, σt, t)dt)

dVt = Vt(δ(σt, t)dBt + γ(σt, t)dt),

21
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ahol Vt = σ2
t , és Bt, Wt Wiener-folyamatok.

Ha azt nézzük, hogy a meg�gyelések azt mutatják, hogy a volatilitás

klaszterekben alakul ki, azaz vannak nagyobb volatilitással rendelkez® pe-

riodusok, és ezeket alacsonyabb volatilitással bíró szakaszok követik, akkor

kézenfekv® (G)ARCH ((generalized) autoregressive conditional heteroscedas-

ticity) modelleket használni, hogy a viselkedésük kifejezzük, mert azokra is

jellemz® a klaszterez®dés. Ezt az alternatívát fogom ebben a fejezetben ala-

posabban megvizsgálni. GARCH esetben az opció ára a kockázati prémium

funkcionálja, be van ágyazva a szóbanforgó eszközbe. Másrészt az opció-

árazási formula nem Markov ebben az esetben (az egyetlen GARCH, ami

Markov-folyamat az ARCH(1), azaz GARCH(0,1), de jólismert, hogy be-

ágyazhatók Markovba). Ez ellentétben van az általános elmélettel, miszerint

az eszközünk értéke di�úziós folyamat, így Markov. Másik sajátosssága a

GARCH folyamatokkal való számolásnak, hogy az adatok vastagabb farkú

eloszlást generálnak, ami jobban egybevág a meg�gyelésekkel. Azaz két utat

lehetne választani a folytonos idej¶ sztochasztikus volatilitást, vagy a diszkrét

idej¶ GARCH folyamatokat, én az utóbbit tekintem, hiszen a meg�gyelések

is diszkrét id®pillanatokban történnek.

Akkor most nézzük, hogyan is épül fel egy (G)ARCH folyamat. A lényeges

sajátosságuk, hogy szórásuk az id®vel változik. Legyen Zt, t ∈ Z független,

azonos eloszlású valószín¶ségi változó sorozat, 0 várható értékkel, 1 szórással.

Tekintsük azt az Xt folyamatot, mely a következ® alakú:

Xt = σtZt, t ∈ Z, (3.1)

ahol σt a volatilitás, ami a folyamat múltját mutatja t − 1-ig (azaz Ft−1

mérhet®). Ekkor az Xt lesz az ARCH/GARCH folyamat. Zt-r®l feltesszük,

hogy független Ft−1-t®l, ahol Ft az {Xs, s ≤ t − 1} által generált �ltráció.

Tehát a volatilitás a feltételes szórása a folyamatunknak.
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Xt ARCH(p) folyamat, ha minden t-re:

σ2
t = α0 +

p∑
j=1

αjX
2
t−j, αj > 0. (3.2)

Xt GARCH(p,q) folyamat, ha minden t-re:

σ2
t = α0 +

p∑
j=1

αjX
2
t−j +

q∑
k=1

βkσ
2
t−k, αj, βk > 0. (3.3)

A GARCH(p,q) stacionárius, véges szórással, ha
∑p

j=1 αj +
∑q

k=1 βk < 1.

A folyamatunk korrelálatlan fehér zaj, mert az autokovarianciára:

cov(Xt, Xt+h) = E(σt+hZt+hσtZt) = 0. Azonban a folyamat négyzete, illetve

abszolútértéke korrelált. Például egy GARCH(1,1) folyamat, olyan mint egy

ARMA(1,1) modell X2
t -re.

3.2. Heston-Nandi-féle opcióárazás

Nézzük a GARCH modellezés segítségével, hogyan épül fel a jelenlegi model-

lünk!

log(S(t)) = log(S(t−∆)) + r + λσ2(t) + σ(t)Z(t), (3.4)

σ2(t) = ω +

p∑
i=1

βiσ
2(t− i∆) +

q∑
i=1

αi(Z(t− i∆)− γiσ(t− i∆))2, (3.5)

ahol r a ∆ nagyságú intervallum kamatlába, Z(t) standard normális eloszlású

valószín¶ségi változó, σ pedig a feltételes szórása a hozam logaritmusának

t − ∆ és t között. Ha αi 0-hoz tart, akkor egy autoregresszív mozgóátlag

folyamathoz közelít a logaritmusár. Ha αi és βi 0-hoz tart, akkor pedig a

Black-Scholes modellt kapjuk, diszkrét meg�gyelésekre.
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Átrendezve kapjuk (GARCH(1,1) eset), hogy

σ2(t+ ∆) = ω + β1σ
2(t)+

+ α1
(log(S(t))− log(S(t−∆))− r − λσ2(t)− γ1σ

2(t))2

σ2(t)
. (3.6)

A γ1 paraméter adja a sokkok asszimmetriáját, egy nagy pozitív sokk más

hatással van a szórásra, mint egy nagy negatív sokk. Ha γ1 pozitív, ak-

kor negatívan korrelált a részvényhozam és a szórás (egybevág a "leverage

e�ect"-tel). Tehát γ1 határozza meg az asszimetriáját, ferdeségét a hozam

logaritmusok eloszlásának, így ha 0-val egyenl®, akkor szimmetrikus az elosz-

lás.

Ezenfelül tudjuk, hogy a részvényár feltételesen lognormális eloszlású. Fel

kell tenni az el®z®eken felül még, hogy a call opció értéke a lejárat el®tt a

Black-Scholes-Rubinstein formulát követi.

A kockázatsemleges folyamat ugyanolyan alakú GARCH, mint a fenti,

csak a λ helyett -1/2 áll, és γ∗1 = γ1 + λ+ 1/2 ([1] alapján). Legyen f(x) a

feltételes generátorfüggvénye az eszközünk árának, azaz

f(x) = Et(S(T )x). (3.7)

Másképpen a logS(T ) momentumgeneráló függvénye.

Tétel: A generátorfüggvény a következ® alakú:

f(x) = S(t)x·

· exp{A(t, T, x) +

p∑
i=1

Bi(t, T, x)σ2(t+ 2∆− i∆)+

+

q−1∑
i=1

Ci(t, T, x)(Z(t+ ∆− i∆)− γiσ(t+ ∆− i∆))2},
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ahol (p = q = 1 esetén)

A(t, T, x) = A(t+ ∆, T, x) + xr +B1(t+ ∆, T, x)ω−

−1

2
ln(1− 2α1B1(t+ ∆, T, x)),

B1(t, T, x) = x(λ+ γ1)− 1

2
γ2

1 + β1B1(t+ ∆, T, x) +
1
2
(x− γ1)2

1− 2α1B1(t+ ∆, T, x)
,

és a határ feltevés miatt:

A(t−∆, T, x) = xr,

B1(t−∆, T, x) = λx+
1

2
x2

Bizonyítás (vázlat): Legyen f(t, T, x) a feltételes generátor függvénye S(T )-

nek, azaz ha logS(t) = Y (t), akkor a momentumgeneráló függvénye Y (T )-

nek. Azaz

f(t, T, x) = Et[exp(xY (T ))].

Az ötlet, hogy keressük a momentumgeneráló függvényt ilyen alakban:

f(t, T, x) = exp{xY (t)A(t, T, x) +

p∑
i=1

Bi(t, T, x)σ2(t+ 2∆− i∆)+

+

q−1∑
i=1

Ci(t, T, x)(Z(t+ ∆− i∆)− γiσ(t+ ∆− i∆))2}.

A T −∆ id®pillanatban való feltételes normalitásból:

Bi(T −∆, T, x) = Ci−1(T −∆, T, x) = 0, ha i > 1.

Iteráljuk az eljárást, így kapjuk, hogy:

f(t, T, x) = Et[f(t+ ∆, T, x)] = exp{xY (t+ ∆)A(t+ ∆, T, x)+

+

p∑
i=1

Bi(t+ ∆, T, x)σ2(t+ 3∆− i∆)+

+

q−1∑
i=1

Ci(t+ ∆, T, x)(Z(t+ 2∆− i∆)− γiσ(t+ 2∆− i∆))2}.
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Ebbe kell behelyettesíteni az Y (t) = logS(t) helyére, ami adva van logS(t)

dinamikájára. Innen kapjuk átalakításokkal az állítást.�

Tétel: A részvényár logaritmusának karakterisztikus függvénye f(ix), és

ekkor

E(max(S(T )−K, 0)) =

= f(1)

(
1

2
+

1

π

∫ ∞
0

<
(
K−ixf(ix+ 1)

ixf(1)

)
dx

)
−

−K
(

1

2
+

1

π

∫ ∞
0

<
(
K−ixf(ix)

ix

)
dx

)
.

Bizonyítás (vázlat): Legyen p(y) a valószín¶ség s¶r¶ség. Ennek segítségével

de�niáljunk egy módosított valószín¶ség s¶r¶séget: p∗(y) = exp yp(y)/f(1).

p∗(y) momentumgeneráló függvénye:∫ ∞
−∞

exp(xy)p∗(y)dy =
1

f(1)

∫ ∞
−∞

exp((x+ 1)y)p(y)dy =
f(x+ 1)

f(1)
.

Tehát a call opció ára a következ® alakú:

E[max(ey −K)] =

∫ ∞
ln(K)

exp(y)p(y)dy −K
∫ ∞

ln(K)

p(y)dy =

= f(1)

∫ ∞
ln(K)

p∗(y)dy −K
∫ ∞

ln(K)

p(y)dy.

Még azt kell felhasználni, hogy igaz az alábbi összefüggés (Feller 1966, Ken-

dall és Stuart 1977), amivel visszanyerhetjük a karakterisztikus függvényb®l

a "jobboldalt".∫ ∞
ln(K)

p(y)dy =
1

2
+

1

π

∫ ∞
0

<
(
eix ln(K)f(ix)

ix

)
dx.

Ezt felírva p(y)-ra és p∗(y)-ra is, majd behelyettesítve E[max(ey−K)] kapott

felírásába, készen vagyunk. �
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Tétel: Az európai opció ára t-ben (T lejárattal) a következ®:

C = e−r(T−t)E∗t (max(S(T )−K, 0) =

=
1

2
S(t) +

e−r(T−t)

π

∫ ∞
0

<
(
K−ixf ∗(ix+ 1)

ix

)
dx−

−Ke−r(T−t)
(

1

2
+

1

π

∫ ∞
0

<
(
K−ixf ∗(ix)

ix

)
dx

)
,

ahol f ∗(x) a kockázatsemleges folyamat generátorfüggvénye. �

Tehát megkaptuk a Heston és Nandi módszerével készített opcióárazási

formulát. A Black-Scholes modellb®l kapottal ellentétben, itt az opció ára

csak az S(t) jelenlegi részvényártól, és a feltételes szórástól, σ2(t + ∆)-tól

függ. Ellentétben a sztochasztikus modellekkel, a volatilitásokat nem kell

becsülni, mert a diszkrét meg�gyelésekb®l megkapjuk.

3.3. A kétféle opcióár összehasonlítása

Megnézzük mennyire térnek el valós adatok feldolgozásakor a Black-Scholes

modellb®l és a Heston-Nandi-féle opcióárazással kapott modellt®l eredmé-

nyeink. Az adataink napi árfolyamok, 1999-t®l 2010 május elejéig, a JPY,

CAD, GBP, AUD valuták árfolyamaira. 1

Külön-külön szerepel a táblázatban a Black-Scholes-ból kapott call opció

ára, deltája, gammája, majd ugyanezen mennyiségek a Heston-Nandi-féle

számítással, végül pedig ezen mutatók put opcióra is. Látjuk, hogy teljesen

hasonló értékek jöttek ki a kétféle opcióárazással, de a GARCH esetben min-

dig alacsonyabb árakat kaptunk. Az elemzés, modellezés mindkét esetben az

R (2.9) nev¶ programmal lett készítve. Az árfolyamadatok feldolgozásakor

a növekmények hányadosának logaritmusa szerepel, ez tette legstabilabbá az

1Az adatok a http://www.ecb.int/stats/exchange/eurofxref/html/index.en.html oldal-

ról lettek letöltve. Ez a webcím a szakdolgozat leadásakor még megtalálható volt.
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adataink. A további elemzést (a táblázat további sorait) pedig az adatok lép-

tetésének segítségével nyerjük (a lépésköz 50), majd ismételjük a léptetések.

Ezt az eljárást külön-külön alkalmaztam a különböz® árfolyamok id®soraira.

Látható, hogy a különböz® id®sorok hasonlóan reagáltak az eljárásra.

Ha megnézzük, hogy a gammák, és delták értékei mit adnak, azt �gyel-

hetjük meg, hogy itt még kisebbek az eltérések, ha egyáltalán vannak. Az

eltérések a gamma, és delta esetén is csak 10−3 nagyságrend¶ek a Black-

Scholes eset, és Heston-Nandi módszere között.
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3.1. ábra. JPY árfolyamára a Black-Scholes és Heston-Nandi-féle

eredmények összehasonlítása. A kétféle módszer eredményei a call és put opciók

árára, illetve külön-külön a kapott gammák, és delták.
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3.2. ábra. JPY árfolyamára a Black-Scholes és Heston-Nandi-féle

eredmények összehasonlító táblázatának folytatása. A kétféle módszer

eredményei a call és put opciók árára, illetve külön-külön a kapott gammák, és delták.
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3.3. ábra. GBP árfolyamára a Black-Scholes és Heston-Nandi-féle

eredmények összehasonlítása. A kétféle módszer eredményei a call és put opciók

árára, illetve külön-külön a kapott gammák, és delták.
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3.4. ábra. GBP árfolyamára a Black-Scholes és Heston-Nandi-féle

eredmények összehasonlító táblázatának folytatása. A kétféle módszer

eredményei a call és put opciók árára, illetve külön-külön a kapott gammák, és delták.
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3.5. ábra. AUD árfolyamára a Black-Scholes és Heston-Nandi-féle

eredmények összehasonlítása. A kétféle módszer eredményei a call és put opciók

árára, illetve külön-külön a kapott gammák, és delták.



3. FEJEZET. GARCH FOLYAMATOK 34

7,
04

0
0,
69

9
0,
03

3
7,
03

3
0,
70

0
0,
03

3
2,
16

3
-0
,3
01

0,
03

3
2,
15

6
-0
,3
00

0,
03

3
7,
04

1
0,
69

9
0,
03

3
7,
03

3
0,
70

0
0,
03

3
2,
16

4
-0
,3
01

0,
03

3
2,
15

6
-0
,3
00

0,
03

3
7,
05

6
0,
69

8
0,
03

2
7,
04

8
0,
70

0
0,
03

3
2,
17

9
-0
,3
02

0,
03

2
2,
17

1
-0
,3
00

0,
03

3
7,
04

1
0,
69

9
0,
03

3
7,
03

4
0,
70

0
0,
03

3
2,
16

4
-0
,3
01

0,
03

3
2,
15

7
-0
,3
00

0,
03

3
7,
04

0
0,
69

9
0,
03

3
7,
03

3
0,
70

0
0,
03

3
2,
16

3
-0
,3
01

0,
03

3
2,
15

6
-0
,3
00

0,
03

3
7,
04

4
0,
69

9
0,
03

3
7,
03

6
0,
70

0
0,
03

3
2,
16

7
-0
,3
01

0,
03

3
2,
15

9
-0
,3
00

0,
03

3
7,
04

9
0,
69

9
0,
03

3
7,
04

2
0,
70

0
0,
03

3
2,
17

2
-0
,3
01

0,
03

3
2,
16

5
-0
,3
00

0,
03

3
7,
05

6
0,
69

8
0,
03

2
7,
04

8
0,
70

0
0,
03

3
2,
17

8
-0
,3
02

0,
03

2
2,
17

1
-0
,3
00

0,
03

3
7,
04

2
0,
69

9
0,
03

3
7,
03

5
0,
70

0
0,
03

3
2,
16

5
-0
,3
01

0,
03

3
2,
15

8
-0
,3
00

0,
03

3
7,
05

1
0,
69

9
0,
03

3
7,
04

4
0,
70

0
0,
03

3
2,
17

4
-0
,3
01

0,
03

3
2,
16

7
-0
,3
00

0,
03

3
7,
04

9
0,
69

9
0,
03

3
7,
04

2
0,
70

0
0,
03

3
2,
17

2
-0
,3
01

0,
03

3
2,
16

5
-0
,3
00

0,
03

3
7,
07

5
0,
69

8
0,
03

2
7,
06

8
0,
69

9
0,
03

3
2,
19

8
-0
,3
02

0,
03

2
2,
19

1
-0
,3
01

0,
03

3
7,
04

9
0,
69

9
0,
03

3
7,
04

2
0,
70

0
0,
03

3
2,
17

2
-0
,3
01

0,
03

3
2,
16

5
-0
,3
00

0,
03

3
7,
05

5
0,
69

8
0,
03

3
7,
04

8
0,
70

0
0,
03

3
2,
17

8
-0
,3
02

0,
03

3
2,
17

0
-0
,3
00

0,
03

3
7,
04

4
0,
69

9
0,
03

3
7,
03

7
0,
70

0
0,
03

3
2,
16

7
-0
,3
01

0,
03

3
2,
16

0
-0
,3
00

0,
03

3
7,
04

7
0,
69

9
0,
03

3
7,
03

9
0,
70

0
0,
03

3
2,
17

0
-0
,3
01

0,
03

3
2,
16

2
-0
,3
00

0,
03

3
7,
04

7
0,
69

9
0,
03

3
7,
04

0
0,
70

0
0,
03

3
2,
17

0
-0
,3
01

0,
03

3
2,
16

3
-0
,3
00

0,
03

3
7,
05

5
0,
69

8
0,
03

3
7,
04

8
0,
70

0
0,
03

3
2,
17

8
-0
,3
02

0,
03

3
2,
17

0
-0
,3
00

0,
03

3
7,
06

0
0,
69

8
0,
03

2
7,
05

3
0,
70

0
0,
03

3
2,
18

3
-0
,3
02

0,
03

2
2,
17

6
-0
,3
00

0,
03

3
7,
05

3
0,
69

8
0,
03

3
7,
04

6
0,
70

0
0,
03

3
2,
17

6
-0
,3
02

0,
03

3
2,
16

9
-0
,3
00

0,
03

3
7,
04

9
0,
69

9
0,
03

3
7,
04

2
0,
70

0
0,
03

3
2,
17

2
-0
,3
01

0,
03

3
2,
16

4
-0
,3
00

0,
03

3
7,
05

4
0,
69

8
0,
03

3
7,
04

6
0,
70

0
0,
03

3
2,
17

7
-0
,3
02

0,
03

3
2,
16

9
-0
,3
00

0,
03

3
7,
05

1
0,
69

9
0,
03

3
7,
04

4
0,
70

0
0,
03

3
2,
17

4
-0
,3
01

0,
03

3
2,
16

7
-0
,3
00

0,
03

3
7,
05

3
0,
69

9
0,
03

3
7,
04

6
0,
70

0
0,
03

3
2,
17

6
-0
,3
01

0,
03

3
2,
16

9
-0
,3
00

0,
03

3
7,
05

0
0,
69

9
0,
03

3
7,
04

3
0,
70

0
0,
03

3
2,
17

3
-0
,3
01

0,
03

3
2,
16

6
-0
,3
00

0,
03

3
7,
06

8
0,
69

8
0,
03

2
7,
06

0
0,
69

9
0,
03

3
2,
19

1
-0
,3
02

0,
03

2
2,
18

3
-0
,3
01

0,
03

3

3.6. ábra. AUD árfolyamára a Black-Scholes és Heston-Nandi-féle

eredmények összehasonlító táblázatának folytatása. A kétféle módszer

eredményei a call és put opciók árára, illetve külön-külön a kapott gammák, és delták.
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3.7. ábra. CAD árfolyamára a Black-Scholes és Heston-Nandi-féle

eredmények összehasonlítása. A kétféle módszer eredményei a call és put opciók

árára, illetve külön-külön a kapott gammák, és delták.
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3.8. ábra. CAD árfolyamára a Black-Scholes és Heston-Nandi-féle

eredmények összehasonlító táblázatának összehasonltása. A kétféle

módszer eredményei a call és put opciók árára, illetve külön-külön a kapott gammák, és

delták.



4. fejezet

Stratonovich integrál

4.1. Stratonovich integrál

Próbáljuk meg a modellünket úgy vizsgálni, hogy az analízisében az Itô-

integrál helyett a Stratonovich-féle integrált alkalmazzuk. Erre a megközelí-

tésre jobban illeszkednek az elemi analízisbeli tulajdonságok, ezért érdemes

megnézni, mit kapunk bel®le. El®ször következzék a kétféle megközelítés

analízisbeli hátterének leírása.

Tekintsük a Langevin egyenletet:

Ẋ = f(X) + g(X)ξ(t), (4.1)

ahol f és g adott függvények, ξ(t) Gauss fehér zaj (stacionárius Gauss folya-

mat, 0 várható értékkel, delta korrelációval). Átírhatjuk:

dX = f(X)dt+ g(X)dW (t), (4.2)

ahol dW (t) = ξ(t)dt, ésW (t) Wiener-folyamat. A különbség a kétféle interp-

retáció között X értékének megválasztásában van. Itô szerint X értéke az

in�nitézimális dt lépés kiindulási értéke, azaz X = X(t), míg Stratonovich
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szerint a lépés közepe: X = X(t + dt/2) = X(t) + dX(t)/2. Egy véletlen

folyamat di�erenciálja: dX(t) = X(t+ dt)−X(t). Tehát a szorzatra:

d(XY ) = ((X + dX)(Y + dY ))−XY, (4.3)

azaz

d(XY ) = XdY + Y dX + dXdY. (4.4)

Ezért a Stratonovich interpretáció szerint:

d(XY ) = XSdY + YSdX, (4.5)

ahol XS(t) = X(t+ dt/2) = X(t) + dX(t)/2.

Itô interpretáció esetén:

d(XY ) = XIdY + YIdX + dXdY, (4.6)

ahol XI(t) = X(t).

És most lássuk a legf®bb különbséget a kétféle interpretáció között! Le-

gyen h(X, t) egy tetsz®leges függvény, ennek di�erenciáltja Itô szerint:

dh =
∂h(X, t)

∂X
dX +

[
∂h(X, t)

∂t
+

1

2
g2(X, t)

∂2h(X, t)

∂X2

]
dt, (4.7)

ez az Itô lemma. h di�erenciáltja Stratonovich értelemben:

dh =
∂h(XS, t)

∂XS

dX +
∂h(XS, t)

∂t
dt, (4.8)

ahol
∂h(XS, t)

∂XS

=
∂h(X, t)

∂X

∣∣∣∣
X=XS

, XS pedig a fentebb de�niált. Ez hasonlít

ahhoz, amit várnánk, azaz az összetett függvény di�erenciálási szabályához.
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4.2. Black-Scholes egyenlet Stratonovich integ-

rállal

És most nézzük a Black-Scholes-Merton egyenletet. Írjuk a call opció árát

most a következ®képp:

C = αnX + βnB, (4.9)

ahol αn a részvények számának és call-oknak az aránya, βn pedig a kötvények

per call-ok (ezek a részvényárfolyamatnak nem jósolható függvényei), B a

kötvényárfolyamat, míg X a részvényár véletlen folyamata.

Tehát akkor nézzük a Black-Scholes egyenlet származását, el®sz®r Itô eset-

ben! A (4.9)-es egyenletb®l (4.6)-os alapján kapjuk:

dC = [αn(X, t) + dαn(X, t)]dX + [βn(X, t) + dβn(X, t)]dB+

+X(t)dαn(X, t) +B(t)dβn(X, t).
(4.10)

Miel®tt ezt tovább alakítjuk, nézzük meg αn-et át tudjuk-e írni. Itô esetben

a t el®tti id®pillanat számít, nem függ X(t)-t®l, csak X(t−dt) = X−dX-t®l.

Tehát így írhatjuk fel: αn(X, t) = α(X − dX, t), és ugyanez elmondható βn

esetére is. Innen αn(X, t) = α(X, t)− ∂α(X, t)

∂X
dX+O(dt). Az Itô lemmából

viszont azt látjuk, hogy
∂α(X, t)

∂X
dX = dα(X, t) + O(dt), így ebb®l a kett®

egyenletb®l végül azt kapjuk, hogy

α(X, t) = αn(X, t) + dαn(X, t) +O(dt), (4.11)

és ugyanez fennáll β(X, t)-re. Visszatérve dC-re, és felhasználva az el®bbit

(α felírását) is, kapjuk, hogy:

dC = αdX + βdB +Xdαn +Bdβn +O(dt
3
2 ). (4.12)
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Az ön�nanszírozás miatt teljesülnie kell, hogy:

Xdαn = −Bdβn, (4.13)

így

dC = αdX + βdB. (4.14)

Továbbá szintén (4.9)-b®l:

βdB = r(C − αX)dt+O(dt
3
2 ). (4.15)

Ezért

dC = αdX + r(C − αX)dt+O(dt
3
2 ). (4.16)

Az Itô lemmából, alkalmazva a részvényárfolyam dinamikáját (jelen esetben:

dX = X

[(
µ+

σ2

2

)
dt+ σdW (t)

]
) kapjuk, hogy:

dC =

(
∂C

∂t
+

1

2
σ2X2 ∂

2C

∂X2

)
dt+

∂C

∂X
dX. (4.17)

Ebbe (4.16)-ot helyettesítve:(
α− ∂C

∂X

)
dX =

[
∂C

∂t
− r(C − αX) +

1

2
σ2X2 ∂

2C

∂X2

]
dt. (4.18)

Legyen α =
∂C(x, t)

∂x
, és akkor már csak ezt kell behelyettesíteni az el®z®

egyenletbe, és kapjuk a Black-Scholes egyenletet:

∂C

∂t
= rC − rx∂C

∂x
− 1

2
(σx)2∂

2C

∂x2
. (4.19)

Most pedig következzék a Stratonovich interpretációhoz tartozó Black-

Scholes egyenlet! Ekkor X teljesíti a következ® sztochasztikus di�erenciál-

egyenletet: dX = µXSdt+σXSdW (t). Mivel X = XS − dX/2, így α(X, t) =

α(XS − dX/2, t), ahonnan

α(X, t) = α(XS, t)−
1

2

∂α(XS, t)

∂XS

dX +O(dX2). (4.20)
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Hasonlóan C(X, t) = C(XS, t) +O(dX). Ezért

dC = α(XS, t)dX+

+

[
rC(XS, t)− rXSα(XS, t)−

1

2
σ2X2

S

∂α(XS, t)

∂XS

]
dt+

+O(dt
3
2 ). (4.21)

Másrészr®l viszont (4.8)-as szerint:

dC =
∂C(XS, t)

∂t
dt+

∂C(XS, t)

∂XS

dX. (4.22)

Ebb®l a két egyenletb®l kapjuk, hogy:[
α(XS, t)−

∂C(XS, t)

∂XS

]
dX = [

∂C(XS, t)

∂t
− rC(XS, t)+

+rXSα(XS, t) +
1

2
σ2X2

S

∂α(XS, t)

∂XS

]dt.

(4.23)

Megint α el®bbi választásával: α(XS, t) =
∂C(XS, t)

∂XS

, ugyanazt kapjuk, mint

Itô esetében. Tehát a Stratonovich analízis is ugyanazt a formulát eredmé-

nyezi, mint az Itô.



5. fejezet

Az opcióárazás, mint hullám

modell

5.1. A Schrödinger-egyenletek

Egy új megközelítése lehet az opció árazásának a hullám modellek alkal-

mazása, így a nemlineáris Schrödinger-egyenletek illesztése, ami alternatívát

szolgáltathat a Black-Scholes-Merton modellre. A modell formálisan úgy

de�niált, mint egy komplex érték¶, nemlineáris Schrödinger-egyenlet, s rész-

vényárral, σ volatilitással, r kamatlábbal. Legyen ψ = ψ(s, t) az id®függ®

opcióár-hullámfüggvény, mely abszolútértékének négyzete, |ψ(s, t)|2 az op-

cióár valószín¶ség-s¶r¶ség funkcionálja a részvényárra, és id®re nézve. A

nemlineáris Schrödinger-egyenlet a következ®képp néz ki:

i∂tψ = −1

2
σ∂ssψ − β | ψ |2 ψ, (i =

√
−1) (5.1)

A Landau-együttható, β mutatja a piaci potenciált, a legegyszer¶bb esetben

ez r-rel egyezik meg, egyébként pedig az állítható wi paraméterekt®l függ. A

V (ψ) = −β | ψ |2 tag a ψ-függ® potenciálmez®. Tehát a ψ hullámfüggvény-
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ben a térnek megfelel® paramétert a részvényár játsza.

Alacsony kamatláb esetén, azaz ha r � 1, akkor β(r)� 1, így

V (ψ) → 0. Ekkor (5.1)-et approximálhatjuk "kvantum-szer¶ opció hullám-

csomaggal", kapcsolatban az egységnyi tömeg¶ szabad kvantumrészecskével.

Ez a lineáris hullámcsomag a lineáris Schrödinger-egyenlet megoldása:

iσ∂tψ = Ĥψ, (5.2)

ahol Ĥ = −σ
2

2
∂ss, a Hamilton-operátor, és a volatilitás játsza a Planck-

konstans szerepét. Ennek az általános megoldása a de Broglie-féle opciós

síkhullámok lineáris kombinációja, ahol k a hullámok száma, p = σk lineá-

ris momentum, λk = 2π/k a hullámhossz, ωk = σk2/2 a szögfrekvencia, az

osszcilláció periódusa pedig T = 2π/ωk = 4π/σk2. Ekkor az opciós hullám-

csomag:

ψ1(s, t) =
n∑
i=0

ciAe
i(ks−ωkt), n ∈ N. (5.3)

Itt A az amplitudó, és a ψk hullámfázisnak a szöge (ks − ωkt). Ezt meg-

mutatták (Ivancevic 2010), hogy sikeresen illeszthet® a Black-Scholes call, és

put opciós adatokra.

5.2. Schrödinger-egyenletek megoldása

Most tekintsük az általános esetet! Az (5.1)-nek létezik megoldása a Jaco-

bi elliptikus funkicionál segítségével. A két legfontosabb megoldás ezen a

megoldás sorozaton belül:

-A burok "sokk-hullám" megoldás (envelope shock-wave, dark soliton) :

ψ2(s, t) = ±
√
−σ
β

tanh(s− σkt)ei[ks−
1
2
σt(2+k2)]. (5.4)

A "sokk-hullám" egy fajtája a gyorsan terjed®, nemlineáris diszturbanciának,

energiát hordoz, és terjed a közegben. Úgy jellemezhet®, mint egy hirtelen,
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majdnem összefüggéstelen változás a közeg jellemz®jében. Ennek a hullám-

nak az energiája elég gyorsan eloszlik.

-A másik burok megoldás (envelope solitary-wave, bright soliton):

ψ3(s, t) = ±
√
−σ
β

sech(s− σkt)ei[ks−
1
2
σt(k2−1)]. (5.5)

Másrészt 2 új megoldást ad a nemlineáris Schrödinger-egyenletnek a Dar-

boux transzformáció módszere. Ezeket a hullámokat úgy is hívjuk, hogy

szeszélyes, hatalmas, gyilkos, szokatlan, extrém. Ezek a következ®ek:

- 1. extrémhullám megoldás (one-rogon solution):

ψ4(s, t) = α

√
σ

2β

{
1− 4(1 + σα2t)

1 + 2α2(s− σkt)2 + σ2α4t2

}
ei[ks+σ/2(α2−k2)t], (5.6)

ahol α és β a skála és alak paraméter, σβ > 0.

- 2. extrémhullám megoldás (two-rogon solution):

ψ5(s, t) = α

√
σ

2β

{
1 +

P (s, t) + iQ(s, t)

R(s, t)

}
ei[ks+σ/2(α2−k2)t], (5.7)

ahol P,Q,R bizonyos polinomfüggvénye s-nek és t-nek, σβ > 0.

Ezekb®l a megoldásokból pedig megkapjuk lineáris kombinációval az ál-

talános hullám modellt az opcióárra:

ψált = A1

n∑
i=0

ciAe
i(ks−ωkt)±

±A2

√
−σ
β

tanh(s− σkt)ei[ks−
1
2
σt(2+k2)]±

±A3

√
−σ
β

sech(s− σkt)ei[ks−
1
2
σt(k2−1)]+

+A4α

√
σ

2β

{
1 +

P (s, t) + iQ(s, t)

R(s, t)

}
ei[ks+σ/2(α2−k2)t]+

+A5α

√
σ

2β

{
1 +

P (s, t) + iQ(s, t)

R(s, t)

}
ei[ks+σ/2(α2−k2)t],

(5.8)

ahol Ai a megfelel® amplitudó (i = 1, ..., 5).
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5.3. Alkalmazás

Most pedig be szeretnénk illeszteni a sztochasztikus volatilitást is a jelenle-

gi hullám modellünkbe. Így kapunk két nemlineáris Schrödinger-egyenletet,

egyik az opcióár hullámfüggvény, ψ = ψ(s, t), a másik pedig a volatilitás hul-

lámfüggvény, σ = σ(s, t). Ez a két Schrödinger-egyenlet összekapcsolódik,

hiszen a σ paramétere az opcióár egyenletének, és ψ pedig paraméter a vo-

latilitás egyenletében. Továbbá mindkét folyamat közös piaci h®potenciálból

fejl®dik. Tehát az egyenleteink:

volatilitás : i∂tσ = −1

2
∂ssσ − β(|σ|2 + |ψ|2)σ, (5.9)

opcióár : i∂tψ = −1

2
∂ssψ − β(|σ|2 + |ψ|2)ψ, (5.10)

ahol β(r, w) = r
∑N

i=0wigi.
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