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1. fejezet

Bevezetés

Dolgozatom a pénziigyi matematika egyik legfontosabb modszerével, Fisher
Black, Myron Scholes és Robert Merton nevével fémjelzett modellel, és annak
érvényességi korével foglalkozik. A téma érdekessége, hogy erdsen vitatott a
modell helyessége, hasznalhatosaga, és a napjainkban zajlo gazdasigi valsé-
got is egyesek ennek hibaira akarjak visszavezetni, igy vitak kereszttiizébe
keriilt. Célom megvizsgalni a modszer helyességét, illetve megoldast, alter-
nativat talalni az esetleges hibakra, gyengeségekre.

Elgszér bemutatom a hasznalt modellt, fogalmait, matematikajat. Tobb-
nyire eurépai opcidkat vizsgalok, ezeknek van egy rogzitett T lejarati ideje,
ellentétben az amerikai opcidkkal, melyeket T-ig barmikor be lehet valtani.
Az opcio tulajdonosa rendelkezik a joggal, hogy eladja (put opcio), illetve
megvegye (call opcid) a szobanforgd eszkozt egy fix dsszegért (jele: K). Ek-
kor a call opcio ara T-ben: C' = (S(T')— K)*, ahol S(t) a részvény ara t-ben.
A részvényfolyamat dinamikajat sztochasztikus differencidlegyenlettel adhat-
juk meg, ahol a meghajto6 folyamat egy Brown-mozgas. A Brown-mozgas egy
olyan B(t) folyamat, ahol B(0) = 0, a folyamat stacionérius, és fiiggetlen no-

vekménytd, a B(t) — B(s) novekmény (¢ > s) eloszlasa 0 varhato értéki,



1. FEJEZET. BEVEZETES 4

0?(t — s) szorasnégyzeti normalis, és létezik 1 valosziniiséggel folytonos tra-
jektoriaju modifikacioja (B’ a B modifikacioja, ha P(B(t) = B'(t)) = 1).
Hasonloan a kotvényfolyamatra is kapunk egy egyenletet, ez a folytonos ka-
matozas differencidlegyenlete. A sztochasztikus analizis eszkozeit alkalmazva
jutunk el a kivant eredményekhez, leggyakrabban hasznélt modszer az Ito-
formula. Maga a Black-Scholes-Merton egyenlet egy opci6é arazasi formula,
ami kapcsolatot teremt az opcid és a részvény ara kozott.

Tehat legyen az elvart hozam, fr, eurépai call opcid esetén:
fT = (ST - K)+7

ha K-ért vehetem meg a részvényt. A részvényar-folyamat dinaminkajit a

kovetkezd sztochasztikus differencidlegyenlet irja le:
dS(t) = S(t)(pudt + odW (1)),

ahol p a konstans novekedési rata (driftes tag), o pedig a volatilitas, ami a
jov6beni "bizonytalansagunkat" méri a részvényarra vonatkozéan. Sy > 0 |

W pedig egy standard Wiener-folyamat. Ennek megoldasa:

S(t) = S(0)exp {ut - %Qt—i- UW(t)} :

Kotvény esetén, a folytonos kamatozas differencidlegyenlete:
dB(t) = rB(t)dt,

ahol r a kockadzatmentes-kamatldb. Ekkor

A statégiankat a m(t) = (5(¢),v(t)) mérhets folyamat adja meg, mely adap-
talt F; -hez, ahol Fy = o{W(s),s < t}. B(t) jeloli a kotvények mennyiségét,

v(t) a részvényét. Ekkor az értékfolyamat:

Va(t) = B(t)B(t) + () S(t).
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Az opcio ara definicio szerint az a legkisebb kezdeti téke, C(T, fr), mellyel a
befektets fr tékét érhet el, ekkora kezdeti befektetéssel, igy hogy
Vi) >0, V& 0<t<T.

Ennek a modellnek az egyik legfontosabb, legismertebb eredménye a Black-
Scholes-Merton egyenlet:

C(T,(S(T) = K)*) = S(0)@(d) — Ke™ ™" ®(dy),

5(0 o’
log%—i—T(r#—?)
d = :
' ovT

S(0 o’
d - 9
’ oV T

® a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye.

Sajnos ez a modell nem feltétlen szolgaltat jo eredményt a valo élet-
re alkalmazva. Torékeny az ugrasokra, és a farokeseményekre, ezenkiviil
megkoveteli a tranzakciok simasagat. Nem veszi figyelembe a tranzakcios
koltségeket, és a lejarat el6tt nincs osztalék kifizetés. Tovabba feltessziik a
kockédzatmentes kamat létezését.

Dolgozatom célja feliilvizsgéalni ezeket a hibakat, és megoldast talalni ra-
juk. Egyik ilyen alternativa lehet a modell leirdsanal hasznalatos [t6 integral
helyett a Stratonovich-féle integrél alkalmazasa, ehhez |2] nytjtott segitséget.
Sok esetben javitast jelenthet a GARCH folyamatok vizsgéalata, amivel [1] is
foglalkozik. Ezeken kivil a kvantum fizika is sok lehetGséget rejt magéban
a modelliink javitasara.[3| Ezeket az eseteket kiilon-kiilon megvizsgalom a
késGbbiekben. A mésodik fejezetben taldlhato definiciok, tételek, levezetések

nagyrésze a pénziigyi folyamatok 2. el6adas alapjan késziilt.
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Ko6szonettel tartozom témavezetémnek, Prohle Tamasnak, aki a témat
figyelmembe ajanlotta, és a konzultaciok alkalméval segitette a szakdolgozat

elkésziilését.



2. fejezet

Az altalanos

Black-Scholes-Merton modell

2.1. B-S piac

Tekintsiik a bevezetében definialt kotvény-részvény piacot, tehat a részvényar

dinamikéja:
dS(t) = S(t)(pudt + odW (t)), (2.1)

a kotvényfolyamatunk pedig:

dB(t) = rB(t)dt. (2.2)

Tehat a megoldéasok:
S(t) = S(0)exp {,ut - %275 + O'W(t)} : (2.3)
B(t) = B(0)e™. (2.4)

Tekintsiik a részvényar logaritmusat:

0_2

log S(t) = log S(0) + <,u - ?) t+oW(t). (2.5)

7
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2
Ekkor a sodras u—% (drift), a volatilitas pedig o. Igy a logaritmusra azt kap-

tuk, hogy sodr6dé Brown-mozgas, azaz S(t) egy geometriai Brown-mozgas,
ez is folytonos trajektoriaja, fiiggetlen novekményi, azonban lognormaélis el-
oszlas.

A 7(t) = (B(t),7(t)) mérhets folyamat stratégia, ha F; -hez adaptalt,
ahol S(t) az el6bb leirt dinamikaval adott, és F; = o{W(s),s < t} a benne
szereplé Wiener-folyamat altal generdlt természetes filtracio. A kotvények
mennyiségét jeloljiik G(t)-vel, a részvényekét ~(t)-vel. Ekkor az értékfolya-

matunk:

Va(t) = B()B(t) + () S(1). (2.6)

T T

Hogy értelmes legyen, feltessziik, hogy [ | B(t) [* dt és [ | ~(t) |* dt is véges
0 0

legyen majdnem mindeniitt.

A 7 stratégia 6nfinanszirozo, ha (5(t),v(t)) kielégiti a kévetkezét:

AV, (t) = B)AB(t) +~()dS(t).

2.2. Martingalmérték

Legyen S(t) = e " S(t) a diszkontalt részvényarfolyam, és V (t) = e "V (t)
a diszkontalt értékfolyamat. Ekvivalens martingdlmértékhez szeretnénk

jutni, igy Girsanov tételét fogjuk hasznalni.

Tétel (Girsanov): Legyen a(t) (0 < t < T') mérhets, adaptalt folyamat,

melyre f t)dt < oo majdnem mindeniitt, és tegyiik fel, hogy

t

Z(t) = exp {—— [ a*(s)ds — f (s)dW (s )} folyamat F}V-martingal a P mér-
ték szerint. Tovabba legyen Qa egy 1j mérték, melyre dQ.(w) = Z(t,w)dP(w).
Ekkor Z(t) stiriisegfiiggvény, és W (t) ) + f s)ds standard Wiener-

folyamat a (), mérték szerint. W
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Nézziik az S(t) = e "S(t) diszkontalt részvenyarfolyamatot:

dS(t) = —re ™S (t)dt + e " dS(t) = —rS(t) + e " S(t) (udt + cdW (t)) =
= S(t)((u — r)dt + odW (t)).

Alkalmazzuk a Girsanov tételt a(t) = P=T yal. Eszerint van olyan @,
o
P-vel ekvivalens mérték, melyre
T X T )
dQ, = exp —/M_TdW(t)——/(M_r) dt) » dP =
o 2 o
0 0
- 1 —r\?
:exp{— W(T)—§('MU ) T}dP.
p—r

Q. szerint a W, (t) = . t + W(t) folyamat standard Wiener-folyamat.
Ebbdl kévetkezik, hogy @, szerint dS(t) = S(t)odW,(t), azaz S Wiener-
folyamat szerinti integral, amir6l tudjuk, hogy lokalis martingél, igy pedig
(), martingal mérték ebben az értelemben. Tovabba

S(t) = S(0) exp {JI/VN(t) _ %t} . (2.7)
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Tekintsiik a 7 onfinanszirozo stratégiat. Ertékfolyamata:

V(t) = V(0) + / B(s)dB(s) + / +(5)dS(s) = V(0) +r / B(s)B(s)ds+

0 0
t t

+M/’7(S)S(S)d8—|—O‘/’}/(S)S(S)dW(S) = V(0) +r/ﬁ(s)B(s)ds—|—

+r/7(5)5(5)d5 + (u—r) /7(8)5(8)618 + /W(S)S(s)adW(s) =

0

—V(0) +r / V(s)ds + / +(s)S(s)o (“ Ty dW(S)) -

o
0
t t

—VO) +r [Vs)ds+ [2(5)S(s)odWs).

Tehat
av(t) = rV (t)dt + ~(t)S(t)odW,(t). (2.8)

Tekintsiik a diszkontalt értékfolyamatot:

AV (t) = —rB~10)e ™V (t)dt + B~1(0)e " dV (1)

—rB70)e "V (t)dt + rB_l(O)e_”V(t)chE%—B_l(O)e_"tv(t)S(t)adW#(t),

N

-~
=0

tehat dV/ (t) = y(t)%adwu(t) = y(t)S(t)adW,(t). Ebbsl V() — V(0) lo-
kalis martingal, mert Wiener-folyamat szerinti integral.

Definicié: Azt mondjuk, hogy 7 hedge stratégia, ha dnfinanszirozo, és
Vi(t) >0 (jele: m € SF(0)).

Allitas: Ha 7 € SF, akkor V(t) lokalis martingal, tovabba ha = € SF(0),
akkor V() nemnegativ szupermartingal.

Bizonyitdas: Egy jo lokalizaloé sorozat a
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T, = inf {t >0: ft(v(s)g(s)a)st > n} A lokalis martingdl tulajdonsag
miatt s <t esetén:OEu(f/(Tn/\t) | F.,) = V(T As). Tovabba a Fatou-lemmat
alkalmazva: E,(liminf V (T, At) | F,) < liminf V(T, As). A lokalizalds miatt
liminf V (T, At) =limV (T, At) = V(t). Innen E,(V(t) | F,) < V(s), ezért

V (t) szupermartingal. W

2.3. Opciok arazasa

Definicié: Az fr eurdpai opcid ara az a legkisebb kezdeti téke, C(T), fr),
amellyel a befektets fr t6két érhet el C(T, fr) kezdeti befektetésbsl SF(0)-
beli stratégiaval.

t
Tétel (martingélreprezentacio): Legyen X (t) = Xy + [a(s, X(s))ds +
0

t
Jb(s, X(s))dW (s), az X folyamat altal generalt filtracio F;*, N(t) pedig
0
négyzetesen integralhaté martingal F;* szerint. Ekkor létezik v(t) FX elore-

t
lathato folyamat, hogy N(t) = [~(s)dX(s). B
0

Nézziik a kovetkezd martingalt: N(¢) = E, (e”"" fr | F), ahol 0 < ¢ < T.
A tétel szerint létezik olyan b(s) eldrelathato folyamat, hogy
T t
E [V*(s)ds < o0, és N(t) = No+ [ b(s)dW,(s) majdnem mindeniitt. Nézziik
0 0

a kovetkez$ stratégiat:

) = 2
s = N -2

Tétel: (3(t),~(t)) onfinanszirozo, és N(t) = V(1)
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Bizonyitds: Definicio szerint:

Vi) = A5 + (0500 = (V0 - %2} 5oy + (M50 s -
~ N()B(),
. v,
innen N(t) = B0~ Vi (1).

Kell még, hogy onfinanszirozo stratégia. Az adaptaltsag kovetkezik a mar-

tingalreprezentaciobol. Onfinanszirozo:

dV(t) = N(t)dB(t) + B(t)dN(t) = N(t)dB(t) = N(t)dB(t)+

+B()b(t)dW,(t) = (N(t) . @) aB(t) + " Dapw) + Be@aw, ) -

o o

3B + 2D s 1 saw, (1) = BB + 4(1)dS(E). m

o

Legyen S (t) megoldasa a dS™(t) = S (t)(rdt + adW,(t)) egyen-
letnek. Igy ST (t) = ST(0) exp{( —%) t+oWi(t } Ekkor S(t) ~
S)(t) eloszlasban, és igy fr(S(T)) = fr(ST(T

E (e fr(S(T))) = E(e™" fr(S"(T))) (a Jobboldalon P szerint vessziik a

) eloszlasban, innen pedig

varhato értéket, ami viszont igy fiiggetlen p-t6l). Tehat S @, szerinti, és S (r)

P szerinti eloszlasa megegyezik. Igy az elézéek alapjan
V(t) = E(e " T0f(SO(D) | Fo).

Az opcié ara V(0) = E(e" T f(S(T))). Tgy BE(f(ST(T) | (S(t) = s)-re
vagyunk kivancsiak. Tudjuk, hogy

Innen E(f(ST(T)) | SU(t) = s) = Ef(se’), ahol X eloszlasa az el6zGekbdl
2

(r %) (T —t)+o(W(T)—W (t)) feltételes eloszlasaval egyenls (a feltétel:

SO(t) = s).
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- e T o -) o) F
akkor Ef(seX) = F( —t,s), tehat

E(f(S"(T)) | SU(t)) = F(T —t,57(1)) = e R V(t)e'

Az kellett, hogy S (t) Markov-folyamat, mert akkor mindegy, hogy a fel-
tétel ST (t), vagy F;. Ehhez pedig elég annyi, hogy kielégit egy diffizios
egyenletet.

Kovetkezéskepp dV (t) = e "TdF (T —t,e"*S") (1)) = e TdG(t, ST (1)),

ahol G(t,s) = F(T —t,e"s).

Ito-formula: Legyen dX (t) = a(t, X (t))dt + b(t, X (t))dW ().

Ekkor

A (X (0) = {6, X(0) + Lt X ()alt, X(0)+
g et X0 X ()Yt + £t XD X ()W (5.

Alkalmazzuk az Ité-formulat G-re. Azt kapjuk, hogy

v =7 (G205 ) a3+ (55 + 35207507 ) i =

O0s ot 2 0s?
15,8 oG 10°G
_ T (r) el Y M2
e (8808 ()dw<t)+(8t+285205 ())dt)

A bal oldal martingal, a jobboldal pedig szemimartingél (X szemimartingal,
ha adaptalt, és elGall, mint egy martingal, és egy korlatos valtozéasu folyamat
Osszege), igy a dt-s tag 0 egyiitthatoja. Ezért

~ oG
d t) = —rT 7
V(t)=e -

Masrészt, mivel onfinanszirozo dV (t) = y(t)a 5" (£)dW (t).
Tehat

(t, SO (1)) ST () dW (t).

oG

St SO(t)), (2.9)

y(t) =e"
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OF
@0 p sy,
5g (L= 1.57(1)

Mivel 8(t) = (V(t) — v(t)ST(t))e™™, és V() = e "TDE(T —t,8M(t)),

azaz atirva y(t) = e

kapjuk, hogy

oF

S

B(t) = e "(F(T —t, ST (1)) — SO (t)=—(T —t, ST (t))). (2.10)

Igy megkaptuk a minimalis hedge altal adott stratégiat, és értékfolyamatot.
Azt mér lattuk, hogy az értékfolyamat nem a teljes multtol, csak S (¢)-
t6 fiigg, igy felithato V() = v(t, S")(t)) alakban. Tnnen diszkontaltjara:

AV (t) = d(e "v(t, ST (1)) = e "tdu(t, ST (1)) — re "u(t, ST (t))dt =
102

0 0
=e < (t, S (t)) + Sv(t, SU()rSt + 5952

E'U

+e <%v(t, SO ))a ST (t)dW (t) — ru(t, ST (t))dt) :

v(t, ST (t))aQS(”)Q(t)) dt+

A baloldal martingal, a jobboldalon pedig a Doob-Meyer felbontas egy-
értelmisége miatt a dt-s tag egyiitthatoja 0 (Vs). Legyen v(t,s) = v, ezzel
kapjuk, hogy

2 2

0 0
Y + rsosY + %32@1) —rv = 0. (2.11)

Ez a Black-Scholes-féle parcialis differenciidlegyenlet, melynek végfel-

tétele v(T, s) = f(s), igy mar egyértelmi a megoldés, ami az értékfolyamat.

Tétel (Black-Scholes) C(T, (S(T)— K)T) = S(0)®(d;) — Ke "™ ®(ds),

ahol ® a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye, és

S(0 o’
log%—l—T(T—l——)
2

dlz

ovT
5(0)

0.2
dgz :dl—O'ﬁ.
ovT
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Bizonyitas:

0= [ (oo (r D) ovin)) e 7

ahol most f = (s — K)*. Innen

= J (so o (- ) )3

2
ahol z-t a K = sexp {Jﬁz + (r - %) t} egyenletbdl kapjuk, igy
2

log (£) = (r— 5 )¢

z= i . Atalakitva
Fits) = = [ foviy- 5 - y—} dy — K(1 - 8()) =
V2m
T lgoviramiNOevh)
G T _Tde ot Vi
v / e y—K(1—®(2)) =€"s(l —®(z—0oVvt)) — K(1—D(2)).
z—o\/t

Alkalmazzuk T = t-re

C(T, (S(T) — K)*) = e TF(T,5(0)) = S(0)(1 — ®(z — oVT))—
—eTK(1 - ®(2)) = S(0)®(oVT — 2) — e "TK®(—2).

Itt pedig oV/T — z = dy, és z = d, igy készen vagyunk. W

Lathato, hogy a call opcio ara 6t faktortol fiigg: a részvény aratol (S(0)),
lejarati idejétsl (T'), bevaltasi aratol (K), a kockdzatmentes kamatlabtol (r),
és a volatilitastol (o). K és T rogzitett az opcio szerzédésében, S(t) és r meg-

figyelhetd a tobbi pénziigyi piacon. o pedig becsiilhet§ a milthol. Figyeljiik
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meg, hogy az opcié ara nem fiigg a drifttsl ( p). Tehat azt megtudtuk, hogy
melyek azok a paraméterek melyek befolyassal vannak az ar kialakulaséra, a

kérdés hogy mennyire, és hogyan.

2.4. "Greeks"

Az opci6 arakat jol jellemz6 mennyiségek, a "gorogok"-nek nevezett mutatok.
Ezek az opcid aranak az érzékenységét mérik az egyes paraméterekre, azaz,
hogy hogyan valtozik az opci6 ara valamely paraméterének valtoztataséaval.

Az els6 ilyen mutatoé, a delta, azt méri, mennyit valtozik az opcid értéke,
a részvény elmozdulésa esetén. Azaz

e

A=~
0s

(s = So). (2.12)

A delta 0 és 1 kozott van call opcio esetén (long call), illetve -1 és 0 kozott
put opcidra (long put).

Ebbél szarmaztathato masik "gorog", a gamma jeloli azt, hogy a részvény
elmozduléasa esetén, mennyit valtozik az opci6 deltdja. Azaz

2
L_0A_oC

Vega mutatja, hogy a volatilitas szazalékos valtozasa, mekkora valtozast

idéz el§ az opcidarban.
oC
o’

(Néha tgy definialjak, hogy ezt még 100-zal elosztjak, hogy a szazalékot

A (2.14)

mutassa. )
Theta jelzi az opcié idGértékét, azaz mennyire érzékeny az ar az id6 mi-
lasara.
oC

@—E.

(2.15)
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Ezt altalaban még 365-tel elosztjak, hogy napokra legyen az id6 bontva. Ha
© > 0, akkor az opci6 értéke ng idében. Ha © < 0, akkor pedig csdkken a
lejarat felé kozeledve.

Az utols6 "greek" a rhoé, a kockdzatmentes kamatlabra val6 érzékenységet
fejezi ki.
e
- or’

Ezt is hasonloan a vegahoz 100-zal le szokas osztani.

p (2.16)

Szemléltetésképpen egy tablazatban &sszefoglalom a Black-Scholes mo-
dellbél szamolhato "greek"-eket, majd &brakon is lathaté a kiilénbo6z6 "go-

rogok" viselkedése, feliilete. [6] [7]

Call opcid
delta e~ 7P (dy)
gamma e‘qTM
So/T
rho Kte "7 ®(dy)
d
theta —e‘”%\/i__)a —rKe 7" ®(dy) + ¢Se " P(dy)
vega Se T ®(dy)\/T = Ke " ®(d2)\/T

2.1. tablazat. A call opciok "greek"-ei a Black-Scholes arra vonatkozodan

Put opcié
delta —e T d(—d,)
o(d

gamma e 17 Sa(\;;

rho —K1e T P(—dy)

So(dy)o
theta —engZ(—\/lF) +rKe "TP(—dy) — qSe” T P(—d;)
vega Se“”@(dl)\/_ = Ke_”@(dg)\/?

2.2. tablazat. A put opcidk "greek"-ei a Black-Scholes arra vonatkozbdan
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Cal Deltn versus lime o expiration and initial stock price. Siriue=23

Tos

B
Current Sock Price ¢ Tirne 1o Expiration

2.1. abra. A call opci6 deltajanak abraja. A 2 als6 vizszintes tengelyen

a részvény ara, és a lejarati ideje all, K = 25.

Call Garnima wer s brne 1O exparation and inlial $ock price. Stike=23

L

Current Stock Price o a

Tirne i Expiration

2.2. dbra. A call opcié gammajanak dbraja. A 2 als6 vizszintes tengelyen

a részvény ara, és a lejarati ideje all, K = 25.
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Cal \Vea versus Bme [0 expiration and inifial stock price. Srike=25

& 2 o= WM W o= W

- i

2.3. dbra. A call opci6 vegajanak abraja. A 2 als6 vizszintes tengelyen a

részvény ara, és a lejarati ideje all, K = 25.

Cal Theta verdus line 1o expiration and inftisl $tock price. Stike=25

2.4. dbra. A call opcidé thetijanak abraja. A 2 als6 vizszintes tengelyen

a részvény ara, és a lejarati ideje all, K = 25.
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Cal R virsiss lirme 1o expiration and initisl Stock price. Stike=25

o8

2.5. dbra. A call opci6 rhéjanak abraja. A 2 als6 vizszintes tengelyen a

részvény ara, és a lejarati ideje all, K = 25.



3. fejezet

GARCH folyamatok

3.1. GARCH(p,q)

Ahogy az el6z6 fejezetben lattuk, a vizsgalt Black-Scholes egyenlet feltéte-
lezi a konstans volatilitast. Ez azonban nem tarthato, mert a valésagban
allandoan valtozik, igy talan ez a legnagyobb hibdja a modellnek. To6bbféle
modon megkisérelhetd a konstans volatilitas kikiiszobolése.

Egyik ilyen modszer tobbek kozott Cox, Ross, Rubinstein nevéhez fiiz6-

dik. Itt azt tessziik fel, hogy a volatilitds a részvényar fiiggvénye, tehat:

Ezzel az esettel most nem foglalkozunk.

Egy masik lehetséges megkozelitése a nemkonstans volatilitdsnak, mikor a
volatilitas is egy onallo diffazio, tehat egy masik Brown-mozgas hajtja meg,
mint a részvényar-folyamatat. Ez tébbek kozott Hull, és White nevéhez
kothetd. Igy frhato fel:

dSt = St<0tdW(t) + ,U(St, Ot, t)dt)
dV, = Vi(0(or, t)d By + (o4, t)dt),

21
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ahol V; = 02, és B;, W; Wiener-folyamatok.

Ha azt nézziik, hogy a megfigyelések azt mutatjak, hogy a volatilitas
klaszterekben alakul ki, azaz vannak nagyobb volatilitassal rendelkez§ pe-
riodusok, és ezeket alacsonyabb volatilitdssal bir6 szakaszok kovetik, akkor
kézenfekvs (G)ARCH ((generalized) autoregressive conditional heteroscedas-
ticity) modelleket hasznalni, hogy a viselkedésiik kifejezziik, mert azokra is
jellemz§ a klaszterez6dés. Ezt az alternativat fogom ebben a fejezetben ala-
posabban megvizsgalni. GARCH esetben az opci6 ara a kockazati prémium
funkcionalja, be van agyvazva a szébanforgd eszkozbe. Maésrészt az opcio-
arazasi formula nem Markov ebben az esetben (az egyetlen GARCH, ami
Markov-folyamat az ARCH(1), azaz GARCH(0,1), de jolismert, hogy be-
agyazhatok Markovba). Ez ellentétben van az altalanos elmélettel, miszerint
az eszkoOziink értéke diffazios folyamat, igy Markov. Masik sajatosssidga a
GARCH folyamatokkal val6 szamolasnak, hogy az adatok vastagabb farka
eloszlast generalnak, ami jobban egybevag a megfigyelésekkel. Azaz két utat
lehetne valasztani a folytonos ideji sztochasztikus volatilitast, vagy a diszkrét
ideji GARCH folyamatokat, én az utébbit tekintem, hiszen a megfigyelések
is diszkrét idépillanatokban torténnek.

Akkor most nézziik, hogyan is épiil fel egy (G)ARCH folyamat. A lényeges
sajatossaguk, hogy szorasuk az id6vel valtozik. Legyen Z;, t € Z fiiggetlen,
azonos eloszlasa valoszintiségi valtozo sorozat, 0 varhato értékkel, 1 szoréssal.

Tekintsiik azt az X, folyamatot, mely a kdvetkezd alak:
Xt = UtZta t e Z, (31)

ahol o, a volatilitdas, ami a folyamat maltjat mutatja ¢t — 1-ig (azaz F;_q
meérhets). Ekkor az X; lesz az ARCH/GARCH folyamat. Z;-r8l feltessziik,
hogy fiiggetlen F;_1-t6l, ahol F; az {X,, s <t — 1} altal generalt filtracio.

Tehat a volatilitas a feltételes szorasa a folyamatunknak.
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X: ARCH(p) folyamat, ha minden t¢-re:

o} —040+Zoz3 i a;>0. (3.2)

X; GARCH(p,q) folyamat, ha minden ¢-re:
7t —O‘0+Z% +Zﬁkat ko Qg Bk > 0. (3.3)

A GARCH(p,q) staciondrius, véges szorassal, ha 37 a; +> 70| B < 1.
A folyamatunk korrelalatlan fehér zaj, mert az autokovarianciara:
cov( Xy, Xirn) = E(0tnZiinoeZy) = 0. Azonban a folyamat négyzete, illetve
abszolutértéke korrelalt. Példaul egy GARCH(1,1) folyamat, olyan mint egy
ARMA(1,1) modell X7-re.

3.2. Heston-Nandi-féle opcidéarazas

Nézziik a GARCH modellezés segitségével, hogyan épiil fel a jelenlegi model-
liink!

log(S(t)) = log(S(t — A)) + 1+ Aa?(t) + a(t) Z(t), (3.4)

UQ(t)_w+Z@ (t —iA) +Zaz Z(t —iA) — yo(t —iA))?,  (3.5)

ahol r a A nagysagu intervallum kamatlaba, Z(t) standard normalis eloszlast
valészintiségi valtozo, o pedig a feltételes szérdsa a hozam logaritmusédnak
t — A és t kozott. Ha «; 0-hoz tart, akkor egy autoregressziv mozgoditlag
folyamathoz kozelit a logaritmusar. Ha «; és 3; 0-hoz tart, akkor pedig a

Black-Scholes modellt kapjuk, diszkrét megfigyelésekre.
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Atrendezve kapjuk (GARCH(1,1) eset), hogy

o2t + A) = w+ Bio?(t)+

o, Qog(S(t)) — log(S(t = A)) — r = A*(t) = mo*(1))°
1 o?(t) '

(3.6)

A v, paraméter adja a sokkok asszimmetridjat, egy nagy pozitiv sokk mas
hatassal van a szorasra, mint egy nagy negativ sokk. Ha v, pozitiv, ak-
kor negativan korrelalt a részvényhozam és a szoras (egybevag a "leverage
effect"-tel). Tehat v, hatarozza meg az asszimetriajat, ferdeségét a hozam
logaritmusok eloszlasanak, igy ha 0-val egyenld, akkor szimmetrikus az elosz-
las.

Ezenfeliil tudjuk, hogy a részvényéar feltételesen lognormaélis eloszlast. Fel
kell tenni az el6zGeken feliil még, hogy a call opci6 értéke a lejarat el6tt a
Black-Scholes-Rubinstein formulat kdveti.

A kockdzatsemleges folyamat ugyanolyan alakit GARCH, mint a fenti,
csak a A helyett -1/2 all, és 7 =1 + A+ 1/2 ([1] alapjan). Legyen f(z) a

feltételes generatorfiiggvénye az eszkoziink aranak, azaz
f(z) = E(S(T)"). (3.7)

Masképpen a log S(T') momentumgeneralé fiiggvénye.

Tétel: A generatorfiiggvény a kovetkezé alaku:

p
cexp{A(t, T, ) + Y _ Byi(t, T, )0 (t + 2A — i)+
=1
q—1
+Y i, T, ) (Z(t+ A —iA) — yio(t + A —iA))*},

i=1
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ahol (p = ¢ = 1 esetén)

A, T)x) = At + AT, z) +ar+ Bi(t+ A, T, x)w—

1
_5 ]n(l — 204131(15 + A, T7 SC)),

1 3(z =)
Bi(t,T,z) = z(A+71) — 5712 +HBt+ AT 2) + 17— Qangl(H— AT, z)

és a hatar feltevés miatt:

Alt— AT, z) = zr,

1
Bi(t—A,T,2) = Mo+ 51’2

Bizonyitds (vizlat): Legyen f(t,T,x) a feltételes generator fiiggvénye S(7T)-
nek, azaz ha log S(t) = Y (¢), akkor a momentumgeneralo fiiggvénye Y (T)-

nek. Azaz

f(t,T,x) = Efexp(xY (T))].

Az otlet, hogy keressiik a momentumgenerald fiiggvényt ilyen alakban:

F(t,T,x) = exp{aY () A(t, T, x) + Y _ Bi(t, T, z)0>(t + 2A — i)+

+ qz Ci<t7 T7 :L')(Z(t +A - ZA) - %U(t +A - ZA))2}

A T — A idépillanatban val6 feltételes normalitasbol:
B(T—-AT,x)=C; (T —A,T,x) =0, ha 7 > 1.
Iteradljuk az eljarast, igy kapjuk, hogy:
f&,T,z)=FE[f(t+ A, T,x)] =exp{aY (t + A)A(t + A, T,x)+

p
+3 Bi(t+ AT, )0 (t+ 30 —iA)+
=1

+ qi Ci(t + AT, 2)(Z(t + 24 —iA) — yo(t +2A —iA))?}.

i=1
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Ebbe kell behelyettesiteni az Y (t) = log S() helyére, ami adva van log S(t)

dinamikajara. Innen kapjuk atalakitasokkal az allitast.H

Tétel: A részvényar logaritmuséanak karakterisztikus fiiggvénye f(iz), és

ekkor
E(max(S(T) — K,0)) =
50 (33 [# () m)-
K (%+%/OOO%(K+QM) dx)'

Bizonyitds (vdzlat): Legyen p(y) a valoszintség sirtség. Ennek segitségével

definialjunk egy modositott valoszintség sirtséget: p*(y) = expyp(y)/f(1).

p*(y) momentumgeneralo fliggvénye:

/Z exp(zy)p*(y)dy = ﬁ /Z exp((z + 1)y)p(y)dy = %

Tehat a call opci6 ara a kovetkezd alakii:
E[max(e’ — K)| = / exp(y)p(y)dy — K p(y)dy =
In(K) In(K)

= f(l)/ P (y)dy — K p(y)dy.
In(K) In(K)

Még azt kell felhasznalni, hogy igaz az alabbi Gsszefiiggés (Feller 1966, Ken-

dall és Stuart 1977), amivel visszanyerhetjiik a karakterisztikus fiiggvénybdl

a "jobboldalt".

oo 1 1 00 twln(K) £(;
/ p(y)dy =  + —/ R (—6 _ f(m) dz.
In(K) 2 7y i

Ezt felirva p(y)-ra és p*(y)-ra is, majd behelyettesitve E[max(e¥ — K)] kapott

felirasaba, készen vagyunk. W



3. FEJEZET. GARCH FOLYAMATOK 27
Tétel: Az eurdpai opci6 ara t-ben (T lejarattal) a kovetkezs:

C = e T YE (max(S(T) — K,0) =
—r(T—t) 00 —iT Lk
:%S(t)+e / %(K f,(”“))dx—

0

™ T

e (1 L1 / R (M) dm) |
2 7w J 1

ahol f*(z) a kockazatsemleges folyamat generatorfiiggvénye. [

Tehat megkaptuk a Heston és Nandi modszerével készitett opcidarazasi
formulat. A Black-Scholes modellbdl kapottal ellentétben, itt az opcid ara
csak az S(t) jelenlegi részvényartol, és a feltételes szorastol, o?(t + A)-t6l
fiigg. Ellentétben a sztochasztikus modellekkel, a volatilitasokat nem kell

becsiilni, mert a diszkrét megfigyelésekb6l megkapjuk.

3.3. A kétféle opcidar 6sszehasonlitasa

Megnézziik mennyire térnek el valds adatok feldolgozasakor a Black-Scholes
modellbél és a Heston-Nandi-féle opcidarazassal kapott modelltsl eredmé-
nyeink. Az adataink napi arfolyamok, 1999-t61 2010 majus elejéig, a JPY,
CAD, GBP, AUD valutak arfolyamaira. *

Kiilon-kiilon szerepel a tabldzatban a Black-Scholes-bol kapott call opcio
ara, deltdja, gammaéja, majd ugyanezen mennyiségek a Heston-Nandi-féle
szamitassal, végiil pedig ezen mutatok put opcidra is. Latjuk, hogy teljesen
hasonlé értékek jottek ki a kétféle opcidarazassal, de a GARCH esetben min-
dig alacsonyabb arakat kaptunk. Az elemzés, modellezés mindkét esetben az
R (2.9) nevii programmal lett készitve. Az arfolyamadatok feldolgozasakor

a névekmények hanyadosanak logaritmusa szerepel, ez tette legstabilabbé az

1Az adatok a http://www.ecb.int /stats /exchange/eurofxref /html/index.en.html oldal-

0l lettek letdltve. Ez a webcim a szakdolgozat leadésakor még megtalalhatd volt.
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adataink. A tovabbi elemzést (a tablazat tovabbi sorait) pedig az adatok 1ép-
tetésének segitségével nyerjiik (a lépéskoz 50), majd ismételjiik a léptetések.
Ezt az eljarast kiilon-kiilon alkalmaztam a kiilonbo6z6 arfolyamok id@soraira.
Lathato, hogy a kiilénb6z6 idGsorok hasonléan reagaltak az eljarasra.

Ha megnézziik, hogy a gammak, és deltak értékei mit adnak, azt figyel-
hetjiik meg, hogy itt még kisebbek az eltérések, ha egyaltalan vannak. Az
eltérések a gamma, és delta esetén is csak 1073 nagysagrendiiek a Black-

Scholes eset, és Heston-Nandi modszere kozott.
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3.1. abra. JPY arfolyamara a Black-Scholes és Heston-Nandi-féle

eredmények 6sszehasonlitasa. A kétféle modszer eredményei a call és put opciok

lletve kiilon-kiilén a kapott gammak, és delték.

arara, i
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3.6. abra. AUD arfolyamara a Black-Scholes és Heston-Nandi-féle

eredmények Osszehasonlité tablazatanak folytatasa. A kétféle modszer

, illetve kiilon-kiilon a kapott gammak, és deltak.

arara

eredményei a call és put opcidk



35

3. FEJEZET. GARCH FOLYAMATOK

€€0°0
€€0°0
€€0°0
€€0°0
€€0°0
€€0°0
€€0°0
€€0°0
€€0°0
€€0°0
€€0°0
€€0°0
€€0°0
€€0°0
€€0°0
€€0°0
€€0°0
€€0°0
€€0°0
€€0°0
€€0°0
€€0°0
€€0°0
€€0°0
€€0°0
z€0°0
200
€€0°0
€€0°0
€€0°0
€€0°0
€€0'0
€€0°0
2€0°0

ebnd'NH |epind'NH Jend'NH ebnd'sg

662°0-

00€°0-
00€°0-
00€°0-
662°0-
6620~
662°0-
662°0-
00€°0-
00€°0-
00€°0-
00€°0-
00€°0-
00€°0-
00€°0-
20€°0-
20€°0-
00€°0-
00€°0-
00€°0-
00€°0-
00€°0-
00€°0-
1L0€°0-

eid%4
SGL°T
09L'z
€51°C
ieix4
44
8vL'c
6vL'C
651
961
961
€9’z
161
861
0SL'z
14454
1SL'e
44
SGL°T
61T
iel%x4
€L1'T
€91
991°C
Loz
102
0ze'e
zLl'e
[els]4
91
%4
29l
6912
161°C

€€0°0
€€0°0
€€0'0
€€0'0
€€0°0
€€0°0
€€0'0
€€0'0
€€0°0
€€0°0
€€0°0
€€0°0
€€0°0
€€0°0
€€0'0
€€0'0
€€0°0
€€0°0
€€0°0
€€0'0
€€0°0
2€0°0
€€0°0
€€0'0
€€0'0
z€00
ze0'0
ze0'0
€€0°0
€€0°0
z€0°0
€€0'0
€€0°0
z€00

10€°0-

10€°0
10€°0-
10€°0-
10€'0-
00€'0-
10€°0-
10€°0-
10€°0-
10€'0-
10€°0
2080
10€°0-
10€'0-
10€'0-
£0€°0-
€0€°0-
20€'0-
10€°0-
10€°0-
20€°0
10€'0-
10€°0~
2080
1apind-sg

i1%4
191C
991z
6512
9Lz
[4+1%4
1%4
feie]r4
il
414
414
69L°C
€9l
9L
951'e
0SL'z
161
414
191C
€912
9Lz
6LL°C
691L°C
Tl
991z
€1ze
9z
8.1C
[7A%4
€L1T
08l
8912
/A4
16L°C

Jeynd'sg  eB°)|ed’NH 19p’IIed'NH Je|lea’NH  eb°lea'sg |apijjeo'sg Jer|jed'sg

€€0°0
€€0°0
€€0'0
€€0°'0
€€0°0
€€0°0
€€0'0
€€0'0
€€0°0
€€0°0
€€0°0
€€0°0
€€0°0
€€0°0
€€0'0
€€0°'0
€€0°0
€€0°0
€€0'0
€€0°'0
€€0°0
€€0°0
€€0°0
€€0'0
€€0°'0
z€0°0
2€0'0
€€0°'0
€€0°0
€€0°0
€€0°0
€€0'0
€€0°0
z€0'0

100
00.°0
00.°0
0020
00.°0
100
1020
1020
00£°0
00.°0
00.°0
00£0
00.°0
00.°0
1020
1020
100
100
00.°0
0020
00.0
00.°0
00.°0
00£°0
0020
8690
8690
0020
00£°0
00.°0
00.°0
0020
00.0
6690

G20°L
ze0°L
L€0°2
0€0°L
L€0°L
€20°L
G20°L
920°L
1€0°L
¥€0°L
€€0°L
0v0‘L
¥€0°L
GEO'L
120°L
120°L
820°L
€20°L
Te0°L
¥€0°2
1€0°L
050°L
0v0°L
€¥0°2
8€0°L
¥80°L
160°L
6v0°L
£Y0°L
yv0°L
2G80°L
0v0°2
9v0°L
890°L

€€0°0
€€0°0
€€0°0
€€0°0
€€0°0
€€0°0
€€0°0
€€0°0
€€0°0
€€0°0
€€0°0
€€0°0
€€0°0
€€0°0
€€0°0
€€0°0
€€0°0
€€0°0
€€0°0
€€0°0
€€0°0
z€0'0
€€0°0
€€0°0
€€0°0
ze0'0
2€0'0
2€0'0
€€0°0
€€0°0
ze0'0
€€0°0
€€0°0
z€0'0

669°0
669°0
669°'0
0020
6690
669°0
6690
669°0
669°0
869°0
669°0
669°0
669°0
1690
169'0
8690
6690
669°0
869°0
6690
669°0
869°0

L€0°L
8€0°L
£v0°L
9€0°L
1€0°L
620°L
1€0°L
2e0°L
Tvo'L
6€0°L
6€0°L
9v0°L
ovo‘L
Lr0°L
€€0°L
120°L
¥€0°L
620°L
8€0°L
ov0'L
1€0°L
950°L
9v0°L
6v0°L
£V0°L
060°L
€0L°L
GS0°L
6v0°L
050°L
8G0°L
Sv0'L
250°L
v.0°L

3.7. abra. CAD arfolyaméara a Black-Scholes és Heston-Nandi-féle

eredmények 6sszehasonlitasa. A kétféle modszer eredményei a call és put opciok

lletve kiilon-kiilén a kapott gammak, és delték.
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3.8. abra. CAD arfolyamara a Black-Scholes és Heston-Nandi-féle

eredmények Osszehasonlité tablazatanak Osszehasonltasa. A kétféle

, illetve kiilon-kiilon a kapott gammak, és

arara

dszer eredményei a call és put opcidk

delték.
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4. fejezet

Stratonovich integral

4.1. Stratonovich integral

Probéljuk meg a modelliinket gy vizsgédlni, hogy az analizisében az Ito-
integral helyett a Stratonovich-féle integralt alkalmazzuk. Erre a megkozeli-
tésre jobban illeszkednek az elemi analizisbeli tulajdonsagok, ezért érdemes
megnézni, mit kapunk beléSle. ElGszor kovetkezzék a kétféle megkozelités
analizisbeli hatterének leirasa.

Tekintsiik a Langevin egyenletet:

X = [(X) + g(X)E(), (4.1)

ahol f és g adott fiiggvények, £(t) Gauss fehér zaj (stacionarius Gauss folya-

mat, 0 varhato értékkel, delta korrelacioval). Atirhatjuk:
dX = f(X)dt + g(X)dW (t), (4.2)

ahol dW (t) = &£(t)dt, és W (t) Wiener-folyamat. A kiilonbség a kétféle interp-
retacio kozott X értékének megvalasztasaban van. Ito szerint X értéke az

infinitézimalis dt 1épés kiindulasi értéke, azaz X = X(¢), mig Stratonovich
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szerint a lépés kozepe: X = X(t + dt/2) = X(t) + dX(t)/2. Egy véletlen
folyamat differencialja: dX (t) = X (t + dt) — X (t). Tehat a szorzatra:

d(XY) = (X +dX)(Y +4dY)) — XY, (4.3)
azaz
d(XY) = XdY +YdX +dXdY. (4.4)
Ezért a Stratonovich interpretécié szerint:
d(XY) = XsdY + YsdX, (4.5)

ahol Xg(t) = X (t +dt/2) = X(t) + dX(t)/2.

[to interpretacio esetén:
d(XY) = XdY + YrdX + dXdYy, (4.6)

ahol X (t) = X ().
Es most lassuk a legfébb kiilonbséget a kétféle interpretacio kozott! Le-

gyen h(X,t) egy tetszéleges fiiggvény, ennek differencialtja 1to szerint:

 Oh(X,t) Oh(X,t) 1,
dh == dX+[ ot get(X)

0*h(X,1)

S| dt, (4.7)

ez az 1t0 lemma. h differencialtja Stratonovich értelemben:

_Oh(Xst),  Oh(Xs,)

dh 0Xs ot

dt, (4.8)
Oh(Xg,t) B Oh(X, 1)

0Xs  0X [x_x,
ahhoz, amit varnank, azaz az Osszetett fliggvény differencialasi szabélyahoz.

ahol , Xs pedig a fentebb definialt. Ez hasonlit
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4.2. Black-Scholes egyenlet Stratonovich integ-
rallal

Es most nézziik a Black-Scholes-Merton egyenletet. Irjuk a call opcio arat

most a kévetkezGképp:
C = a,X + (,B, (4.9)

ahol o, a részvények szamanak és call-oknak az aranya, (3, pedig a kotvények
per call-ok (ezek a részvényarfolyamatnak nem josolhato fliggvényei), B a
kotvényarfolyamat, mig X a részvényar véletlen folyamata.

Tehat akkor nézziik a Black-Scholes egyenlet szarmazasat, el6szér 1t6 eset-
ben! A (4.9)-es egyenletbdl (4.6)-os alapjan kapjuk:

dC = [an (X, t) + dan (X, 1)]dX + [3,(X, t) + dB,. (X, t)]dB+ (4.10)

L X (H)dan(X, 1)+ Bt)dBa(X, 1).

Miel6tt ezt tovabb alakitjuk, nézziik meg a,,-et at tudjuk-e irni. It6 esetben
a t el6tti idGpillanat szamit, nem fiigg X (¢)-t6l, csak X (¢ —dt) = X —dX-t6l.
Tehat igy irhatjuk fel: a,,(X,t) = a(X — dX,t), és ugyanez elmondhaté (3,
Jda(X,t
esetére is. Innen «, (X, t) = a(X,t) — MdX +O(dt). Az It6 lemmabol
da(X, 1)
0X
egyenletbdl végiil azt kapjuk, hogy

viszont azt latjuk, hogy dX = da(X,t) + O(dt), igy ebbdl a ketts

a(X,t) = a, (X, t) + do, (X, t) + O(dt), (4.11)

és ugyanez fennall (X, t)-re. Visszatérve dC-re, és felhasznélva az elébbit

(o felirasat) is, kapjuk, hogy:

dC = adX + BdB + Xda, + BdB, + O(dt?). (4.12)
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Az onfinanszirozas miatt teljesiilnie kell, hogy:

Xda, = —Bdp,, (4.13)
igy
dC = adX + BdB. (4.14)
Tovabba szintén (4.9)-bél:
BdB = r(C — aX)dt + O(dt?). (4.15)
Ezért
dC = adX + r(C — aX)dt + O(dt?). (4.16)

Az Tto lemmabol, alkalmazva a részvényarfolyam dinamikajat (jelen esetben:

2
dX = X Ku +2 ) dt + adW(t)}) kapjuk, hogy:

2
_(oC 1, , 0°C oC
Ebbe (4.16)-ot helyettesitve:
oC oC 1, ,0%C
Legyen o = aca@’t), és akkor mar csak ezt kell behelyettesiteni az el6z6
x
egyenletbe, és kapjuk a Black-Scholes egyenletet:
oC oc 1 ,02C
— = —rr——= —_—. 4.1
oy rC —rx o 2<O'ZE) 52 (4.19)

Most pedig kovetkezzék a Stratonovich interpretacidhoz tartozé Black-
Scholes egyenlet! Ekkor X teljesiti a kovetkezd sztochasztikus differencidl-
egyenletet: dX = puXgdt+oXgdW (t). Mivel X = Xg—dX/2, igy a(X,t) =
a(Xg — dX/2,t), ahonnan

100(Xs,t)

a(X7t>:a(X57t)_2 aXS

dX + O(dX?). (4.20)
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Hasonloan C'(X,t) = C(Xg,t) + O(dX). Ezért
dC = a(Xg, t)dX+
1 da(Xg,t
+ |rC(Xs,t) — rXsa(Xs, t) — —02X3M dt+
2 0Xs
+O(dt?). (4.21)
Masrészrol viszont (4.8)-as szerint:
dC — Mdt 4 wdx (4.22)
ot X ' ‘
Ebbdl a két egyenletbél kapjuk, hogy:
0C (X, t 0C(Xg,t
a(xs,t) = L] e 90X iy iy
0Xs ot
L . a(Xst) (4.23)
a S
+7"X505(X5, t) + 502X§8—)(S]dt
0C(Xg,t
Megint « elgbbi valasztasaval: a(Xg,t) = %, ugyanazt kapjuk, mint
S

It6 esetében. Tehat a Stratonovich analizis is ugyanazt a formulat eredmé-

nyezi, mint az Ito.



5. fejezet

Az opcidarazas, mint hullAm

modell

5.1. A Schrodinger-egyenletek

Egy 10j megkozelitése lehet az opcié arazdsdnak a hulldim modellek alkal-
mazésa, igy a nemlinearis Schrodinger-egyenletek illesztése, ami alternativat
szolgaltathat a Black-Scholes-Merton modellre. A modell formalisan ugy
definialt, mint egy komplex értékd, nemlinearis Schrodinger-egyenlet, s rész-
vényarral, o volatilitassal, r kamatlabbal. Legyen 1) = 1(s,t) az id6fiiggd
opcidar-hullamfiiggvény, mely abszolutértékének négyzete, |1(s,t)|* az op-
cidar valbszintiség-siirtiség funkcionalja a részvényarra, és id6re nézve. A

nemlinearis Schréodinger-egyenlet a kovetkezGképp néz ki:
. 1 .
00 = =500 =B Y Py, (i=v-1) (5.1)

A Landau-egyiitthato, § mutatja a piaci potenciélt, a legegyszeriibb esetben
ez r-rel egyezik meg, egyébként pedig az allithaté w; paraméterektsl fiigg. A
V() = =B | ¢ |? tag a ¢-fiiggs potencidlmezd. Tehat a ¢ hullamfiiggvény-
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ben a térnek megfeleld paramétert a részvényar jatsza.

Alacsony kamatlab esetén, azaz ha r < 1, akkor 3(r) < 1, igy
V() — 0. Ekkor (5.1)-et approximalhatjuk "kvantum-szerd opci6é hullam-
csomaggal", kapcsolatban az egységnyi tomeg(i szabad kvantumrészecskével.
Ez a lineéris hullaimcsomag a linearis Schrodinger-egyenlet megoldasa:

ioO) = Hp, (5.2)

2
. o
ahol H = —7858, a Hamilton-operator, és a volatilitds jatsza a Planck-

konstans szerepét. Ennek az altalanos megoldasa a de Broglie-féle opcios
sikhulldmok linearis kombinaci6ja, ahol k£ a hullamok szdma, p = ok lineé-
ris momentum, A\, = 27/k a hullamhossz, w, = ok?/2 a szdgfrekvencia, az
osszcillacio periodusa pedig T = 27 /wy, = 47 /ck?. Ekkor az opcios hullam-
csomag;:

n

Pi(s,t) = Z c; AetFs—wrt) n € N. (5.3)
=0
Itt A az amplitudo, és a v, hullamfazisnak a szoge (ks — wyt). Ezt meg-

mutattak (Ivancevic 2010), hogy sikeresen illeszthetd a Black-Scholes call, és

put opciés adatokra.

5.2. Schrodinger-egyenletek megoldasa

Most tekintsiik az altalanos esetet! Az (5.1)-nek létezik megoldasa a Jaco-
bi elliptikus funkicionél segitségével. A két legfontosabb megoldéas ezen a
megoldés sorozaton beliil:

-A burok "sokk-hullam" megoldas (envelope shock-wave, dark soliton) :

Po(s,t) = £4/ _70 tanh(s — akt)ei[ks’%”t@*kz)]. (5.4)

A "sokk-hullam" egy fajtaja a gyorsan terjedd, nemlinearis diszturbancianak,

energiat hordoz, és terjed a kozegben. Ugy jellemezhets, mint egy hirtelen,
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majdnem Osszefiiggéstelen valtozas a kozeg jellemzéjében. Ennek a hullam-
nak az energidja elég gyorsan eloszlik.

-A masik burok megoldas (envelope solitary-wave, bright soliton):

Vs(s,t) = %4/ %Usech(s - akt)ei[ks’%"t(kkl)]. (5.5)

Masrészt 2 1j megoldast ad a nemlinearis Schrédinger-egyenletnek a Dar-
boux transzformécié modszere. Ezeket a hullamokat tgy is hivjuk, hogy
szeszélyes, hatalmas, gyilkos, szokatlan, extrém. Ezek a kovetkezGek:

- 1. extrémhullam megoldés (one-rogon solution):

2
ba(s,t) = a g {1 _ 4(1+ oa’t) }ei[ks+a/2(a2—k2)t], (5.6)

203 1+ 2a2%(s — okt)? + o2att?
ahol « és 3 a skala és alak paraméter, o3 > 0.

- 2. extrémhullam megoldas (two-rogon solution):

g P(S t) + ZQ(S t) . 212
— 1 ) ) ilks+o/2(a*—k*)t] 5.7
26 { Rs.t) S S

ahol P, (@, R bizonyos polinomfiiggvénye s-nek és t-nek, o3 > 0.

w5(8, t) =

Ezekbdl a megoldasokbodl pedig megkapjuk linearis kombinacioval az al-

talanos hulldim modellt az opcidarra:

walt - Al E C'LAe (ks— Wkt

Otanh O'kt z[ksféat(2+k2)}:|:
V B

;sech( — okt)e ilks— 5otk 1)) (5.8)

g P(S t) +’iQ<S t) . 2 1.2
A — 11 ) ) ilks+o/2(a®—k*)t]
+ 4%/25{ + R(s.0) e +
ag P(S t) + ZQ(S t) . 2 1.2
A [ 1 ) ) ilks+o/2(a®—k*)t]
+ 5C¢ Qﬁ { -+ R(S,t) e ,

ahol A; a megfelel§ amplitudo (i =1, ..., 5).
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5.3. Alkalmazas

Most pedig be szeretnénk illeszteni a sztochasztikus volatilitast is a jelenle-
gi hullam modelliinkbe. Igy kapunk két nemlinearis Schrodinger-egyenletet,
egyik az opcivar hullamfiiggvény, 1 = 1(s,t), a masik pedig a volatilitas hul-
lamfiiggvény, 0 = o(s,t). Ez a két Schrodinger-egyenlet 6sszekapcsolodik,
hiszen a o paramétere az opcidar egyenletének, és 1) pedig paraméter a vo-
latilitas egyenletében. Tovabba mindkét folyamat kozos piaci hépotencialbol

fejlédik. Tehat az egyenleteink:

1
volatilitas : i0,0 = —58850 — B(lo|* + [}, (5.9)

opcio : idy) = — 50— Blof + [V)u (5.10)

ahol B(r,w) = r SN wig;.
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