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Bevezetés

A bayesi statisztika kiindulopontja, hogy a megbecsiilni kivant paramétereket
is valoszintiségi valtozonak tekintjiik valamilyen altalunk vélasztott apriori
eloszlassal, és a mintaelemek eloszlasat feltételes eloszlas formajaban adjuk
meg. A paraméterek feltételes eloszldsa a megfigyelt értékekre az aposteri-
ori eloszlas, amelynek valamilyen funkcionaljat tekintjiik a paraméter becs-
lésének. Sokszor a megfigyelések, paraméterek és segédvaltozok egy olyan
Osszetett rendszerét allitjuk fel, amelyben az aposteriori eloszlas meghata-
rozasahoz sziikséges szamitasok nem végezhetdk el egzakt modon, hanem
valamilyen kozelitG eljarasra van sziikség. Erre szolgal a bayesi statisztika
egyik legfontosabb modszere, az MCMC (Markov Chain Monte Carlo) algo-
ritmus, amelynek soran egy megfelelGen konstrualt Markov-lanc segitségével
mintat vesziink az aposteriori eloszlasbol, és az igy kapott tapasztalati elosz-
lassal kozelitjiik azt. Az MCMC algoritmust az elsé részben tekintjiik at.
Térbeli statisztikai problémék olyankor meriilnek fel, amikor a megfi-
gyelések valamilyen térbeli elhelyezkedéssel rendelkeznek, példaul egy bi-
zonyos statisztikai adat egy orszag dsszes megyéjében rendelkezésre all. Tlyen-
kor szeretnénk a becslés elvégzésénél figyelembe venni az egyes megfigyelések
térbeli kozelségét, példaul feltételezziik, hogy két szomszédos megye adottsé-
gai egyméashoz hasonléak, igy a becslés soran a két megyében a mért ada-
tok kozti kiilonbséget inkdbb hajlandbak vagyunk a véletlen szamlajara irni,
mint két, egymastol tavol elhelyezkeds megye esetében. Az ilyen térbeli
Osszefiiggések bayesi megkozelitéséhez jo segédeszkoz a statisztikus mechani-
kabol szarmazo6 tn. Potts-modell. Ebben a modellben a teriiletek egy bi-
zonyos szamu szinosztalyba sorolasait tekintjiik, és a szinezések halmazan
definidlunk egy valoszintiségeloszlast gy, hogy azon szinezéseknek legyen
nagyobb a val6szintisége, amelyben t6bb szomszédos teriiletet szineztiink
azonos szintire. Erre az eloszlasra a bayesi statisztikai modszerek soran apri-
ori eloszlasként fogunk tekinteni. A Potts-modellt a masodik részben nézziik

meg.



Egy lényeges térbeli statisztikai probléma a betegségtérképezés (disease
mapping). Ilyenkor a teriileteinken adott egy bizonyos betegség altal bekovet-
kezett haldlesetek szama, és szeretnénk olyan térképet késziteni, amely hite-
lesen abrazolja az egyes teriileteken a haldlozas kockazatat. A becslést ne-
heziti, hogy az egyes teriiletek lakossadgsziama nagyon eltérd lehet, igy bi-
zonyos helyeken meghizhatébb, mas helyeken joval kevésbé meghizhatd becs-
léseket tehetiink. A harmadik részben haromféle modellt néziink meg, ame-
lyek a probléma kezelésére szolgalnak.

Dolgozatunk alapjat képezi Green és Richardson [1] cikke, amely szin-
tén a betegségtérképezés problémajaval foglalkozik. A cikkben leirt modszer
a teriileteket a haldlozas kockazata szerint osztalyokba sorolja, és a lehet-
séges osztalyokba sorolasok apriori eloszlasaként a Potts-modellt hasznalja.
A becslés ezutan MCMC modszer hasznalataval torténik. A cikket a negyedik
részben ismertetjiik.

Az 6todik részben megnézziik, hogyan lehet eljarni abban az esetben, ha
a betegségtérképezéstsl eltérGen a teriileteken nem gyakorisagi, hanem més
jellegti adatokkal rendelkeziink. Példaul meg szeretnénk becsiilni az autdbale-
setekbdl szarmazo kar varhato nagysagat, ha rendelkezésiinkre allnak az egyes
teriileteken a bekovetkezett karok nagysagai. Green és Richardson modelljét
fogjuk adaptalni harom kiilonb6z6 problémahoz, és részletesen ismertetjiik a
modellek felépitését és az MCMC modszer alkalmazéasat. Az 6todik rész tar-
talmazza a sajat eredményeket, az elsé négy rész témait pedig a szakirodalom

alapjan mutatjuk be.

1. Az MCMC mobdszer

Brooks [2] cikkét felhasznalva megnézziik a bayesi statisztika fontos modsze-
rét, az MCMC eljarast. A bayesi statisztikai vizsgalatok soran gyakran van
sziikség bonyolult, tobbdimenzids integralok kiszamitasara. Legyen példaul

az y minta x paraméterre vett feltételes eloszlasa L(y|z). Ekkor a paraméter



m(x|y) aposteriori eloszlasat konstans szorzotol eltekintve megkaphatjuk

m(zly) oc L(y|z)p(x)

alakban, ahol p(x) az = paraméter apriori eloszlasa, és a normalizalé konstans
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képlettel kaphaté6 meg. Ha szeretnénk meghatarozni a paraméter valamely

0(x) fiiggvényének aposteriori varhaté értékét, akkor az
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integralt kellene kiszamolnunk. Hasonl6képpen, ha az z tobbdimenzids para-
méter valamelyik komponensének margindlis aposteriori eloszlasat szeretnénk
megkapni, akkor a m(x|y) aposteriori eloszlast integralni kellene a tobbi val-
tozd szerint. Sok esetben sem az aposteriori eloszlas normalizald konstansat
nem tudjuk pontosan meghatarozni, sem az emlitett két feladatban felléps
integralokat nem tudjuk kiszamolni, ezért kozelité modszerre van sziikség.
Az egyik ilyen modszer az MCMC (Markov Chain Monte Carlo) eljaras.

Az MCMC eljarés soran az aposteriori eloszlasbol mintat vesziink, és
ebbdl a mintabol becsiiljiik a szoban forgd mennyiségeket, vagyis lényegében
a fenti integralok értékét becsiiljiik meg kdzvetett aton. Az eljaras lényege,
hogy egy olyan Markov-lancot készitiink, amelynek stacionarius eloszlésa ép-
pen a 7(x|y) aposteriori eloszlas, amelyet ezutan csak m(x)-szel jeloliink, és
céleloszlasnak neveziink. Ezt az a tétel alapozza meg, hogy minden aperi-
odikus, irreducibilis Markov-lancnak egyértelmtien létezik stacionérius elosz-
lasa, és a lanc ehhez az eloszlashoz konvergdl. Ha tehat egy adott kiin-
dulo allapotbol elég sokaig futtatjuk a lancot, akkor a kapott értékek a
7 eloszlasbol vett mintdnak tekintheték. Jeloljiik innent§l a Markov-lanc

magfiiggvényét K (x,y)-nal, ez tehat a lanc kovetkezs tagjanak a feltételes



stirtiségfiiggvénye az y helyen, arra a feltételre nézve, hogy a lanc most az x
allapotban van. Ekkor tehat 7 stacionaritdsa azt jelenti, hogy ha z ~ 7(x)
és y ~ K(z,y), akkor egyben y ~ m(y) is teljesiil. Az MCMC eljaras az
allapotvektor modositasi szabalya, amely lehet egy magfiiggvény, de lehet
tobb magfiiggvény egymas uténi vagy kevert végrehajtasa is. Most attekint-
jiitk az MCMC két alapvet§ modszerét, a Gibbs-mintavételt és a Metropolis-

Hastings-algoritmust.

Gibbs-mintavétel

A Gibbs-mintavétel esetén az x allapotvektor komponensekre osztott: =z =
(x1,...,25) € RP, a komponenseket pedig egymas utan modositjuk. Az
x; komponens modositasat ugy végezziik, hogy az Osszes tobbi komponens-

re vett feltételes eloszlasa szerint kisorsolunk egy 1j értéket, és z;-t ezzel

helyettesitjiik. Vagyis az 0j 2} értékre x} ~ x;|m(z1, ..., T 1, Tiy1, ..., k).
Ezt elvégezziik sorban ¢ = 1-t6l k-ig, az i-edik 1épésnél a j < ¢ indexd

komponenseknél mar a modositott értéket hasznélva a feltételes eloszlas ki-
szamitasanal. Ebbdl a k 1épéshdl all 6ssze a Gibbs-mintavétel, amelynek

magfiiggvényét tehat a kovetkezé alakban irhatjuk fel:

k
K(z' 2" = H w2l al,a))

i=1

A Gibbs-mintavétel sordn tehat a feltételes eloszlas szerinti véletlen val-
tozokat kell kisorsolni. Gyakran a feltételes eloszlas valamilyen jol ismert
eloszlas, ekkor ez nem okoz nehézséget, de léteznek hatékony modszerek nem

standard eloszldsboél valo mintavételre is.

Metropolis-Hastings-algoritmus

A Metropolis-Hastings-algoritmus esetén is az allapotvektor 0] értékét egy

eloszlasbol sorosoljuk ki, de ezt az 0 értéket csak egy bizonyos valoszintiség-



gel fogadjuk el, ha pedig elutasitjuk, akkor az 1j allapotvektor megegyezik
a régivel. Legyen az x vektor az el6z6hoz hasonl6an komponensekre os-
ztva, és tegyiik fel, hogy az i-edik komponenst akarjuk médositani. Flgszor
megadunk egy ¢(z,y) fiiggvényt, ami minden = esetén strtségfiiggvény y-

ban, ebbdl az eloszlasbol generaljuk a javasolt 4j allapotot. Itt az x és y vek-

toroknak az i-ediktdl kiilonb6z6 komponensei rogzitettek az (zq,..., 21,
Tit1,...,Tr) értékekkel, és csak az i-edik komponens valtozik. Az z &l-

lapotvektorhoz tehat kisorsolunk a ¢(z,y) striségfiiggvény szerint egy 1j

y vektort, ennek elfogadasi valoszintisége pedig legyen

m(y)q(y, x) }

m(z)q(z,y)

a(z,y) = min {1, (1)

Az y vektor kisorsolasa utan tehat a(x,y) valoszintiséggel lecseréljiik x-et y-
ra, kiilsnben pedig megtartjuk z-et. Irjuk fel az algoritmus magfiiggvényét,
legyen P(x, A) annak valoszintisége, hogy a lanc az z éallapotbdl az A hal-
mazba keriil. Ekkor

P(x,A):/AK(x,y)dy—Fr(x)IA(x)

teljesiil, ahol

K(z,y) = q(z,y)a(z,y)

az eloszlasnak az a része, amelyik az y vektor elfogadasahoz tartozik,

r(z) = / a(z,)(1 — oz, y))dy

pedig az elutasitdshoz tartoz6 pontmérték. Lathato, hogy az algoritmus
soran elég a m céleloszlast csak normalizdlo tényez6tdl eltekintve ismerni,
mert az elfogadasi hanyadosban ez a tényez§ kiesik. Ha a ¢q(x,y) siirtség-

fiiggvényt szimmetrikusan valasztjuk, vagyis ¢(x,y) = q(y, x) teljesiil, akkor



az (1) elfogadasi valoszintiség az

. ™Y
alx,y) :mln{l,%} (2)
hényadosra egyszertisodik.

A q(z,y) fiiggvény megvalasztasara szamos lehetGség adodik. Egy specia-
lis eset a véletlen bolyongast Metropolis-algoritmus, ekkor ¢(z,y) = f(z —y)
valamely f striiségfiiggvényre, ilyenkor a javasolt y allapotra v = = + 2
teljesiil, ahol z-t az f strtségfiiggvény szerint sorsoljuk. Egy masik lehetdség,
hogy a q(z,y) fiiggvény nem fligg z-t6l: q(z,y) = f(y) egy f strtiségfiige-
vényre. A Gibbs-mintavétel is felirhaté a Metropolis-Hastings-algoritmus
specidlis eseteként. Belathato, hogy az i-edik komponens Gibbs-mintavétel
szerinti modositasa megfelel a Metropolis-Hastings-algoritmusnak a ¢(x, y) =

W(yi|ﬂj‘1, e L1, i1y - ,l’k> valasztassal.

Dimenzi6évalté algoritmus

Elsfordulhat, hogy az MCMC eljarasban a paraméterek szama nem allando,
hanem maga is egy paraméter. Ilyenek példéul az altalunk vizsgélt keve-
rék modellek, amikor a keverék komponenseinek szdma ismeretlen. Ilyenkor
a Markov-lanc nem marad ugyanabban a p dimenzios térben, hanem kiilon-
b6z6 dimenzidju terekbe léphet. Az ilyen eljarasokat nevezziik dimenzidvalto
MCMC algoritmusoknak, aminek altalunk hasznalt fajtajat Green [3] vezette
be Reversible Jump MCMC (RJMCMC) néven, ami a Metropolis-Hastings
mintavétel kiterjesztése. Legyen a C' allapottér Cp,Cy,--- C C részekre
felosztva, ahol a C; C R™ részek kiilonb6z6 dimenzios valos terek részhal-
mazai. A 7(x) céleloszlas helyett ekkor egy m(dx) célmértéket kell tekin-
teniink. A kiilonb6z6 dimenzids terek kozti atmenethez meg kell adnunk a
modositasi lépéseknek egy m = 1,2, ... -vel paraméterezett csaladjat. Legyen
az el6z6ekhez hasonloan ¢, (z, dy) egy z-hez tartoz6 mérték, amelybdl a java-

solt 14j y allapotot kisorsoljuk. Ha az z allapotvektor példaul a C; tar-



tomanyban van, akkor elgszor kisorsolunk egy m tipusi lépést adott x-t6l
fliggd valoszintségekkel, ezutan a g, (x,dy) mérték alapjan egy j y pon-
tot, amely valamely C5 tartoményba esik. Gyakran nem alkalmazhatd az
Osszes modositd 1épés a C) tartomanybeli allapotvektorokra, az altalunk
kés6bb vizsgalt esetben példaul a dimenzié csak eggyel néhet, illetve csokken-
het. Ilyenkor az x allapotban csak azokat a lépéseket sorsoljuk ki pozitiv
valoszintiséggel, amelyek alkalmazhatok z-re. Miutan a javasolt y allapotot

meghataroztuk, ennek elfogadasi valoszintisége

. 7(dy)gm(y, dr)
min {1, () g (. dy) } (3)

Ez a valoszintiség jol definialt, hogyha a g, (z, dy) fliggvények teljesitenek egy
dimenzidkra vonatkozo feltételt, ami lényegében azt biztositja, hogy az z-r6l
y-ra és az y-rol x-re vald attérés szabadsagfokai megegyezzenek.

A dimenzi6valto 1épést a gyakorlatban tgy végezhetjiik el, hogy ha adott
az x allapotvektor, és azt az m tipusu lépést sorsoltuk ki, ami egy magasabb
dimenzités y allapotvektort hatéroz meg, akkor sorsoljunk ki egy folytonos
eloszlasu véletlen u vektort és legyen y az = és u vektorok valamilyen in-
vertalhato fiiggvénye, y(x, u). A forditott irAnyu 1épés pedig ennek az inverze,
vagyis az y magasabb dimenziés vektorhoz meghatéarozzuk az (x,u) vektort,

és z lesz a javasolt 1j allapotvektor. Ekkor a (3) elfogadasi valoszintiség a
kovetkezGképpen irhato fel:
P)rm(y)

min {1 e j W

ahol r,,(x) annak a valosziniisége, hogy az z allapotban az m tipusiu lépést

Jdy
O(z,u)

valasztjuk, p az aposteriori strtségfiiggvény, % pedig az (z, u) valtozokrol
az y valtozora vald attérés Jacobi-matrixa. A dimenzidkra vonatkozé feltétel
ekkor azt koveteli meg, hogy x és u dimenzidinak Osszege egyezzen meg y

dimenzi6javal, igy lehetséges, hogy az (z,u) és y kozti attérés bijektiv és



derivalhato.

2. A Potts-modell

A kovetkezGkben Francois és masok [4] cikke alapjan attekintjiik az tn.
Potts-modellt. Ha a statisztikai adataink térbeli teriiletekhez vagy koordiné-
takhoz kétédnek, és a mogottes gyakorisagok, kockazatok vagy més statisz-
tikai paraméterek térbeli Osszefiiggéseit szeretnénk vizsgélni, akkor célszert
el6szor elkésziteni a megfigyelések szomszédsagi grafjat. Ez természetes mo-
don megtehetd, ha mar adott valamilyen teriileti beosztés, példaul ha egy
orszag egyes megyéire vonatkoznak az adataink. Ilyenkor két megfigyelést
akkor tekintiink szomszédosnak, ha a teriileteik a valdosdgban szomszédosak.
Ha a megfigyelések csak a koordinataikkal vannak megadva a sikon, akkor
nincs ilyen kézenfekvé megoldas. Megtehetjiik, hogy elkészitjiik a pontok
Voronoj-diagramjat. Ez minden egyes ponthoz hozzarendeli azt a konvex
sokszoget a sikon (a pont Voronoj-cellajat), amelynek pontjai ehhez az adott
ponthoz vannak a legkdzelebb a megadott pontok koziil. Ezutan két megfi-
gyelést akkor tekintiink szomszédosnak, ha a Voronoj-cellaik szomszédosak.
Ennél egyszertibb eljaras, ha kijeloliink egy adott tavolsagot, és akkor tekin-
tiink két pontot szomszédosnak, ha a tavolsaguk a megadottnal kisebb.
Ezutan feltételezziik, hogy a graf minden csicsa k osztaly valamelyikébe
sorolodik. Legyen n csicsa a grafnak, és z; € {1,...,k} az i-edik cstcs
osztalya. Jelolje U(z) a graf olyan éleinek szaméat, amelyek azonos osztalyba

sorolt pontokat kotnek Ossze, képlettel
U(z) = Z(Szzwzj
i~

ahol ¢ a Kronecker-delta. Ekkor azon szinezésekhez, amelyekben nagy kiter-
jedésii azonos szini teriiletek vannak, nagyobb U(z) érték tartozik, a kevés

térbeli Osszefiiggést muatod szinezésekhez pedig kisebb. A Potts-modell egy



valoszintiségeloszlas a graf lehetséges szinezésein. Egy z szinezéshez tartozo
valoszintség:
p(2) < VB 2 e {1, k"

ahol a o szimbolum jelentése: multiplikativ konstanstol eltekintve. Itt ¢ >
0 a kolcsonhatasi paraméter. @ = 0 annak az esetnek felel meg, amikor
nincs térbeli 6sszefiiggés, vagyis a cstcsok szine egymastol fiiggetlen. Minél
nagyobb 1 értéke, annal valosziniibb, hogy kiterjedt teriileteket szineziink ki
azonos szinnel. A gyakorlat azt mutatja, hogy viszonylag kevés szami osztaly
esetén ¢ < 0,4 gyenge, alig észrevehet§ térbeli Osszefiiggést eredményez, ¢ >
1 -nél pedig méar annak a valdszinisége, hogy két szomszédos csiics azonos
szinnel van szinezve, kozel 1, ilyenkor gyakran az egész térkép azonos szinfi.
Az 1. dbran lathato két minta a Potts-modellbdl kiilonbo6z6 1) értékek esetén,
ahol megfigyelhetjiik, hogy magasabb ¢ érték nagyobb térbeli Osszefiiggést
jelent a szinezésben. Megjegyzendd, hogy a Potts-modell az ismertebb tn.
Ising-modell altaldnositasa, ami tetszéleges szami szinosztaly helyett kett&t
hasznal.

A Potts-modell egyik elénye, hogy rendelkezik a térbeli Markov-tulaj-
donséaggal, vagyis egy csics szinének feltételes eloszlasa a tobbi csicsra meg-

egyezik a szomszédos csucsaira vett feltételes eloszlassal:

p(zilzw) = p(2ilze.,) (i=1,...,n)

ahol z(;y az i-t6l kiillonboz6 cstcsok halmaza, zp., pedig a z; szomszédainak
halmaza. Masképpen mondva egy cstcs szinezése feltételesen fiiggetlen a
tObbi csiics szinezésétdl a szomszédaira nézve. Az ilyen tulajdonsaggal ren-
delkez6 eloszlasokat Markov-mezSknek nevezziik, a Markov-lancok analdgi-
ajara, ahol egy valtozo eloszlasat az idSbeli "szomszédja" hatarozza meg.
A térbeli Markov-tulajdonsag miatt az egyes csicsokra vonatkozo szamita-
soknal nem kell az egész szinezést figyelembe venniink, hanem elég a cstics

koérnyezetét tekinteni. Ezért ez a tulajdonsag lehetévé teszi, hogy gyors és



egyszertien kiszamithato algoritmusokat hasznaljunk.

1. abra. A Potts-modell egy-egy eldfordulisa k = 3 és (a)¢» = 0.1 (b)) = 0.9
esetén. Az elsd esetben nem ldthatd térbeli dsszefiiggés, a mdsodikban nagy
dsszefiiggd teriletek vannak azonos szinnel szinezve. ([4]-bdl)

A normalizilé konstans kiszamitasa

A Potts-modell fenti megadasanal az egyes szinezések valoszintiségeit csak
egymashoz viszonyitva, normalizalo tényeztél eltekintve definidltuk. Ez bi-
zonyos esetekben, példaul a Metropolis-Hastings moédszernél elegends, de

méaskor ismerniink kell a pontos valoszintiséget. A k, 1 értékekhez tartozo

10



normalizalé konstans (fizikus szohasznélattal particiofiiggvény) logaritmusat
jeloljiik 0 (1))-vel:
Ou(v) =log Yy O (5)

2€{1,...k}n
Ekkor egy z szinezés valdsziniisége:
p(z) = PV )
A 0, (v) konstans fenti felirasabol lathato, hogy még viszonylag kis méretii és
kevés szinosztallyal rendelkez6 modellek esetén is olyan sok tagbol all, hogy
pontos értékének nyilvantartasa egy algoritmus folyaman nem kivitelezhetd,
ezért kozelit6 eljarasra van sziikség. Szamos ilyen eljaras 1étezik, ezek koziil
az egyik legegyszertibbet tekintjiik most at.
Derivaljuk ¢ szerint (5)-6t:
0

0
_ T ) = 37 () O-)
awek(w> aw log - e - (Z)e

=S UE)pru(z) = Eey(U(2))

ahol az Osszegzés az Osszes lehetséges szinezésen fut végig, az indexben 1éve
k,v pedig azt jelenti, hogy z eloszlasat a megadott k és ¢ értékek mellett
tekintjiik. Lattuk, hogy ha 1 = 0, akkor az egyes z; értékek egymastol
fiiggetlenek és azonos eloszlastiak az {1, ..., k} halmazon, igy minden szinezés

egyforma valoszintiségi, tehat 65(0) = log k™ = nlog k. Ebbdl integréalassal

P
0x(v) = nlogk +/ Eyp(U(z))dy'
0
Ezutan az Ej, (U (z)) varhato értékeket megbecsiilhetjitk MCMC mintavétel-

lel egyes diszkrét ¢ értékekre, példaul a {0,6,20, ..., ¥ma. } halmaz elemeire,

vagyis a Potts-modell eloszlasa szerinti szinezéseket generalunk MCMC mod-
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szerrel, mindegyik szinezésre kiszamitjuk U(z) értékét, és ezeket atlagoljuk.
Ezen diszkrét 1-kre vonatkozo becslésekbdl a fenti integral értékét példaul

harmadfoku spline illesztésével becsiilhetjiik.

3. DBetegségtérképezés

Clayton és Kaldor [5] cikke alapjan megvizsgaljuk a betegségtérképezés prob-
léméjat és az altaluk leirt két modellt, majd egy harmadik, népszerti modellt
is megnéziink. A betegségek térképezésének célja olyan térképek készitése,
amelyek egy betegség helyi kockazatat jelenitik meg egy adott orszdgon vagy
région beliili kisebb teriiletekre. Ehhez minden teriileten rendelkezésre all a
betegségben valo elhaldlozasok megfigyelt szama és varhaté szama, ami az
adott teriilet lakossagszamaval aranyos. Ezek hanyadosat nevezziik standar-
dizalt halandosagi hanyadosnak (SMR), ami a kockéazat tapasztalati becslése.
A térképezés egyszerti megkozelitése a teriiletenkénti SMR abrazolasa, ez
azonban altaldban félrevezets. A teriiletek lakossdgszamaban ugyanis jelen-
tGs eltérések lehetnek, és az alacsony lélekszam teriileteken a becslés esetleg
csupan néhany eléfordulason alapszik, ami nagyon pontatlan lehet. Igy a
térképet a ritkdn lakott teriileteken tapasztalt extrém értékek uraljak. Egy
mésik, szintén nem kielégité lehetGség, hogy az egyes teriileteken a teljes
atlagtol valo eltérés statisztikai szignifikanciaszintjét abrazoljuk. Ebben az
esetben az azonos SMR-rel, de méas lakossdgszammal rendelkezé teriileteket
egészen masképpen jeloljiik meg a térképen, az extrém értékeket pedig 4l-
talaban a nagy lélekszamu teriiletek adjak, ami szintén félrevezets lehet.
Legyen N darab teriiletiink, az i-edik teriileten O; a megfigyelt, E; a
vart haldlozasok szama, ahol E; ismert érték. Tegyiik fel, hogy O; Poisson-
eloszlasu 0, F; paraméterrel, 0; a becsiilendd paraméter. A kévetkezékben a 6
vektornak valamilyen f(0) apriori eloszlast valasztunk, és ;-t az aposteriori

varhato értékével becsiiljiik.
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A gamma modell

A gamma modellben a 6;-knek fiiggetlen Gamma(a,v) apriori eloszlast va-
lasztunk, az « és v paramétereket kés6bb megbecsiiljiik. Ilyenkor az O; meg-

figyelések feltétel nélkiili eloszldsa negativ binomialis, és konnyen lathatéan

E;v

EO,) ==

(0)=""
Ev E?v
D?*(0;) = = !
(0) = —+—5

A 0; aposteriori eloszlasa Gamma(E; + o, O; + v), amibdl 60; aposteriori

varhato értéke: 0
i +v
(0:]0:) E;, +«

Ebbe behelyettesitve a és v becslését kapjuk a 0;-re vonatkozd becslést:

" E 44

(6)

Az a és v paraméterek becslését maximum-likelihood modszerrel végezziik.
Az O; megfigyelések feltétel nélkiili eloszlasabol kapjuk, hogy a loglikelihood-

fliggvény a kovetkezd:

N
L(a,v) = ; (log % + vlog(a) — (O; + v) log(E; + 04))
A paraméterek becslését ezutan derivalassal, majd a keletkezd egyenletrend-
szer kozelité megoldasaval kapjuk.

Lathato, hogy 6; (6) becslése kompromisszum az O;/E; SMR és a v/«
kozott, ami a 6; eloszlasanak varhato értéke. A becslés igy nagy megfi-
gyelésszammal rendelkezd teriileteken az SMR-hez van kozel, kis megfigye-

lésszam esetén pedig az Osszesitett kockézathoz.
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A lognormalis modell

A lognormalis modell esetén azt feltételezziik, hogy a 6; kockazatok apri-
ori eloszlasa lognormalis, vagyis a §; = log(6;) valtozok eloszlasa valamilyen
tobbdimenzios normalis eloszlas p varhato értékkel és Y szorasmatrixszal.
Ilyenkor a 6;-k aposteriori varhaté értéke nem kaphatdé meg zart alakban,
ezért kozelitésre van sziikség. Megmutathato, hogy ha a g vektor O; mintaele-
mekre vonatkozo ¢(f) likelihood-fiiggvényét négyzetes fiiggvénnyel kozelit-
jiik, akkor a B aposteriori eloszlésa szintén tobbdimenzids normaélis eloszlas.
Ehhez a ¢(5) fiiggvényt sorbafejtjiik a §* vektor koriil, ahol

gL
o —tog (22 )

ami lényegében a koordindtankénti ML-becslés azzal a moédositassal, hogy az
O; = 0 eset kezelésére a megfigyelésszamhoz hozzaadtunk 1/2-et. A p és X
paraméterek ML-becslésére az in. EM algoritmust hasznaljak a szerzék, ami
egy rejtett valtozok becslésére szolgald kozelitd algoritmus.

A [ vektor apriori eloszlasaként szolgalé tobbdimenzids normélis elosz-
las megvalasztasara tobb lehet&ség is van. A legegyszeriibb esetben a ko-
ordinatakat fiiggetlen azonos N(m,o?) eloszlastira vélasztjuk. Ilyenkor az

EM algoritmus a kovetkezs becslést adja (;-re:

. w4 (0;+3) 66 — %
62': 1\ ~9

ahol 7 és 62 az algoritmusboél szarmazo kozelité becslések. Lathatoan ez
a becslés is kompromisszum a 37 lokalis becslés (7) és az m teljes mintara
vonatkozo becslés kozdtt. Az O; megfigyelés nagy értékeire az elGbbihez, kis
értékeire az utdébbihoz van kozel 3; becslése.

Az apriori eloszlast gy is megvalaszthatjuk, hogy a foldrajzi elhelyezke-

dést is figyelembe vessziik. Legyen W a teriiletek szomszédsagi matrixa, és
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vegyiik a kovetkez6 feltételes autoregresszios modellt:

N
E(BilBj.J #1) = pi+p > Wii(Bj — 15)

j=1

D*(Bi|B,j # 1) = o
Megmutathatd, hogy ekkor E(8) = p és X(8) = o?(I — pW)~!. A paramé-

terek becslését nem részletezziik.

A BYM modell

Gyakran hasznalt modszer a betegségtérképezésben az in. BYM modell,
amelyet Green és Richardson [1] cikke alapjan mutatunk be. A BYM modell
is lognormalis modell, vagyis a \; kockdzatok logaritmusainak egyiittes aprio-
ri eloszlasat tobbdimenzids normélis eloszlasnak valasztjuk, amit a szomszéd-
sagi graf hataroz meg. Legyen az i-edik teriilet relativ kockdzata Age® itV
ahol a Ao, u;, v; valtozok feltételesen fiiggetlenek a «, 8, 7, 7, valtozokra néz-
ve, és apriori eloszlasuk

Ao ~ Gamma(a, B)

plulra) ox eap(— g S (s — o)) )

ing!
n

plolm) o exp(—5m 3 0?) )

=1

ahol a szomszédsagi graf minden C' OsszefiiggGségi komponensére

Zui:Zm:O

ieC 1eC

teljesiil. (8)-bol és (9)-bdl kénnyen ellendrizhetd, hogy a kockazatok loga-
ritmusainak feltételes eloszlasa valoban normalis. Lathato, hogy ha 7, és

T, végtelenhez tartanak, akkor a becslésiink minden teriileten ugyanaz, ez
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az 0ssze6ntott mintabol valo becslésnek felel meg, ha pedig 0-hoz tartanak,
akkor az egyes teriiletekre fiiggetleniil becsliink. Itt feltételezhetjik a 7, ~
Gamma(ay, By) és T, ~ Gamma(ay, () apriori eloszlasokat és az a,, = v, =
By = B, = 0.1 valasztast. Ezutan a becslést MCMC modszer alkalmazasaval

végezzik.

4. Rejtett Markov-modell

Green és Richardson cikkében ritka betegségek el6fordulasait vizsgalja Fran-
ciaorszagban. Az orszag Osszes megyéjében rendelkezésre all a meghetege-
dések szama egy adott évben, és ebbdl szeretnénk a mogottes kockdzatokra
kovetkeztetni. Az el6z6ekhez hasonldan itt is Poisson-eloszlast tételeziink fel

a megfigyelt esetek szamara:
y; ~ Poisson(\E;) (i=1,...,n)

ahol y; a megfigyelések szama, E; a vart esetek szama, és \; a becsiilendd
kockazat. Az el6zd cikktdl eltéréen ebben az esetben teljesen bayesi megkoze-
litést fogunk hasznélni, ahol minden paraméternek apriori eloszlast adunk
meg, és a becslést MCMC modszerrel végezziik. A cikk modszerének kiin-
dulopontja az a feltételezés, hogy a \; kockdzatok egy rejtett Markov-mezs,
esetiinkben a Potts-modell elfordulasat alkotjak, innen a modell neve. Ah-
hoz, hogy a Potts-modellt alkalmazhassuk, a kockadzatokat diszkretizalnunk
kell, vagyis meg kell adnunk k darab lehetséges A\, ..., \; értéket, amelybdl
az egyes kockdzatok az értékiiket felveszik. Ekkor tehat az i-edik teriileten
1év6 kockazat A,, alakban irhato, ahol z; a k lehetséges osztaly valamelyikében
van: z; € {1,...,k}. A z; allokdcios valtozokra k szinosztalyt Potts-modellt
tételeziink fel apriori eloszlasként, ahol a 1) kolcsonhatasi paramétert is val-
tozonak tekintjiik, egyenletes apriori eloszlassal a {0,0.1,..., ¢4, } halma-
zon. Az osztalyok k szama szintén valtozd, a {1,..., kne.} halmazon egyen-

letes eloszlassal.
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A Aq, ...\ valtozok apriori eloszlasanak fiiggetlen Gamma(a, ) elosz-

last valasztunk. Az «, 8 paramétereket itt rogzitettnek tekintjik az a = 1

=1 J?

értékekkel, de mas valasztas is lehetséges. A szerzék megvizsgaltik az o

és

p

paraméter értékének més megvalasztasat (az a/f =D . vi/ Y. Ei egyenldség
fenntartasaval), és azt is, hogy a [ paraméternek is apriori eloszlast adnak,
de ezek nem valtoztattak lényegesen az eredményeken. Foltessziik még, hogy
a A, ..., A\, paraméterek novekvs sorrendbe vannak allitva, igy tehat a A

vektor apriori strtiségfiiggvénye:

k Ba}\qfle—ﬁ/\j
pAIR) =T < - < M) [] ]F(—a)

j=1

Ezzel megadtuk a modellt, amelyben az Osszes valtozo6 egyiittes strtségfiige-

vénye tehat a kovetkezG alakban irhato fel:

p(k, ¥, X, 2,y) = p(k)p(¥)p(z]k, L)p(Ak)p(y|A, 2)

A valtozok apriori eloszlasai kozti Osszefiiggéseket a 2. abra mutatja.

Az MCMUC algoritmus lépései

A kockazatok becsléséhez tehat MCMC mobdszert hasznalunk, amelynek so-
ran a k, 1, z, A paraméterek értékeit modositjuk. Ez harom fix dimenzios és
egy dimenziovalté (RJIMCMC) lépéssel torténik meg. ElGszor a z allokacios
valtozok értékeit modositjuk. Ez Gibbs-mintavétellel torténik, vagyis a val-
tozokat egymas utan modositjuk, és z; modositasakor az 1j értéket a t6bbi
valtozd rogzitett értéke melletti feltételes eloszlasabol sorsoljuk ki. Latni
fogjuk, hogy a térbeli Markov-tulajdonsag miatt a modositasnél elegendé z;

szomszédait figyelembe venni.
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2. abra. A wvdltozok dsszefiiggéseit dbrazold irdnyitott kérmentes graf. Az X
vdltozobol az Y -ba nyil mutat, ha X szerepel az'Y wvdltozo apriori eloszldsdnak
felirdsdban. A négyzettel jelolt vdltozok értéke rigzitett, a kérrel jeldlteknél
MCMC becslésre van sziikség. ([1]-bdl)

A 1) kolesonhatési egyiitthatot véletlen bolyongasi Metropolis-algorit-
mussal modositjuk, £0.1-es ugrasokkal pozitiv és negativ irdnyba egyforma
valosziniiséggel. Ha a javasolt Gj ¢ igy kilép az értékkészletébdl, akkor ott a
strtiségfiiggvényt O-nak tekintjiik és a modositést elutasitjuk.

A X\ vektort Metropolis-Hastings-algoritmussal moédositjuk tgy, hogy a
Aj-k logaritmusaihoz fiiggetlen normalis eloszlast véltozokat adunk hozza, és
az igy keletkezett vektort Gjrarendezziik, ez lesz a javasolt 1Gj vektor.

Az osztalyok k szamanak modositasit RIMCMC algritmussal végezziik.
El6szor kivalasztjuk, hogy a dimenziét eggyel csokkentjiik vagy noveljiik,
ezt by illetve dj valoszintiséggel tessziik. FEzutan kisorsoljuk, hogy melyik
két szomszédos \j-t vonjuk Ossze, illetve melyiket osztjuk ketté. Amikor
a dimenziok szamat noveljiik, akkor a kettéosztando A;-bol létrehozzuk az
0 A = Nuc és Ay = A\ju® valtozokat, ahol u ~ U(0,1) és ¢ = 0.1.
Ha az igy kapott 4j A vektor nem rendezett, akkor a modositast elvetjiik.
Kiilénben az eddig a j osztalyba tartozo teriileteket kettéosztjuk az a4j + és
— osztalyokba. Ezt Ggy végezziik, hogy a teriileteket egymas utan soroljukbe

az 1j osztalyokba tigy, hogy annak a valoszintisége, hogy z;-t a — osztéilyba
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soroljuk,
e¥r-—A-Bipv

S S e S (11)

ahol v_ és v, az i-edik teriilet azon szomszédainak szama, amelyeket mar
korabban a — és + osztalyokba soroltunk. Ennek a besorolasnak a célja, hogy
novelje az elfogadas valoszintiségét, a besorolast fiiggetleniil is végezhettiik
volna az egyes teriiletekre. Ezzel tehat megkaptuk a javasolt 4j allapotot.
A dimenzi6é csokkentése ennek a lépésnek a megforditasa: véletlenszertien
kivalasztjuk, hogy melyik két szomszédos A;, \jy1-et vonjuk ossze, és az 1j
N; a két érték mértani kozepe lesz. A két régi osztélyba sorolt teriiletek
allokécios valtozoit pedig dsszevonjuk, igy kapjuk a javasolt allapotot, aminek
elfogadésarol a Metropolis-Hastings tort alapjan dontiink.
A fenti MCMC lépéseket a késGbbiekben részletesebben targyaljuk.

5. VaAltozatok a rejtett Markov-modellre

5.1. Exponenciilis megfigyelések

A most kovetkez6kben Green és Richardson modelljének alkalmazasat mu-
tatjuk be néhény véltozatban. Az elézGekben a megfigyeléseink bizonyos
eseményeknek a szdmara vonatkoztak, ezért tételeztiik fel, hogy Poisson-
eloszlastak. Elképzelhet6 azonban, hogy az adataink mas jellegtiek, példaul
vonatkozhatnak a megfigyeléseink az egyes teriiletek autdbaleseteiben fel-
lép6 kar nagysagara. Ebben az esetben feltételezhetjiik példaul, hogy a kéar
nagysaga exponencidlis eloszlasi. Természetesen ilyenkor egy teriileten tobb
megfigyelésiink is lehet.

Tegyiik fel, hogy a megfigyelések n teriiletre esnek, mindegyik teriileten n;
darab. A megfigyelések a tobbi paraméter rogzitett értékére nézve feltélesen

fiiggetlenek, és exponencidlis eloszlasuak A, paraméterrel:
ya ~ Exp(\,,) (i=1,...,n),(1=1,...,n)
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Minden teriileten a \,, paramétert szeretnénk megbecsiilni.

A z; allokécités valtozok apriori eloszlasaként tovabbra is a Potts-modellt
hasznéljuk, a kockdzatok lehetséges Ai,..., A\ értékeinek apriori eloszlasa
az el6z6ekhez hasonloan egy fiiggetlen Gamma-eloszlasi vektor koordinatai-
nak névekvg sorrendbe rendezésével all el6. A Gamma-eloszlas paramétere-
inek megvalasztasakor az eredeti cikkhez hasonléan jarunk el, vagyis az «
paraméternek valamilyen rogzitett értéket adunk, példaul a = 1-et, ezutan
p-t ugy vélasztjuk meg, hogy a Gamma-eloszlas varhato értéke, a/f meg-
egyezzen a A\ paraméter valamilyen egyszertd becslésével. Tegyiik fel tehat,
hogy az egyes teriiletekhez tartozdé A paraméterek megegyeznek, ekkor az
yy megfigyelések fliggetlenek és azonos Exp(\) eloszlastak. Ebbsl A ML-
becslése az atlag reciproka, vagyis -t gy valasztjuk, hogy teljesiiljon

Z:L 174
5 Zz 121 1 Yil

A k és 1 paraméterek apriori eloszlasan nem valtoztatunk. A valtozok

(12)

egyiittes strtségfiiggvénye tehat:
p(k)p()p(=lk, ¥)p(AIK)p(y|2, X) = p(k)p(y)e?? & =0x)

ﬂa)\a 1 75)\ n
XKkIT(A\ < - < Ap) (H —> HH)\Zle Asvi o (13)

j=1 i=1 =1
A valtozok kozti Osszefiiggéseket a 3. abran tiintettiik fel. Ezutan nézziik az
MCMC eljaras lépéseit.
Fix dimenzibs lépések

A z; allokiciés valtozok értékeinek modositasat a Gibbs-modszerrel végez-
ziik, vagyis a z; értékeket egyesével egymaés utan modositjuk agy, hogy az 1j
értékiiket az Osszes tobbi valtozora vett feltételes eloszlasuk szerint sorsoljuk

ki. z; aposteriori eloszlasanak meghatirozasakor a normalizalé tényezGtsl
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3. dbra. Az 5.1 szakasz vdltozoinak dsszefiiggéseit dbrdzolo grdaf

eltekintiink. Ekkor tehat a (13) egyiittes strtiségfiiggvényben a z;-t61 kiilon-
boz6 valtozok értékét rogzitettnek vessziik, és csak a z;-t6] fiiggs tagokat
tartjuk meg. Az U(z) Osszegben tehat csak a graf azon éleit vessziik fi-

gyelembe, amelyek z;-be vezetnek:

ng

p(zi=j]...) oc O T (e %) oc A} exp (WU Aj Z?ﬂ)

=1

ahol v;; az i olyan szomszédainak szama, amelyek értéke j. Mivel z; fenti
feltételes eloszlasa csak véges sok, k darab pontra koncentralt, ezért nem
okoz problémat az, hogy a normalizalé tényez6t nem ismerjiik, mert a fenti
képletet j-re Osszegezve ez megkaphato. Ezutan z; 0j értékének kisorsoldsa
nem okoz nehézséget.

A 7 paramétert Metropolis-Hastings médszerrel médositjuk. A ¢ atme-
netfiiggvény legyen olyan, hogy az x pontbol % — % valoszintiséggel lépiink az
x+0,1és x— 0,1 pontokba, tehat ¢(x,y) = %, ha |y — x| = 0,1, és 0 kiilon-
ben. Lathato, hogy ez egy véletlen bolyongasos Metropolis-mddszer, ahol ¢
szimmetrikus, tehat (2) alkalmazhato. Ha ¢ = —0,1 vagy ¥ma. +0, 1, akkor

a valtoztatast elvetjiik, mert ezeken a helyeken 1 apriori striiségfiiggvénye
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0. Kiilonben az elfogadasi valdszintiség tehat:

min {1, eWﬂﬁ)U@)f(ekw')—ek(w))}

A )\j-k moédositasat is Metropolis-Hastings modszerrel végezziik, egyszerre
valtoztatva meg az egész A\ vektort. Ehhez meg kell adni a javasolt ' vektor
stirtiségfliggvényét az eredeti A fiiggvényében, tehat a Q(\, \') atmenetfiige-
vényt. A javasolt N-t ugy allitjuk eld, hogy minden log A;-hez fiiggetlen, 0

varhato értékd, adott o?

szorasnégyzetld normadlis valtozokat adunk hozza,
és az igy kapott valtozokat djra novekvs sorrenbe rendezve kapjuk a )\;
értékeket. Ennek a valtoztatasnak az elfogadasarol a Metropolis-Hastings

tort alapjan dontiink, vagyis (1) alapjan az elfogadas valoszintisége

i {1, Z0Q0 N
PONQMAX)

ahol P az aposteriori stiriiségfiiggvény. Lathatjuk, hogy a fenti eljarast az
ujrarendezéstdl eltekintve a koordinatakon fiiggetleniil végezziik. A @ fiigg-
vény kiszamitasahoz legyen q(x,y) az egy koordinatara vonatkozd atmenet-

fiiggvény, ezt a kovetkez6 alakban frhatjuk fel:

1 Yy
q(2,y) = fronvoor (Y) = ;fN(O,UQ) (log ;)

amibdgl kovetkezik
T

q(z,y) = Zq(y,x) (14)

Ha az ujrarendezéstdl eltekintiink, akkor egy adott rendezetlen A vektor-
ban a Q(A, ) fiiggvény értéke Hle q(X;, Aj) lenne. A rendezés miatt azon-
ban nem kiilonboztetjiik meg, hogy a A koordinatai a \' mely koordinataiba
mentek at, vagyis Q(A, \') valodi értéke rendezetlen N'-kre 0, rendezett A'-kre
pedig egy k! tagt Osszeg, amelynek tagjai a lehetséges permutaciokhoz tar-
QW)

tozo sirtiségfiiggvény-értékek. Az alabbi szamolasbol lathato, hogy a 00N
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tortben szerencsére nem marad meg a k! szamu tag, mert lehet egyszertisiteni:

k By
Q. = 3 TTa¥ ) = 3 TT 57 00w0, X))
ﬂpermutaci()j 1 m j=1 7(5)
E oyt
M S a0 ) = (T STt -
m j=1 j=1"1 T j=1
E oyt
(H s ) ZHQ /\],X (H _j> QA N)
T j=1 j=1

(15)

A szamolas soran elGszor kihasznaltuk (14)-et, majd azt, hogy a \;-k szorzata
nem fiigg az Osszeszorzas sorrendjétol, végiil a m permutaciorol az inverz
permutéiciora tértiink at, és eszerint dsszegeztiink.

A P(( )\)) tort értékét a (13) egyiittes striségfiiggvény A és A helyen felvett
értékeinek a hanyadosabol kapjuk meg. A hanyadost a koordinatak szerint
bontjuk szorzatra, \; és /\3- azon teriiletekhez tartozo tényezékben szerepel,

amelyek a j-edik osztalyba tartoznak.

() e £ 550)

J=1 iizg=j 1=1

A javasolt N vektor elfogadasanak valoszintisége tehat min{l, R}, ahol R
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értéke (15) és (16) szerint:

o PONQIV,Y)
P()\ JQ(A, N)

k /\/ a— 1+le _jn n; k )\/‘
-11((3) (<0020 X 3 ) ) T -
j=1 J izi=j I=1 j=1"17

k a+y,. Y n;
= H ((/\—]) exp <—()\/j — ) (B Z Z?M))
j=1 J iizi=j l=1

Dimenzi6évalto 1épés

A kiilonb6z6 6sszetevik k szamanak modositasidhoz az el6z6 részben ismerte-
tett RIMCMC eljarast hasznaljuk. ElGszor tehat by és dj valoszintségekkel
kivalasztjuk, hogy dimenziocsokkents vagy -noveld lépést végziink, majd
novelés esetén a kettéosztando A; valtozo helyére a A_ = A\ju™ és A, = A\ju
1j valtozokat vessziik fel, és ha a A vektor rendezett maradt, akkor a j-edik
osztalyba tartozo teriileteket a fent leirt modon a két 0j osztalyba soroljuk.
Ekkor tehat annak a valdszintisége, hogy az i-edik teriiletet a — osztalyba

soroljuk:

A exp (Y — A S ya)
A exp (v — A D70 ya) + AL exp (Yrg — A D00 ya)

amit (11) mintajara készitettiink el, vagyis a z; valtozo 4j értékét a tobbi val-
tozo rogzitése mellett a {+, —} halmazra vett feltételes eloszlasabol sorsoljuk
ki.

A forditott 1épésnél az Gsszvonandd Aj-ket a mértani kozepiikkel helyet-
tesitjiik, és a z; valtozokat megfelelGen modositjuk.

A szétvalasztas elfogadasi valdszintségét az RIMCMC modszer leirdsaban

szerepld (4) képletbdl szamolhatjuk ki. Legyen az elfogadas valoszintisége
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min{l, R}. Az R-ben szerepl6 tagok koziil a Jacobi-determinans:

u’ Xicutt
det J
u™t =N\jeu !

R meghatarozéasakor sziikség van még a kisorsolt 1 allokaci6 valoszintiségére,

Jdy

'a(l” - _ 2

u

o 8()\qu, )\ju’c)
B (9(/\]-, u)

amit jeloljink P,j;,-vel. Ez tehat agy 4ll el6, hogy 0sszeszorozzuk a valoszi-
niiségeket, amelyekkel z;-t a + vagy — osztalyba soroljuk. R maradék részét
az egylittes stiriségfiiggvény régi és 0j helyen felvett értékének hanyadosa
adja, tehat R értéke a kovetkezd:

A\ -
</\—) exp (—(/\_ —A)) Zyu) X
= J =1
a—1
X n a [ A=At 7/3(/\_+/\+7)\')
A n; 5 _>\j e j
B
=1

S
1:z;=+

R:

« (6 + 1) 2EED o) w)-ouaw) _dkr 26 (a7)
p(k) bi Patior

Az Osszevonas elfogadasi valoszintisége ebb6l mér egyszertien kiszamithato.
Korabban lathattuk, hogy a Metropolis-Hastings tort értéke abban az eset-
ben, ha az x pontban a javasolt y allapotra irjuk fel, reciprokara valtozik,
ha az y pontban irjuk fel az x javasolt allapotra. Igy tehat kiszamoljuk az
Osszevonés soran kapott javasolt allapotbol kiindulva a fenti R értéket, a
két allapot szerepét felcserélve, majd az elfogadas valoszinisége min{1, R~'}

lesz.

5.2. A megfigyelésszadm és -nagysag egyiittes becslése

Az el6z6 részben csak a megfigyelések nagysagaval foglalkoztunk, a szamukat

viszont figyelmen kiviil hagytuk, Green és Richardson cikkében pedig csak a
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megfigyelések szamat vettiik figyelembe. Elképzelhets, hogy a megfigyelések
varhaté gyakorisagat és nagysigat egyszerre akarjuk megbecsiilni. A meg-
figyelések szdmat tovabbra is Poisson eloszlastinak, nagysagat exponenciélis
eloszlastunak tételezziik fel. Ilyenkor tehat minden teriileten két paramétert
kell megbecsiilniink. Azt tételezziik fel, hogy a két paraméterhez kozos

szinezés tartozik a Potts-modellben, tehat
n; ~ Poisson(u., F;) (i=1,...,n)

vy~ Exp(A,) (G=1,...,n),(=1,...,n;)

ahol z; € {1,...,k} a kozos allokacios valtozo, pu, ..., g €s Ay, ..., \x pedig
a lehetséges értékek, E; az el6forduldsok varhato szama. Legyen a \; para-
méterek apriori eloszlasa Gamma(ay, B1), a pj-k eloszlasa Gamma(as, B2),

és tegyiik fel, hogy a (\;, it;) parok az els6 valtozo szerint rendezettek, vagyis

k ix1 )\Qq—le—ﬁ’l)\j
pAlk) = KT\ < - < M) [ %(al)

j=1

o2 a1 =By,

plulk) =TT Mi%@@)

A Bi és [y hiperparaméterek értékét ismét a A\ és p paraméterek egyszert

becslése alapjan allitjuk be. Tegyiik fel tehat, hogy A\ és u értéke teriileten-
ként nem valtozik. Ekkor a két paraméter becslését fiiggetleniil végezhetjiik,

tehat 5y értékét (12)-nek megfelelGen hatarozzuk meg:

@ D iy Mi
I3 Z?:l Z?:il Yil
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A u becslésénél adottak az n; ~ Poisson(ukE;) fiiggetlen mintaelemek. A
likelihood-fliggvény:

=TT e = ([T ) e
=1 v

=1

amib6l p ML-becslése és igy [y értéke a kdvetkezs:

Qo o~ Zznz
62 H Zz Ez

ami megegyezik a Green és Richardson cikkében latott (10) valasztassal.

A 2z, Y és k valtozok apriori eloszlasin az el6zGekhez képest nem val-
toztatunk. Ekkor az egyiittes stiriiségfiiggvényt a kovetkezGképpen irhatjuk
fel:

p(k, 0, 2, A, p,n, y) = p(k)p(W)p(2]k, v)p(Ak)p(plk)p(n|p, 2)p(y| A, 2) =
ko poryon—1,—B1A;
:p<k-)p(1/])ewU(2)—9k(w) X KA\ << Ap) H LA e

ey ['(ay)
k an—1 — . n
5azluj2 e—Patj (M E
X X Zi l _)U'ZZ i X )\Z )\zzyzl 18
e o

ahol az n; megfigyelések vektorat n-nel jeloltiik, hogy a teriiletek szamatol

megkiilonboztessiik. A 4. dbra mutatja a valtozokhoz tartozé grafot.

Fix dimenzibs 1épések

Az MCMC eljaras soran négy fix dimenzios lépést hajtunk végre: a ¥, z, A
és p valtozokat modositjuk. A 1 paraméter modositasa az el6z6 részben
leirtakkal egyezik meg, tehat véletlen bolyongast Metropolis-mddszert hasz-
nalunk, és az elfogadasi valosziniliség sem valtozik. A z; allokacios valtozok

moédositasahoz ki kell szamolnunk z; tobbi valtozora vett feltételes eloszlasat.
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4. abra. Az 5.2 szakasz vdltozdinak dsszefiiggéseit dbrazolé graf

A (18) egyiittes stirtiségfiiggvényben z; harom helyen jelenik meg: a p(z|k, ¢),
a p(n|u, z) és a p(y|A, z) tagokban. Ebbdl a feltételes eloszlas a kovetkezd:

WU (z) (5 Ei)™

p(zi =jl...)xe o~

e HiLi H()\je—/\jyu) o
=1
o (Ajpi)" exp (@bl/ij — i — A\ Z%’l)
=1

Ebbdl z; 4 értékét mar egyszertien kisorsolhatjuk.

A X vektor modositasa mindenben megegyezik az el§z6 részben leirtakkal.
Lathato ugyanis, hogy az egylittes stirtiségfiiggvényben az el6z6 részhez ké-
pest szerepld két 4j taghan \ nem szerepel, ezért az elfogadasi valosziniiség
nem valtozik, és a rendezésre vonatkozo érvelés is atvihetd.

A p vektort a A\-hoz hasonléan modositjuk, vagyis fiiggetlen, 0 varhato
értékd, azonos szorasnégyzet normalis valtozokat adunk hozza log i-hez.
Mivel ebben az esetben a rendezéssel nem kell foglalkoznunk, egyszeriien

adodik a Metropolis-Hastings-tort atmenetfiiggvényeinek hényadoséara (15)
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alapjan

P(u) i\ O e /
P(u) ~ 1 ((/7]) Xp (‘% — 1) (B1 + ZE))

Jj=1

Ebbdl tehat az elfogadési valdszintiség:

min {1, ﬁ (<%)MZ: : exp (—(u; — 1) (Bt Y E)) }

j=1 izi=j
Dimenzi6ovalto 1épés
A dimenziovaltod 1épést az el6z6ek mintajara végezziik, a szétvalaszto 1épést
nézziik meg részletesen. Itt egy teriilethez két paraméter is tartozik, ezért
ha a j-edik osztalyt akarjuk kettéosztani, akkor A; és p; helyére is két-két
1j értéket kell valasztani. Ehhez sorsoljuk ki a fiiggetlen uw,v ~ U(0, 1) val-
tozokat, és legyen Ay = A\ju® , Ao = \ju™°, up = pv° és u_ = pv°
A j-edik osztalyhoz tartozo (A;,p;) par helyett az 4j — és + osztélyhoz a
(A_,pu—) és (Ay, py) parok tartoznak.

Ezutan a j-edik osztalyhoz tartoz6 véaltozokat modositjuk egymas utan,
az el6z6ekben leirtak szerint. A z; valtozd feltételes eloszlasabol a — és +

osztéalyba sorolas p_ és p, relativ valoszintségeire a kovetkezGket kapjuk (11)

mintajara:

p_ = (A_p_)" exp <¢u —pu_F; — A Zyu>

1=1
P+ = (Ap4)" exp <¢V+ — p B — Ay Z yil)
=1
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Ebbdl a tényleges valoszintiségeket a két szam Osszegével valo osztéssal kapjuk
meg. Az 0j értékek beallitasanal a valosziniiségeket Osszeszorozva meghata-
rozzuk az 1j allokdcid Py valoszintiségét.

Ezutén az elfogadas valoszintiségét hasonloképpen meghatarozhatjuk az
egyiittes strtségfiiggvény hanyadosabol az eredeti és a javasolt allapotban,
a (Aj, pj,u,v) = (Ap, Ao, o, puy) leképezés Jacobi-determinansabdl és az

atmenetvaloszintiségekbdl. A valoszintiség min{1, R}, ahol

rR=T] (A_u—)ni exp (_()\_ ) zn:yil — (u — uj)EZ-) X

i:zl=— )\jylj =1
Agply " -
< 11 /\ exp [ —(Ar = X))y — (g — pj)Ei | x
izl =+ it =1
a1—1 as—1
ai <_)‘*>‘+> e BLA—+A+=A)) a2 <_/**“+> e B2 (p—Fp+—pyj)
1 by 2 1
X X X
I'(an) I'(az)
w (o4 1) PEF D o0e)-ve) -y _dirr 26 20
p(k) bp Patok v

5.3. Becslés ismeretlen megfigyelésszam esetén

Az el6z6 részben lattuk, hogy ha az egyes teriileteken a megfigyelések szama
és nagysaga is ismert, akkor a A és p paraméterek becslését majdnem fiiggetle-
niil végezhettiik, hiszen a két paramétert csak a Potts-modell kdzos szinezése
kototte Ossze. Az is lathatd, hogy nem volt sziikséges egy teriileten az Osszes
megfigyelés nagysagat ismerni, hanem elég volt az 6sszegiiket tudni, és ebbdl
mér minden 1épés elvégezhets volt. Ennek oka, hogy exponencidlis elosz-
last megfigyelések esetén az Osszeg elégséges statisztika. Felmeriilhet tehat
a kérdés, hogy hogyan végezziik a becslést abban az esetben, ha az egyes
teriileteken nem ismerjiik a megfigyelések szamat, hanem csak az Osszegiiket.
Latni fogjuk, hogy a probléma visszavezethets az el6z6 részben targyalt mod-
szerre.

Ekkor tehat minden teriileten egy y; megfigyelésiink van, amely ismeretlen
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szamu fiiggetlen, exponencialis eloszlasi valtozo Gsszege, tehéat Gsszetett Po-
isson-eloszlasu p,, B; intenzitasal és Exp(\,,) Osszegzett eloszlassal. Sajnos
y; strtiségfiiggvénye nem irhaté fel zart alakban, ezért az el6z6 részben felirt
MCMC lépések nem végezhetk el kozvetleniil. Ennek megoldasa érdekében
vezessiikk be az n; megfigyelésszamokat j valtozoként, amelyre immér nem
megfigyelésként, hanem paraméterként tekintiink, apriori eloszlasnak pedig
i, I paraméteri Poisson-eloszlast valasztunk. Ekkor y; feltételes eloszlasa
n; darab fiiggetlen Fxp()\,,) eloszlasi valtozo Osszege, ami Gamma-eloszlas

abban az esetben, ha n; > 1:

ng, =1 =X, y;
zilyi e “H

p(yilAZ“ nL) =

és P(y; = 0ln; = 0) = 1.

A t6bbi valtozo apriori eloszlasat tgy vélasztjuk meg, mint az el§z6
részben. Lathato, hogy igy az 0sszes valtozo eloszlasa ugyanaz maradt, mint
az el6z6 részben, csak annyi a kiilonbség, hogy a strtségfiiggvényt ezuttal
a megfigyelések Osszegével fejeztiik ki. Az 5. abran lathato graf csak any-
nyiban tér el az el6z6 részben, a 4. abran mutatott grathoz képest, hogy
az n megfigyelésszamokat ezittal korrel jeleztiik, mert most az értékiiket
becsiilniink kell. Ezért az MCMC lépések valtozatlanok, csak az egy terii-
letre es6 megfigyelések Osszegét kell helyettesiteni y;-vel, ahol ez sziikséges.
Az el6z6 részben leirtakhoz képest két kiilonbség van. Az egyik, hogy a [3;
és [y hiperparaméterek értékét mas modon kell megvalasztanunk, mint az
el6bb, mert az el6z6 felirdsban az n; értékek szerepeltek. A masik, hogy
az n; paramétereket is modositanunk kell az MCMC eljaras sorédn, mert az
értékiik most nem ismert.

A X és p valtozok apriori eloszlasaban szerepld [ és Bo hiperparamétere-
ket tehéat ugy valasztjuk, hogy a Gamma-eloszlas varhato értéke megegyezzen
A és p valamilyen egyszert becslésével. Ehhez a becsléshez ismét feltessziik,

hogy a A és p paraméterek értéke minden teriileten ugyanaz, ekkor tehat
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5. dbra. Az 5.3 szakasz vdltozdinak dsszefiiggéseit dbrdzolo grdf

Y1, - - -, Y fliggetlenek, és y; Osszetett Poisson-eloszlasi pF; varhato értékkel
és Fxp(N) Osszegzett eloszlassal. A ML-becslés eziuttal nem végezhets el
kozvetleniil, ezért egy egyszertibb lehet&séget néziink meg. Jelolje M az atlag,
S? a korrigalt tapasztalati szorasnégyzet fiiggvényt. A becslést a momentum-
modszerhez hasonloan végezziik, a A és p becslését tgy valasztjuk, hogy az

a kovetkezd két egyenl@séget teljesitse:

E/\M(M(lev-"?Yn)):M(y17"'7yn) (19)

Y, Y, n
pa( (G B o (L)

ahol az Y;-k az y;-vel megegyez6 eloszlast valtozokat jelolnek, y;-k pedig
maguk a megfigyelt értékek. (20)-ban azért osztottuk le a megfigyeléseket
E-vel, hogy a tagok varhato értéke megegyezzen. Jeloljiik a fenti egyenletek
jobb oldalat roviden M-mel és S2-tel. Az Osszetett Poisson-eloszlas varhato
értékére és szorasnégyzetére vonatkozoé formuldkat felhasznalva E) ,(y;) =
pEA" és D3 (yi)) = 2uBE;A"% Ebbdl (19) és (20) alapjan a kovetkezd
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egyenleteket kapjuk:

(Zz Ei),u - M
nA

(Zz Ez_l) 2p _ g2
n2 *

Ebbél a becsléseket, és igy [, és (o értékét igy irhatjuk fel:

ay _ = (ZZE;1)2M
A (22 i) 52

ay . n(XE)2M?
& T By

Itt a nevezd 1 valoszintiséggel pozitiv, ezért a becslés elvégezhet6.

Az n; paraméterek modositasat Gibbs-modszerrel végezziik. Az egyiittes
stirtiségfiiggvényben n; az apriori eloszldsdban és az y; megfigyelések eloszla-
saban szerepel. Ha y; = 0, akkor n; aposteriori eloszlasa a 0-ra koncentralt,

ekkor n; = 0-t valasztunk 1 valdszintiséggel. Kiilonben a feltételes eloszlas:

(Azs btz Eiys)™

ml(m — 1)! (m=1)

p(ni=m|...) x
Az n; paraméter 4j értékét tehat ebbdl a nemstandard eloszlashol sorsoljuk
ki.

Osszefoglalas

A dolgozat soran megismerkedtiink a bayesi statisztikai modszerek alkal-
mazasaval bizonyos térbeli statisztikai problémék kezelésére. ElGszor atte-
kintettiik az MCMC modszer alapjait, ami egy kozelité algoritmus Osszetett
rendszerekben torténd becslések elvégzésére. Ezutan bemutattunk egy fizi-
kabol szarmaz6 modellt, a Potts-modellt, ami egy jol alkalmazhaté modell

térbeli Osszefiiggségek kezelésére. Lattuk, hogy a Potts-modellel az MCMC
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algoritmus futasa sordn kénnyen tudtunk szdmolni, elsGsorban térbeli Mar-
kov-tulajdonsidga miatt. A harmadik részben leirtunk egy jellegzetes térbeli
statisztikai problémat, a betegségtérképezést, majd roviden megnéztiink né-
hény, a mi modszeriinktdl eltéré megoldést, koztiikk a népszeri BYM mo-
dellt. Ezutan kovetkezett a dolgozatunk alapjaul szolgilé modell, a Green
és Richardson cikkében leirt rejtett Markov-modell, amelyben felhasznaltuk
a Potts-modellt, és a becsléseket MCMC modszerrel végeztiik.

Az 6t6dik részben a rejtett Markov-modellt alkalmaztuk a betegségtér-
képezéstol eltéré problémak megoldasara. ElGszor megnéztiik az exponen-
cialis eloszlast megfigyelések esetét, amelyre kareloszlasként is tekinthetiink.
Ezutan azt vizsgaltuk meg, miként lehet a megfigyelések gyakorisagat és
nagysagat egyiitt megbecsiilni. Végiil egy olyan esetet néztiink meg, amikor
az egyes teriileken csak a megfigyelések Osszege ismert, igy kevesebb infor-
méciobol kellett a paramétereket megbecsiilniink. Ekozben részletesen is-
mertettiik az MCMC algoritmus lépéseinek meghatarozasat. A dolgozatban
tehat bemutattuk, milyen széles kérben alkalmazhato az MCMC algoritmus

a térbeli statisztikaban felmeriilg becslések elvégzésére.
Koszonetnyilvanitas

Koszonom Arato Miklosnak az érdekes témajavaslatot és a dolgozat elkészi-

tése soran nyuajtott értékes segitségét.
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