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Bevezetés

Az elmult években egyre meghatirozobb szerephez jutott a pénziigyi piacokon a
termékek piaci alapt arazasanak vizsgalata. A kérdés ezek utan az volt, hogy ezeket
az arazasi eljarasokat lehet-e alkalmazni biztositasi termékek arazasara? A dolgozat
elsG szakaszdban bemutatok két eljarast, melyek probalnak megoldast taldlni erre
a kérdésre. Dolgozatom masodik felében pedig egy életbiztositasi példan keresztiil

megkisérlem bemutatni ezen eljarasok alkalmazasat.

Mint latni fogjuk, a pénziigyi piacon megismert technikék alkalmazhatosaganak leg-
nagyobb akadalya abban &ll, hogy — mig a pénziigyi piac teljes — a biztositasi piac,
koszonhetGen a véletlen karkifizetéseknek, nem lesz teljes. Ebbdl a feltevésbdl indul
ki Semyon Malamud és Eugene Trubowitz, akiknek Mario V. Wiithrich-hel kozos
munkajanak (lasd [4]) ismertetésén alapul a dolgozatom elsd része.

Eljardsuk alapja egy hasznossidg-maximalizaciés probléma. Adott hasznossagfiigg-
vény mellett (végig az eré-hasznossagi fiiggvényt hasznalom majd — lasd az (1.3)
formulat) akarjuk maximalizalni az elvart hasznossagot a fogyasztasi folyamat fiigg-
vényében.

A {6 feladat ezért annak az optimalis fogyasztasi folyamatnak a meghatarozasa,
amire az elvart hasznossag maximalis lesz. Ennek felirdsara adunk egy elméleti fel-
tételt az ugynevezett felss fedezeti ar segitségével (lasd 12.Tétel), ez azonban explicit
szamitasokra nem alkalmas. Ezért kulcsfontossagtu az az induktiv struktiara, amit a
14. szakaszban adunk meg: az induktivan definialt véletlen fiiggvények segitségével
mar iterativan megkaphaté az tgynevezett X pénziigyi téke folyamat, aminek segit-
ségével a ¢ optimalis fogyasztasi folyamat mér explicite szamolhato (lasd 14.Tétel).
Ezutan a piac alapt arat (melynek pontos definicidja a 10. illetve 11.Definicibban
olvashato) a kovetkezképpen kapjuk meg: meghatéarozzuk az optimalis fogyasztési
folyamatot az tgynevezett w jaradékfolyamatra, ami tulajdonképpen a biztosito-
tarsasag biztositasi tevékenységén kiviili, egyéb pénziigyi tevékenységébdl szarmazod
pénzfolyamata, majd meghatarozzuk a w modositott jaradékfolyamatra is, ami mar

magaban foglalja a IT biztositasi dijaramot és az Y karkifizetés-folyamatot. Ezt a IT



dijaramot akkor nevezziik piaci alapa dijnak, ha az igy kapott optimalis fogyasztasi
folyamatokra kiszamitott maximalis elvart hasznossagok egyenlék.

Utoljara még azt is megnézziik, hogyan modosul ez az eljaras, ha bizonyos koleson-
zési korlatozast feltételeziink (aminek hatasara az egyszeri dijas szerz6dés sokkal

olcsobb lesz, mint az éves dijas).

Az els6 szakasz masodik felében egy mésik eljarast mutatok be: Mario V. Wiithrich,
Hans Bihlmann és Hansjorg Furrer eredményét (lasd [7]). Ez az ugynevezett VaPo
(arazasi portfolio). Ennek lényege, hogy egy biztositasi termék pénzaramat faktori-
zaljuk: pénziigyi eszk6zokbdl allo baziselemek Gsszegére bontjuk fel. Itt els6 1épésben
feltételezziik, hogy a béaziselemek egyiitthatoja determinisztikus. Ekkor a biztositasi
termék arazasa megegyezik a valasztott replikalo péziigyi portfolio drazasaval, amire
pedig egy eldre valasztott, igynevezett szamviteli elvet hasznalunk.

Az altaldnos esetben aztan az egyiitthatokrol is feltessziik, hogy sztochasztikusak.
Ekkor a VaPo definidlasahoz a varhato értékiikkel helyettesitjiik 6ket, igy minden
az el6z6 1épéshez hasonldan szamolhat6. Azonban mivel az egyiitthatok itt mér nem
determinisztikusak, megjelenik az tigynevezett technikai kockazat. Ennek kompenza-
lasara vezetjiik be a VaPo*-ot, ahol a kompenzaciot egy sztochasztikus diszkontalas

jelenti.

Meg kell még emliteni a deflatort. Ez az alapvets fontossagiu fogalom mindkét elja-
rasban nagy szerepet kap a szamitasok soran, ezért mindjart a dolgozat elején egy
teljes szakaszban foglalkozom vele. Definidlasanal a [3] és [7] cikkeket veszem alapul
(de megjegyzem, hogy mas forrasok, példaul [1] és [4], tobbé vagy kevésbé masként
definidljak ezt a fogalmat). Az altalam is hasznalt definicié alapjan a deflator, mint
sztochasztikus folyamat, alkalmas egy pénzaram pénziigyi értékének direkt megha-
tarozasara (lasd Riesz reprezentacios tételét). Ennek jobb megértése érdekében erre
egy egyszerd példat is konstrualtam.

A szakasz tovabbi részében bemutatom a deflitor alapvetd tulajdonsagait, illetve
hogy miként hasznalhaté a pénziigyi érték késébbi idGpontban valé meghataroza-
sara. Végiil pedig megmutatom, hogy az ilyen moédon definialt deflator-fogalom mi-
ként kapcsolodik a Malamud-Trubowitz-Wiithrich-féle elmélethez (pontosabban a
[4] masképp bevezetett deflator-fogalmahoz).

A maésodik és harmadik fejezetben egy-egy konkrét példan kisérelem meg bemutatni
a modszerek alkalmazasat. Mindkét esetben vegyes életbiztositast arazok, amit x =
50 éves férfiak kotnek n = 5 éves id6tartamra, és 1000000 HUF biztositasi osszegre.



1. fejezet

Piac1 alapt arazas

1.1. A pénziigyi és a biztositasi piac

1.1.1. A tdkepiaci modell

Rogzitsiik le az (€2, B, P) valoszintiségi mezst, és tekintsiik a B leird o-algebraval
asszocialt F = (Fy)i=o,...r filtraciot. Ekkor az (M, F) tékepiaci modellhez jutunk.

,,,,,

Tegyiik fel tovabba, hogy az (M, F) rogzitett tGkepiacon adott L darab, F-hez

adaptalt Aq,..., A eszkoz. Ezekkel kereskediink, és més eszkoz nincs.
Az A; eszkozt két pozitiv folyamat karakterizalja:

o drfolyamat: q; = (gj0,---,41);
o julalék-kifizetés folyamat: D; = (Djg, ..., Djr).

Jelolje a (t,t+ 1) id6intervallumban az A; eszkézbdl birtokolt részvények szamat az
x;; valosziniségi valtozo. (Ez nyilvan F-mérhetd, hiszen azt fejezi ki, hogy mennyit
tartunk a portfolioban az A; eszkozbdl t+-ban).

Ekkor egy F-adaptalt portfolic kereskedési stratégia egy olyan L-dimenzids, F-
adaptéalt

o= (x1,...,X)

folyamat, amelyre x; = (xj0,...,2;7-1,0).

Az igy kapott ¢ stratégia altal generalt D, jutalékfolyamat a kovetkezd:

L L
D%t = Z(Dj’t + qj"t)ilf%tfl — Z qj,txj,t (t = 1, Ce ,T)

j=1 j=1



ahol a kezdeti befektetés ¢ = 0-ban:
L
Dyo=— Z 45,050
j=1

(Vagyis D,; = ,at— 1-beli befektetés eredménye ¢-ben” — ,a t-beli befektetés ara”.)

1.1.2. A biztositasi piaci modell

Tekintsiik most ismét az (€2, B, P) valoszintségi mez6t. Az F filtracié azonban most
nem lesz elég b6: mivel a biztositasi karigények nem helyettesithet6k pénziigyi esz-

kozokkel, nem lesznek F-adaptaltak.

Bevezetiink egy bévebb filtraciot: G = (Gy)i—o,.. 1 a leird B o-algebran, ami teljsesiti

a kovetkezdGket:
1) /cCcG (t=1,...,T);
(2) Fo=Go=1{0,0}
(3) Gr| < oo

Ez utébbi persze csak technikai feltevés, és azonnal kovetkezik beléSle, hogy ekkor az
F; filtracio is véges.
Ekkor tehét a G filtracio mar tartalmaz minden péziigyi és biztositastechnikai infor-

maciot is. Ezzel az (M, G) biztositdsi piaci modellhez jutunk.

Ezek utan bevezetjiik még az Y = (0,Y,...,Yr) jelolést a biztositasi szerz6dés

kdrkifizetés-folyamatara. Err6l feltessziik, hogy
(1) Y legyen G-adaptalt, és
(2) ;>0 Vvt

Természetesen a biztosité az Y kérkifizetés-folyamat kompenzalasara megkovetel
egy bizonyos dijdramot: I = (I;);—o . 7. Ennek két alapvetd tipusaval foglalkozunk

majd:

o az egyszeri biztositdsi dij megegyezik a I, = (m,0,...,0) dijArammal, ahol

mo Go-mérhetd. Tehat egyetlen dijfizetés torténik a biztositasi peridodus elején.

o az évenkénti biztositdsi dij megfelel a Il ; = (0, Teyi, - - - , Tevi) dijaramnak, ahol
Tevi Go-mérhets. Tehat a teljes biztositasi periodus alatt évenként (utolag) fizet

egy rogzitett mesy; Osszeget.



Meg kell jegyezniink, hogy eddig a pénziigyi vallalat kitettsége adaptalt volt az
aggregalt F filtracidhoz, ezért az ¢ stratégia is F-adaptélt volt. Most azonban a
vallalat egy G-adaptalt Y Kkarkifizetés-folyamatnak van kitéve, ezért a biztositési

kockéazat fedezésére is G-adaptalt stratégiat kell valasztanunk.

1.1.3. A piacok teljessége

P

fogalmazasait. Ezek példaul [5]-ben megtalalhatoak:

1. Definici6. Azt mondjuk, hogy egy piacon arbitrazs van, ha 0 kezddtdkével a le-
jaratkor pozitiv valdsziniséggel pozitiv eredményt érhetiink el, mikozben az értékfo-

lyamat egyetlen iddpontban sem volt negativ. Azaz ha van olyan ¢ stratégia, hogy
Vo(0)=0, V() >0, é P(V,(T)>0)>0.
Eqgy piacot akkor neveziink arbitrazsmentesnek, ha nincs arbitrdzs.

1. Tétel. A piac pontosan akkor arbitrdazsmentes, ha létezik ekvivalens martingdl

mérték.

2. Definicibé. Egy piacot akkor neveziink teljesnek, ha tetszéleges valosziniségi vdl-
tozd (determinisztikus inditds mellett) elérhetd stratégidval. Vagyis bdrmely X valo-

szintiségi vdltozohoz létezik ¢ fedezeti stratégia, azaz olyan o stratégia, melyre
Vo(T) =X

2. Tétel. Tegyiik fel, hogy a piacon létezik ekvivalens martingdl mérték. Ekkor a

piac pontosan akkor teljes, ha ez a martingdl mérték eqyértelmi.

1. Kovetkezmény. Arbitrdzsmentes piac pontosan akkor teljes, ha eqyértelmien

létezik ekvivalens martingdl mérték.

Most pedig [2] alapjan egy tjabb ekvivalens jellemzését adjuk a piac teljességének

a filtracio feszitési szamanak segitségével.

Tekintsiik az (€2, B, P) véges valosziniiségi mez6t az F filtracioval. Ekkor minden F;
id6pontban tudjak, hogy a particié melyik eleme tartalmazza a vilag valos allapotét,
de ezen kiviil semmi méast nem tudnak.

Tegyiik fel tovabba, hogy az M piacon kereskediink d + 1 eszkdzzel.



3. Definici6é. Azt mondjuk, hogy a Il darfolyamat redundans (,féldsleget tartalmaz”),
ha
P(Q'Ht+1:0|A):1

valamely nemirividlis o vektor, t < T, és A € Q) esetén.

1. Allitas. Ha a redundancia fenndll, akkor van olyan A esemény a t iddpontban,
amelyre valamely szerzddés bevétele az elkivetkezd periodusban elddll, mint a tobbi
szerzddés bevételeinek linedris kombindcidja.

Ha nincs ilyen esemény, akkor azt mondjuk, hogy a szerzddések nem redundansak.

4. Definicié. Minden A € Q elemre (t =0,1,..., T —1) jelolje K;(A) az Q4y1-beli
elemek szamdt, azon feltétel mellett, hogy A teljesil. Ezt a szamot nevezzik az A

feszitési szamanak.

2. Allitas. Tegyiik fel, hogy az M piac arbitrizsmentes, és a szerzédések nem re-
dunddansak. Ekkor

3. Tétel. Tegyiik fel, hogy a szerzddések nem redunddnsak. Ekkor a piac pontosan

akkor teljes, ha
Kt(A):d+1 VAEQt,Vt:O,l,,T—l

A tételnek az a tanulsaga, hogy a t id6pont minden lehetséges A allapotara a befek-
tet6knek elegendd, linearisan fiiggetlen eszkozzel kell rendelkezniiik, hogy kifeszitsék

a t + 1 idépontban érvényesiil feltételes teret.

1. Megjegyzés. A szakasz elején feltettik, hogy d + 1 eszkdzzel kereskediink a pi-
acon. Ezt az alakot azonban nem haszndltuk ki sem a feszitési szam definicidjdban,
sem a prac teljességére adott feltételben. Ennek az alaknak a feszitési szdm eqy mdsik
(ekvivalens) definicidjaban van szerepe: a feszitési szam egyenld a piac martingdl-
multiplicitdsa plusz egy. (Errél részletesebben lasd: [1])

De bdarmelyik megfogalmazdssal a piac pontosan akkor teljes, ha a feszitési szdma

eqyenld az eszkiozok szdmdval — és minket csak ez érdekel.

1.1.4. Példa: a biztositasi piac nem teljes

Egy nagyon egyszeri példat adunk olyan biztositasi piacra, ami nem teljes. A pél-
dabol rogton latszik, hogy altalaban is, ha teljes piacbol indulunk ki, és ,tl sok féle”

biztositasi kdvetelésiink van, akkor a biztositasi piac nem lesz teljes.



Elgszor bevezetjiik a kdvetkez pénzpiaci modellt: tegyiik fel, hogy a piacon négy
eszkozzel kereskediink, jelolje ezeket Si, S5, S3,.5,. Tovabba tegyiik fel azt is, hogy
minden idépontban ugyanaz a négy allapot lehetséges, ezeket jelolje Ay, Ao, Az, Ay.
Legyenek az eszkozeink olyanok, hogy

1 hai=j
Si(4)) = o,
0 hai#j
az értékiik a kiilonboz6 allapotokban. Tehédt az eszkozeink viselkedjenek indikéato-
rokhoz hasonlban.

Két dolgot kell megvizsgalnunk:

(1) Ez a modell nem redundans, hiszen egyik eszkoz sem helyettesithetd a tobbivel

semelyik allapotban. Ugyanis

4
Z Si(Aj) =1#0
i=1
(2) A modellben négy eszkozzel kereskediink, tehat d + 1 = 4. Masrészrdl pedig
minden id6pontban négy lehetséges allapot van, akarmelyik allapotban voltunk

az el6z6 id6pontban. Ezért a filtracio feszitési szama K (A;) = 4.
Tehit Ky(A;) =d+1 Vt=0,....T—1 Vj=1,... .4

Tehat a fenti tétel értelmében ez a pénzpiac teljes.

Most térjiink at a biztositasi piacra. Tegyiik fel ezért, hogy egyik eszkoziink, S; egy
biztositasi szerzédés. Tegyiik fel tovabba, hogy erre a biztositasi szerzédésre az A,
allapotban kétféle biztositasi kdvetelés lehet: jelolje a koveteléseket Y és Yo, illetve
ezek allapotat A;q és Ajo.

Ekkor jol lathato, hogy a filtracio feszitési szama K;(A;) = 5, holott tovabbra is

csak négy eszkozzel kereskediink a piacon. Tehat a biztositasi piac nem lesz teljes.

1.2. Deflatorok

Ebben a szakaszban elsésorban [3] és [7] eredményeire tdmaszkodunk.

1.2.1. A deflator bevezetése

Ebben a szakaszban bevezetiink egy fogalmat, a deflatort, ami meghatarozo jelen-
tGségt lesz az elmélet tovabbi részében.

Ehhez el6szor rogzitsiik le az (€2, B, P) valosziniiségi mez6t, és legyen F = (Fi)i—o... 17

10



filtracio o-algebrak egy novekvd sorozata.
Tovabba tegyiik fel, hogy van egy X = (Xo, X3, ..., Xr) valoszintiségi valtozo so-
rozatunk — an. véletlen pénzaram, ahol X; a t-beli eredmény, — amire a koévetkezd

feltevéseket tessziik:
(1) az X folyamat F-adaptalt, azaz X; F;-mérhetd Vi-re;
(2) X - (Xo, Xl, ‘e ,XT) € E%Jrl(P)

A masodik feltétel valojaban azt fejezi ki, hogy X = (X, X3, ..., X7) minden koor-
dinatajaban négyzetesen integralhato. Pontosabban az £7., | (P) egy Hilbert-tér, és
X € L3.,(P) azt jelenti, hogy
Ep (Z Xt2> < 00.
t=0

Ebb6l mar a varhato érték linearitdsabol kovetkezik, hogy X minden koordinédtaja
négyzetesen integralhato.

Ez a feltétel valojaban csak egy technikai feltétel, azért van ré sziikség, hogy alkal-

mazni tudjuk majd Riesz reprezentacios tételét. Ehhez definidljunk még egy skalér-

szorzatot a kézenfekvé modon: legyenek X, Y € L7, (P), ekkor

(X,Y) =Ep (i Xm> .

t=0

Sziikségiink lesz még valoszintiségi vektorvaltozo pozitivitasanak a fogalmara. Ehhez

az alabbi jeloléseket vezetjiik be:

X>0 <<= X;>07P-mm. Vk-ra,
és dk € {0,...,T}, amire X}, > 0 pozitiv valoszintiséggel.
X>0 «<— X,>0P-mm. Vk-ra.

5. Definicié. Tekintsik a Q) : £2T+1(77) — R funkciondlt. Tegyiik fel, hogy Q
(1) pozitiv, azaz ha X > 0, akkor Q(X) > 0;

(2) folytonos, azaz ha X% € L2 (P) egy valdsziniségi vektorvdltozd-sorozat,
melyre X =% X L% (P)-ben, akkor Q(X*)) % Q(X);

(3) linedris, azaz¥ X, Y € L3 ,(P) és a,b € R esetén
QaX+bY)=a-QX)+b-Q(Y).
Fkkor Q(X)-et nevezziik az X pénzdram pénziigyi értékének a 0 iddpontban.
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3. Allitas. A pozitivitdsi és a linearitdsi feltétel (amikbdl egyébként mdr kévetkezik

a folytonossdg) biztositja az arbitrazsmentességet.

4. Tétel (Riesz reprezentacios tétele). Létezik olyan M € L7.,,(P), hogy min-
den X € L3 (P) esetén:

Q(X) = (X, M) = (Z X, Mt>

t=0

6. Definicié. A fenti tételben szerepld M wvektort deflatornak nevezzik.

5. Tétel. Tegyiik fel, hogy az (M, F) piac arbitrizsmentes és teljes. Ekkor egyér-

telmien létezik az M pozitiv, F-adaptdlt standard deflitorfolyamat, azaz
(1) M >0
(2) My Fi-adaptdlt,
(3) My =1.

Ez utobbi azt jelenti, hogy a 0 idépontban X, determinisztikus értéke mellett @)
valaszthato olyannak, hogy Q((XO, 0... ,0)) = X, vagyis a 0 idépontban a ) funk-

cional a névértéket adja.

Az arazas soran a megfelel§ () megtalalasa helyett elegendd a megfelel6 Fi-adaptalt
M deflatort megtalalni.

1.2.2. Példa deflatorra

Tekintsiik a kovetkezd modellt: szabéalyos érmével dobunk (tehat a fej és az irés

valosziniisége egyarant 1/2), legyen ekkor az eseményfa a kovetkezo:

0 1 Z
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Tehét az allapottér Q = {Ay, Ag, A11, A2, Aa1, Axe}, az idShorizont T' = 2.

Ekkor L2(P) = {X = (X, X1, Xs) | Vt E(X?) < oo}, vagyis L2(P) Hilbert-tér a

kovetkez6 norméval:

IX]| = | (Z Xz)

Ekkor Riesz reprezentacios tétele szerint van olyan M deflator folyamat, amire tet-

sz6leges X eszkoz &ra az alabbi médon szdmolhato:

QX)=(M,X)=E <22: M - Xt)

t=0
Ezek utén tekintsiik azt az M deflatort, ami a kiilonb6z6 események bekovetkezése

mellett az alabbi értékeket veszi fel:

My=1 My(A))=0,7 My(Ay)=0
Mi(Ay) = 1,2 My(Ap) =0,

(Az1) =1

(Az) =1

Ekkor a @) arazasra lathato, hogy X > 0 esetén nyilvan Q(X) > 0, tovabba

Q(a-X—i—b-Y)—E(th-(aX+bY)> _

t=0

:a~E<th-Xt> +b-E<th-Yt> =a-Q(X)+b-Q(Y).

t=0 t=0
Tehat a Q egy pozitiv, lineéris funkcional. A folytonossag pedig e két tulajdonsagbol
mar kévetkezik (1d. [7]).
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Legyenek most az eszkozeink a kovetkezdk:

SF(0) = ST(0) = 1

SF(t) = 1 ,ha F-et dobunk t-ben
0 ,ha I-t dobunk ¢-ben
s 1 ,ha I-t dobunk ¢-ben
SH(t) =
0 ,ha F-et dobunk ¢-ben

Az 1.1.4-es Példaban lattuk, hogy ezekkel az eszk6zokkel a piac teljes.

Szamitsuk ki ezen eszkozOk arat:

Q(S™) = E (X2 MiST(1)) = 324 p(A) Xoimg Mi(A)ST(1]A) =
=141/2-(0,7-1+41,2-0)+ (1/2)2-(0,7-140,9-0+1-14+1,3-0) = 1,775

Q(ST) = E (i MuS' (1)) = 24 p(A) X Mi(A)ST(tA) =
=1+1/2-(0,7-0+1,2-1)+(1/2)2-(0,7-0+0,9-14+1-0+1,3-1) = 2,15

Legyen most altalanosan X = (X, X1, X») olyan pénzaram, amire

Xo=uy Xi(A1)=wu1 Xo(Ay1) =un
Xl(AQ) = Uz X2(A12) = U12

XQ(A21) = U21

X2(A22) = U22

Mivel a piac teljes volt, ezért X helyettesithets az S és S? eszkdzokbél dsszedllitott

portfolioval:
Xo = ug - ST(0)
X1 =uy - ST(1) +uy - ST(1)
Xo = (u11 - ST(2) + w1z - S7(2)) - x(ay) + (w21 - ST(2) 4 w2z - S7(2)) - x(as)

Szamitsuk ki most az X arat. ElGszor a definicio alapjan, azutan — ellenérzés képpen

— a replikalo portfolio ara segitségével:

Q(X) = E (X7 MiX) = 324 p(A) 7y Mi(A)Xi(A) =
ZUO+1/2 (077U1+1,2U2)+(1/2)2 (0,7U11+0,9U12+1U21+1,3U22)
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+ ('LL21 . SF(2> -+ U9g - 51(2)> . X(A2)> =

—E(My g S7(0) + M - (i - S7(1) + ua - S"(1)) +
—5x(1)
+ M, - ( (w11 - S7(2) + w2 - 57(2)) - Xy + (w21 - S7(2) + uzz - S(2)) - x(an) )) =

N J/ N J/
—~ —~

=:5x,4,(2) =:5x,4,(2)

=1-ug-1+1/2- (Mi(A1) - Sx(1[A1) + Mi(Az) - Sx(1|A2)) + (1/2)? - <M2(A11) :
( X,A; 2’1411 )+ Sx AQ(Q‘AH)) + My (As) - (SX,A1(2|A12) +SX,A2(2’A12)) + Mj(Aszr) -
(Sx,4, (2| A21) 4+ Sx.4,(2A21)) + Ma(Az) - (Sx,4,(2]As) + SX,A2(2|A22))) =

IUO+1/2(O,7U1+1,2U2)+(1/2)2(0,7(U11+O)+O,9(U12+0)+1(0+
ug1) + 1,3+ (0 + ugp) =

ZUO+1/2 (0,7U1+1,2U2)+(1/2)2 (0,7U11+0,9u12+1U21+1,3U22)
Tehat a replikalo portfolio ara valoban megegyezik az X pénzaram araval.

Nézziink most egy specialis esetet: legyen X = Z(®) a t idépontban lejar6 zérokupon
kétvény. Erre nyilvan Z®) = SF(t) + S1(¢).

Konkrétan:

D=5F1)+5"(1) =

Q(ZW) = Q(S"(1) + 5'(1)) = D p(A) - (ST (1]4)) + Q(S'(1]4)) - My(A) =

=1/2-1-My(A) +1/2-1- My(Ay) = Zp A) = E(M))
= 57(2)+ 5'(2) =
Q(ZP)=Q(s"(2) +5(2) = ;p(fl) - (87(24)) + Q(S7(2]4)) - My(A) =
=1/4-1- My(Air) +1/4- 1+ My(Arp) +1/4 -1+ Ma(Ag) + 1/4- 1 My(Ag) =

= 3" p(A) - My(A) = E(My)

Azt kaptuk végiil, hogy a deflator ¢ id6pontbeli varhatd értéke éppen a t-ben lejaro

zérokupon kotvény araval egyenld.

15



1.2.3. A deflator kés6bbi idépontokban

Eddig az X pénzaramnak csak a 0 id6pontbeli pénziigyi értékével foglalkoztunk.

Definialjuk most az X arfolyamatat minden ¢t =0, ..., T-re.

7. Definici6. Legyen X € L3, (P). Az X pénzdram pénziigyi értéke a t iddpontban

a kovetkezd:

T
Qi(X) := QX|F) = — -E (Z M, - X,
Ez az érték természetesen sztochasztikus a 0-bol nézve, hiszen fiigg Fi-t6l.

8. Definicié. Most tegyiik fel, hogy eqy biztositdsi szerzddésiink van, amit az X
sztochasztikus pénzdram reprezentdl.

Jelilje k < n-re Xgy = (0,...,0, X, ..., X7) a k — 1 iddpont utdn hatralevé pénz-
aramot. Ez reprezentdlja azt az osszeget, amire k — 1-ben tartalékot kell képezniink,
hogy ki tudjuk elégitent a biztositdst kéveteléseket.

Tovabbd a t < k — 1 iddpontban igy definidljuk a tartalékot:

RY = Q(Xw|F) = Q:«(Xw)

Tehdt R,(f) megfelel az Xy pénzdram feltételes vdrhato pénzigyi értékének a t-bdl

nézve.

6. Tétel. Teljesiil a kivetkezd rekurzio:

M, -R"Y=E (Mt : (Rﬁﬁl + Xt) ‘E—l)

7777

martingdl a P-re nézve.

7. Tétel. A martingdl-tulajdonsdgbdl azonnal kivetkezik, hogy

1

QX) = 57 E(Mos1 - Qua (X0 7) = (

Myt
M

- Qr1(X) ‘ft>

1.2.4. Deflatorok a pénziigyi és a biztositasi piacon

Térjiink most vissza kezdeti modelljeinkhez. Tekintsiik tehat az (2, B, P) valoszint-
ségi mezGt, és rajta elGszor az (M, F) pénzpiacot. Feleltessiik meg a piacon definialt,

illetve a deflator esetén hasznalt pénzaramainkat a kovetkezéképpen:

e az X pénzaramot feleltessiik meg a D; jutalék-kifizetés folyamattal, hogy

Dj,t Xt—17

16



e ekkor az Rt(t_l) megfelel a g;, arfolyamatnak.

(Itt X és D; indexe azért tér el eggyel, mert az X a periodus végi pénzaramot jeldli,
mig D, a kovetkez6 periodus elején kifizetett, de az el6z6 periddusra vonatkozo
pénzaramot. )

Ezek alapjan teljesiil a kovetkezs:

8. Tétel. Az M = (M;)i—,. 7 F-adaptdlt folyamat pontosan akkor deflitora az
(M, F) piacnak, ha

) (1.1)

Myq; = E<Mt+1(%,t+1 + Dj111)
Vi=1,...,L ésVt=0,...,T — 1 esetén.

2. Lemma. Az M folyamat pontosan akkor deflator, ha

T
E (Z MtD%t) =0 Vo stratégiara.
t=0

Megforditva, a D folyamat pontosan akkor jutalékfolyamat(a eqy stratégianak), ha

T
E (Z MtDt> =0 VM deflatorra.
t=0

Azaz a deflator és a jutalék-folyamat dualisok (a skalarszorzatra vonatkozoan).

1. Feltevés. A tovdbbiakban feltessziik, hogy az (M, F) pénzpiac mindig arbitrdzs-
mentes €és teljes. Ekkor kordabbiak szerint létezik eqy egyértelmi, pozitiv, standard

defldatorfolyamat.

Térjiink most ra az (Q, B, P) folotti (M, G) biztositasi piacra. (Emlékeztetiink ra,
hogy Fi C G, és G véges filtracio az 1.1.2. szakaszban tett feltevéseink szerint.)
Legyen Y egy F;.1-mérhets valosziniiségi valtozo, és tekintsiik az E(Y‘ft) feltételes
varhato értéket. Ez intuitive azokat a pénziigyi informaciokat jelenti, amit Y-bol t-
ben ismeriink.

Azt szeretnénk, hogy a biztositasi eseményekrsl szol6 tudasunk t-ben semmilyen
informaciot ne hordozzon a t+1-beli pénziigyi eseményekrdl. (Ez a valosdgban persze
nincs gy, a t-beli biztositasi megrazkodtatasok befolyasoljdk a ¢ 4+ 1-beli pénzpiaci
eseményeket. Ezért tgy értjiik, hogy az ilyen eseményeket mar F; is tartalmazza.)

Ezért a kovetkezd feltevést tessziik:

2. Feltevés. Legyen Y eqy Fii1-mérhetd valosziniségi viltozo. Ekkor minden t =

0,...,T —1 esetén feltessziik, hogy:

E(Y|7) = E(Y[G)
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A feltevés magaban foglalja, hogy minden Fi, ,>i-mérhet6 Y valoszintségi valto-
zora is E(Y|.7:t) = E(Y}Qt).

9. Tétel. A tett feltevések mellett az (M, G) piac is arbitrazsmentes, és az M a

Gi-re nézve is defldtor lesz, azaz

gt> (1.2)

Mg = E(Mt+1<9j,t+1 + Djis1)
Vi=1,....,L ésVt=0,...,T —1 esetén.

Lattuk tehat, hogy ha az (M, F) piac arbitrazsmentes és teljes, akkor a tett feltevé-
sek mellett az (M, G) piac is arbitrazsmentes. Azonban az 1.1.4. szakaszbol tudjuk,
hogy az (M, G) piac (altalaban) nem teljes.

Nem teljes piacokon pedig nincs egyértelmi ekvivalens martingalmérték sem, ezért
végtelen sok G-adaptalt deflatorfolyamat létezik. Hogy ezek koziil hogyan érde-
mes valasztani, ahhoz valamilyen kozgazdasagi modellre lesz sziiksagiink: példaul

a utility-elméletre.

1.3. Elvart hasznossag elmélet

Legyen ¢ = (¢t)i—o.. 1 Un. fogyasztdsi folyamat. A gyakorlatban ¢ megegyezik a
jutalékfolyamattal, amit a vallalat a részvényeseknek fizet.

A vallalat azért kereskedik a piacon, hogy elérje azt az optimalis portfolio befektetési
stratégiat, ami a lehet6 legjobban fedezi a részvényesek kockazatat. Ezt determinalja

a profit maximalizalasa, bizonyos befektetési kényszerek mellett.

Célunk tehat az elvart, diszkontéalt hasznossag-fiiggvényt maximalizalni a fogyasztasi

folyamat szerint. Mi az aldbbi elvart hasznossag-fiiggvényt hasznaljuk:
T T T 1
U(c) =E (Z um> —F (Z e—Ptu(ct)> —E (Z e—ptlt__7> (1.3)
t=0 t=0 t=0
ahol ¢ > 0, a 7 > 0 a befektet§ kockdzatkeriilése, p > 0 pedig a tirelmetlensége.

Meg kell jegyezni, hogy a fenti eset az un. erd-hasznossdgi fiiggvényt, u(c) = Cf:;-t

hasznalja, ami az Gn. konstans relativ kockdzatkerilés (CRRA) hasznossagat adja
meg.

Masik lehet6ség az exponencidlis hasznossdgr fiiggvény lenne, ami az tn. konstans
abszolit kockdzatkerilés (CARA) hasznossagat adna.

Az el6bbivel nehezebb szamolni, utébbi a multiplicitasa miatt népszertd. De az expo-
nencialis eset — legalabbis ma ez tiinik altalanosan elfogadottnak — nem megfelelGen

irja le a befektetd magatartasat.
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Ebben a szakaszban felirjuk a pénziigyi és biztositasi piac esetén a megfelels fo-
gyasztési folyamatokat, és ezek mentén maximalizaljuk az U(c) elvart hasznossag-
fiiggvényt. Azt a c folyamatot, amire U(c) maximalis lesz, optimdlis fogyasztdsi
folyamatnak nevezziik.

Ezek utan a f6 feladatunk az optimalis fogyasztasi folyamat meghatarozasa.

1.3.1. A tdékepiaci modell:

maximalis elvart hasznossag és optimalis fogyasztas

Tekintsiink egy pénziigyi vallalatot, és tegyiik fel, hogy adott a vallalatnak egy F-

adaptalt exogén folyamata, egy in. w = (wy)i=o,... 1 jdradékfolyamat. Ezt a vallalat

eszkozokbe fekteti a piacon, majd a befektetések eredményét kolti el a sajat fogyasz-
tasara.
Azaz ha w a jaradékfolyamat, és ¢ egy kereskedési stratégia, akkor a vallalat fo-

gyasztast folyamatéat az alabbi modon definialjuk:
c=c(w,p) =c(0,0,w,p) :=w+D,,.

Megjegyezziik, hogy mivel z;r = 0, vagyis az utols6 id6pontban minden eszkozt

eladunk, ezért az utolsé fogyasztas megegyezik a végsG vagyonnal.

Adott w jaradékfolyamat mellett a hasznossdg-maximalizdcios feladat tehat nem
més, mint maximalizalni az elérhet6 hasznossagot a ¢(0,0,w,p) = w+ D, > 0
fogyasztasi folyamat mellett. Konkrétan:
U™ (w) :=max U(c(0,0,w,¢)) = maxU(w + D) (1.4)
@ @

Mivel feltettiik, hogy az F filtraci6 véges, ebbdl azonnal kovetkezik, hogy ez a ma-

ximum létezik.
4. Allitas. Az Umax (W) szigordan novd, konkdv fligguény.

Az &llitds miatt a maximéalis hasznossag elérhetGsége, pontosabban az optimalis
fogyasztasi folyamat létezése csak az iddkizi vagyontol (W) figg, amit a jaradékfo-

lyamatbol kaphatunk a kovetkez6képpen:

T
W =E (Z Mtwt> R
t=0

ahol az M = (M;)i—o,. 1 deflatorfolyamat az (M, F) pénzpiac teljessége miatt egy-

értelmiien létezik.
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10. Tétel. Legyen w egy F-adaptdlt jaradékfolyamat az (M, F) piacon (amirdl is-
mét hangsilyozzuk, hogy teljes). Tegyiik fel, hogy a hozzd tartozd idékozi érték: W
pozitiv. Ekkor egyértelmiien létezik olyan F-adaptdlt c¢(0,0,w, ) fogyasztisi folya-
mat, ami mazimalizdlja (1.4)-et.

Ezt a c-t az elsérendi feltétel meghatdrozza:

pt —

1
¢ =coe "M, " (1.5)

Igy tehat az optimalis fogyasztési folyamat explicite szamolhato, és csak M-t6l fiigg.

1.3.2. A biztositasi piaci modell

Most tekintsiink egy biztositasi vallalatot. Ennek — az altalanos pénziigyi vallalat-
nal leirtakon kiviill — van egy Y = (0,Y),..., Yr) karkifizetés-folyamata, és ennek
a kompenzalasara egy Il = (II;);—o 7 dijdrama. Ekkor a mddositott fogyasztdsi

folyamatot az alabbi mdédon definialjuk:
c=c(I,LY,w,D,)=w+1II+D,-Y

Itt a tagokat csoportositva kapjuk, a w — w = w + IT — Y jel6lés mellett, az n.

biztositdsi folyamatot, amivel
c=c(w,p) =c(0,0,w,p) :=w+ D,.

Meg kell azonban jegyezniink, hogy mivel az Y és a Il folyamatok is G-adaptaltak,
igy w is az. Masrészrol viszont olyan G-adaptalt ¢ stratégiat valasztunk, hogy az

ar- és a jutalékfolyamat tovibbra is F-adaptalt maradjon.

A kovetkez6 két szakaszban a biztositasi piaci modell egy-egy specidlis esetét vizs-

galjuk meg kozelebbrol.

1.3.3. Az egyszeri piac-alapt biztositasi dij

Egy G-adaptalt ¢ stratégia és Iy egyszeri dij a kdvetkezd c(I1y, Y, w, ) fogyasztdsi

folyamatot generalja:

co = wo+ Dyo+mo

(1.6)
Ct = wt—l—D%t—Yt (t Z ].)

Mivel azonban a CRRA hasznossagi fiiggvényt csak pozitiv ¢;-k esetén értelmeztiik,
ezért olyan biztositasi dijat kell megkovetelniink, ami pozitiv fogyasztési folyamatot

generél. (Ez éppen azt jelenti, hogy eltekintiink a cs6d lehetGségétol.)
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Ezt ugy érjiik el, hogy a hasznossagot egy kéltséguetési kényszer mellett maximali-
zaljuk:

B(w +IIy — Y) = {c teljesiti (1.6)-ot, és Ve, > 0},
ekkor

U™ (w41 — Y) = ceB(gl-l-alz[(o—Y) vte)

(Ehhez persze sziikséges, hogy B(w + ITy — Y) ne legyen iires halmaz.)

Most ismét egy kis kitér6t tesziink. Egy fontos fogalmat definidlunk, aminek jelen-
t6s szerepe lesz abban, hogy az optimalis fogyasztasi folyamatot ki tudjuk majd

szdmolni.

9. Definicié. Tetszdleges Z = (Zy)i—o

fels6 fedezeti ar az a legkisebb szam, Z", amire létezik olyan ¢ stratégia, hogy

v  G-adaptdlt folyamat esetén legyen a

-----

Z" + Do =0

(1.7)
Dgo,t_ZtZO (tZO,,T)

Ekkor a ¢ stratégiat szuper-replikdlonak hivjuk; (Z;) pedig replikilhatod, ha létezik
olyan ¢ stratégia, amire Dy, — Zy > 0 Vt.

A fels§ fedezeti ar tehat tulajdonképpen nem més, mint a minimalis ara az olyan

stratégiaknak, amik fedezik a Z;-nél magasabb veszteségeket.

2. Megjegyzés. Nemteljes piacon csak szuper-replikdlo stratégidrol beszélhetiink.
Azonban ha a piac teljes volna, akkor D, =Y, miatt taldlhatndnk replikdlo straté-

gidt.
Most nézziik, hogyan lehet kiszamitani a fels§ fedezeti arat:

5. Allitas. A Z G-adaptdlt folyamat felsé fedezeti drdt igy kaphatjuk:

T
7% = max E (Z MtZt> ,

t=1
ahol a mazimalizdldst az (M, G) piac dsszes pozitiv standard M deflator-folyamatdra

végezzik.

2. Kovetkezmény. Emlékeztetink rd, hogy a jdradékfolyamat idékézi értéke:

T
W =E (Z Mtwt)
t=0

Ezért, ha a w jaradékfolyamat replikalhato, akkor

(Z—W)”zZ“—E(thwt) =7Z"-W.

t=1
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Térjiink most vissza az elvart hasznossag-maximalizacios feladathoz.

6. Allitas. A mazimdlis elvirt hasznossdg, U™ (w + ITy — Y), pontosan akkor

meghatdrozott, ha
Ty > YY—-W.

Es ekkor a kovetkezdk teljesilnek: Ha ~ > 1, akkor

co= lim (A-—y)U"(w+IIj—-Y)> lim (1-y)U"(w+1IIj-Y)=0.

To—Y¥—W Te—00

Ha v <1 ésY nem replikalhato, akkor

0< lim U™ (w+IIj-Y)< lim U™ (w+1II, -Y) = oc.

To—YUu—W To—00

10. Definicié. Rdgzitsiink le eqy G-adaptdalt w jdaradékfolyamatot. Ekkor a Go-mér-
hetd 11y eqyszeri biztositdasi dijat az Y karkifizetés-folyamat piac-alapi dijdnak ne-

vezziik, ha
U (w+ 11y — Y) = U™ (w). (1.8)

A definici6 latszolag visszaadja a hasznossagkézombos dij elvét. Azonban vigyazat!
Most nem a hasznossagfiiggvények, hanem az optiméalis kereskedéssel elérheté ma-

ximélis hasznossidgok egyenl@ségét tessziik fel.

11. Tétel. A piac-alapi egyszeri dij, I1y, pontosan akkor létezik, ha
vagy v < 1 éslimy, yu_w U™ (w411 — Y) < U™ (w),
vagy v > 1.

Tovabba ha Tly létezik, akkor egyértelmi, és az Y karkifizetés konver fligguénye,

amire

YY-W<mg<Y"

Tovdbbd ha YN < Y@ m.m., akkor mo(YD) < my(Y?),

3. Megjegyzés. A v > 1 esetben a hasznossdg mindig negativ az (1 — )=t faktor-
nak koszénhetden, tovdabbd ha W — 0, akkor ez tart —oo-hez.

A v < 1 esetben a hasznossdag mindig pozitiv, és ha a piac teljes, és W — 0, akkor
a fogyasztas minden szinten konvergdl 0-hoz.

Nemteljes piac esetén ez csak akkor teljesil, ha a kdrkifizetés-folyamat tiokéletesen
fedezhetd. Mdskilonben mindig vannak olyan dllapotok, amikor Y nem lehet repli-
kdlhato.
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1.3.4. Az évenkénti piac-alapt biztositasi dij

Egy G-adaptalt ¢ stratégia és Ilg,; évenkénti dij a kovetkezs c(Ili, Y, w, ) fo-

gyasztast folyamatot generdlja:

Co = wo—i-D(p,g

(1.9)
Cy = wt—i—D([,,t—i—wévi—Y; (tZ 1)

11. Definicié. Rdgzitsiink le eqy G-adaptdlt w jdradékfolyamatot. Ekkor a Go-mér-
hetd g, €venkénti biztositdsi dijat az Y kdrkifizetés-folyamat piac-alapa dijdnak

nevezziik, ha
U™ (w + Iy — Y) = UM (w). (1.10)

Lathato, hogy formailag ugyanazt kaptuk, mint az egyszeri biztositési dij esetében.

Nézziik meg, milyen egyéb kapcsolat van még az egyszeri és az éves dij kozott:

7. Allitas. Ismét tegyiik fel, hogy az (M, F) pénzpiac teljes. Ekkor

T
o = Tevi * ZE(Mt).

t=1
Az allitas matematikai szempontbdl igaz, hiszen teljes piacon kockazatsemleges kot-
vények segitségével tokéletesen at tudjuk vinni a tékét a kiilonb6z6 idGperiddusok
k6zott.
A valésdgban ez gy valésulna meg, hogy egy harmadik féltél kolcsonvehetjiik a
jovébeli dijnak megfelel6 Osszeget, amig az esedékes nem lesz. Csakhogy ez nem
realisztikus, a gyakorlatban vannak kolcsonzési korlatozésok. Megtehetjiik viszont,
hogy ezeket a korlatozésokat, mint feltételeket, beépitjiik a maximalizalési eljarasba.

Erre egy késGbbi szakaszban még visszatériink.

1.3.5. Kockazatsemleges és kockazati dij, arbitrazsmentesség

Ha Y egy F-adaptalt pénzaram volna, akkor az Y jutalékfolyamatu eszkoz ara igy
kaphato:

T
E (Z Mth> ,
t=1

a (I1;) dijaram diszkontalt érte pedig igy:

‘ (Z Mtnt) |
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Ezt az értéket akkor nevezziik a ,fair” drnak, ha

(o) (5

Most azonban Y G-adaptalt, igy a fentit nem tekintjiik tovabba az egyértelmi
Jfair” arnak, hanem a kockdzatmentes ,fair” drnak hivjuk.

Igy tehat a piac-alapi ar = kockézatsemleges biztositasi dij.
De ha a vallalat kockdzatkeriils (v > 0), akkor tovabbi kockdzati dijat var el:

Minden G-adaptalt IT dijaramra, amire U™ (w 4+ II —Y) > U™ (w) teljesiil, igaz

a kovetkez6:
T T
E (Z HtMt> >E (Z YtMt>
t=1 t=0
Azaz a kockazatkeriil§ esetben az elvart biztositasi dij nagyobb, mint az Y varhato

diszkont értéke. (Ez a kockazati dij fiigg a kockazatkeriilés mértékétsl (), és méas

gazdasagi paraméterektdl.)
1. Példa. A m statikus dijra: 7y > E(Zfzo YtMt)

Tekintsiink most egy biztositotarsasagot, amit a hasznossagfiiggvénye és a jaradékfo-
lyamata karakterizal. A vallalat biztositasi szerz6déseket ad el G-adaptalt Y = (Y;)
karkifizetési-folyamatokra, és a szerzGdésenkénti arra van egy mo(Y) dijelGirasa.

A piaci konzisztencia azt jelenti, hogy nincs arbitrazslehetéség a kozos pénziigyi és

biztositasi piacon.

3. Lemma. Tegyiik fel, hogy a mo(.) dijeldirds kielégiti a mo(Y) > E[ZtTZO Mth]
eqyenldtlienséget minden Y kdrkifizetés folyamatra. Ekkor a kézos pénziigyi és bizto-

sitast prac egyiittesen arbitrazsmentes.

12. Definici6. A mo(.) elvdrt dij piac-kozisztens, ha

(1) VY = (Y,) folyamatra Y* > mo(Y) > E[Zthl MtY;}, és egyenldség pontosan
akkor dll, ha Y replikdlhato;

(2) minden replikdlhatd Z folyamatra és tetszdleges Y folyamatra

WQ(Y + Z) = TQ(Y) + 7T0(Z).
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1.3.6. Optimalis fogyasztasi folyamat nemteljes piacokon

Lattuk tehat az 1.3.3. és 1.3.4. szakaszokban, hogy ha az elvart hasznossig maxi-
malizacios feladat megoldhato, azaz létezik optimalis fogyasztasi folyamat, tovabba
teljesiil (1.8) illetve (1.10), akkor 1étezik a piac-alapu biztositasi dij.

Most tehat az a célunk, hogy (M, G)-n keressiink ilyen optimaélis fogyasztasi folya-

matot, ami maximalizalja az elvart hasznossagot.

Legyen p egy G-adaptalt kereskedési stratégia. (Az ar- és jutalékfolyamatok tovabbra
is F-adaptaltak!) Tovabba legyen X; a pénziigyi téke t-ben:

L
X = Z(Dj,t + 4jt)Tj -1

j=1
Vezessiink be egy 1j filtraciot. Legyen Hy = Fo, és Hy = o(F, Gi—1). Azaz H; az F
és G;_1 altal generalt, an. fedezhetd filtracio.

(Pontosabban minden H;-mérhetd kifizetés replikdlhato egy G,_1-mérhetd befekte-
téssel a ¢ — 1 id6pontban.)

4. Lemma. A pénzigyi toke, X;, H,-mérhetd, és minden H;-adaptdlt X, folyamat-
hoz létezik olyan G-adaptdlt ¢ stratégia, hogy X; pénzigy: téke folyamat.

5)

Ekkor a megfeleld jutalékfolyamat kielégiti a kovetkezdt:

L L
M,
D, = Z(Dj7t + qj1)Ti—1 — Z gjtrjr = X¢ —E ( ]\?1 X

i=1 i=1 !

fgy mar ki tudjuk szamitani explicite a felsé fedezeti arat:
5. Lemma. Vezessik be a kévetkezd induktiv definiciot:
Vi =0

Y;sup = ess sup [Yt + Mt_lED@T{)MHl ‘gt]

Ht} (t<T)
Ekkor Y* =Y, a felsd fedezeti dr.

Még egy fontos segédtételt kell tenniink, miel6tt kimondjuk a szakasz legfontosabb
tételét, analogiaban a 10.Tétel eredményével.

Ott ha a hasznossagot maximalizalé optimélis fogyasztasi folyamat nem lett volna
szigorian pozitiv, akkor hatarmegoldasunk van, és az optimalis fogyasztasi folyamat
nem elégitené ki az els6rendii feltételt.

Pozitiv jaradékfolyamat mellett tudjuk, hogy a maxE [ Z:{:o u(ct)} hasznossag-maxi-
maliz&cids problémanak akkor van egyértelmi, pozitiv optimalis megoldésa, ha az
u hasznossag-fiiggvény kielégiti az Inada-feltételt a O-ban:

limu'(c) =
lim u (¢) =00
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Nyilvan az altalunk hasznélt u = (1 —~)~'c!™ kielégiti az Inada-feltételt.

6. Lemma. Létezik olyan G-adaptdll x stratégia, hogy a c(w,x) fogyasztdsi folya-

mat pontosan akkor pozitiv, ha wy > (—w)".
Most a lemma feltétele teljesiil, ha a jaradékfolyamat pozitiv, ugyanis
c(w,p+ 1) =c(w+D,,¢).

12. Tétel. Tegyiik fel, hogy wy > (—w)". Ekkor létezik egyértelmd, G-adaptdlt, po-

gt) >0

zitiv, optimadlis fogqyasztdsi folyamat:

My
M,

Ct:wt+Dcp,t:wt+Xt_E( X1

ami mazimalizdlja U(c)-t az (M, G) piacon.

Ezt a folyamatot az elsérendd feltétel meghatdrozza:
e PE [cﬁMt_1 ‘Ht} =c, M}

Lathato tehat, hogy az elsérendi feltétel miatt az (e 'c, " M; )= 1 egy martin-

gdl.

Emlékezziink ra, hogy a teljes pénzpiac esetében (a 10.Tételben) a marginalis hasz-
nossag e *tc; 7 volt, ami az ottani els6rendi feltétel szerint egyenls az M;-vel.
Most azonban, mivel a piac nem teljes, a befekteté nem tudja elérni ezt az azonos-
sagot, hiszen a fogyasztési folyamat nem F-adaptalt, mig M igen.

Viszont a befektetd tokéletesen meg tud ismételni barmely eseményt a H fedezeti

filtracioban. Igy a marginalis hasznossagot tetszélegesen kozel tudja vinni M;-hez.

Az el6z6 tétel els6rendi feltételének alkalmazasaval igazolhato:

13. Tétel.
hrn o = Yu

Y00

Most méar csak egy kérdés van: hogyan lehet ezt az elméletet implementalni a gya-

korlatba? Ezzel foglalkozunk a kovetkezé két szakaszban.

1.4. Induktiv struktara

A teljes piac esetében az F-adaptalt w jaradékfolyamathoz tartozd optimalis F-

adaptalt fogyasztasi folyamatot explicite megkaphatjuk a 10.Tételbdl.
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A nemteljes piac esetében egyrészt az F-adaptalt w jaradékfolyamatot &ttransz-
formaltuk egy w = w + II — Y G-adaptalt biztositasi folyamatta, masrészt a G
informacioi szerint valasztottunk ¢ stratégiat.

Igy a nemteljes (M, G) piacon kerestiink optimalis fogyasztasi folyamatot (mikdzben

w ¢és az eszkOzok tovabbra is F-adaptaltak maradtak).

A kovetkezSkben egy induktiv struktirat adunk meg, aminek a segitségével a nem-
teljes (M, G) piacon beliil is explicite szamolhato lesz az optimalis fogyasztasi fo-

lyamat.

Legyen x € R. Legyen Gryq(x,w) = 0.
Tovabba t = T, ..., 1-re definiadljuk induktivan azt az Fi(x,w) véletlen fiiggvényt,

ami Hg-mérhetd, és kielégiti a kovetkezGt:

e PE {{wt + Fi(x,w) — Gy (Ft(xa w), W) }77Mt_1

Ht:| = (wt—l + 33) JYMt_—lb

ahol a G, 1-mérhets G,(x, w) véletlen fiiggvényre:

M
Gi(z,w) — E[M L

t—1

Ft(x — Gt(x,w),w)

G| =0,
és ekkor a H;-mérheté Hy(x, w) véletlen fiiggvény:

Hy(z,w) = Fy(z — Gy(z,w), w).
Az F; és G, fiiggvények egyiittesen konvexek (x, w)-ben.

8. Allitas. Tegyiik fel, hogy w, > 0 m.m., ¥ t = 0,...,T esetén. Ekkor a fenti

véletlen fiigguények léteznek.

Bar az F; és G, fiiggvények els6 ranézésre nagyon bonyolultnak tiinnek, nagy el6-

nyiik, hogy explicite szamolhatok.

14. Tétel (Az optimalis fogyasztasi folyamat konstrualasa). A G-adaptdlt

w jdradékfolyamat optimdlis (Xi)i—o,... v pénzigyi téke folyamata iterativan kaphato:
)([):O7 és Xt:Ht(Xt—17W) vt:]_,,T
Ezutdn az optimdlis fogyasztasi folyamat a 12.Tételbdl ismert modon szdmithato:

5)

My
M,

ct:wt—i—Xt—E( X
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Az (F;); és (Gy); fiiggvényhalmazok bevezetésével tehat kettévalasztottuk a maxi-

malizacios probléméat a 12. Tételre és a 13.Tételre.

Igy mar ki tudjuk szamolni a IT, biztositasi dijat is. Azt varjuk ugyanis, hogy az
elvart optimalis hasznossig ne valtozzon, ha a jaradékfolyamathoz hozzaadjuk az 'Y
biztositasi kovetelést. Azaz kiértékeljiik az optimalis fogyaszési folyamatot el&szor
csak a w jaradékfolyamatra, majd a w = w + IT — Y modositott jaradékfolya-
matra (ahol most a pénziigyi téke folyamat: X, = H,; (Xt_l, w + Iy — Y)) Ezutan
mindkét esetben kiszamoljuk a maximaélis hasznossigot az optimélis fogyasztasi fo-
lyamatokra. Ekkor my-at az hatarozza meg, ha az igy kapott elvart hasznossagok

egyenlGk.

1.5. Kolcsonzési korlatozasok

A 7.Allitasban azt mondtuk, hogy a diszkontalt, Gy-mérhets éves dijak Gsszege
egyenl6 a my statikus biztositasi dijjal. Ezt — nem tul precizen — azzal indokoltuk,
hogy egy harmadik féltsl korlatozas nélkiil kdlesonozhetjiik a jovébeli dijat annak
esedékességéig.

A gyakorlatban azonban vannak — példaul a szabalyozé altal felallitott — korlatoza-
sok a kolcsonre. A kovetkezékben latni fogjuk, hogy ha adott egy bizonyos a kiiszob,
ameddig kolecsonozhetiink, akkor az éves diju biztositasi szerz6dés sokkal dragabb
lesz, mint az egyszeri dijas.

(Ez azt a szemléletet tiikrozi, hogy a szabalyozd jobban szereti a vagyonmérleghen

a tényleges pénzosszeget latni, mint a jovébeli kiovetelést.)
Legyen a kélesonzési korldtozds a kovetkezd: adott a > 0 mellett

M; 1 X,
B, = {x stratégia; E <%‘Qt) > —a Vt=0,...,T — 1}
t

(Azaz ugy valasztjuk meg a stratégiat, hogy ne tudjunk tul sokat kdlesénozni.)
A tovabbiakban korabbi fogalmak és tételek analogonjait fogalmazzuk meg:
Legyen a IT = (II;);—o 7 dijaram esetén

Uret(w+II-Y) =maxU(w+II1+ Dy —Y)

XGB(J,

13. Definici6. Legyen I} = (73,0,...,0) o statikus dij a B, korlatozas mellett.
Ez tehdt egértelmd, Go-mérhetd megolddsa az U™*%(w + IIE —Y) = U™ (w)-nek.
= (0’ 7]'?

avir e e

a

Ugyanigy legyen I1¢ ¢.) a konstans dijaram a B, korlatozas mellett.

évi

Ez egyértelmi, Go-mérhetd megolddisa az U™ (w + IIg,; —Y) = U™ (w)-nek.

évi

, T
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4. Megjegyzés. A kolcsonzési korldtozds nélkil a = +00, €s ¥ = o, Ty = Tevi-

14. Definicié. Legyen Y a kdrkifizetés folyamat. Legyen Y75 = 0, és definidljuk
iduktivan o kovetkezd H-adaptdlt folyamatot t =1,...,T 4 1-re:

Gi|; —a} ‘HH]

M,
o o] s

t—1

sup,a _
Y,"[" = esssup

9. Allitas. Y3"™" monoton csékkend a-ban.
10. Allitas. Y@ = Y;"P" g fels6 fedezeti ar a kolesonzési korlatozas mellett.
3. K6vetkezmény. Igy tehdt a B, halmaz pontosan akkor nemiires, ha

wo > (—w)™“e.

15. Tétel. Legyen w a jaradékfolyamat, és'Y a kdrkifizetés-folyamat. Ekkor o 11§

piaci alapu statikus dij pontosan akkor létezik, ha
vagy v < 1 és limq,_(y —wywa_w, U™ (W + 1) = Y) < U™ (w),

vagy v > 1.

Legyen most mii® = {minnw : 3x € B,, hogy m—Y;+w;+ Dy, > 0 Vt} a minimalis

évi
éves dij, ami megfelel Y felso fedezetének. Ekkor az eldzéhéz hasonloan a IIE, piaci

alapi éves dij pontosan akkor létezik, ha
Uagy ’y < ]_ éS hmﬂévi"ﬂ'?iin Umax’a(w + Hévi - Y) < Umax(w>’
vagy v > 1.

11. Allitas. A 7§ és ¢

o.i monoton csokkend, konvex figguényei a-nak. Tovdbbd

]~

oy Y E[M,] > 7§ > mo = meu
t=1 t=1

E[M;] Va€|0,00)

16. Tétel. Tegyiik fel, hogy a lemma feltétele teljesil, azaz wy > (—w)“®. Ekkor a
B, korldtozds mellett egyértelmien létezik egy nemnegativ, Gi-adaptdalt (M), folya-
mat, amire

e ’E [C;’YMtillHt} = ¢, 4 My — N My
és

)\t (Mt_lE |:Mt+1Xt+1 ‘gt] + a) =0 Vt.
Konkrétan a margindlis hasznossdg-folyamat, e=tc; " M; ' az aggregdlt defldtorfolya-

mathoz képest szuper-martingal.
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A kovetkezGkben leirunk egy rekurziv konstrukeiot (analogiaban a kényszer nélkiili
esettel):

Legyen éTH = 0.
Tovabba t < T-re és X > 0O-ra ﬁ’t(x,/\,w) legyen egy H;-adaptalt megoldasa a

kovetkezének:

¢ PE {{wﬁ—ft(x, A, W)—ét_H (E(x, A, W), W) } WM{1

Ht] = {(wer+a) =AM,

ahol a G, 1-mérhetd égl)(x, w) véletlen fiiggvényre:

~ M, ~ _
G avw) — B |1 i = 6w, 0.w)

gt1‘| = 0.

Legyen a G, 1-mérhet6 A;(x) véletlen fiiggvény égl)(x, W) < —a esetén a kovetkezd

egyenlet, megoldasa:

M, ~
E {Mt Ft(x+a,At($),W)|Qt-1] = —a,
t—1

¢s G\ (x, w) > —a esetén Ay(z) = 0.

Definidljuk még a kovetkezd G;_1-mérhetd véletlen fliggvényt:

égl)(x,w) ha égl)(x,w) > —a
—a egyébként

Gi(z,w) = {
Végiil pedig legyen:
Hy(z,w) = E(x — Gy(z, W), Ai(z),w).
12. Allitas. Az ﬁt €s ét véletlen fiigguények pontosan akkor léteznek, ha
wp > (—w)™?

17. Tétel. (Az optimalis fogyasztasi folyamat konstrukcidja a koltségve-
tési kényszer mellett) A koliséguetési kényszer mellett létezik eqy egyértelmd, op-
timalis fogyasztdsi folyamat.

Az optimdlis (Xy)i=o....7 pénziigyi téke folyamatot a B, korldtozds mellett a kovetkezd

-----

iterdciobol kapjuk:

Xo

I
o

és  Xo=H/(X,1,w) Vt=1,...,T.
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1.6. Egy masik megkozelités: a VaPo

Ebben a szakaszban Biithlmann at al. (lasd [7]-ben) egy maésik piac-alapi arazasi

technikajat mutatjuk be.

Tovabbra is adott egy X = (X¢);—o,..r pénzaram. Ha megfelel6 modon valasztunk
egy Uy, t =0,...,T bazist a pénziigyi piacrol, akkor az X pénzaramot faktorizaljuk
a kovetkez6 modon:

X =AUy

ahol az U, valoszintiségi valtozo egy U; baziselem értékeét jeloli, és ez alapjan

A = 2t
t Xt

jeloli az U, elemek szaméat a felbontasban.

Tekintsiik most a kdvetkezd o-algebrakat:
F = (Ft)i=o....r jelolje tovabbra is a pénziigyi események filtrdcidjdt,
T = (T})i—o,... 7 pedig legyen a biztositdstechnikai események filtrdcidja.

Nyilvanvalo, hogy ekkor a G bdvitett filtracio (emlékeztetsiil, ez volt a biztositdsi

piac filtracidja) el6all a fenti két filtracio generatumaként:
G=FT

azaz G; az a legsziikebb o-algebra, amely F; és 7; minden halmazat tartalmazza.
Masképpen fogalmazva, tekintsiik az 1.3.6. szakaszban definialt H fedezeti filtraciot.
Ez azokat a biztositasi koveteléseket tartalmazta, amik pénzpiaci folyamatokkal le-
irhatok. Igy 7 éppen G azon biztositastechnikai kockazatait tartalmazza, melyek
‘H-bol kimaradtak.

3. Feltevés. A kdvetkezd feltevéseket tessziik, amik a tovdbbi lépésekhez alapvetd

fontossdaguak lesznek:
o Teqyiik fel, hogy F és T figgetlenek.

o Tegyiik fel azt is, hogy U = (Uy, ..., Ur) csak az F-t6l, A = (Ao, ..., A7) pedig
csak a T -t6l fiigg.

o Tovdbbd tegyiik fel, hogy a deflator folyamatunk is faktorokra bomlik:

M, = MP) . D
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ahol M) csak F-tdl, Mt(T) pedig csak T -tdl fiigg, és az egyértelmiség kedvéért

legyen a technikai kockdzatok torzitisdnak varhato értéke 1, azaz

E (th> =1 Wt

Ezekkel a feltevésekkel sikeriilt az arazasi problémat két fliggetlen arazasi problé-
méara bontani. Ugyanis tekintsiik az alabbi atalakitast (emlékezve az X pénzaram ¢

id6pontbeli pénziigyi értékére a 7.Definiciobol):

M- Qu(X) = E(X M- Xi gt>:
= E(To M7 M M- Ul R e T =

- SLa(u-afrom) = (4 -l ) -
- e = )

ahol a szorzat masodik tagja az U) baziselemek arazasat jelenti, mig az elsé tag
a biztositési szerz6dés béaziselemekkel valo fedezésének koltségét jeloli. Ez utobbi

fliggetlen a baziselemek arazasatol.

Most definialni fogjuk az an. drazdsi portfélict (Valuation Portfolio, VaPo). Ezt két
szakaszban tessziik: elGszor feltételezziik, hogy A determinisztikus, majd a méasodik

lépésben feltessziik, hogy az X pénzaram teljesen sztochasztikus.

1.6.1. A determinisztikus eset

Feltessziik tehat, hogy A determinisztikus. Ez azt jelenti, hogy ebben az esetben
nincs (véletlen) technikai kockazat. Az els6 két 1épésben megkonstrualjuk az arazasi

portfoliot, majd a harmadik lépésben megadjuk az X pénziigyi értékét.
(1.) Definialjuk az U; baziselemeket: ezeket a pénziigyi piacrol valasztjuk.

(2.) Meghatarozzuk az egyes baziselemek mennyiségét: \;(X) € R determinisztikus

szam minden U; esetén.

Ezek alapjan a VaPo(X) egy vektor, aminek dimenzi6ja éppen a baziselemek szama,
ahol az adott szamu pénziigyi béziselemmel replikaljuk a biztositasi kotelezettsége-
ket. Vagy tgy is tekinthetiink r&, mint egy tobbdimenzios, pozitiv, folytonos, linearis
funkcionalra, ami a biztositasi kotelezettségeket egy pénziigyi eszkdzokbdl allo rep-

likalo portfolioba képezi:

X - VaPo(X) = Y " \(X) - U;
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(3.) Hogy megkapjuk az X pénziigyi értékét, alkalmazzunk a VaPo(X)-re egy A
szamviteli elvet”. Ez szintén egy pozitiv, folytonos, linearis funkcional. Igy ha

nincs biztositastechnikai kockazat, a kovetkezét kapjuk:

VaPo(X) — A(VaPo(X)) = Z (X)) - AU =: Q(X)

Meg kell jegyezziik, hogy a pozitivitds eléréséhez mar a baziselemek véalasztasanal
tigyelniink kell. Hiszen ehhez elengedhetetlen, hogy minden A(U;) =: U; > 0 telje-
siiljon a szerzddés teljes tartama alatt.

A linearitasnak pedig az a kovetkezménye, hogy ha egy portfolio egyedi szerzédé-
sekbdl all, akkor a portfoliot dgy tudjuk arazni, hogy a szerz&déseket egyenként
arazzuk:

Q <Z X<m>> = A(VaPo(X'™))

m

Sziikséges még néhany szot ejteniink az A ,szamviteli elvrél”. Mint lattuk, ez a
funkcional minden pénziigyi eszk6zh6z annak értékét rendeli. A kérdés az, honnan
kaphatjuk meg ezt az A-t? Valojaban az A véilasztasat a konkrét probléma erdsen

befolyasolja. Erre két példat mutatunk:

e A klasszikus esetben, ha a pénziigyi eszkozok értékét egy matematikai modell
hatarozza meg, akkor példaul egy rogzitett kamatrataval diszkontalunk. Ekkor

a szamviteli elvet jeldlje D.

e A modern megkozelités esetén, amikor a pénziigyi eszkozoket kozgazdasagi
vagy piaci értékiik alapjan arazzuk — azaz az aruk lényegében megegyezik a
kereskedési értékiikkel a pénziigyi piacon, — akkor az Gn. kozgazdasagi szam-

viteli elvet hasznaljuk, és E-vel jeloljiik.

1.6.2. A sztochasztikus eset

Ebben a szakaszban a technikai kockazatokat tekintjiik. Ezek gy jelennek meg a

modellben, hogy a biztositasi kotelezettségek nem determinisztikusak.

Ekkor a determinisztikus esethez hasonléan ismét felbontjuk az X pénzaramot &t le-
ir6 pénziigyi eszkozok (véletlen) Gsszegére. Azaz legyenek U, . .., U, kiilonb6z6 pénz-
ligyi eszkozok, amik 7-t61 fiiggetlenek, és A; jeloli az U; eszkoz (véletlen) mennyisé-

gét. Ekkor
p
X =Y A(X) - U;
1=1
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vagy a linearis hozzarendelés kovetkeztében az X, = X;-Z® = (0,...,0, X,;,0,...,0)
jelélés mellett (ahol Z®) a t-ben lejard zérokupon kdtvényt jeldli) igy is frhato:

T

XO Az(X0> Z/{z
X d A (X U;
X — 1 . Z ( 1)
. 7::1 .
Xr A(Xr) U;

Ezutén szeretnénk megkonstrualni a VaPo-t — a 0 id6pontbo6l nézve — a determi-
nisztikushoz hasonlé médon. Ehhez azonban ki kell cserélniink a A;(Xj) véletlen
mennyiségeket valamilyen determinisztikus mennyiségre. Végezziik el ezért a kévet-
kez6 hozzarendelést:

Ai(Xy) — i = E (Mi(Xy)|To)

(Megjegyezziik, hogy ha A;(Xj) maga is determinisztikus, akkor nyilvan A;(Xj) =
(X)) = L)
Ekkor a VaPo-ra az alabbi elgallitast kapjuk:

T
lz 0 Z/{z
P Z’L 1 Z/{z
VaPo(X) = Z ’ .
=1
lz T uz

A determinisztikus esetben lattuk, hogy a VaPo adja a biztositasi kételezettségek
legjobb becslését. Most azonban a technikai kockézat torzitast okoz a determinisz-
tikus modellhez képest. Ezt az eltérést valahogy kompenzélni kell (ezt megtehet-
jiik példéaul viszontbiztositasok segitségével). Ekkor a kompenzécioval novelt VaPo-t

technikai kockdzat ellen védett drazdsi portfolionak nevezziik, és VaPo*-gal jeloljiik:
VaPo*(X) = VaPo(X) + ,kompenzécio”

Ahhoz, hogy ezt precizen ki tudjuk fejezni — szintén a 0 id6pontbdl nézve — cserél-
jik le a A;(Xj) véletlen mennyiségeket a kovetkezd (technikai kockazattal terhelt)

determinisztikus mennyiségekre:
A(Xp) = = B (M7 A (X0)| T )

(Most is megjegyezziik, hogy ha A;(X)) maga is determinisztikus, akkor nyilvan
Ni(Xy) = Xi(Xy) = li = 1)
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Ekkor az el6z6hoz hasonldéan a VaPo*-ra az alabbi elGallitast kapjuk:

.
L U
VaPo(X)=> | :
=1
lir U

Ezutdn az arazés a determinisztikus esetnél latott moédon torténik: alkalmazzunk
VaPo*(X)-re, pontosabban az U;-kre egy A szamviteli elvet. Ekkor az X pénzaram
pénziigyi értéke

T

lio A(U;)

v | o AU,

Q) = A(vaporx) =y | || A
)\ A
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2. fejezet

Egy életbiztositasi példa: a VaPo

A konkrét életbiztositasi példaban a 2003. évi magyar halanddsagi tablazatot fogom
hasznélni. Ennek a férfiakra vonatkozo tablaja (a KSH 2003. évi halandosagi tablaja

alapjan):
x L | = L | = L || = Iy x Ly
0 | 100000
1| 99204 | 21 | 98564 | 41 | 95159 || 61 | 71629 || 81 | 22131
21 99146 || 22 | 98491 || 42 | 94680 || 62 | 69676 || 82 | 19701
31 99108 || 23 | 98411 || 43 | 94121 || 63 | 67671 || 83 | 17360
41 99079 | 24 | 98325 || 44 | 93477 || 64 | 65615 || 84 | 15115
51 99066 || 25 | 98233 || 45| 92749 || 65 | 63502 || 85 | 12975
6 99051 || 26 | 98136 || 46 | 91941 || 66 | 61317 || 86 | 10953
71 99034 || 27 | 98035 || 47 | 91063 || 67 | 59047 || 87| 9065
81 99016 || 28 | 97931 || 48 | 90119 || 68 | 56691 | 88 | 7330
9| 98998 || 29 | 97825 || 49 | 89111 || 69 | 54250 || 89 | 5766
10| 98980 || 30 | 97715 || 50 | 88039 || 70 | 51730 || 90 | 4391
11 98964 || 31 | 97595 || 51 | 86901 || 71| 49139 || 91| 3218
12| 98947 || 32 | 97463 || 52 | 85698 || 72 | 46493 | 92 | 2254
13| 98928 || 33 | 97316 || 53 | 84434 || 73 | 43807 || 93 | 1496
14| 98904 || 34 | 97151 || 54 | 83106 || 74 | 41093 || 94 933
15| 98872 || 35| 96965 || 55 | 81712 || 75 | 38359 | 95 540
16 | 98836 || 36 | 96752 || 56 | 80244 || 76 | 35613 | 96 286
17| 98794 || 37 | 96510 || 57 | 78693 || 77 | 32727 | 97 137
18 | 98746 || 38 | 96235 || 58 | 77055 || 78 | 29941 | 98 58
19| 98691 || 39 | 95924 || 59 | 75329 || 79 | 27250 | 99 21
20 | 98631 || 40 | 95569 || 60 | 73518 || 80 | 24647 || 100 7
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Ahogyan mér a fenti tablazatban is, a kovetkez&kben az életbiztositasban altalano-

san hasznalt jeloléseket hasznalom majd:
lo = 100000 f6s kezdénépesség;
l, = az x évet tuléldk szama;
d, =l — l,+1 az x éves korukban elhunytak szdma;
Qv = %ﬁﬂ a haldlozdsi valosziniiség;

Pe=1—¢q, = J}Il a tulélési valosziniség;

Most pedig térjiink ra a konkrét példara (ebben a [7] példajat vettem alapul, de

magyar halalozasi adatokra és magyar eszkozokkel szamoltam):

Tegyiik fel, hogy = = 50 éves férfiak kotnek vegyes életbiztositast 1000000 HUF biz-
tositasi dsszegre, n = 5 évre. Jel6lje az éves biztositasi dijat [I; = II, amit az év elején
fizet az iigyfél. Jelolje tovabba az i kamatlab a minimdlis garancidt, I = (I;)i—s0,. 55
pedig egy adott sztochasztikus indexfolyamatot, melyre I5o = 1. (Ez utébbi lehet
tetszGleges pénziigyi eszkoz.)

Ekkor a kedvezményezett részére kifizetett haldleseti dsszeg a t € {51,...,55} id6-
pontban

max (I, (1 +14)"),

és az elérési dsszege Iss. Ezek az 0sszegek mindig év végén keriilnek kifizetésre.

Tehét az 50 éves férfiakra a fent vazolt biztositas X = (X5, ..., X55) pénzarama a

kovetkezSképpen all el6:

id6 pénzaram biZtZiitaSi halaleseti 6sszeg elérési Osszeg
ij

50 X50 —l50 - II

51 Xs1 —l5 - 11 dso - max ([51, (14 z)l)

52 X52 —lsp - 11 dy; - max (I52, (1 +14)%)

53 Xs3 —ls3-IT  dsp - max (]53, (1+ @)3)

54 X4 —lsa - IT  dsy - max (154, (1 +4)*)

55 Xs5 dsy - Max ([55, (1+ 2)5) lss - Iss

A VaPo meghatarozasihoz a determinisztikus esetben sziikségiink lesz olyan pénz-
tigyi eszkozokre, amikkel a fenti pénzaram biztositéasi folyamatai (dijaram, halaleseti
Osszeg, elérési Osszeg) replikalhatok. Ehhez az alabbi helyettesitések megfelelGek lesz-

nek:
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I, =1 e~ II-Z® atidépontban|,

ahol Z® a t-ben lejard zérdkupon kitvény:

Is; o~ I= (It)t:50,...,55|t:55 )

ahol I a fent emlitett sztochasztikus indexfolyamat;

max (I, (1 +4)7°)  «w  Put® (L, (14 1)'7°°) + T a t id6pontban |,
ahol Put® a t-ben lejaré Put-opcid I-re.

Ezek az eszkozok lesznek a VaPo baziselemei. A helyettesitéseket elvégezve a fenti

tablazatbol konnyen leolvashatd, hogy melyik béziselembdl mennyit hasznaltunk,

azaz:
béaziselemek béaziselemek szama

Uy Z00 A1 —l50 - 1T

Us ASD) A2 —l5p - 11

Us ASD A3 —l5p - 11

Uy 763 A4 —l53 - 11

Us ASS) As —l5y - 11

Us 1 A6 I50 =dso+ ... +dss+ 55
Uy | Put®Y A7 dso

Us | Put®? As ds1

Uy | Put®d Ao dsa

U | Put® A10 ds3

Ui Put®9) A1 ds4

Ezek utan nincs mas hatra, mint meghatarozni az X pénzaram pénziigyi értékét,
azaz (Q(X)-et. Ehhez az 1.6.1.-es szakaszban leirtak szerint véalasztanunk kell egy
szamviteli elvet. Mi most az & Un. kozgazdasdgi szdmuiteli elvet hasznaljuk majd.
Ezt tgy vezettiik be, mint egy olyan pozitiv, linearis funkcionalt, ami a pénziigyi

eszk6zokhoz azok piaci értékét rendeli. Tehat az X pénziigyi értéke:
11
Q(X) = £(VaPo(X)) = > A - E(Uy)
i=1

A kovetkezd 1épés tehat, hogy meghatarozzuk a baziselemek piaci értékét.

A sztochasztikus index piaci értéke

Az I sztochasztikus indexnek valaszthatunk tetszoleges pénziigyi folyamatot. En a

Generali Biztosité pénzpiaci eszkozalapjat valasztottam!, aminek referencia-indexe

Thttps://www.generali.hu/Online _ugyfelszolgalat /Befektetesi _informaciok /Eszkozalapok
/PenzpiaciEszkozalap.aspx?Managed FundID=4
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az RMAX index. Ennek az eszkozalapnak 2001 és 2006 kozotti arfolyaméat fogom

hasznalni a sztochasztikus index leirasara:

Iy Iso I5 Iss Is3 I54 Iss
E(L) 1 1,08369 1,1691 1,24278 1,33687 1,45926

A zérékupon kétvény piaci értéke

Jelolje R(s,t) a t-ben lejar6 zérokupon kotvény hozamgorbéjét. Tudjuk, hogy a
zérokupon kotvény piaci értéke és hozamgorbéje kozott az alabbi Osszefiiggés all
fenn:

Z) — (=) R(s1)

S

A zérokupon kotvény hozamgorbéjét az AKK Zrt. honlapjarol? vettem (feltéve, hogy
az életbiztositasi szerzddést 2011-ben kotik, a korabbi Z°° = Z0 jelolés mellett):

R(s,t) | t=1 2 3 4 5
s=01| 6% 6,16% 6,37% 6,59% 6,8%

Ez alapjan a t-ben lejard zérokupon kotvény piaci értékére
S(Z(t)) _ Zét) — o tRO)

azaz

t 1 2 3 4 5
E(Z®) |1 0,94 0,884 0,826 0,768 0,712

A put-opcid piaci értéke

Jol ismert az eurdpai put opciora a kovetkezs arazasi formula (1d. példaul [7]-ben):

E(Put™(X, (1 +i))) = KO- Z1 - &(—dy(s,t)) — I, - D(—d(s,1))

S

ahol ® a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye, K = (14 ¢)" ", tovabba

dy(s. ) = OB/ + 0% (= 5)/2

o-vVt—s
dy(s,t) =di(s,t) —o -Vt —s

Megjegyezziik, hogy — amint fent is lattuk — alkalmas r» > 0 konstanssal A

—(t—s)r

e , amit a put opcio6 el6bbi arazasi formulajaba irva éppen a jol ismert Black-

Scholes-formulat kapjuk.

Zwww.akk.hu/object.b61b3232-20b7-49a2-acbb-1df432287ca8.ivy

39



Ekkor a kiilonb6z6 lejarati ideji put opciok piaci értéke s = 0-ban:

E(Put(I,(1+14)")) =

10g(1+z)>_07't 1. _10g<(1+z)>+07't
o\t ° o\t

ahol I feltétel szerint 1. Tovabba legyen i = 4% és 0 = 15%. Azaz

=(1+i)-z" @

E(Put(I,(1+14)")) =

0,152- 015
B - - 10g104 = ot 10g1—04+ B
= 1,04'- 7V - @ — P =
0,15 -/t 0,15 -/t
:1,04t-z(§t)-c1><0,336-ﬂ>—@(0,186-%)

A standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvényének értékeit tablazatbol kikeresve

kapjuk a kovetkezéket:

t 1 2 3 4 5
E(Put(L, (1+4)") || 0,047 0,052 0,043 0,028 0,011

Ennek segitségével végre meghatarozhatjuk a biztositasi dijat: alkalmazzuk ugyanis
az ekvivalencia-elvet, ami azt mondja ki, hogy a bevételek és a kiadasok jelenértéke

egyezzen meg. Bz most azt jelenti, hogy

Q(X) =0

kell legyen a kezdeti id6pontbol nézve. Bontsuk ki a formulat:

Q(X) = &(VaPo(X)) = Y A - EU) =

= —(Iso - Z00) 4 1 7200 4y 202 1 703 4, Z(54)) I+ Usg - Iss + ds -
Put®) 4+ ds; - Put®? + dsy - Put® 4 dsg - Put®Y + dyy - Put®) =

—(88039- 0,94 + 86901 - 0, 884 4 85698 - 0, 826 + 84434 - 0, 768 + 83106 - 0, 712) - TT +
88039-1,459264-1138-0,04741203-0, 052+1264-0, 043+1328-0, 02841394-0,011 = 0

Y
128694, 703 = 354380, 476 - 11

Tehat a biztositasi dij 1 HUF biztositasi 6sszeg esetén évi

IT = 0,363

Vagyis 1000 000 HUF esetén 1T = 363 000.
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3. fejezet

Egy életbiztositasi példa még

egyszer: az elvart hasznossag

Tekintsiik Gjra az elbbi példaban latott biztositast. Tegyiik fel, hogy x = 50 éves
férfi kot vegyes életbiztositast n = 5 évre, 1000000 HUF biztositasi dsszegre. Jelolje
az egyszeri biztositasi dijat Iy = II, amit az év elején fizet az iigyfél.

Lassuk a biztositas eseményfajat:

Itt D; jeloli az elhaldlozds eseményét az i-edik periddusban, L; a tilélés eseményét.
Valamint ¢; a haldlozdsi valdsziniséget, p; pedig a tilélés valosziniségét. Ezeket az
el6z6 példahoz hasonléan a 2003. évi magyar férfi halandosagi tablabol szarmaztat-

juk:

x 50 ol 52 53 54
Py = 1 0,987 0,986 0,985 0,984 0,983
¢=1-p, {0,013 0,014 0,015 0,016 0,017
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Irjuk fel most a biztosité pénzaramat:

id6 | Biztositasi pénzaram Jaradékfolyamat
50 | I wy = 1
51 D=1 L;=0 wy; =0
52 Dy=1 Ly=0 we =0
53 Ds=1 L3=0 ws =0
54 Dy=1 L;=0 wy =0
55 Ds=1 Ls=1 ws =0

Emlékeztetiink ré&, hogy a jaradékfolyamat a véllalat egy exogén pénziigyi folyamata,
ami a vallalat biztositasi tevékenységén kiviili, pénzpiaci kereskedésbdl szarmazod

pénzéaramot jeldl.

Sziikségiink lesz tovabbé egy M deflatorfolyamatra. Definidljuk ezt gy, hogy a fenti

események bekovetkezése mellett az alabbi értékeket vegye fel:
definicio szerint My = 0, tovabba
Mi(D1) =1,2 My(Ds) =1,3 M;3(D3) =1,35 My(D4) =1,5 Ms(Ds) =1,7
Mi(Ly) =1 Ms(Ls) = 1,05 Ms3(Ls)=1,2 My(Ly) =1,4 M;5(Ls) =1,6

A Tl dijkovetelést a 10.Definici6o értelmében akkor nevezziik piac alapu dijnak, ha

a (2.8) egyenldség teljesiil, azaz
[mex (W 4 HO . Y) — [ymax (W) ’

ahol az U™ maximalis elvart hasznossig a (2.3) formulaval definidlt hasznossag-
fiiggvény kiértékelve az optimalis fogyasztasi folyamatra. Az tehat most a feladatunk,

hogy meghatérozzuk az optimélis fogyasztasi folyamatot.

Az optimdlis fogyasztasi folyamatot a 12. Tételben meghatarozott moédon szdmolhat-
juk ki:

M,

feltéve, hogy wy > (—w)", ahol a jobb oldal az 5.Lemma szerint rekurziv modon (az

M,
¢t =wy + Xy — E ( t+1Xt+1}gt)

adott esetben trivialisan) szamolhato. Most tehat wy =1 > —1 = (—w)", a feltétel
teljesiil, igy tehat létezik, és a fenti felirdssal kaphatd az egyértelmi, G-adaptalt,

pozitiv optimalis fogyasztasi folyamat.

Az még a kérdés, hogy a felirasban szereplé X pénziigy: tdke folyamatot hogyan
kaphatjuk meg. A definici6 alapjan sajnos nem tudunk szamolni. De éppen ezért
definialtuk a 2.4-es szakaszban az induktiv struktarat, melynek segitségével X méar

explicite szamolhato.
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A pénziigyi t6ke folyamat meghatarozasa

A pénziigyi t6ke folyamat iterativan szamolhato a 14.Tételben leirtak szerint:

XOZO, és Xt:Ht(Xt—17W) vt:]_,,T

o, e,

Hy(z,w) = Fy(z — Gy(z,w), w) (3.1)

-

e”E{{wt + Fy(z,w) — Gy (Ft(maw)aw)} Mtil

Ht} = (w—1 + ) MY (3.2)

Gi(x,w) — E[Aj\[ft Ft(a: — Gt(x,w),w)

t—1

Gia| =0 (3.3)

Grii(x,w) =0 (3.4)

ahol az F; és H; véletlen fiiggvények H;-mérhetsk, a G véletlen fiiggvény G, 1 C
H; = 0(Gi_1, Fi)-mérhets, tovabba a w; és M, folyamatok F; C H;-mérhetdk.

Az aldbbiakban a jelolések egyszeriisitése érdekében elhagyom a mésodik valtozo
kifrasat, de hangsilyozom, hogy a fiiggvények w-t6l is fiiggnek.

A konkrét feladatban most 7' = 5, igy a fentiek értelmében Gg(z) = 0. Valasszuk a
befektets kockazatkeriilését v = 1/2-nek, tiirelmetlenségét pedig p = 1-nek.

Els6 1épésként hatarozzuk meg Fs(x)-et. Ezt a (4.2) egyenldségbdl kaphatjuk, fel-

hasznalva, hogy mind ws, mind Fy Hs-mérhetok:
e’ - (ws + F5(2)) ™" - E (M5 ' [Hs) = (wy +2)77 - M
Ezt dtrendezve kapjuk, hogy

M.
Fy(z) = it xE ( :

1/
eP/v E H5> - Ws

Most helyettesitsiink = helyére z — Gs(x)-et (és hasznaljuk, hogy wy, = ws = 0).
Ekkor

oo ) = 2t (M )

el
Ezt beirva (4.3)-ba, kihasznalva, hogy G5 mérhets Gy-re, majd atrendezve azt kap-
juk, hogy

JE¢
Gs(z) =

M M.
eP/7 + E (ﬁi E (#

H5)1/vx 94) o <%§

1/y o "
H5) g4> e?/7 +E (]V—[‘;

) g (32]g,)
o) e (00
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Most a konkrét értékeket beirva elvégezziik a numerikus szamitasokat:

M, 1,4 1,4
E(—2|Hs) = 0,083 ~= 40,017~ = 0,8244
(M5H5> ’ L7 Y 1,6
M; 1,7 1,6
E(=— - ol 1722 —=1.21
(M4‘g4) 0,988 3 + 0,017 T = 1.
1/~
M.
E (V;‘ H5) 082447

= = 0,083
1/ 240,8244%-1,21 ’
er/V + E <% H5> E (?\/J_le g4> e+ 0, ’

Ekkor tehat a kovetkez6t kapjuk:

Hy(w) = 0,092 (2~ 0,083 - (%x’@;))

Ezek utan folytassuk a rekurziot, és hatarozzuk meg Fj-et. Most ismét a (4.2)-es
egyenlGséghez tériink vissza. Felhasznédlva a Gs-re kapott eredményiinket, tovabba,
hogy wy = w3 = 0, majd atrendezve azt kapjuk, hogy

T M3 1/ 1
(@) = GRE <M)H4) | "
4 1-0,083-E (22|g,

Most x helyére x — G4(x)-et helyettesitve, és elvégezve a numerikus szamitasokat, a

kovetkezd egyenlGséget kapjuk:
Fy(x — Gy(x)) = 0,096 - (x — G4(2))

A korébbiakhoz hasonloan ezt ismét irjuk be a (4.3)-as egyenlGségbe, hasznéljuk fel,

hogy G4 mérhets Gs-ra, majd atrendezve az egyenlGséget, megkapjuk G4-et:

0,096-E<M% ~x‘g3) v
Gale) Ms — 0,086 - E <_4 . x‘gg)
1+0,096-E(%§ gg)

Ekkor mar meg tudjuk hatarozni Hy-et is:

elvégezve a numerikus szamitasokat is.

Hy(z) = 0,096 - (:p — 0,086 -E (%x

%))

Még tovabb folytatva a rekurziot — most mar csak az eredményeket kiirva, — a

kovetkezSket kapjuk:

T M2

1/'Y 1
HS) . =0,092 2
1-0,086-E (%]gg)

Fs(x — Gs(x)) = 0,092 - (z — G3(x))
0,002 - E (% -x‘gg)

o)

Hy(z) = 0,092 - (:p —0,082-E (%’x

G3<I) =

M.
20,082~E<ﬁ3'x

2

%))

8

1+0,092.E(%
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Fy(z) = —E <%

1/v
1
ol N, Hg) . =0,091- 2

1-0,082-E (%@)

Fy(x — Go(x)) = 0,091 - (z — Ga(x))
0,001 - E( ‘gl)

o)

Ha(w) = 0,091 (@~ 0,081 -E (422]0 ) )

GQ(f)

M,
= ]_~E e
0,08 <M

1

X gl)

M-
1+0,091.E(ﬁj

1 M, 1 1
Fi(z) = —"F (—0‘H1> - —0,106- (1+ )
er/r \ M 1-0,081-E (42(6,)

Fi(x — Gy(x)) = 0,106 - (1 + 2 — G1(x))
Go)  0.106-E(42|60) 0,106 (42 -|G0)
go> _1+o,106-E(%go)+1+0,106-1-:(m 0>_

0,106 - E( (1+2)

Gl(l’) =

1—|—O,106-E<%

M,
— 0,173 40,088 - E<M0 x‘%)

Hy(z) = 0,106 - (1, 173+ 2 — 0,088 - E (Mlx

Mo

))

Ezzel megkaptuk azokat a fiiggvényeket, melyek segitségével meghatarozhatjuk a

piaci téke folyamatot. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy az utolsé formula kicsit kii-
16nbozik a megel6zdektdl, ami annak koszonhets, hogy wy = 1 # 0 volt (mig most
a jaradékfolyamat késgbbi értékeit azonosan nullanak véalasztottuk). Ez kritikus fel-
tétel (ahogyan fent, s6t mar a 12.Tételben is lathattuk), ha ugyanis w azonosan 0
volna, akkor a pénziigyi téke folyamatunk is azonosan 0 lenne.

Irjuk fel tehat most a rekurziot a pénziigyi t6ke folyamatra. Emlékeztetiink ra, hogy

Xo = 0 volt feltétel szerint. Ekkor
X, = H, (Xt—bw)

segitségével

X, = Hy(Xo) :0,106-<1,173+O—O,088.E<%(1) ’ ))
—0,106-1,173 = 0, 124

Xy = Ha(X)) =0,091-<0 124 — 0,081 - 0,124 - E( ))
= 0,011 — 0,001 - (0,986 - 12 + 0,014 - 12) — 0,0
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Xy = Hy(Xs) = 0,002 (0,01 0,082 0,01 -E (V

5)-

= 0,001 — 0,0001 - (0,985 - 332 + 0,015 - #5%) = 0,001
X4 = Ha(Xs) :0,096-<0,001—0 086 - 0, 001-E< ))
= 0,0001 — 0,00001 - (0,984 - 3 + 0,016 - 33) = 0,0001

X5 = Hy(X,)) = 0,002 (0, 0001 — 0,083 - 0, 0001 - E (—
= 0,00001 — 0,000001 - (0,983 - £: + 0,01

0,00001

»lm
~—
I

Tehat a pénziigyi téke folyamat a kdvetkezs:

Xo X1 Xy X3 X4 Xs
0 0,124 0,01 0,001 0,0001 0,00001

(Itt nagyon kicsi értékeket kaptunk, aminek oka valdszintleg az, hogy a jaradékfo-

lyamatot a ¢ > 0 id6pontokban 0-nak valasztottuk.)

Az optimalis fogyasztasi folyamat meghatarozasa

Tudjuk a 12.Tétel alapjan, hogy az optimaélis fogyasztasi folyamat a kdvetkezd for-

)

Innen méar mindent ismeriink, igyhogy nincs mas hatra, mint a numerikus szamolas.

mula segitségével szamolhato:

M
Ct:wt+Xt_E( ]\?_lXt+1

t

co=140-0,124-(0,987- &2 +0,013-1) = 0,85
¢1 =0+0,124—0,01- (0,986 - &2 40,014 - 22) = 0,11

co =0+40,01—0,001- (0,985 - %32 4+ 0,015 -

1,05 105> 0’01

¢3 = 0+ 0,001 — 0,0001 - (0,984 - 12 + 0,016 - ) = 0,001

¢y = 0+ 0,0001 — 0,00001 - (0,983 - + 0,017 - ) = 0,0001
cs = 0+ 0,00001 -0

Tehat a pénziigyi téke folyamat a kovetkezd:

Co C1 C2 C3 Cy Cs

0,8 0,11 0,01 0,001 0,0001 0,00001
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A moédositott pénziigyi téke folyamat meghatarozasa

Ahogy a példa elején méar emlitettiik, azt szeretnénk, hogy az elvart maximalis hasz-
nossag ne valtozzon, ha a jaradékfolyamathoz a biztositasi pénzaramot is hozzaad-

juk. Legyen ezért a modositott jaradékfolyamat a kovetkezd:
w=w+II-Y

ahol tehat IT = (T1p, 0,0, 0,0,0), Y pedig a biztositasi kifizetések (D és L) altal alko-
tott sztochasztikus folyamat. Igy tehat a modositott jaradékfolyamatra a kovetkezd

értékeket kapjuk:

Wo Wy Wy Ws Wy W5
1+1II, -1 -1 -1 —1 -1

ha a halalozési 4gon vagyunk

és 0 egyébként

Szamoljuk ki most ezzel a jaradékfolyamattal — elGszor az induktiv struktirat, majd
annak segitségével — a modositott pénziigyi t6ke folyamatot. Az el6z6h6z hasonldéan
kezdjiik Fi-tel.

e - (@ + Fy(2)) 7 -E (M5 '[Hs) = (@ +2) 7 - My
Itt ws = —1, viszont wy, = 0, hiszen ha a haldlozasi 4gon lennénk a 4. idépontban,
akkor ott a kifizetéssel megsziinne a biztositasi szerz6dés, és nem lenne értelmes az
5. id6pontrol beszélni. Most az egyenletet dtrendezve kapjuk, hogy
1/y
T A44
F5(x) = E —‘H 1
5() ( YA 5) +

erlr
Most helyettesitsiink = helyére x — G5(x)-et. Ekkor

By (2 — Gy (o)) = 2= 9@ g (%’m) "

eP/W
Ezt beirva (4.3)-ba, kihasznalva, hogy G5 mérhets Gy-re, majd atrendezve azt kap-
juk, hogy

M.
E (42

1/v
)" i) + (1

w) " (o)

G4 M.
Gs(z) = > :O,083-E(M5x‘g4)+1,09
4

M.
el/V + E (ﬁ;

Innen azt kapjuk, hogy

Hs(z) = 0,092 - (g; — 0,083 -E (%x

g4)> 10,9
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Ezutan az el6z&ekhez hasonld modon rendre a kévetkezdket kapjuk:

M. o 1

Fz)={ -2k —3‘7-[4 12,005 — 0,096 -z + 2,32
eor =\ 10,083 (4%]0,)

4

Fi(z — Ga(x)) = 0,096 - (z — G4(z)) + 2, 32

0,096 - (342(Gy) +0,096 2,32 . (3%
G4(ZL‘) =
Gs)

Hi(z) = 0,096 - (;,;_07086@(%33‘%)) L3
L/ 1

T M2
B(2) =\ ot (ﬁ m
3 1—-0,086-E A Gs

F3(z — G5(x)) =0,091 - (z — Gs(x)) + 1,4

Gs M
) — 0,086.E (—4:5(93) 40,25
1+0,096~E(%§ M

0,092+ (412]G>) +0,092-1,4-E (322 \
Ga(z) = M M7 0,082-E (—% g2) +0,15
1+0,092-E<%‘92> M,
H(z) = 0,092 - (x 0,082 -E (%x %)) 41,39
1/
|
Fy(z) = i/E (ﬁ‘m) +1,15}- — 0,001 -2+ 1,28
e’/ \ My 1—0,082-E<%Qg>
0,091-E (422]G1) +0,001- 1,28 - E (32, \
Go() = s M7 7 _0,081E (—% gl)+0, 135
140,091 -E (% g1> M,
1
Ha(z) = 0,091 - <x _ 0,081 -E (%x gl)) 41,27
1+11 M, 1 1
Fia)={ ——0 2 pfme <—°)H1) + 1,135} : =
: My 1-0,081-E (42]0)

= 0,106 (1+ Iy +2) + 1,27
Fy(z— Gi(2)) = 0,106 - (1 + Iy + = — Gy(x)) + 1,27
1

() = 0,106 - E (%0(1 —|—Ho+$))go> +0,1g()(;. 1,27-E <%
0

M
= 0,088 -E (—1(1 + I, +m)‘go) +0,13
Mo

Go) )

1+0,106-E<%

Hy(z) = 0,106 - (:z; — 0,088 -E (%(1 + 1o + )

go)) 41,26
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Most ismét az el6z6 esethez hasonld médon szamoljuk ki az X modositott pénziigyi
t6ke folyamatot. Azt persze ismét feltessziik, hogy Xy = 0, és igy elkezdhetjiik a

rekurzi6t:

X, = Hy(X,) = 0,106 - <0—0,088~ (1+H0+0)-E<% g0>> 41,26 =

— 0,106 - (—0,088) - (1 +IIy) - 1,1974 + 1,26 = 1,25 — 0,01 - II,

X2 — HQ(Xl) -

— 0,01 - <1,25—(),01-H0—0,081-(1,25—0,01-H0)-E<%‘91>> 1,27 =
— 1,37 0,001 - I

Xy = Hy(Xs) =

~ 0,092 - (1,37—0,001-H0—0,082-(1,37—0,001-H0)-E<% g2)> 41,39 =
— 1,5 - 0,0001 - TI,

Xy = Hy(X3) =

— 0,096 - (1,5—0,0001-1’[0—0,086-(1,5—0,0001-H0)-E<% gs>> 4+2,3—

= 2,43 — 0,00001 - I,

X5 - H5(X4) -

= 0,092 (2,43 —0,00001 - ITy — 0,083 - (2,43 — 0,00001 - 1) - E (j‘f—ﬁ
=1,1-0,000001 - IIy

Q4>)+0,9 =

Tehat a pénziigyi téke folyamat a kovetkezd:

X, 0

X, 1,25-0,01-T,

X, 1,37 —0,001 - II,

X3 1,5—0,0001 - II,

X, 2,43 —0,00001 - I,
X5 1,1—0,000001 - II,

A modositott optimalis fogyasztasi folyamat meghatarozasa

Ismét a 12.Tételhez nytulunk vissza, ami szerint az optimalis fogyasztasi folyamat a

)

kovetkezd formula segitségével szamolhato:

~ M4
= X, —E X
Cy = Wy + Xy ( M, t+1

Irjuk fel az egyes idépontokban:

co=1+Tg—0+0—(1,25—0,01-TIp) - (0,987 - 12 40,013 - 1)
=1,012-IH — 0,5
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¢1=040-+Y;+(1,25—0,01-TIy) — (1,37 — 0,001 - Ty) - (0,986 - 12 +0,014 -
=Y, —0,01-1I, — 0,53

ca =0+0+Yy+(1,37—0,001-TIy) — (1,5—0,0001 - Iy) - (0,985 - 132 +0,015 - :2)
=Y, — 0,001 -II — 0, 56

c3 = 0+0+Y;+(1,5—0,0001-TIy) — (2,43 —0,00001 - TTy) - (0,984 13 +0,016 - 1)
= Y; —0,0001 - I, — 0,53

c4 = 0+0+Y;+(2,43—0,00001 - ITy) — (1, 1—0,000001-IIo) - (0, 983 1% +0,017- 19)
=Y, —0,00001 - o+ 1,1

¢ =0+ 0+ Y5+ (1,1 —0,000001 - IIy) — 0

H|o
(S
~—

=
ot

A piac alapt ar meghatarozasa

Tudjuk, hogy a Iy pontosan akkor piac alapu ar, ha teljesiil a (2.8)-as egyenlGség,
azaz, a maximalis elvart hasznossag megegyezik az optimalis fogyasztasi folyamatra
és a modositott optimalis fogyasztési folyamatra.

Szamoljuk most ki ezeket. Emlékeztetiink ra, hogy mi az tn. er6-hasznossagi fiigg-

vényt hasznaljuk, azaz

Nézziik el6szor az optimélis fogyasztasi folyamatras:

T 1— 5 1/2
_ E:fptct’y _}: —t&
C)—E o~ e m = e 1/2

1=0
VO85OI  VO.0T 0001  0,0001  /0,00001
=2 LS 2 5 T VR 5 -
e e e e e e
~[2,13

Most pedig nézziik a modositott optimalis fogyasztési folyamatra:

Ue) =& (z m) Sy () -

(\/1,012 I, — 0,5 \/E ) —0,01-1I, — 0,53
=2 0 1 -
(& e
VE(Y2) — 0,001 - I, — 0,56 /E(Y3) — 0,0001 - IIp — 0,53

+ 5 + 5 +
e e

N VE(Y2) —0,00001 - Iy + 1,1 N VE(Y5) — 0,000001 - Ty + 1, 1)
et ed
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Itt E(Y;) = p; - Li + ¢; - D;, konkrétan:

Y Ys Y; Yo Y5
0,987 0,986 0,985 0,984 1

Most mér nincs mas hatra, tegyiik egyenlévé a két formulat, és oldjuk meg az egyen-

16séget I1p-ra. Ekkor a kovetkezét kapjuk:

I, = 0,923

Vagyis 1 000 000 HUF biztositasi 6sszegre az egyszeri biztositasi dij I, = 923 000
HUF. Ez az érték redlis, ha figyelembe vessziik p és v valasztasat. Ugyanis v =
1/2 meglehetsen alacsony kockazatkeriilést jelen, més szoval a biztositonak nagy
a kockdzattirése. p = 1 pedig azt jelenti, hogy a biztésitonak viszonylag magas a

tiirelmetlensége.
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Osszegzés

A dolgozat els§ fejezetében egy atfogd bemutatésat adtam két olyan arazasi elja-
rasnak, melyek valamilyen formaban a pénziigyi piacon alapulnak. Ehhez elszor
meghataroztam, mit értek majd pénziigyi illetve biztositasi piacon, és egy egyszert
példan azt is megmutattam, hogy ez utdbbi sajnos legtobbszor nem teljes. Ezutan
definidltam — [7] terminologiajat kovetve — a deflator folyamatot, és 6 tulajdonsa-
gait. Emelett egy példan keresztiil megmutattam, hogyan hasznalhaté pénzaramok

pénziigyi értékének meghatarozasara.

Az els§ arazasi technika bemutatésa [4]-en alapult. Ebben az esetben a kulcs egy
hasznossiag maximalizacios probléma megoldasa, azon beliil is a maximalis elvart
hasznossagot ad6 optimalis fogyasztasi folyamat meghatarozasa volt. A piac alapu
ar az a Il pénzaram, amire a maximalis hasznossag invarians, pontosabban amire
a w jaradékfolyamatra, és a w = w + II — Y modositott jaradékfolyamatra kapott
optimalis fogyasztasi folyamatok esetén kiszamitott maximalis elvart hasznossagok

egyenlok.

A masodik arazasi technika bemutatéasa |7]-en alapult. Itt a biztositasi pénzaramot
pénziigyi eszkozokkel replikaltuk. Determinisztikus egyiitthatok esetén ezt neveztiik
VaPo-nak, sztochasztikus egyiitthatok esetén pedig az egyiitthatokat varhatod érté-
kiikkel helyettesitve definidltuk a VaPo-t. Ilyenkor a biztositasi termék ara nem més,
mint a VaPo ara, azaz a pénziigyi eszk6zok aranak linedris kombinacidja. A pénz-

igyi eszkozok arat egy szamviteli elv segitségével szamithatjuk ki.

A dolgozat mésodik fejezetében egy életbiztositasi példan keresztiil mutattam be a
VaPo alkalmazésat az arazésban. A példa |7] alapjan késziilt: az éves biztositasi dijat
zérokupon kotvénnyel, az elérési kifizetést egy sztochasztikus indexszel, a haléleseti
kifizetést pedig egy put-opcio és az el6bbi sztochasztikus index segitségével helyette-
sitettem. De a szamitasokhoz magyar haldlozasi tablat hasznaltam, sztochasztikus

indexnek a Generali Biztosito pénzpiaci eszkozalapjat véalasztottam, a zérokupon
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kotvény hozamgorbéjét pedig az AKK Zrt. honlapjarol vettem.

Ezutan a kozgazdasagi szamviteli elvet hasznéltam, ami azt jelenti, hogy a pénziigyi
eszkOzok aranak a piaci értékiiket feleltettem meg. A szamitasok elvégzése utan igy
méar konnyen megkaphato volt a Il biztositasi dij értéke.

Meg kell azonban jegyeznem, hogy az eljaras altalaban nehezebben kivitelezhetd,
mint ebben a konkrét esetben. A f6 probléméat ugyanis mindjart az elején a pénz-
tigyi eszkozokbol allo bazis kivalasztasa okozza, ami [7] szerint nem életbiztositasi

szerzGdésekre mar nehéz feladat.

A dolgozat harmadik fejezetében ismét egy életbiztositasi példat hasznaltam az el-
vart maximalis hasznossagon alapuld piac alapi ar meghatarozasanak bemutatéasara.
Ehhez megadtam egy w jaradékfolyamatot és egy M deflatorfolymatot. Ezutan az
induktiv struktira segitségével kiszamoltam mind az eredeti, mind pedig a modo-
sitott jaradékfolyamat esetén a pénziigyi téke folyamatot, majd ezek alapjan az
optimalis fogyasztési folyamatokat.

Osszehasonlitva az el6z6 eljarassal, elmondhato, hogy a szamolas sokkal hosszadal-
masabb (f6leg, ha hosszu lejaratu szerzédésrdl van sz6). Viszont nagy konnyebbség,
hogy a jaradékfolyamat, a deflatorfolyamat, és a biztositasi kéarkifizetés-folyamat
ismeretében szinte automatikusan szamolhat6, nincs sziikség az el6bb emlitett ba-

zisvalasztasra, ami nem életbiztositas esetén a nehézséget okozhatna.
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4. fejezet

Kiegészits fejezet matematika tanari

szakhoz:

Eletbiztositas arazasa kozépiskolaban

4.1. Bevezetés

A biztositasi termékek arazasa a biztositonal az aktuarius, mas szoval a biztositasi
matematikus feladata. Azonban manapsag egyre nagyobb igény van a tarsadalom
fel6l, hogy bizonyos gyakorlati kérdések a mindennapi ember szaméara is érthetek,
szamolhatoak legyenek. Ilyen kérdés tobbek kozott a kamat, illetve a pénz jelen-
értékének szamitasa. Ekkor pedig — mint latni fogjuk — csak a halandésagi tablak
ismerete és egy kis valosziniiségszamitas valaszt el minket attol, hogy egyszerd élet-

biztositasok dijat mi magunk is képesek legylink meghatarozni.

Nem megvalosithatatlan tehat az otlet, hogy egyszerd pénziigyi és biztositasi kér-
désekrsl mar kozépiskolaban beszéljiink. Es nem is példa nélkiili, hiszen a kamatos
kamat szamitas mindenki szamara jol ismert alkalmazasa a szazalékszamitasnak. De
biztositasi alkalmazas méar ritkdbban fordul elg, f6leg olyan direkt forméban, mint
ahogy az Szdszné Simon Judit: Aktudriusi szamitasok ([14]) cimi irdsaban a Fa-
zekas Mihaly Gyakorlogimnazium! matematika portaljan olvashat6. Ezt a munkat

tekintem dolgozatom kiindulasi pontjanak.

Fazekas Mihaly Févarosi Gyakorlo Altalanos Iskola és Gimnézium
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Az aldbbiakban el6szor egy kitekintést adok, hogy a feladat: egy életbiztositas ara-
zasa kozépiskolaban, mint oktatasi egység, milyen oktatasi koncepcidé keretében va-
losulhatna meg. Roviden ismertetem ezeket a pedagogiai nézeteket. Ezutan meg-
keresem a feladat kapcsolodasi pontjait a mai tantervek oktatasi tartalmaival, és
hogy ezen tantervek alapjan a tanul6k milyen elGismerettel rendelkeznek. Feleleve-
nitem azokat a sziikséges elGismereteket, amik nélkiilozhetetlenek a téma feldolgo-
zasa szempontjabol. Ezutan egy konkrét oravazlatot ismertetek, ami alapjan ugy

gondolom, a feladat kozépiskolaban tanithatd lehetne.

4.2. Oktatasi koncepcidk

Ambrus Andrés — Bevezetés a matematikadidaktikdba cimii jegyzetében — 6t oktatasi
koncepcidt kiilonboztet meg. Ezek a realisztikus, a projektorientalt, a tudomanyori-
entalt, az empirikus és a mechanisztikus matematikaoktatas.

Ezek az irdanyzatok viszonylag konnyen elkiilonithet6k egymastol f6bb jellemzéik
alapjan. De természetesen a gyakorlatban egyikkel sem taldlkozhatunk tisztan. Ha-
nem a tanar oktatasi attitiidje, a didkok viszonyulasa, az iskola pedagbgiai programja
befolyasoljak, és a megvalosuld oktatasi stilus a f6bb iranyzatokbol tartalmaz ele-
meket tébb-kevesebb mértékben.

De mégis melyik oktatési koncepcioba illeszthetd leginkabb az életbiztositas arazési
feladat? Tekintve, hogy ez egy ,valos életbdl vett alkalmazas”, kézenfekves tekinteni
a kovetkezdket:

Az alkalmazdsorientdcio a 80-as években er6sodott meg, mintegy ellenpontként a
megel6z6 évtized tilzottan formalizalo matematikaoktatasara (New Math). Ma méar
kissé arnyaltabb a kép. Dienes Zoltan igy fogalmaz (|10]|-ben):

wMatematikan tehdt valdsagos strukturdlis dsszefiggéseket fogok érteni [...] Matema-
tikatanuldson ilyen Osszefiiggések megértését fogom érteni, szimbolizdldsukkal eqgyiitt,
és annak a képességnek a megszerzését, hogy az eredményiil kapott fogalmakat a vi-
lagban felmerild valdosagos helyzetekre alkalmazzuk.”

A masik, ami esziinkbe juthat, a manapsag a kompetencia alapi oktatas miatt (is)
egyre jobban terjedd valdsdgkizeli matematika, amir6l Ambrus Gabriella igy ir (|9]-
ben):

LAz oktatds 70 hagyomdnyainak megtartdsa mellett keresni kell azokat a lehetdsége-
ket, amelyek ezeket kiegészitik, tovdbbfejlesztik, hogy a fiatalok valoban alkalmazdské-
pes ismeretek birtokdba juthassanak. [De] barmennyire is életszerd egy feladat, azért

[ ..] a valdsdgos vildg tul dsszetett ahhoz, hogy ezt az iskoldban teljes bonyolultsdigd-

35



ban vizsgdljuk.”

Ahogy latni fogjuk, esetiinkben mindkét nézetrdl sz6 van. A kamatos kamat, és a
jelenérték szamités olyan egyszerd eszkozok, amik egyrészt segitséget nytdjtanak a
szézalékszamitas elmélyitésében, masrészt kivalo, gyakran és jol hasznalhato alkal-
mazasat adjak a matematikanak.

Az életbiztositasokhoz azonban sziikségiink lesz egy nem (csak) matematikai fo-
galomrendszerre: a demografiai adatok megértésére. Ezt csak részben nevezhetjiik
alkalmazasnak, ebben az esetben legalabb ilyen jelent&s az interdiszciplinarités. Erre

még késGbb visszatériink.

A matematikaoktatas f6bb irdnyvonalai koziil a realisztikus és a projektorientélt
matematikaoktatas a legmegfelel6bb a valosagkozeli matematika tanoran térténd
megvalositasahoz. Természetesen a tobbi iranyzat is alkalmas lehet ra kisebb mér-

tékben, mi most mégis csak e kettével foglalkozunk részletesebben.

4.2.1. A realisztikus matematikaoktatas

Szinte mindenkivel, aki valaha tanitott matematikat, elfordulhatott, hogy valame-
lyik didkot hallotta igy kifakadni: ,Ennek semmsi értelme! Minek tanuljam meg?”
Valoban, a matematika néha tényleg ,l’art pour I’art”™-nak tinhet a tanulok szemé-
ben, amit6l a motivaciojuk jelentGsen csokkenhet. Sziikség van ra tehat, hogy va-
lamiképpen motivaljuk Sket, hogy megmutassuk nekik a matematika hasznosségat.
Ezért a realisztikus matematikaoktatas kezdeményezdje, a holland Hans Feudenthal
szerint olyan problémakbol, feladatokbol kell kiindulni, amik a tanulok szaméra ér-
dekesek, jelentGsek, ezaltal motivaloak. Masrészt viszont elvezetnek a matematikai
ismeretekhez. Azonban ez nem jelent feltétleniil valosagbol vett feladatot, csupéan

azt, hogy a feladat a didk szaméra jelentéssel bir.

Azonban a motiviciéon kiviil més is indokolja, hogy a tanulokhoz kozeli, konkrét, jol
ismert példakbol induljunk ki. Ebben az esetben ugyanis a megoldas soran a tanulok
aktivizalni tudjak hétkoznapi ismereteiket. Igy a kialakitandé matematikai fogalmat
hozza tudjik kotni a tapasztalathoz, az jelentéssel bird, értelmes lesz a szamukra.
Ennek hidnyaban ugyanis az 1j ismeret csak értelem nélkiili, bemagolt tananyag

lesz.

Most [8] alapjan tekintsiik végig a realisztikus matematikaoktatas didaktikai alap-

elveit:
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Kontextusba helyezés: A valodi kontextusokbol kiindulva, a lényeges szempon-
tokat kiemelve a tanulok Osszegytjtik azokat az intuitiv fogalmakat, melyek
kés6bb alapjai lesznek az elméletnek. Fontos, hogy az adott kontextus nem
csak kiindulési pontja, hanem alkalmazasi teriilete is legyen az elsajatitando

fogalomnak.
Fokozatos matematizalas: Két irdnyd matematizilas torténik:

e Horizontdlis matematizdlds: a kontextusban rejlé matematikai probléma

azonositdsa. Sematizalas, Osszefiiggések felfedezése.

o Vertikdalis matematizdlds: az Osszefiiggések bizonyitasa, a modellek fino-

mitasa. Altalanositds. Az elmélet megalkotésa.

Iranyitott (ujra) felfedezés: Fontos elv, hogy a tanulés ne a kész rendszer méaso-
lata legyen, hanem iranyitott (ajra) felfedezés. A tanulok a matematikai Gssze-
fiiggéseket a valosaghol vett problémék megoldasa révén sajat maguk fedezik

fel. (V6.: konstruktivista pedagogia.)

Szocialis interakciok: Mivel mindenki maga konstrualja a megoldast, igy egy
problémara sok, egymaéstol eltéré megoldast is kaphatunk. A didkok konf-
rontalodnak a tobbiek megoldasaval, megtanuljak értékelni a sajat és méasok

munkajat. Ez segit felfedezni megoldasuk elényeit, hibait.

Absztrakcio: Az 0j fogalmat a meglevs ismeretrendszerbe illesztve egyes tanulok
észreveszik a globalis dsszefiiggéseket, esetleg a formalizaciora is képesek lesz-

nek. Ez azonban nem mindenkinél kovetkezik be.

4.2.2. A projektorientalt matematikaoktatas

Val6jaban a csoportmunka alapt oktatisszervezés egyik modszerérsl, a projekt-
modszerrsl van sz6. Bar kétségkiviil sokkal komplexebb, mint egy szokasos peda-
gogiai modszer.

A munka menete, hogy a tanulok csoportokat alakitanak, kivilasztanak egy témat
(célszert, hogy ne a tanar jelolje ki — persze 6 vetheti fel a lehet&ségeket), amit
meghatarozott id6 alatt feldolgoznak, és elére egyeztetett formaban bemutatjak az
eredményeket.

A modszer lényege, hogy nem annyira a szaktargy el6irt ismeretanyagara, sokkal
inkabb a tanuldok érdeklGdésére fokuszal. JellemzGen valamely, a tanulok kdrnyezeté-
ben felvet6ds problémat allit a kdzéppontba. Tovabba gyakori a tantargyi integracio,

azaz a probléma megoldasihoz tobb tantargy ismeretanyaga is sziikséges.
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Fontos eleme a modszernek a nagy foku tanuléi autonéomia. A tandr nem iranyfit,
hanem a hattérbe vonul, és onnan segit, ha sziikség van ra. A beszdmolé is az egész
kozosség elGtt torténik, a tanir a munka értékelését is az egész csoporttal egyiitt

beszéli meg. Jellemz§ a projekt végén a csoport onreflexioja.

Lathato tehat, hogy a modszer kivaloan alkalmas hétkoznapi problémak felvetésére,
mint példaul a hitelek, kamatok, biztositasok. S6t, életbiztositasok esetén a projekt-
modszer még egy lehetSséggel szolgal: ez a tantargyi integracié. Ahogy korabban
méar irtam, a demografiai fogalmak, diagramok értelmezése nem csak matematikai
feladat. JellemzGen ugyan matematikaoran is elGkeriil, a statisztika témakorében, de
ezen kiviil fontos eleme a foldrajz, a tarsadalomismeret, az &dllampolgéri ismeretek,
és a torténelem tantargyaknak is.

A dolgozatban nem mutatok példat egy demografiai témat feldolgozo projekt ssze-
allitasara (tekintettel arra, hogy nincs tapasztalatom ezen tantargyak egytittmiiko-
dési lehetGségeirdl). De hangsulyozom, hogy ha mod van ré, érdemes lehet a késébb
részletezett oravazlatom el6tt, vagy azzal parhuzamosan egy ilyen projekt-munka

elkészitése.

4.3. A téma elhelyezése a tantervekben

4.3.1. Nemzeti Alaptanterv (NAT)

A Nemzeti Alaptanterv egy szabalyozo6 tipust, tgynevezett magtanterv. A jelen-
leg hatalyos, 2007-ben kiadott verziojaban nem a gyerekekkel szembeni kévetelmé-
nyeket, hanem az iskola fejlesztési feladatait fogalmazza meg. Bevezetésre keriiltek
benne a kulcskompetencidk, amiket a NAT altalanosan igy hataroz meg:

LA kuleskompetencidk azok a kompetencidk, amelyekre minden eqyénnek sziiksége van
személyes boldoguldsdhoz és fejlddéséhez, az aktiv dllampolgdri léthez, a tdrsadalmi
beilleszkedéshez és a munkdhoz.”

A kompetencidk nem egymastol fliggetlenek, Gsszefonddnak. S6t, a fejlesztési fel-
adatokkal is egymasra épiilnek. Tobb olyan kompetencia van, példaul a kreativitas,

problémamegold6 képesség, stb., amiket mindegyik kulcskompetencia tartalmazza.

A matematikar kompetencia egyike a kilenc kulcskompetenciaknak. Errél igy ir a
NAT:
LA matematikai kompetencia a matematikai gondolkodds fejlesztésének és alkalma-

zasdanak képessége, felkészitve ezzel az eqyént a mindennapok problémdinak megoldd-

o8



sdra 1s. A kompetencidban és annak alakuldsaban a folyamatok és a tevékenységek
Eppugy fontosak, mint az ismeretek. A matematikai kompetencia - eltérd mérték-
ben - felolelv a matematikai gondolkoddsmodhoz kapcsolodo képességek alakuldsdt,
haszndlatdt, a matematikai modellek alkalmazdsdt (képletek, modellek, struktirdk,

grafikonok/tabldzatok), valamint a térekvést ezek alkalmazdsdra.”

A Nat a matematika miiveltségteriileten a kdvetkezs fejlesztési teriileteket emeli ki
(kiilon jelzem a jelen feladathoz kapcesolodo fejlesztési egységeket, amiket a NAT-bol
idézek, és ahol sziikséges, roviden utalok arra is, hogy ezek miként jelennek meg a

dolgozat témajaként megjelolt arazasi feladat soran):
1. Tajékozodas térben, id6ben és a vildg mennyiségi viszonyaiban:

o A milt, jelen, jov6 megértése adott idGpillanatban.
e A mult, jelen, jov6 mint folytonosan valtozé fogalmak.
e Folyamat mozzanatainak id6beli elrendezése.
A feladatban direkt médon megjelenik az id6: a kamatozas illetve a jelenérték

szamitasanal. Tovabba az életbiztositas dijat is a ,,jelenbdl nézve” hatarozzuk

meg, mig a kifizetés a jov6ben lesz aktualis.

2. Megismerés (tapasztalatszerzés, képzelet, emlékezés, gondolkodas, ismeretek

rendszerezése, ismerethordozok hasznalata):
e Valtozo helyzetek, idGben lejatszodd torténések megfigyelése; a valtozas
kiemelésének tudasa (analizis); az id6beliség tudatositésa.

e Matematikai modellek valasztasa, keresése, készitése, értelmezése adott

szituaciokhoz.
e Statisztikai diagramok értelmezése.
e Matematikai modellek megértése; atkddolas mas modellbe.

e A val6szintiségi gondolkodas fejlesztése. A statisztikai gondolkodas fej-

lesztése.
e Megismert gondolatmenet panelként valo felhasznalasa j folyamatban.

e Tablazatok hasznéalata.
3. Ismeretek alkalmazasa:

e Friss vagy felfrissitett ismeretek, informéaciok, felismerések kozvetlen al-

kalmazasa.
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o Ismeretek alkalmazasa az Gjabb ismeretek megszerzésében.
e [smeretek alkalmazéisa a gyakorlati életben és méas tantargyak keretében
(pl. szazalék, kamatos kamat, stb.).

4. Problémakezelés és -megoldés:

e Szituacioban, torténetben megfogalmazott, olvasott probléma megértése.

e A problémahoz illeszthet6 matematikai modell valasztasa, keresése, alko-

tasa.
e Megoldas a matematikai modellen beliil.
e Az eredmény Osszevetése a feltételekkel, az elére vetitett eredménnyel, a

valosaggal.

5. Alkotas és kreativitas: alkotas Ontevékenyen, sajat tervek szerint; alkotasok
adott feltételeknek megfelelGen; atstrukturalas:

e Elnevezések, megéllapodasok, jelolések értése, kezelése.
e Sejtések megfogalmazasa; divergens gondolkodas.

6. Akarati, érzelmi, Onfejleszts képességek és egylittéléssel kapcsolatos értékek
(kommunikacio, egytittmikodés, motivaltsag, onismeret, énértékelés, reflekta-
las, dnszabélyozas):

e A vildg megismerésének igénye.

e A matematika értékeinek és eredményeinek megismerésére valo igény.
Ez a fejlesztési szempont szorosan nem kapcsolodik a témahoz, viszont az itt fel
nem sorolt kompetencidk (példaul kozos munka, vitakészség, dnismeret, stb.)

is nagy jelent&séggel birnak. Fzek természetesen meg kell, hogy jelenjenek az

oraszervezésben.
7. A matematika épiilésének elvei:

e Modellek alkotasa a matematikan beliil; matematikédn kiviili problémak

modellezése.
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4.3.2. Kerettantervek

A kerettantervek és a helyi tantervek — a NAT-hoz hasonléan — szintén szabalyozo
tipust, ugynevezett sziikebb értelemben vett tantervek. A helyi tantervek altalaban
valamelyik kerettantervet veszik alapul, ezért én itt most csak ez utébbival foglal-
kozom részletesebben.

Altalanos jellemzdjiik, hogy harom alappillériik a célok (azaz a tantargy tanita-
sanak elvi alapjai), a kovetelmények (a tanulok elé allitott, mérhetd teljesitmény-
kritériumok) és a tananyag. Felépitésiikben évfolyamonként tagolodnak. Megadjak
az Oraszamot, ezen kiviil tartalmazhatnak megfontolasokat a modszerekre, az érté-

kelésre, az eszkozokre (pl. tankdnyv), de ezek nem részletesek.

A [11] kerettantervek altal megfogalmazott célok kozill egyet emelek ki, ezzel is
hangsulyozva a véalasztott feladat idGszertiségét, és az oktatasi folyamatba valo il-
leszthetdségét:

LA matematika a maga hagyomdnyos és modern eszkizeivel segitséget ad a termé-
szettudomdnyok, az informatika, a technikai, a humdn miveltségteriiletek, szakkiozép-
wskoldkban a vdlasztott szakma ismeretanyagdnak tanulmdnyozdsdhoz, a mindennapi
problémak értelmezéséhez, leirdsihoz és kezeléséhez, gazdasdgi, pénziigyi kérdések dt-

tekintéséhez, helyes dintések meghozataldhoz.”

Most roviden attekintem, hogy miként alakul a kerettanterv altal el6irt tananyag a

véalasztott feladat szempontjabol.

Fejlesztési feladatok, Tartalom A tovabbhaladas
tevékenységek feltételei
6. évfolyam
Szémtan, algebra
Egyenes és forditott | Egyenes és forditott ard- | A mindennapi életben

aranyossag  felismerése
gyakorlati jellegii felada-
tokban és a természet-
tudomanyos targyakban.
A kovetkeztetési képes-

ség fejlesztése.

nyossag. A szazalék fo-
galma, alap, szazaléklab,
szazalékérték. KEgyszerd
szazalékszamitas aranyos

kovetkeztetéssel.

felmeriils egyszert, konk-
rét ardnyossagi feladatok
megoldasa kovetkeztetés-

sel.
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7. évfolyam

Szémtan, algebra

Kovetkeztetési képesség | Arany, aranypar, aranyos | Egyenes és  forditott
fejlesztése  Osszetettebb | osztas gyakorlati esetek- | ardnyossag  felismerése
feladatokban. ben. Szazalékszamitasi és | és alkalmazasa egyszeri
egyszeri kamatszamitasi | konkrét — feladatokban.
feladatok. Egyszerti szézalékszami-
tasi feladatok.
8. évfolyam
Osszefiiggések, fiiggvények, sorozatok
Sorozatok és vizsgalatuk
(mértani sorozat).
9. évfolyam
Szamtan, algebra
Algoritmikus gondolko- | Els6fokt kétismeretlenes | Egyszerd egyenletrend-

das és a gyakorlati prob-
lémak modellezése, ért6

szovegolvasas.

egyenletrendszer megol-
déasa. Egyenletrendszerre
vezet§ szdveges felada-
tok,

kamatszamitas.

szazalékszamitas,
Gaz-
dasagossag,  veszteség,

nyereség  elemzése a

feladatok kapcsan.

szerek biztos megoldasa.
A szazalékszamitas alkal-

mazasa a gyakorlatban.

Va

l6szinliségszamitas, statisztika

A statisztikai adatok he-
lyes értelmezése. Képi in-
formécié és a matemati-

kai tartalom kapcsolata.

Statisztikai adatok és ab-
razolasuk  (kordiagram,
stb.),

szamtani kozép, median,

oszlopdiagram

modusz; szoras. Kornye-
zetvédelmi, népesedési,

fogyasztasrol 57616

adatok szerepeltetése.

Szamsokasdg  szamtani
koézepének kiszamitasa, a
kozépss érték (median)
és a leggyakoribb érték
(mo6dusz) ismerete. Kor-
diagram, oszlopdiagram

adatainak értelmezése.
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10. évfolyam

Valoszintiségszamitas, statisztika

A valos helyzetek értel-
mezése, megértése és ér-
tékelése. Kisérletek el-
végzése és szamitogépes

modellezése.

Valoszintiségi kisérletek.
A valésziniiség szemléle-
tes fogalma, kiszamitasa

egyszerd esetekben.

Egyszeri problémak
megoldasa a klasszikus
valoszintségi modell
alapjan.

11. évfolyam

Valoszintiségszamitas, statisztika

Modellalkotéasra nevelés.

Relativ gyakorisag. A va-
loszintiség klasszikus mo-

dellje.

A relativ gyakorisag és
a valoszintiség kozotti
szemléletes kapcsolat is-
merete, egyszer( valoszi-
ntiségi feladatok megol-

désa.

12. évfolyam

Fiiggvények, sorozatok

A matematika alkalma-
zasa a gyakorlati életben.
Matematikatorténeti fel-
adatok. Egyszeri gazda-
sdgossagi problémak Aat-

tekintése.

A sorozat fogalma. Szam-
tani és mértani sorozat,
az n. tag, az elsé n elem
Osszege. Kamatoskamat-

szamitas.

Szémtani és mértani

sorozat esetén az n-
dik tag, és az els6 n
elem Osszegének kisza-
mitasa feladatokban.
Kamatoskamat-szamitas
alkalmazasa egyszer

gyakorlati feladatokban.

Ez alapjan tgy gondolom, hogy az alabbiakban részletesebben vazolt életbiztositas
arazasi feladat legkorabban 10. osztalyban, de 11. osztalyban mar mindenképpen
elmondhato. Mint lathato, a kerettanterv alkotoi szerint is 12. osztalyban lehet egy-
szerti gazdasagi problémakkal is foglalkozni. En ehhez a gondolathoz kapcsolodva
egy 12. osztalyos Oratervet frok le a dolgozatomban.

A kovetkezd szakaszban a sziikséges elméleti hattérrel foglalkozom.
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4.4. Sziikséges elGismeretek

4.4.1. Szazalékszamitas

A szdzalék valojaban szazadrészt jelent. Jelolése: %.

Az eredeti mennyiséget, a teljes egészet 100%-nak mondjuk, és alapnak (vagy dsszeg-
nek) nevezziik. Azt a szamot, ahany szazalékrol van szo, szdzaléklibnak, az alap
valahany szazalékat pedig szdzalékértéknek nevezziik.

Ez alapjan a kovetkezd egyszerd osszefiiggés irhato fel:

alap - szazaléklab

zézalékérték =
szézalékérté 100

Ebbdl azonnal latszik, hogy szazalékszamitas esetén haromféle alapfeladat irhato fel:
e Adott alapbol és adott szazaléklabbol a szazalékérték kiszamitasa.
e Adott alapbol és adott szézalékértékbdl a szazaléklab kiszamitasa.

o Adott szazaléklabbol és adott szazalékértékbdl az alap kiszamitasa.

4.4.2. Meértani sorozat

A mértani (vagy geometriai) sorozat olyan (a,),—1,.. szdmsorozat, amelyben a maso-
dik tagtol kezdve minden tag az 6t megel6z6 g-szorosa. Masképpen megfogalmazva,
ha a; # 0 és ¢ # 0, akkor mértani sorozatnak azt a sorozatot nevezziik, melyben az
egymast kovets tagok hdnyadosa (vagy kvdciense) allando — ezt a hanyadost jeloljiik
g-val.

Nyilvanvalo, hogy
e ha ¢ = 0, akkor a sorozat a masodik tagtol kezdve azonosan 0;
e ha ¢ = 1, akkor a sorozat minden tagja egyenld lesz a;-gyel;

e ha ¢ > 0, akkor a sorozat minden tagja azonos elGjeld, ha ¢ < 0, akkor pedig

valtakozo elGjeliek a tagok;

e ha a; > 0 és ¢ > 1, akkor a sorozat szigorian monoton novekedd, mig ha

0 < q < 1, akkor a sorozat szigoriian monoton csokkend.

Allitas. Pozitiv tagokbol allo mértani sorozatban barmely harom egymés utan
allo tag koziil a kozépss a két széls6 mértani kdzepe. S6t altalaban is, barmely tag

a t6le szimmetrikusan elhelyezkedd tagok mértani kozepe.
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Allitas. Valtakozo elsjeld tagokbol 4ll6 meértani sorozatban barmely harom egy-
mas utan allo tag koziil a kdzépss négyzete egyenld a két szélsG szorzatéval. S6t
altalaban is, barmely tag négyzete egyenld a téle szimmetrikusan elhelyezkedd ta-

gok szorzatéaval.

Allitas (Az n-edik tag meghatarozasa). Ha a mértani sorozat elsé tagja ay,

és hanyadosa ¢, akkor az n-edik tagok a kovetkezGképpen kaphatjuk meg:

Tétel (Az elsG n tag Gsszege). Ha a mértani sorozat elsd tagja a;, és hanyadosa
q # 1, akkor az els6 n tag Osszegét a kovetkezéképpen kaphatjuk meg:

q" —1

qg—1

4.4.3. Valészintiségszamitas: klasszikus val6szintiségi modell

Legyen A egy wvéletlen esemény. Végezzik el ugyanazt a kisérletet azonos koriil-
mények kozott n-szer. Ha ekkor az A esemény k-szor kovetkezett be (és nyilvan

n — k-szor nem kovetkezett be), akkor a k szamot az A esemény gyakorisdgdnak, a
k
n

Megfigyelhetjiik, hogy a kisérletek szamanak névelésével a relativ gyakorisag ingado-

szamot pedig a relativ gyakorisiginak nevezziik.

zasa csOkken. Azt a szamot, amit az n novelésével a relativ gyakorisag egyre jobban
megkdzelit, szemléletesen az A esemény valdsziniségének nevezziik.

Egy kisérlet lehetséges kimeneteleit elemi eseményeknek nevezziik. Az elemi esemé-
nyek halmaza az eseménytér, a kisérlet eseményei az eseménytér részhalmazai.
Lehetetlen eseménynek nevezziik azt az eseményt, ami nem koévetkezhet be, biztos

eseménynek pedig azt, ami biztosan bekovetkezik.

Definicié. Klasszikus valdszinidségr modellnek nevezziik azt az esetet, amikor vé-
ges sok, egyenlGen valdszini elemi eseményiink van. Ebben a modellben kedvezdnek
nevezziik azokat az elemi eseményeket, amik a vizsgélt esemény bekdvetkezését ered-
ményezik. (Azaz az el6bbi fogalmakkal azokat az elemi eseményeket, amik elemei az
eseménytér vizsgalt eseményiinkhoz tartozo részhalmazéanak.) Ilyenkor a vizsgalt A

esemény valdszintisége a kovetkez&képpen szamolhato:

kedvezd elemi események szama

P(A) :=

Osszes elemi esemény szama
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Definici6é. Legyenek A és B véletlen események. Ekkor

e az A esemény komplementer eseménye A, ami pontosan akkor kovetkezik be,

ha A nem kovetkezik be;

e az A és B események dsszege A+ B, ami pontosan akkor kdvetkezik be, ha A

és B koziil legalabb az egyik bekovetkezik;

o az A és B események kiilonbsége A — B, ami pontosan akkor kivetkezik be, ha
A bekovetkezik, de B nem kovetkezik be;

e az A és B események szorzata A - B, ami pontosan akkor kovetkezik be, ha A
és B is bekovetkezik.

e Azt mondjuk, hogy A és B kizdrd események, ha szorzatuk a lehetetlen ese-
mény.
Allitas. A valosziniség tulajdonsagai:

o Tetszleges A esemény esetén 0 < P(A) <1,

és nyilvan a lehetetlen esemény valoszintisége 0, a biztos eseményé pedig 1.

e Ha A és B kizar6 események, akkor P(A+ B) = P(A) + P(B),
altalaban pedig P(A + B) = P(A) + P(B) — P(A- B).

o Tetszoleges A eseményre P(A) =1 — P(A).
Definici6é. Tetsz6leges A és B esemény esetén tekintsiik az A esemény bekovet-
kezésének valosziniiségét, ha tudjuk, hogy a B esemény bekiévetkezett. Ezt az A

esemény B feltételre vonatkozo feltételes valosziniségének nevezziik, és igy szdmol-

hatjuk:
P(A-B)

P(AIB) = 557

vagy ekvivalens alakban
P(A-B)="P(A|B)-P(B).
Definicié. Azt mondjuk, hogy az A és B események egymastol fiiggetlenek, ha
P(A|B) =P(A).
Ekkor a fenti szorzasi szabily igy egyszertisodik:
P(A-B)="P(A)-P(B).
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Definici6é. Egy X diszkrét, véges valoszintiségi valtozo, értékei legyenek zq, xo, . . .|
Tn, s az X valosziniségi valtozo az x-t p; valoszintiséggel vegye fel. Ekkor az X

valoszintiségi valtozo vdrhato értéke:
E(X) =pi71 + para + ... +
szorasnégyzete pedig a varhatod értéktsl valo varhatd négyzetes eltérés, azaz

D¥(X) = E((X - E(X))Z)

4.5. Eletbiztositas arazasa kozépiskolaban

Ebben a szakaszban egy hét 6rabol allo oratervet irok le, ami egy lehetGség a kozép-
iskolaban életbiztosités drazési feladat bevezetésére. Azzal a feltevéssel élek, hogy a
didkok 12. osztalyosak, vagy legalabbis rendelkeznek az el6z6 szakaszban részletezett
elGismeretekkel. Bar a fontosabb fogalmakat atismételjiik, ezeket nem olyan alapos-
saggal tessziik, mintha most tanitandm meg a tanuloknak ezeket az anyagrészeket.
gy tehat elképzelhets ez az anyagrész a torzsanyagba épitve, mint kiegészits fejezet,

de elképzelhet6 a tanoratol fiiggetleniil, példaul szakkor forméjaban is.

4.5.1. Elso 6ra - A kamat

A radhangolodast segité bevezetd feladattal kezjilk az o6rat. Mivel most elsGdleges
célunk a koradbbi, szdzalékszamitassal kapcsolatos ismeretek aktivalasa, ezért tekint-

siink egy egyszerii aranyos feladatot.

1. feladat Egy konyv ara eredetileg 3500 Forint volt. Most lecsokkentik az arat a
3/5-6d részére. Mennyi az 0j ar? Mekkora az arcsokkenés? Fogalmazd meg

szazalékok segitségével is!

Megoldas A konyv 1j ara 3500 - 3/5 = 2100 forint. A megtakaritas 3500 — 2100 =
1400 Forint. (Vagy masképpen az eredeti ar 1 — 3/5 = 2/5 része, azaz 3500 -
2/5 = 1400 Forint.)
Szazalékokkal megfogalmazva: az 1j ar az eredeti 219 . 100 = % 100 = 60%-a,

3500
a megtakaritas 2 - 100 = 40% (vagy mésképpen 100% — 60% = 40%).

Ez valoban egy igen egyszerd feladat, mégis lehet&séget ad ra, hogy a szazalékrol
tanultakat atismételjiik. A feladat megbeszélése kozben érdemes kozosen felirni a

szézalékszamitasra tanult formula(ka)t, hogy ezt rogzitsiik.
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2. feladat Egy ruha ara eredetileg 8400 Forint volt. Ezt el6szor megemelték 25%-
kal, majd késébb az 0j arat 40%-kal csokkentették. Mennyi az 0j ar? Ez az
eredeti ar hany szazaléka? Hogyan tudnal erre a kérdésre valaszolni anélkiil,

hogy kiszamolnad az j arat?

Megoldas A ruha ara az aremelés utan 8400 - 1,25 = 10500 Forint. Ezt cstkkentik,
igy a végleges ar 10500-0,6 = 6300 Forint. Ez az eredeti ar % 100 = 75%-a.

Ezt onnan is lathatjuk, hogy az arvaltozas osszesen 1,25 - 0,6 = 0, 75-sz6r0s.

Ez egy Osszetettebb feladat volt, ami arra adott lehet&séget, hogy tudatositsuk,
ha a valtozas szazalékos alakban adott, bizony oda kell figyelni, mi is az aktualis
szézalaklab alapja. A feladat masik hozadéka pedig, hogy iteralt szazalékszamitasnal

a szazalékok Osszeszorzodnak.

Ha mindenkinek kell6képpen vildgos mar a szazalékszamitas, akkor ra is térhetiink

a kamat fogalmaéra.

Definicié. A kamat mindig egy pénzosszeg, amit a bérbevevd fizet a bérbeado-
nak a koleson névértéke alapjan. A kamatldb a kamat névértékre vetitett szazalékos

forméja, azaz

kamat

kamatlab = - 100

2

toke
Erdemes ilyenkor beszélni a gyerekekkel arrol, hogy vajon miért van sziikség a ka-

matra. Nem sziikséges feltétleniil forumot szervezni, bar ezt is megtehetjiik. Ha a
gyerekek kellképpen motivaltak (esetleg el6z6 oran feladtuk, hogy nézzenek utana
befektetések és hitelek kamatainak), akkor biztosan lesz egy-két jo otletiik.
Egyszertien megfogalmazva arr6l van sz6, hogy a bérbeadd a pénzosszeg koleson-
adasaval elvesziti a lehetGséget, hogy azt befektesse. Ennek kompenzalasara fizeti
a bérbevevs a kamatot. De nyilvan més helyes gondolatok is vannak, ezt mindig
tartsuk szem el6tt! (Példaul a kamatnak kell fedeznie a bérbeadas koltségeit, stb.)

A fenti formulabol azonnal latszik, hogy a kamattal ,jigy kell szdmolni, mint a széza-
lékkal”. Valoban, éppen err6l van sz6. Ezért is olyan népszeri gyakorlati példa, hogy

minden érettségiben van egy kamatszamito feladat. Nézziink mi is néhany feladatot.

3. feladat Egy banki hirdetésben azt latjuk, hogy egy éves lekotés esetén évi 10%-
os kamatot fizet. Ha dgy dontiink, hogy lekdtiink 500000 Forintot, mennyi
pénziink lesz egy év milva?

Ha most ugyanez a bank két éves lekotés esetén évi 11%-os kamatot fizet, és

inkabb itt kotjiik le az 500000 Forintot, mennyi pénziink lesz két év mulva?
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Ha ez problémaét jelenthet, esetleg érdemes rakérdezni, mindenki érti-e, hogy a 10%-
os kamat azt jelenti, hogy a kamatlab 10%. (Ez a szohasznalatbeli kettGsség talan
zavaro lehet, viszont a hétkoznapi szovegekben is igy hasznaljuk. Ezért érdemes
ravezetni a gyerekeket, hogy a szévegkornyezet alapjan kideriil, milyen értelemben

hasznaljuk a kamat szot.)

Megoldas Az elsé esetben egy év milva 500000 - 1,1 = 550000 Forintunk lesz. A
méasodik esetben egy év utan 500000 - 1,11 = 555000 Forintunk, majd a mé-
sodik év végén 555000 - 1,11 = 616050 Forintunk lesz.

Masik megoldas, hogy kiszamoljuk az éves kamatot, majd hozzdadjuk a t&ké-

hez. A méasodik esetben ezzel az 4j t6kével szamolunk tovabb.

Most viszonylag konnyen tudtunk szdmolni, de kérdezziik meg a gyerekeket, mi lett
volna, ha nem kettd, hanem mondjuk htsz évre kotottiik volna le a pénziinket.
Ha ugyanezt a gondolatmenetet kovetjiik, akkor hisz szorzést (vagy husz szorzést
és husz Osszeadast) kéne elvégezniink. Hogyan lehetne ezt egyszertibben? Biztosan
lesz olyan, aki emlékszik a 2. feladatra. Az alapjan ugyanis a kovetkezot kapjuk (a

kamatlabat tizedestort alakba irva, és i-vel jelolve):

Vn:(...(%-(1+@'))-(1+2’)...>-(1+i):%~(1+z’)"

|41

J/

-

Va

Ezt az osszefiiggést nevezziik kamatos kamatnak. Erdemes megemliteni (bar ezt
most nem fogjuk kihasznélni), hogy ez tulajdonképpen egy mértani sorozat, melynek
kezdGeleme Vj, a kezd6tdke, és hanyadosa ¢ = (1 4 1).

Ez alapjan mar konnyen meg tudjuk oldani a koévetkezé feladatokat.

4. feladat 100000 Forintot szeretnénk befektetni 10 évre. Az alabbi lehetGségek
koziil valaszthatunk:
1) lekotjiik évi 8%-os kamatra;
2) betessziik évi 15%-o0s kamatra, ami kétévente 3%-kal cskken;
3) minden évben fix 10000 Forintot kamatozik.
Melyik lehetdséget valasszuk?

Megoldéas Az els6 esetben a tizedik év végén 100000 - 1,089 = 215893 Forintot
kapunk kézhez. A méasodik esetben 100000-1,152-1,12%-1,09%-1,062-1,03% =
234948 Forintot, mig a harmadik esetben 100000+ 10-10000 = 200000 Forintot

kapunk. Ezek alapjan a méasodik lehetGség éri meg a legjobban.
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5. feladat Egy évre szeretnénk lekdtni a pénziinket. Melyik a legel6nyosebb?
1) Ha a pénzt évi 21%-o0s kamatra tessziik be, és évenként tékésitenek.
2) Ha a pénzt évi 20%-os kamatra tessziik be, és félévenként tokésitenek.

3) Ha a pénzt évi 19, 5%-0s kamatra tessziik be, és havonta tGkésitenek.

)

4) Ha a pénzt évi 20%-os kamatra tessziik be, és naponta tékésitenek.

Megoldas Az els6 esetben a pénziink 1,21-szeresét kapjuk kézhez egy év utan. A
masodik esetben (1+ %2)? = 1, 21-szeresét, a harmadik esetben (14 2122)12 =

12 /) T
%)365 _

1,213-szeresét, mig a negyedik esetben (1 4 3= = 1,221-szeresét kapjuk.

Ez alapjan a negyedik eset a legel6nyosebb.

Ez utobbi feladatnak két tanulsdga van. Az egyik, hogy ha nem ismerjiik a tékét,
akkor is meg tudjuk mondani, melyik lehet&ség hozama nagyobb. A maésik pedig,

hogyan kell attérni éves kamatrol méas idGszaki kamatlabakra.

4.5.2. Masodik 6ra - Gyftjtés és torlesztés

Az el6z6 alkalommal megtanultuk a kamatos kamatra vonatkozo6 formulat. A mostani

alkalommal hasonlo, de kicsit bonyolultabb feladatokat néziink.

1. feladat Egy bank évi 12%-0s kamatot ad. Mi harom éven keresztiil, minden év
elején betesziink a bankba 100000 Forintot. Mennyi pénziink lesz a harmadik
év végén?

Megoldas Az elsé év végén 100000 - 1,12 = 112000 Forintunk lesz. Most betesziink
ehhez még 100000-et, igy a masodik év elején 212000 Forintunk van a bankban.
Ez kamatozik, év végére 212000 - 1,12 = 237440 Forintunk lesz. Harmadik év
elején megint berakunk 100000-et, igy a 337440 Forint kamatozik tovabb. A
harmadik év végére 377932 Forintunk lesz.

Megint hasonl6 eset all fenn, mint a kamatos kamat esetében. Harom évre ez még
kénnyen szamolhatd, de mi lenne, ha hisz évig gytjtenénk a pénzt a bankban. Jo
volna megint talalni valami egyszeriibb formulat, amivel konnyen lehet szamolni.
Irjuk fel ezért altalanosabban: jelélje S, az n-edik év végére osszegytlt pénzt (majd
mindjart meglatjuk, miért ezt a jelolést valasztottam), és legyen az évente befizetett
osszeg V', ekkor

S1=V-(1+41)

So=V4+V-(1+4) - 1+i)=V-(1+i)+V- (1+1)?

Sy = (V+(V+V~(1+i))~(1+i)) A4+ =V -1+ +V-(L+0)2+ V- (1+i)

Sp=V -Q1+0)+V- -1+ +V- -1+ +... 4V - (149"
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Nos, ez mar legalabb egy vilagos formula, de ett6l még n darab hatvanyozést kell
elvégezni benne, ami nagy n-re tovabbra is nehézkessé teszi a szamolast. Eszreve-
hetjiik azonban, hogy az Osszeg tagjai most éppen egy V - (1 + i) kezd&tagu, és
(1 + 7) hanyadost mértani sorozat egymast kovets elemei. Arrol pedig tudjuk (ha
nem, akkor roviden ismételjiik at), hogy mértani sorozat elsé n tagjanak sszege igy

szamolhato:
gt —1

qg—1
Ez alapjan a fenti 6sszeget is zart alakra hozhatjuk. Ezt nevezziik gyijtdjdradéknak.

S, = ay -

Sn:V-(1+i)~%

2. feladat Elhataroztuk, hogy autot vasarolunk, ezért takarékoskodni szeretnénk.
Egy bankba tessziik a pénziinket, minden év elején ugyanannyit. A bank évi
11% kamatot fizet. Mennyi pénzt tegyilink évente a bankba, ha 6t év mulva
szeretnénk megvenni egy 3100000 Forint értéki autot?
Es ha csak évi 250000 Forintot tudunk betenni a bankba, akkor mennyi idé

alatt jon Ossze az autd ara?

, 7. , Lz i 1,115—1
Megoldas Irjuk fel a gytjtGjaradék formuldjat: 3100000 = V - 1,11 - oI Ezt

atrendezve kapjuk, hogy V = 448440 Forintot kéne évente betenni a bankba.
A maésodik kérdéshez ismét irjuk fel a gytjtGjaradék formulajat: 3100000 =
250000-1, 11- 171(){;1;1. Ezt atrendezve kapjuk, hogy 1, 11" = 2, 23. Innen mindkét
oldal logaritmusat véve kapjuk, hogy n = 7,68, tehat legalabb 8 évig kéne

takarékoskodnunk.

Eddig mindig olyan esetet néztiink, amikor mi ,adtunk k&lcsén” a banknak, ezért
mi kaptuk a kamatot. Most nézziink egy olyan esetet, amikor a bank ad kolcsont, és

nekiink kell torleszteni.

3. feladat 1000000 Forint hitelt vettiink fel, évi 20%-o0s kamatra. Az elsé két évben
350000 Forintot torlesztettiink vissza évente. (Ez azt jelenti, hogy az elsé két

év végén torlesztettiink.) Mennyi tartozasunk maradt még?

Megoldas Els§ év végén 1000000 - 1,2 = 1200000 Forint tartozasunk volt, ebbdl
fizettiink vissza 350000 Forintot, igy maradt 850000 Forint tartozasunk. Ez a
kamattal egyiitt a masodik év végére 850000 - 1,2 = 1020000 Forintra nétt,
amibdl ismét torlesztettiink 350000 Forintot. Tehat most (a masodik év végén)

még 670000 Forint hiteltartozdsunk van.

71



Az eddigiek alapjan gyanithatjuk, hogy most is fel lehet irni a szamolast egy zart
formulaban. Probaljuk meg felirni altalanosan. Jeldlje T,, az n-edik év végén meg-
maradé tartozadsunkat, ¢ a felvett hitel Osszegét, a pedig az éves torlesztérészletet.
(Nyilvan a < t.) Ekkor

To=t
Ty=t-(1+i)—a
Th=(t-(1+i)—a)-1+i)—a=t-(1+i)*—a-(14+i)—a

T.=t-(14+i)"—a- (14" '1—...—a-(14+i)—a

Megint észrevehetjiik (nagy valoszintiséggel ezt mar a gyerekek maguktol is észreve-
szik), hogy az elsG tagot nem tekintve megint egy mértani sorozat elsé n tagjanak az
Osszege all itt. A mértani sorozat elsé tagja —a, hanyadosa (1 + 7). Ekkor az ismert

Osszegképlet szerint
14+)"—1
Tn:t-(l—i—z’)”—a-%
i
4. feladat 1000000 Forint hitelt vettiink fel, évi 20%-o0s kamatra. Mennyi a torlesz-
térészlet, ha a futamidd 20 év?
Illetve mennyi id6 alatt tudjuk visszatorleszteni a hitelt, ha évi 350000 Forintot

torlesztiink?

Megoldas Ilyenkor természetesen ugy tekintjiik, hogy abban az évben, mikor tel-
jesen visszafizettiik a hitelt, T,, = 0 lesz.

Irjuk fel tehat a formulat, most elGszor Thy = O-ra: 0 = 1000000 - 1,22 — @ -

1,2201
0,2

A masodik kérdés esetén ismeét irjuk fel a formulat 7,, = 0-ra (most n a kér-

dés). Ekkor 0 = 1000000 - 1,2" — 350000 - =55=. Atrendezve kapjuk, hogy

750000 - 1,2™ = 1750000, azaz n = 4,65, vagyis 350000 Forint torlesztérészlet

mellett 6t év alatt fizetnénk vissza a teljes kdlesont.

. Ezt atrendezve azt kapjuk, hogy a = 205357 Forint a torlesztérészlet.

Ora végén, ha marad id6, még egy érdekes feladatot megbeszélhetiink.

5. feladat (szorgalmi) 1000000 Forint hitelt vettiink fel, évi 20%-o0s kamatra. Ha
évi 350000 Forintot torlesztiink, az elébb lattuk, hogy 5 év alatt fizetnénk
vissza a hitelt. Azt viszont lattuk a 3. feladatban, hogy az elsé évben alig csok-
kent a hiteltartozas, mert a torlesztérészlet nagy része a kamat kiegyenlitésére
forditodott. Vajon mikortol kezdve forditoédik nagyobb része a torlesztGrész-
letnek a t&ke csokkentésére, mint a kamatra? ElGszor tippelj! Utana dbrazold

két grafikonon, hogy az n-edik évben a torlesztés hogyan oszlik meg!
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Megoldas

w01

4.5.3. Harmadik 6ra - Jelenérték-szamitas

Térjiink most vissza tjra a kamatos kamat szamitashoz. Azt mar emlitettiik, hogy a
kamatnak koze van az id6hoz: a kamatos kamat pedig azt jelenti, hogy egy ma egy-
ségnyi értéki pénz n idé elteltével mennyit fog érni. Ezért ezt a pénz jovdértékének

is nevezik. Tehat egy X pénzosszeg n év mulva ¢ kamatlab mellett
Y=X-(1+4)"

Osszeget fog érni. Ez alapjan konnyen lathato, hogy egy jovébeli Y értékd kifizetéshez
most
x=
(I+4)n
Osszeget kell félretenni. Ezt nevezziik a jovébeli Y Osszeg jelenértékének, ami tehat

azt fejezi ki, hogy jovébeli egy egység értékli pénz ma hany egységet ér.

Bevezetiink még egy 1j jelolést. Legyen
1
(1+74)

Ezt az ¢ kamatlabhoz tartozé diszkonttényezdnek hivjék. Ezzel a jeloléssel a fenti

Osszefiiggés 1gy irhato:
X=Y- "

ezért azt is mondjuk, hogy az Y pénzdsszeget diszkontdljuk, igy kapjuk meg a jelen-

értékeét.

Nézziink most néhany feladatot ezen 1j fogalmak alkalmazasara.

1. feladat Hitelt vettiink fel, ¢ Forintot, n éves futamidére, i%-os kamatra. Irjuk
fel a torlesztésre vonatkozo eredeti formulat, és probaljuk megfogalmazni a

jelenérték segitségével! Ertelmezziik az eredményt!
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Megoldas Irjuk fel tehat a formulat. Megint 7, = 0, ezért a formula a kovetkezd

alakba irhato:
t-(1+i)"=a-1+9)""+...+a-(1+i)+a

Most mindkét oldalt (1 4 ¢)™-nel leosztva kapjuk, hogy

a a n
(1+i)+...+—:a~y+...+a~u.

(1+4)"

Ezzel tehét sikeriilt a formulat a jelenérték segitségével felirni. Mit is jelent
ez most? A bal oldalon &ll a ¢, ez a hitelosszeg nagysaga, aminek értéke a
jelenben értendd. A jobb oldalon &ll a torlesztérészlet a kiilonbo6zé idGpon-
tokban diszkontalva. Az egyenlGség azt az alapveté gondolatot tiikrézi, hogy
nem szeretnénk tobbet visszafizetni, mint amennyit kdlecsonvettiink. Fz azon-
ban az id6 muldsa miatt nem megvalosithato (hiszen a kamatozas miatt a
hitelosszeg értéke ng), de azt azért elvarhatjuk, hogy jelenértékben ne kelljen

tObbet visszafizetni a kolesonnél.

Ez egy nehezebb feladat. Egy teljesen 1j szemléletet jelenit meg, amit nagyon fon-
tos, hogy a tanulok megértsenek. Ezért annyi id6t szénjuk a megbeszélésre, amennyit
csak kell.

A feladat fontosabb mondanivaléja az, hogy a két oldal jelenértékben egyezzen meg.
Erre szanjunk tobb id6t. Azt is megtehetjiik, hogy a formulat — rovid egyéni gon-
dolkodés utan — kozosen vezessiik le, és inkabb arra 6sztonozziik a didkokat, hogy

az 1j formula jelentését probéljak megfejteni.

2. feladat Hitelt vettiink fel, 500000 Forintot, 15%-os kamatra. Ugy szeretnénk
visszatorleszteni, hogy harom alkalommal: a hitelfelvételt kdvetd masodik, ne-
gyedik és hatodik évben fizetiink vissza harom egyenl6 Osszeget. Jelenértékes

megfontolassal hatarozzuk meg, mekkora legyen ez az 6sszeg.

Megoldas Az el6bb megbeszéltek szerint azt szeretnénk, hogy jelenértékben ugyan-
annyit fizessiink vissza, mint amennyit kdlcsonvettiink. Ez azt jelenti, hogy a
harom torlesztorészletet diszkontalva, Gsszegiik éppen a hiteldsszeget kell, hogy
adja. Vagyis

t=a-1*+a-v+a-1°
Innen fejezziik ki a-t: a = t/(v? + v* + v°) = 284090.

Ezzel tehat meghataroztuk a torlesztérészlet nagysagat.
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4.5.4. Negyedik 6ra - Demografiai alapfogalmak

Ahogy a 4.2.2.fejezetben mar emlitettem, ebben a témakorben a tantargyi integracio
is szerepet kaphat. Szervezhetjiik tehat ugy az 6rat, hogy — ha kozos projektmunkara
nincs is lehetgségiink — a kiilonb6z§ tantargyak kapcsolodo tartalmait megvizsgaljuk
matematikai szemszoghdl. Akar a gyerekek is felkésziilhetnek egy-egy kapcsolodo
teriilet bemutatésara.

Tehat az ora elsé fele olyan demografiai témakkal telik, mint a népesség, népstriiség,
korfa (ezen beliil az 6regeds és fiatalodo tarsadalmak), nemzetiségek, sth.

Példaul a kovetkezd feladatok adhatok (de a gyerekek is hozhatnak grafikonokat,

diagramokat, és azokat is elemezhetjiik):

o

e

arralék § por 1000 pesple
2 M o

wa

LES 1955 1560 L 1970 1275 §as0 1985 15530 1995 2000 2005

|—a:.|:-3-:-3-s¢'-c ¥ bt =——pliiaz A5a0 / Saths

1. feladat A fenti diagram? a sziiletések és a haldlozasok szaméanak valtozasat mu-
tatja 1000 fére vetitve, 1950 és 2008 kozott.
1) Foglaljuk tablazatba 1950-t6l 5 évenként a sziiletési és halalozasi aranysza-
mokat!
2) Minden adatpar esetén szamitsuk ki, hogy a sziiletések szama hany szaza-
léka a haldlozasok szaméanak!
3) Koriilbeliil hany szazalékkal n6tt a haldlozasok szama 1960 és 1990 kézott?
4) Melyik iddszakban (6téves szakasz) volt a legnagyobb aranyu a sziiletések
csokkenése?

5) Roviden foglaljuk dssze a konkluziokat!

2Forras: Wikimedia Commons

75



Térjiink most ra az életbiztositashoz sziikséges demografiai adatok, a halalozasi ada-
tok tanulméanyozasara. Ezt a 2003. évi magyar halanddsagi tablazat alapjan tessziik

meg. Ennek a férfiakra vonatkozo tablaja (a KSH 2003. évi halandosagi tablaja

alapjan):
x I || = I || = L || = ly x L2
0 | 100000
1| 99204 | 21 | 98564 | 41 | 95159 || 61 | 71629 || 81 | 22131
21 99146 || 22 | 98491 | 42 | 94680 || 62 | 69676 || 82 | 19701
31 99108 || 23 | 98411 || 43 | 94121 || 63 | 67671 || 83 | 17360
41 99079 || 24 | 98325 || 44 | 93477 || 64 | 65615 || 84 | 15115
51 99066 || 25 | 98233 || 45 | 92749 | 65 | 63502 || 85 | 12975
6 99051 || 26 | 98136 || 46 | 91941 || 66 | 61317 | 86 | 10953
71 99034 || 27 | 98035 || 47 | 91063 || 67 | 59047 | 87| 9065
81 99016 || 28 | 97931 || 48 | 90119 || 68 | 56691 | 88 | 7330
9| 98998 || 29 | 97825 || 49 | 89111 || 69 | 54250 || 89 | 5766
10 | 98980 || 30 | 97715 || 50 | 88039 || 70 | 51730 || 90 | 4391
11 98964 | 31 | 97595 || 51 | 86901 || 71| 49139 || 91| 3218
121 98947 || 32 | 97463 || 52 | 85698 || 72 | 46493 | 92 | 2254
13| 98928 || 33 | 97316 || 53 | 84434 || 73 | 43807 || 93 | 1496
14| 98904 || 34 | 97151 || 54 | 83106 || 74 | 41093 || 94 933
15| 98872 || 35| 96965 || 55 | 81712 || 75| 38359 || 95 540
16 | 98836 || 36 | 96752 || 56 | 80244 || 76 | 35613 | 96 286
171 98794 || 37 | 96510 || 57 | 78693 || 77 | 32727 || 97 137
18 | 98746 || 38 | 96235 || 58 | 77055 || 78 | 29941 || 98 58
19| 98691 || 39| 95924 || 59 | 75329 || 79 | 27250 | 99 21
20 | 98631 || 40 | 95569 || 60 | 73518 || 80 | 24647 || 100 7

A halandoésagi tablak tartalmazzdk, hogy 100000 f6re vetitve hanyan érik meg az
adott kort. A fenti tablazatban x jeloli az egyének életkorat, [, pedig azt mondja
meg, hogy hanyan vannak életben a 100000 f6b6l x éves korukban.

A halandosagi tablak gyakran tartalmaznak még egyéb adatokat is, mint példaul az
adott korban elhunytak szama, a halalozasi- és tulélési-valosziniiség, stb. De ezeket
mind ki tudjuk szamolni, ezért szamunkra ez az egyszertsitett tablazat megfeleld
lesz.

Ezekre a kovetkezd altalanosan hasznélt jeloléseket vezetjiik be: ¢, annak a valdszi-
niisége, hogy az x éves egyén meghal az x + 1 életéve el6tt; p, pedig annak, hogy
talél, azaz hogy az = éves egyén megéli az x + l-edik sziiletésnapjat; d, jeloli az x

éveskoruk és z 4 1 éves koruk kozott elhunytak szamat.
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2. feladat Hatarozzuk meg a kovetkez6 halandosagi mérészamokat!
ls0, l51, ds0, Pso, G50

Megoldas Az azonnal leolvashato a tablazathol, hogy l5o = 88039 és l5; = 86901.

Tehat tudjuk, hogy hany férfi élt a populaciobol 50 éves koraban, és hanyan
éltek 51 éves korukban. Azonnal adodik, hogy e két szam kiilonbsége megadja
azoknak a férfiaknak a szamat, akik 50 és 51 éves koruk kozott hunytak el.
Tehat dsy = 88039 — 86901 = 1138.
Kérdés, hogy mekkora a valosziniisége annak, hogy egy 50 éves férfi nem éri
meg az 51 éves kort. A klasszikus valésziniiségi modell szerint ezt Ggy sza-
molhatjuk ki, hogy a jelentds (kissé morbid lenne, de a terminologia szerint
skedvezd”) esetek szamat elosztjuk az Osszes eset szamaval, azaz az 50 és 51
éves koruk kozott elhunytak szamat elosztjuk az 50 éves korukban még élék
szamaval. Vagyis: ¢so0 = 1138/88039 = 0,013. Mivel a tlélés ennek komple-
menter eseménye, azonnal adodik, hogy pso =1 — 0,013 = 0, 987.

Probaljuk meg altalanosan felirni az itt kapott osszefiiggéseket. Ez alapjan a kévet-
kez6k igazak:

dy =lz — lppa
de o=l
A
ly —la+lop1 linr
Ly Ly
Vezessiik be a kovetkez jeloléseket: jelolje g, , annak a valdszintiségét, hogy egy x

ple_Qx:

koru férfi n éven beliil meghal, és hasonléan p, , annak a valosziniiségét, hogy egy

x kort férfi megéri az x + n évet. Ekkor nyilvan ¢, = g1 ¢S py = Pa1-

3. feladat Hatarozzuk meg a kovetkez6 halandosagi mérészamokat!
lso, 51, ls2, dso, ds1, Pso2s 4502

Megoldas Az el6bbihez hasonléan 5y = 88039, l5; = 86901, l55 = 85698, tovabba
dso = 88039 — 86901 = 1138 és d5; = 86901 — 85698 = 1203.
A halalozasi valoszintiséget ismét klasszikus valoszintiségi modellel szamoljuk.
A jelentss esetek az 50 és 52 kozott elhunytak szdma, ami nyilvan egyenld az 50
és 51 kozott elhunytak és az 51 és 52 kozott elhunytak szamanak Osszegével.
Az Osszes eset az 50 éves korukban még életben levék szdma. Azaz gspo =
(1138 4 1203)/88039 = 0, 027, és ekkor psgo = 1 — 502 = 0,973.
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Irjuk fel megint altalanosan:

Aot o o=l
Qen = lx = l:z )

kihasznalva, hogy a szamlaloéban levd Osszeg teleszkopos Osszeg. Tovabba

ZCE - l:r + la:—i—n lm—i—n
Pzn = 1 - Qen = / = L

4. feladat Mennyi annak a valoszintisége, hogy egy 50 éves férfi megéri a 60-adik

életévét, de az utana kovetkez6 harom évben meghal?

Megoldas Ezt feltételes valoszintiséggel irjuk fel: jelolje A :=,50 és 60 éves kora
k6zott nem hal meg” és B :=,,60 és 63 éves kora kozott meghal”. Ekkor

leo —lgs 1 leo — 1
P(A-B) ="P(B|A) - P(A) = q0;3 * P50,10 = 00 63 0 _ B0 6

Z60 l50 l50

73518 — 67671

ss039 006

4.5.5. Otodik éra - Eletbiztositasok I.

Az el6z6 ordkon elGkészitettiik, igy végre eljutottunk oda, hogy életbiztositasok-
kal foglalkozzunk. ElGszor sziikséges, hogy roviden beszélgessiink a biztositasokrol:
alapvetGen kétféle biztositast kiilonboztetiink meg, az élet és a nem-élet biztositast.
Mi most csak az elgbbiekkel foglalkozunk. Ennek egyik oka, hogy az életbiztosi-
tas tugynevezett Osszegbiztositas (azaz a biztositasi Osszeg el6re meghatarozott, nem
gy, mint a karbiztositasoknal, ahol a biztositési Gsszeg a kir nagysaga, vagy an-
nak bizonyos része). Tovabba életbiztositas esetén a ,karesemény” bekovetkezése (a
biztositott halala vagy tulélése) a halandosagi tabla alapjan viszonylag kénnyen sza-

molhato.

A szamolas megkonnyitése érdekében feltessziik, hogy a szerzédés fordulépontja
megegyezik a naptari év fordulopontjaval. Tovabba egyszeri biztositasi dijat feltéte-
leziink, ami az év elején folyik be a biztositohoz, a biztositasi Osszegek pedig az év
végén keriilnek kifizetésre.

(Most nett6 biztositasi dijat szamolunk, a brutté dijban a kiilonbo6z6 koltségeket is

figyelembe kéne venni, de ezzel most nem foglalkozunk.)

Eletbiztositasbol is tobbféle konstrukeié lehetséges. Mi most a halaleseti, az elérési

és a vegyes életbiztositéssal foglalkozunk majd.

78



e Haldleseti életbiztositdsnak hivjuk azt a biztositast, amelyben a kedvezménye-
zett személy megkapja a biztositasi Osszeget (amelyre a szerzédés szolt), ha a
biztositasi tartam alatt a biztositott meghal, de kifizetés nélkiil sziinik meg,

ha a biztositott megéri a tartam végeét.

o Elérési életbiztositds alatt olyan biztositast értiink, amelynél a biztositott meg-
kapja a biztositéasi Gsszeget (amelyre a szerzGdés szolt), ha megéri a biztositési
tartam végét, de kifizetés nélkiil sziinik meg, ha a tartam alatt a biztositott

meghal.

o A wegyes életbiztositds egy kockazati és egy elérési biztositas egyiittese, tehat
ha a biztositott a tartam alatt meghal, akkor a haldleset utdn, ha nem, ak-
kor a tartam végén fizeti ki a biztositasi Osszeget. Ez az egyik leggyakoribb

biztositastipus. (Gondolkodjunk el rajta, miért!)

A feladatunk egy konkrét biztositas arazasa lesz. Ez azt jelenti, hogy egy adott x
kort személy kot adott S biztositasi dsszegre®, adott n éves idStartamra egy élet-
biztositast. (Megkiilonboztetjiik majd, milyen tipusit.) A cél a biztositéas IT egyszeri
dijanak a meghatarozasa.

Azaz szeretnénk meghatarozni azt a Il pénzosszeget, amit most hajlanddak vagyunk
fizetni, hogy cserébe a jov6ben a biztositasi esemény bekovetkezése (tehat halal vagy
tulélés) esetén megkapjuk a biztositasi Osszeget.

Ehhez hasonlot mar lattunk két oraval ezelGtt: akkor azt a pénzosszeget hatéroz-
tuk meg (torlesztérészlet), amit a jovében fizettiink, cserébe egy mostani 6sszegért.
Ott a jelenértékek egyenlGségének elvébdl indultunk ki. Célszerid volna most is ilyen
modon okoskodni. Csakhogy akkor determinisztikus (elére meghatarozott ideji és
nagysagu) kifizetéseink voltak. Most azonban csak a kifizetés nagysaga van meghata-
rozva. A kifizetések ideje a véletlentdl fiigg (hiszen nem tudhatjuk eldre, hogy valaki
tilél-e, vagy meghal, s ez utobbi esetben sem tudhatjuk, mikor). Ez azért probléma,
mert, a diszkontalas felirasakor nem tudnénk, milyen kitevével diszkontaljunk.

A megoldas a kévetkez§ elv:

Definici6é. A dijkalkulécié alapelve az ekvivalencia-elv:

bevételek varhato értékének jelenértéke = kiadasok varhato értékének jelenértéke

Els6ként hatarozzuk meg a haldleseti életbiztositas egyszeri dijat:

3 Altalaban feltessziik, hogy a biztositéasi dsszeg= 1. Ha erre kiszamitjuk a biztositasi dijat, akkor

az S biztositéasi Osszegre annak S-szerese lesz a dij.
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1. feladat Egy x = 50 éves férfi halaleseti biztositast kot S = 1 biztositasi Osszegre,

n = 1 év id6tartamra. A kamatlab i = 2%. Mennyi a biztositas dija?

Megoldas Az ekvivalencia-elv alapjan irjuk fel a bevételek és a kiadasok varhato

értékének jelenértékét:

e Bevétel: a IT biztositasi dij. Ennek varhato értéke (mivel konstans) on-
maga, és mivel a jelen pillanatban keriil befizetésre, jelenértéke is Gnmaga.

Tehat az egyenl6ség egyik oldalan IT All.

e Kiadas: az S biztositasi Osszeg, ha a biztositott meghal, és semmi, ha
nem hal meg. Ennek varhato értéke: gs9 - S + pso - 0, vagyis ¢so. Ennek

jelenértéke: gso - v.

Tehat IT = gso - v = P2 - g1z = 0,013 - 55 = 0,012745.
Vagyis ha S = 1000000 Forint biztositasi dsszegre kétné a biztositast, akkor

az egyszeri dij II = 12745 Forint.

2. feladat Irjuk fel altalanos esetben a formulat egy z éves egyén n évre, S = 1

biztositasi Osszegre kotott halaleseti biztositasanak egyszeri dijaral

Megoldas Kovessiik az el6z§ gondolatmenetet: a bal oldalon az egyszeri biztositasi
dij all. A jobb oldalt fel kell bontani, hogy a biztositott meghal az els6 évben;
nem hal meg az elsg, de meghal a mésodik évben; stb.; végiil hogy tuléli az n
évet. Ekkor a valoszintiségeket az eléz6 ora 4. feladata alapjan feltételes valo-
szintiséggel szamolva, majd a megfelel§ diszkonttényez&kkel beszorozva kapjuk

az egyenlGséget:

4.5.6. Hatodik 6ra - Eletbiztositasok II.

El6z6 oran felirtuk az életbiztositasok arazasanak kulcsat: az ekvivalencia-elvet. Se-
gitségével kiszamoltuk a halaleseti életbiztositas egyszeri dijanak altalanos képletét.
Most o6ra elején roviden ismételjiik at az ekvivalencia-elvet, valamint az elérési és a

vegyes életbiztositas definiciojat. Ezeknek a dijat fogjuk meghatarozni ezen az éran.

Els6ként hatarozzuk meg az elérési életbiztositas egyszeri dijat:

1. feladat Egy x = 50 éves férfi elérési biztositast kot S = 1 biztositasi Osszegre,

n =1 év id6tartamra. A kamatlab i = 2%. Mennyi a biztositas dija?
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Megoldas Az ekvivalencia-elv alapjan irjuk fel a bevételek és a kiadasok varhato

értékének jelenértékét:

e Bevétel: a II biztositasi dij. Ennek varhato értéke (mivel konstans) on-
maga, és mivel a jelen pillanatban keriil befizetésre, jelenértéke is onmaga.

Tehat az egyenl6ség egyik oldalan IT all.

e Kiadéas: az S biztositasi 0sszeg, ha a biztositott nem hal meg, és semmi, ha

meghal. Ennek varhato értéke: gs0-0+pso- S, vagyis pso. Ennek jelenértéke:

Dso - V.

. lsp . 1 _ 1

Tehat 11 = P50V = o 1+i —0,987 102 0,967647

Vagyis ha S = 1000000 Forint biztositéasi 6sszegre kétné a biztositast, akkor az
egyszeri dij IT = 967647 Forint. (Gondolkodjunk el rajta, miért van az, hogy az

ugyanilyen paramétert halaleseti biztositas joval olesobb volt, mint az elérési!)

2. feladat Irjuk fel altalanos esetben a formulat egy z éves egyén n évre, S = 1

biztositasi Osszegre kotott elérési biztositasanak egyszeri dijaral

Megoldas Kovessiik az el6z§ gondolatmenetet: a bal oldalon az egyszeri biztositasi
dij all. A jobb oldalon csak akkor torténik kifizetés, ha a biztositott tuléli az n
évet. Ennek a valoszintségét klasszikus valoszintiségi modellel szamolhatjuk:
loin/lz. Ezt a megfelel6 diszkonttényezGkkel beszorozva kapjuk az egyenldsé-

get: l
IL,, = —xl+n v

Most pedig hatarozzuk meg a vegyes életbiztositas egyszeri dijat:

3. feladat Egy z = 50 éves férfi vegyes biztositast kot S = 1 biztositasi 0sszegre,

n = 1 év id6tartamra. A kamatlab i = 2%. Mennyi a biztositas dija?

Megoldas Az ekvivalencia-elv alapjan irjuk fel a bevételek és a kiadasok varhato

értékének jelenértékét:

e Bevétel: a IT biztositasi dij. Ennek varhato értéke (mivel konstans) on-
maga, és mivel a jelen pillanatban keriil befizetésre, jelenértéke is onmaga.

Tehat az egyenl6ség egyik oldalan IT 4ll.

e Kiadas: az S biztositasi dsszeg, ha a biztositott nem hal meg, és szintén
S, ha meghal. Ennek varhato értéke: gso - .S 4 pso - S, vagyis gso + pso = 1.

Ennek jelenértéke: v.
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Tehat IT = v = = = 157 = 0,980392.
Vagyis ha S = 1000000 Forint biztositasi 0sszegre kétné a biztositast, akkor

az egyszeri dij II = 980392 Forint.

Akér mar itt észrevehetjiik, hogy ez nem més, mint a halaleseti és a vegyes élet-
biztositas dijanak Osszege. De ha a gyerekek maguktél nem mondjak, akkor el6bb

oldjuk meg a kovetkez6 feladatot.

4. feladat Irjuk fel altalanos esetben a formulat egy = éves egyén n évre, S = 1

biztositasi Osszegre kotott vegyes biztositdsanak egyszeri dijaral

Megoldas Itt ugyanazt a gondolatmenetet jarjuk végig, mint az el6z6 két altalanos

esetben. Ezek alapjan a kdvetkezdét kapjuk:

IL,, = Z—V—I—Z—HVQ—f-...ﬂ-;—anﬁ-Z;Vn.

Itt mar vilagosan latszik, hogy a vegyes életbiztositas dija egyenlé a megfelel6 ha-

laleseti és elérési biztositasok dijanak osszegével. (Gondolkodjunk el rajta, miért!)

Tovabbi lehetségek a vizsgalatokra, ha marad id6nk, vagy érdekl6dés mutatkozik:
nézziik meg, hogyan valtoznak a biztositasok dijai, ha valtoztatjuk az i technikai
kamatot! Latni fogjuk, hogy a kamatlab novekedése a dij csdkkenését eredményezi.
Ezért van az, hogy a teljesithetetlen igéretek megelézése érdekében a szabalyozo

maximalizilja a technikai kamat mértékét.

4.6. (")sszegzés

Szakdolgozatom e kiegészits fejezetében az életbiztositas arazasi feladattal foglal-
koztam a kozoktatés szemszogébdl. Ez a feladat nem kozépiskolai feladat, emlitését
sem talaljuk a kozépiskolai anyagokban (az egy Szaszné Simon Judit-irast kivéve).
En mégis kisérletet tettem, hogy megmutassam, ez a téma nemcsak, hogy kapcso-
latban &all a kozépiskolai matematika anyaggal, de tanithato is lenne ott.

A fejezet elsd részében bemutattam két matematikaoktatasi koncepcidt — a realisz-
tikus, és a projektorientalt matematikaoktatast, — amelyek szemléletéhez leginkabb
kozel all egy ilyen téma oktatasa. Ezutan megmutattam, hogy a feladatnak (el6is-
mereteivel egyiitt) tényleges kapcsolodasi pontjai vannak egyrészt a NAT altalanos
fejlesztési céljaival, masrészt a Kerettantervek konkrét tananyagbeli javaslataival.
A fejezet kozéps6 részében a téma targyalasahoz sziikséges matematikai tartalma-

kat elevenitettem fel. Ezutan a fejezet utolso részében ratérhettem egy olyan oraterv
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kidolgozasara, ami egy lehetGség lenne a probléma kozépiskolaban térténd oktata-
sara. Itt torekedtem — a fokozatossag elvét szem elGtt tartva — a meglev ismeretekre
épitkezni, és hat ora alatt eljutni a didkokkal arra a szintre, hogy képesek legyenek

egyszerd életbiztositasok nettd egyszeri dijanak meghatarozasara.

Osszességében azt gondolom, hogy a téma valéban tanithaté lenne kozépiskolaban
— akir a tanmenet részeként, akar kiilon tanitasi egységként, példaul egy szakkor
keretében. Hasznos volna abbol a szempontbdl, mert szinte végig olyan aktuélis, hét-
kéznapi, gazdasagi témakat targyal, amik érdekelhetik a tanulokat, ezaltal motivalva
Gket. Méasrészt a tarsadalom részérél igény mutatkozik az ilyen tipust, hasznalhato
tudas tanitasara.

De ezen kiviil az altalanos matematikai célok sem sikkadnak el, hiszen a gyakorlati
problémék megoldésa kézben a korabban megtanult elméletet mélyitik el a tanulok.
Utols6 szempontként pedig még azt is megemlitem, hogy a téma, és konkrétan a
biztositasi feladat kapcsan egy olyan teriilettel — a biztositasi matematika teriileté-
vel — keriilnek érintélegesen kapcsolatba a didkok, amir6l egyébként nagyon kevés
esélyiik van hallani. Ez pedig nem csak a tajékozottsagukat noveli, de néhanyukban

talan kedvet ébreszt arra, hogy késébb e téméaval foglalkozzanak.

Koszonetnyilvanitas

Koszonettel tartozom témavezetémnek, Aratéo Miklosnak, aki ezt az érdekes témat
— a piaci alapt arazést — a figyelmembe ajanlotta. Nagyon nagy segitséget jelentett,
hogy hozzaférést biztositott a téma nehezebben hozzaférhets irodalmahoz is.

Kiilon koszonettel tartozom neki azért, amiért elfogadta, hogy integralt dolgozatot

késziilok irni, és elvallalta a tanarszakos rész vezetését is, amikor senki mas.
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