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Bevezetd

Egy biztositasi szerz6déskotés soran a biztosito dij ellenében kockazatot vallal
at a szerz6dG6tol. Ha a biztositasi esemény bekovetkezik, fontos, hogy tudja
teljesiteni azt, amiben a két fél megallapodott, hiszen ezért a biztonsagért
kot biztositast a szerzddd. A kiilonbozé jovebeli kifizetésekre a jelenben a
biztositonak tartalékot kell képeznie a mér beszedett dijakbol, tobb okbol is.
Egy hosszabb tavi szerz6désnél a dij aranyosan lett megéllapitva, a jévGben
varhato kifizetések egy részét a mar beszedett dijak fedezik. Egy rovid tava
szerzGdés esetén is gyakran elGfordul, hogy a kifizetés valamiért késik: késhet
a bejelentés, elhuzodhat a karrendezés. A biztositastechnikai tartalék a joves-
beli kifizetések és a jovobeli (dij)bevételek kiilonbségére képzett tartalek. A
biztositonak azért kell ezzel rendelkeznie, hogy késébb rendezni tudja a kart.

A tartalékok masik igen fontos szerepe a biztosit6 mérlegének helyes ki-
mutatasaban van. Ha a dijat beszedtiik, de teljesiteniink csak a jovGben
kell, akkor ha nem képziink tartalékot, amit a kotelezettségek kozé allitunk,
esetlegesen tilzottan pozitiv eredményt mutatunk ki. Masrészrél, a tarta-
lékképzéssel csokkenthets az eredmény, ezzel adozas szempontjabol jol jar a
biztosit6. Emiatt a két ok miatt a tartalékképzés f6 szabalyai torvényileg
meghatarozottak, de természetesen tobbféle képzési modszer is megfeleld,
amelyek eltérd tartaléksziikségletet jelezhetnek elGre.

A tartalékokat csoportosithatjuk dijtartalékokra és kartartalékokra. A
dijtartalékok esetében azok a karok, melyekre a tartalékot képezziik, még nem
kovetkeztek be, a kartartalékok esetében a karok mar bekovetkeztek, csak ké-
s6bb keriilnek rendezésre. A kartartalékok kozott foglal helyet a fiiggSkarok
tartaléka, ez a nem-élet agi tartalékok koziil a legnagyobb nagységu (lasd: [3]
5.4.1. abra), Magyarorszagon két részre bontva kell megképezni: tételes fiig-
g6kar tartalék és IBNR tartalék (incurred but not reported - bekovetkezett,
de még nem bejelentett). Felelgsségbiztositasnal példaul gondolhatunk arra,
hogy egy balesetbdl szirmazd vagyoni kart a biztositd mar megtéritett, de
eléfordulhat, hogy a baleset kovetkeztében honapok, évek mulva jelentkezik
valamiféle balesettel Gsszefiiggd allapotromlas a biztositottnal. A sziikséges
tartalékok minél pontosabb becslése tehat alapveté fontossagi a biztosito
életében. A gyakorlatban egyenl6re még jobban jelenlévé hagyomanyos és a
sztohasztikus modszerek egy atfogo leirasa talalhato |5|-ben. A sztohaszti-
kus feltevéseket hasznalo kartartalékolasi modszerekrél egy rendszerezs, sok
gyakorlati példat is bemutat6 cikk [6].

A dolgozatomban kifutasi haromszogon alapulé IBNR, tartalékolasi mod-
szereket fogok vizsgalni. Az els6 fejezetben [3]-at kovetve (és némiképp [4]-et)
bemutatom a klasszikus modszereket. A masodik fejezetben Mack [1] cikké-
ben talalhato optimélis keverésre vonatkozé elméleti eredményeket mutatom



be. Ez az elméleti eredmény adja a vizsgalédasunk tovabbi targyat. A 3.
fejezetben belatom, hogy Gamma eloszlasi karhanyadot feltételezve telje-
siilnek a Mack-modell feltételei, majd meghatarozom az elméleti optimalis
salyt. 3.3-ban a Mack-modell gyakorlati megvalositasat vizsgalom: kifutasi
haromszoget generdlok Gamma eloszlasbol, a sziikséges paramétereket meg-
becsiilom, majd a két klasszikus (Bornhuetter-Ferguson, Chain-Ladder) és
a Mack-modellbdl szdrmaz6 modszer altal adott tartalékbecsléseket Gsszeha-
sonlitom. Vizsgdlom, hogy a kordbbi, mar teljes kifutassal rendelkezé évek
szama és az adataink bizonytalansiga (szorasa) milyen hatassal van az ered-
ményekre. A becslések elkészitésére megirt program és a szamitasok sajat
eredmények.

Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkoszénni témavezetémnek, Araté6 Miklosnak, hogy az egész év
soran rendszeresen id6t szakitott rdm, témajavaslata, szakmai titmutatasa és
kérdéseimre adott valaszai nagyon sokat segitettek abban, hogy ez a dolgozat
elkésziilhessen.



1. Klasszikus modszerek

Ebben a fejezetben definidlom a kifutasi haromszog fogalmét, majd réviden
bemutatom a biztositasi tartalékolasban elterjedt, kifutasi hadromszog vizs-
galatan alapuld klasszikus tartalékolasi modszereket. A fejezet megirdsadhoz
[3]-at vettem alapul.

1.1. Kifutasi haromszogek

A kifutési haromszog egy Osszesitett kartablazat. Az alapfelbontas szerint
a kar bekovetkezésének vagy a kir bejelentésének éve alapjan csoportositjuk
a karokat, a lebonyolitas szerint pedig a bejelentés, kifizetés vagy a lezaras
alapjan csoportositunk. Mindezt egy olyan maéatrixszal abrazoljuk, ahol a
matrix sorai felelnek meg az alapfelbontasi, a matrix oszlopai pedig a lebo-
nyolitasi periddusoknak.

., Lebonyolitas éve
Alapfelbontés éve 1 9 . i1 ¢
1 X1 X12 . X141 X1
Xa1 Xao Xoi1
t X1

1. dbra. Kifutasi hiromszog

Ez alapjan az X, ; matrixelemek jelenthetik a kovetkezdket:

e Az i. évben bekiovetkezett, (j — 1) év késéssel bejelentett /kifizetett /le-
zért karok szama/Gsszege.

e Az i. évben bejelentett, (j — 1) év késéssel kifizetett/lezart karok
szama,/ Osszege.
e Azi. évben bekivetkezett, legfeljebb (j—1) év késéssel bejelentett /kifi-

zett /lezart karok szama/Osszege.

e Az i. évben bejelentett, legfeljebb (j — 1) év késéssel kifizetett /lezart
karok szama/0Osszege.



Az utobbi két esetben kumulalt haromszdgrsl beszéliink, a matrixelem a
lebonyolitasban 6t megel6z6 évek adatait is tartalmazza. A fiiggékar tartalék
meghatarozasa éppen a matrix hidnyzo elemeinek minél pontosabb becslését
kivanja.

A fejezet tovibbi részében X; ; jelentése az i. alapfelbontéasi peridédusban
(évben) bekovetkezett, legfeljebb (5 — 1) év késéssel kifizetett karok Osszege,
vagyis: a kifutasi haromszog a kumulalt karkifizetéseket tartalmazza.

Egy kifutasi haromszoget teljesnek neveziink, ha annak a valészintisége,
hogy a kumulélt karok ¢ év utan tovabb nének, kdzel van a 0-hoz, ellenkezd
esetben a tartalék pontos becsléséhez sziikség lehet egy tgynevezett végkifu-
tasi faktor becslésére is, ami azt mutatja meg, hogy a t. lebonyolitési év utdn
a teljes karok mekkora részére szamithatunk - ezt &ltalaban a korabbi évek
tapasztalaib6l hatarozzuk meg. A mar teljes kifutassal rendelkez6 adatokat
jeloljiik X;, -al. Ha feltessziik, hogy a ¢. év utdn mar nem torténik karkifi-
zetés, akkor X, 4 = X

A most bemutatasra keriils klasszikus modszerek azzal a kdzos feltevéssel
¢élnek, hogy a j. év utani elértségi szintek, tehat az X; ;/X; 4 hanyadosok
nem fiiggenek (lényegesen) i-t6l, vagyis attol, hogy melyik bekovetkezési év
adatait vizsgéljuk.

1.2. Lancszemhanyados médszerek, a lanclétra médszer

Feltételezziik, hogy a c¢;(i) = Z4* psvekedési faktorok nem fiiggenek

2,

erdsen i-t6l és koriilbeliil ¢;-vel egyeiﬂc’ik (ezt gy is tekinthetjiik, hogy Vj > 0
lebonyolitasi évhez létezik egy olyan c; valodi novekedési faktor, amely egy
valoszintiségi valtozo, és amelynek ¢;(i) indexek az egyes realizacioi. Ezekrél
a valoszintiségi valtozokrol feltessziik, hogy fiiggetlenek, vagyis azt, hogy az
adott novekedési faktor a lebonyolitasi évre jellemzé és nem fiigg a miltbeli
novekedésektsl. Masképp: az szdmit, hogy hany év késésnél tartunk, ez ha-
tarozza meg a még vart novekedést, nem a korabbi névekedések).

o A¢ = )é’” faktor becsléséhez hasznaljuk a korabbi, mar teljes kifu-

2,0
tastinak mingsithets évek adatait.

e A t6bbi ¢; faktort a ténylegesen megfigyelt c; (i) hanyadosok valamilyen
fiiggvényével becsiiljiik.



A végs6 karkifizetések becslése és a sziikséges tartalékok(R;)! meghatéaro-
zasa.

Xy = CtXLt, Ry = Xl,t+ - Xl,t = (Ct - 1)X1,t7
Xor = 1 Xop—1, Ry = X9t — Xoy1 = (-1 — 1) X1,

Xipr = CiCp1 -+ - Co—ip1 Xip—iq1 5 (1.1)
R; = Xz',t—i— - Xz‘,t—z‘+1 = (CtCt—l <o Gl — 1>Xi,t—i+1 ) (1-2)

Xipy = 1.1 X1,

Rt = Xt,tJr - Xt71 = (CtCt,1 ...C1 — 1)Xt71.

Az alkalmazott fliiggvény megvalasztasa a lancszemhanyados modszer kii-
16nb6z8 valtozataihoz vezet:

1.valtozat c; faktorokat a megfigyelt hanyadosok atlagaval hatarozzuk meg.

(1) +¢(2)+ -+ ¢(t—J)
t—J

Cj:

j=1,2,... t—1.

2.valtozat: c; faktorokat a megfigyelt hanyadosok részatlagéval hatarozzuk
meg. A részatlag a nagysag szerint rendezett c;(i)-b6l a néhany legkisebb
és néhany legnagyobb (pl. a legkisebb és a legnagyobb) értékek elhagyésa-
val kapott értékek atlaga, ezzel a technikaval kisz{irhetjiik az Gin. outlier-eket.

3.valtozat: c; faktorokat a megfigyelt hanyadosok maximumaval becstiljiik.
c; = max(c;(1),¢(2),...,¢j(t—7)) j=12,...,t—1
Ebbél a moédszerbdl egy dvatos, konzervativ becslés szarmazik.

4.valtozat c; faktorokat a megfigyelt hanyadosok silyozott atlagaval hata-
rozzuk meg.
o= 0G0 +az;6(2) + -+ ae(t — )
J al,j —+ CLQJ‘ + -4+ at_j,j

j=1,2,...,t—1.

13 jeldlés R bettje az angol reserve - tartalék szobol
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1.1 Definici6é: A lanclétra-médszer esetén a;; = X ;, vagyis a c; fakto-
rok becslése:

_ X6 (1) + X5,6(2) + -+ Xo 6t — )
Xij+ Xyt 4+ Xy
_ X Xt A X

= 1.3
X+ Xoj++ X (13

Cj

A lanclétra-modszerrel 2 meghatarozott tartalékot ezentil Rey g-val jeloljiik.

1.3. Bornhuetter-Ferguson médszer
1.2 Definicié: Legyen

11 1 1
Ct Ct—1 Ck j=k Ci

Az ilyen modon definialt faktorokat a k. évre jellemzd elértségi szinteknek
nevezziik. Bevezetjik még a qp = 1 — py. jelolést.

A definiciébol rogton kovetkezik, hogy pi elértségi szintek megmutatjak,
hogy az adott lebonyolitasi év utan a vart teljes kar hanyad részénél tartunk,
Osszhangban azzal, ahogy eddig a X;;/X;,+ hanyadosokra hasznaltuk az
elértségi szint megnevezést. A novekedési faktorokbol 1.4 alapjan az elértségi
szintek szamolhatoak, és megforditva, az elértségi szintekbdl is szamolhatoak
a novekedési faktorok:

1
SO g1 -1 es e = (1.5)

Pk Pt

Ck

Tehat a névekedési faktorok minden becslése becslést szolgaltat az elértségi
szintekre is, valamint ugyanez igaz forditva is.

1.3 Definicié: A Bornhuetter-Ferguson médszer a k. év tartaléksziik-
ségletéhez el@szor megbecsiili a vart végsé kart (ezt nevezziik a végss kar
el6zetes becslésének): XMJF = Py - kg ahol P, a k. évhez tartozéd dijel6iras
(ezt ismerjiik), kj pedig a vart végsé karhanyad becslése. Ezutan a k. év

tartaléksziikségletét a kovetkez6 modon allapitjuk meg:

A

Rppir = R = Xitt - Q- (1.6)

Zangolul chain-ladder, hasznélni fogjuk a CL jeldlést



|7]-ben egy 6sszefoglalo iras olvashato a Bornhuetter-Ferguson modszer és
més ismert modszerek (példaul: Cape-Cod modszer, additiv-modszer) kozos
gyokerérél és mindezen modszerek egy altaldnos kereteken beliili felirasarol.

1.4 Megjegyzés: A kés6bbiek miatt fontos kihangsilyoznunk, hogy amig a
lanclétra modszernél 1.2-b6l konnyen lathatoéan a tartalékot a k. lebonyoli-
téasi évig mar megismert karokbol szamoljuk, addig a Bornhuetter-Ferguson
modszer esetében a vart végss kar egy el6zetes, példaul a korabbi évek kar-
tapasztalataibol szarmazé becslésébdl indulunk ki!



2. A Mack-modell

Ebben a fejezetben f6leg Mack [1]| cikkét kovetem.

A kovetkezékben egy alapfelbontasi periddussal foglalkozunk, most egy
bekovetkezési évre koncentralunk. X;-vel jeloljiik tehat a legfeljebb (i —1) év
késéssel kifizett karok Osszegét. Tovabba feltessziik, hogy a t. év utan mar
nem torténik karkifizetés, vagyis az eddigi jeldléseinket hasznalva, feltessziik,

hogy:
Xt .
= = 1, wvagy ezzel ekvivalensen p; = 1.
t

Ismertnek vessziik az elértségi szinteket is:

Legyenek 0 < p; < py < --- < p; = 1 rendre az i. lebonyolitasi évre jellemzs
elértségi szintek, vagyis

X; 1
(2 p( 1)
Xt Hj:k’cj

Az X, végs6 karra bevezetjilk az X; = U jelolést.

Jelolje egy M moddszerrel meghatarozott tartalékbecslés nagysagat Ry ,
a végsd kar becslését Uy,. Ha a k. lebonyolitési év karadatai ismertek, akkor
értelemszerten fennallnak

UM:Xk—i-RM és RM:UM—Xk.

Jelolje Uy a végss kar egy olyan elGzetes becslését (pl. a korabbi évek
tapasztalatait felhasznalva), ami a vizsgalt év mar meglévs kartapasztalatat
nem veszi figyelembe.

Ezzel a jeloléssel 1.3 definicié alapjan a Bornhuetter-Ferguson tartalék vala-
mely k£ < n év utén:

RBF = quo, ahol qr = 1 — Pk és UO = PIA{, (21)

P az adott évre vonatkozo6 dijel6iras, & pedig a végsé karhanyad becslése.
A lanclétra-modszer 1.1 egyenléség alapjan a végss karra a kovetkezd becslést
adja:
Xk
UcrL = P = Rop =Ucr — Xi, = (1 = pp)Ucr = @UcL- (2.2)
k

3kordbbi megjegyzésiink szerint a novekedési faktorokra mér gy gondolunk, mint va-
l6szintiségi valtozokra
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Ahogy 1.4 megjegyzésben mar megjegyeztiik, 2.1-bél jol latszik, hogy Rpp
csak az elGzetes becslésre - Uy - épit, addig 1.2-ben Ugp Xi-tol fiigg, igy
Rep a vizsgalt év mar meglévs kartapasztalatait - X - veszi figyelembe.
Megtehetjiik azonban, hogy mindkét informaciot bevonjuk a becslésiinkbe,
egy kevert tartalékolasi modszer esetleg sikeresebb lehet.

2.1. Klasszikus moédszerek keverése

Uy kezdeti karbecslés helyett nézziik a kovetkezst:
U.=cUcr+ (1 —c)Uy, ahol 0<c<1. (2.3)

Ebben megjelenik mind az el6zetes, korabbi informécion alapulé becslés (Uy),
mind pedig a mar meglévé kartapasztalatunk Ugqp-en keresztiil. Vegytik észre,
hogy minél tobb lebonyolitasi éven vagyunk tal, annal tobb informéaciot tar-
talmaz a mar meglévé kartapasztalat, igy azt a silyozasnal érdemes egyre
nagyobb sullyal figyelembe venni.

G. Benktander ezért |2]-ben azt javasolja, legyen ¢ = py.

2.1 Definicié: Az ilyen médon kapott modszert Benktander-médszernek
nevezziik, a modszerbdl nyerhetd tartalékbecslés

Rep = @Up, = qe(peUcr + (1 — pr)Uo) = qi( Xk + Rpr) = ¢Upp.  (2.4)
Xk arUo=RpBF

Vagyis Rgp = qUpp. Erre Ggy is nézhetiink, hogy a Bornhuetter-Ferguson
modszert alkalmazzuk, annyi kiilonbséggel, hogy az U, el6zetes karbecslés
helyett a Bornhuetter-Ferguson modszer altal szolgéltatott Upp becslésbdl
indulunk ki. Emiatt hivjak ezt a médszert iteralt Bornhuetter-Ferguson
moédszernek is. A GB moddszer végss karbecslése:

Usp = Xy + Res = Ucrpr + @e(peUct + ¢:Uo) =
=(1- qi)UCL + C];%Uo = U1—q,3- (2.5)

Mi torténik, ha ezt tovabb iteraljuk? Errél szol a kovetkezd, indukcioval
egyszertien belathato allitas.

2.2 Allitas: Az

Rm — qu(m)7 pm+1) — X + R™)
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iteracio tetszoleges Uy = U®) kezdsértékre a kovetkezst adja:

um = (1—¢"Ucr+ ¢V,
R™ = (1—¢")Rer + q;' Rir.

B1zONYITAS: Tegyiik fel, hogy az allitast mar tudjuk (m —1)-re, belatjuk
m-re is.

U™ = X, + R™ = Uprpe + g0

= Ucrpr + arl(1 — ¢ Ucr + i U] =
= +a— ") UcL + q;'Uo = (1 — ¢")Ucr + ¢ Uy,
1-nél hasznéltuk az indukcios feltevést. A masik allitas teljesen hasonléan

igazolhato. ]

E<nesetén 0 <pr <1 =0 < ¢ < 1, amibdl

lim ¢ =0, tehat lim R™ = R¢p,
m—r0o0 m—r0o0
vagyis az iterdci6 m — oo esetén a CL modszerhez tart.
Raadasul az iteraci6 meglehetGsen gyorsan tart a CL modszerhez, még
nem til magas elértségi szintek esetén is, ezt mutatja a kovetkezd tablazat:

(1 —q*) értéke, ha m értéke

| 3 4 5 6 8
0,4 | 0,784 | 0,870 | 0,922 | 0,953 | 0,983
0,5 | 0,875 | 0,938 | 0,969 | 0,984 | 0,996
0,6 | 0,936 | 0,974 | 0,990 | 0,999
0,710,973 | 0,992 | 0,998 | 0,999
0,8 [ 0,992 | 0,998 | 0,999

1. tablazat. A CL modszer silya az iteracié 1épései sorén

2.2. Optimalis saly - a Mack-modell

Ebben az alfejezetben Mack [1]-beli eredményeit ismertetem egy sajat meg-
jegyzéssel kiegészitve.
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2.3 Definicié: Az R tartaléksziikséglet egy M modszerrel valo Ry, becslé-
sének atlagos négyzetes eltérésén a kovetkezGt értjiik:

E(Ry — R)*> =mse(Ry). * (2.6)
Legyen 2.3-hoz hasonl6an
R.=cRcrp + (1 —¢)Rpr, ahol 0<c¢<1,

vagyis az alkalmazott M modszeriink az, hogy valamilyen c sullyal keverjiik
a CL és a BF modszert.

R.=c(Rcr — Rpr) + Rpr.

Ez a kifejezés c-ben lineéris, igy mse(R..) c-nek masodfoku fliggvénye, vagyis
létezik c-ben minimuma. Céliink ezen optimalis ¢ stily meghatarozasa.

A levezetéshez feltessziik, hogy Uy elGzetes becslés fiiggetlen Xj-t6l (va-
gyis nem hasznalja az adott évi kartapasztalatot), fiiggetlen R-t6l és U-
tol, valamint fennall, hogy E(Uy)=E(U), vagyis az el6zetes becslésre hasz-
nalt modszer varhato értékben "pontos" a végsé karra. Uy szorasat jeloljiik
Var(Up)-al. Ezen feltevések mellett igaz a kovetkezs

2.4 Tétel: Az mse(R,.)-t minimalizalo optimalis ¢* sily

o P Cov(Xy, R) + pr qi Var(Up)
0k Var(Xy) + p; Var(Up)

B1zONYITAS:

E(R.— R)* = E[c(Rcr, — Rr) + Rpr — R)* =
= CZE(RCL — RBF)2 — 2CE[(RCL — RBF>(R — RBF>]+
+ E(Rpr — R)*.

Ezt ¢ szerint derivalva :

0
%E(R — Rc>2 = 2CE(RCL — RBF)2 — 2E[(ROL — RBF)(R — RBF)]

“mse - mean squared error
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Ezt O-ra rendezve az optimalis c¢* stly:

dk
+ _ El(Rcr — Rpr)(R — Rpp)] E[<P_ka - QkUO) (%~ alh) _

CcC = = =

E(Rcr, — Rpr)? E(Z—ka — qxlp)?
k

dk

Z L E(X, — prUg) (R — q,.U,
o (X — peUo)( 0Uo)] P E[(Xx — pelUo)(R — qUo)]
pu— 2 N

gk E(Xy, — prlo)?
(%) E(Xy — pel)?

_ e Cov[(Xy — prlo), (R — qilo)] _ pr Cov(Xy, R) + prgiVar(Uy)

o Var(Xy — prlUo) i Var(Xg) + p2Var(Uy)

Az utolso el6tti 1épésben azt hasznéltuk ki, hogy
E(X), — pelo) = E(Xy) — prE(Uo) = Xy, — pE(U) = 0

pi definicidja szerint, és E(R — q,Uy) = 0 hasonléan.

Az utolsé 1épésben pedig felhasznaltuk, hogy U, fiiggetlen R-t61 és Xp-tol,
igy Cov(Uy, R) = Cov(Uy, Xi) = 0 és Var(Xy —prUp) is felirthato a fiiggetlen
valoszintiségi valtozok variancidinak 6sszegeként. |

Ahhoz, hogy becslést tudjunk adni ¢*-ra, a 2.7-ben szereplé Var(Xy)-rol
és Cov(Xy, R)-16l kell tudnunk mondani valamit. Az X /U feltételes elosz-
lasara éliink feltevéssel, az elsG feltevés lényegében ekvivalens azzal, ahogy
pr-ra eddig gondoltunk, a masodik feltétel pedig a feltételes eloszlas szora-
sara kovetel meg egy paraméteres alakot (a késGbbiekben ezekre fogunk tugy
hivatkozni, mint a Mack-modell kiindulo feltételei):

E (% | U) . (2.8)
Var (% | U) — g BAU). (2.9)

Bevezetjiik még az o*(U) = U? - B*(U) jelolést.
2.8-bdl és 2.9-b6l egyszeriien kapjuk a kovetkezdket:

Var(X; |U) = prgro(U). (2.11)

Varhato értéket véve 2.10-ben:

E(E(X,,|U)) = B(Xy) = pp B(U). (2.12)
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2.11-re felirva a teljes szorasnégyzet tételét, Var(Xy)-ra adodik:

Var(Xy) = EVar(Xg |U)) + Var(E(X, |U)) =
= pege E(0*(U)) 4+ piVar(U) =

= pE(e*(U)) + pi (Var(U) — E(a*(U))) - (2.13)

Cov(Xy, R)-re:
Cov(Xg, R) = Cov(Xy, U — Xi) = Cov(Xy,U) — Var(Xy). (2.14)
Cov(Xg, U) = Cov(E(Xy |U),U) = p,Var(U), (2.15)

ezt és 2.13-at beirva 2.14-be:

Cov(Xy, R) = peVar(U) — [peE(a*(U)) + pi (Var(U) — E(a*(V)))] =
= (o — PV ar(U) — pap E(0*(U)) =
= pe(1 = pr)Var(U) — prgp E(a*(U)) =
= DL (VaT(U) — E(a2(U))) ) (2.16)

Irjuk be Var(X;)-ra és Cov(Xy, R)-re kapott 2.13-as és 2.16-os kifejezé-
seket az optimalis c*-ot megado6 2.7-es formulankba, ebbdl kézvetlen adodik
a

2.5 Tétel: 2.8 és 2.9 feltevésekkel élve a mse(R.)-t minimalizalo optimalis
c* suly:

E 2
P S (a*(1))

pr 4+t Var(Uy) + Var(U) — E(a?(U))

(2.17)

Megjegyezziik még, hogy:
E(R) = E(U = Xi) = E(U) — E(Xy) = ¢ E(U).
A korabbiak felhasznalasaval pedig

Var(R) = Var(U) —2Cov(Xy,U) + Var(Xy) =
= Var(U)(1 = 2px + pi) + pranE(0*(U)) =
= qVar(U) + prgp E(0*(U)) =
= aE(a*(U)) + ¢ (Var(U) — E(e*(V))) -
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Mennyi az atlagos négyzetes eltérés minimumat adé mse(R.-)? Altalaban
fogjuk felirni mse(R,)-t minden 0 < ¢ < 1 -re:

mse(R,) = E(cRor + (1 — ¢)Rpr — R)? =
= Ble(Rer — R) + (1 = ¢)(Rpr — R)|* =
= mse(Rer) + 2¢(1 — ¢) E[(Rer — R)(Rpr — R)| +

(.

+ (1 — ¢)*mse(Rgpr).

1 2
A= E[(RCL — R)(RBF — R)] :CO’U(RCL - R, RBF - R) =

— —Cov(Rer, R) + Var(R) = Var(R) — Z—kC’ov(Xk, R) =
k

= aB(@*(U) + 6 (Vor(U) - B()) =" peae (Var(U) — B(*(U))

Var(R) Cov(Xg,R)
= @ E(a*(U)).

I
mse(R.) = *mse(Rer) +2¢(1 — ¢)q E(a?(U)) + (1 — ¢)*mse(Rpr). (2.18)
Ezzel kifejeztiik a c sillyal kevert R. modszer atlagos négyzetes hibajat a
klasszikus modszerek - CL és BF - négyzetes hibaival.

2.6 Megjegyzés: A keverék négyzetes hibajanak a kevert modszerek négy-
zetes hibaiaval valo levezetésében csak azt hasznaltuk, mégpedig az 1-essel
jelolt egyenlGségnél, hogy a két kiindulasi modszeriink varhato értékben pon-
tos (nevezziik ezeket X és Y modszernek), azaz E(Rx) = E(R) = E(Ry),
illetve a 2-essel jelolt egyenlGségnél azt, hogy a végss kar elGzetes becslése
fiiggetlen R-t6l és X-tol. Ez esetben tehat altalaban igaz, hogy ha a kiindul6
2.8 és 2.9 feltételek teljesiilnek, akkor az

R;=dRx + (1 — d) Ry modszerre fennall (0 <d <1):

mse(Ry) = d*mse(Rx) + 2d(1 — d)gr E(a*(U)) + (1 — d)*mse(Ry).

16



A klasszikus modszerek négyzetes hibai:
mse(Rer) = E(Ror, — R)? = Var(Rer — R) = Var(Rep)—
—2Cov(Rer, R) + Var(R) = (]3—’;)2 Var(Xy) — Q;—icou(xk, R)+
4k

T Var(R) = (p—) E((V)) + 72 (Var(U) — B(?(0)))]-

N QIZ_iPka (Var(U) — E(o*(U))) + auE(o*(U))+

L@ (Var(U) — EQX(U)) = (j?— ; qk) E@(0) = L B2()).

mse(Rpr) = E(Rpr — R)> = Var(Rpr — R) 3 Var(Rpr) + Var(R) =
= q;Var(Uo) + aE(a*(U)) + g (Var(U) — E(a*(U)))
=q; [Var(Up) + (Var(U) — E(aQ(U)))] +qE(a?(U))

N J/
-~

E(a*(U))
t

= BE(a*(U)) (qk + q?’%) : (2.20)

3-nal ismét hasznaltuk, hogy az el6zetes becslés, amib6l Rpp szadrmazik
fiiggetlen R-t6l. Irjuk be a mse(R,)-t megado 2.18-ba a klasszikus modszerek
négyzetes hibait megado kifejezéseinket:

mse(R.) = CQZ—ZE(&Z(U)) +2¢(1 — ) E(e?(U))+

+ (1 - O2E(e(U)) (qk N q?i) _

= E(?(U)) [CQZ—’; +2¢(1 = ¢)q + (1 — ¢)? (qk + qt—’%)} =

- B[ (2 -a) +acr L]

= E(*(U))q; Lj—k - q—lk Gl - 2 ] . (2.21)
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2
.. . c
E(a?(U)) és t nem fiigg a py elértségi szintt6l. Rogzitett ¢ sulyra a g7 - —

Dk
1
és a qi - — = q is csokken, ha py n6. Vagyis: minél magasabb elértségi
dk
szintnél tartunk, minél tobb informéaciot hordoz a méar meglévs kartapasz-
talat, mse(R,) annal kisebb, annal kisebb négyzetes hibaval tudjuk becsiilni
a valodi tartaléksziikségletet. (Természetesen magasabb elértségi szintnél a
tartaléksziikséglet is alacsonyabb, eleve egy kisebb értéket kell becsiilni.)
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3. Gamma eloszlasi karhanyad

Az el6z6 fejezetben levezettiik, milyen optimalis ¢* sillyal érdemes keverni a
CL és BF modszereket, hogy a keveréssel kapott R.~ mdédszer minimalizalja
mse(R.)-t és ki is fejeztiik a kevert R, modszer négyzetes hibajat. A leveze-
X
téshez kiilonbozé feltevésekkel éltiink, melyek koziil a legfontosabbak az 2k

hanyados feltételes eloszlédsara vonatkoztak. Megmutatjuk, hogy a felhasz-
nalt 2.8 és 2.9 feltételek mér viszonylag természetes esetben is fennallnak.

3.1. Kiindulé feltételek teljesiilése

Az egyszertibb frasmoéd érdekében az adatok most nem kumulaltak, vagyis
Z; jelenti azon karoknak az Osszegét, melyeket pontosan (i — 1) év késéssel
fizettek ki. Ez esetben feltessziik, hogy a kifutasi haromszog egy oszlopéara
jellemz6 karhanyadok I' eloszlastak, vagyis a pontosan (i — 1) év késéssel
kifizett karokra fennall: Z; ~ I'(c;, A) - P ahol P az alapfelbontashoz tartozo
elsirt dij.

Altalaban igaz, hogy fiiggetlen I' eloszlasok esetén:
k k
i=1 i=1

Az oszlopoknak megfelels eloszlasok fiiggetlenségét feltessziik (lasd 1.2-ben
a novekedési faktorokrol leirtakat), igy az X, = Zle Z; kumulalt karkifize-

tésekre: .
Xy ~T (Zak) . P.
=1

A végs6 karra pedig:

t t
UNF(Z@Z-,)\>-P:F(04,)\)~P, oz:Zozi—vel.
i=1 i=1

A kovetkezSkben megmutatjuk, hogy I' eloszlasu karhanyadot feltéve tel-
jesiilnek a Mack-modell kiindul6 feltételei, vagyis a X /U hanyados feltételes
varhato értékére és feltételes variancidjara fennéallnak:

Xk S Y
E(=|U) = hol = &=l 7 i : 3.1
(U' ) o bl =S =T & B
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X ;
Var (ﬁ@ = pr@rB*(U), ahol qr=1-p, = - =

(3.2)
Vezessiik be a Dy, = Z';:kﬂ Z; jelolést.
k t t
Xo+Dp=Y Zi+ > Zi=)» Zi=U (3.3)
i=1 i=k+1 i=1

Feltevésiink szerint Xj ~ ['(apg, A) - P valamint Dy ~ T'(agg, A) - P. Az
oszlopoknak megfelel6 valoszintiségi valtozokrol feltételeztiik a fiiggetlensé-
get, tehat Xy és Dy is fiiggetlenek. Vezessiik be az X = X, Y = X + Dy,
jeloléseket. (3.3 miatt Y=U.)

Az X|Y feltételes eloszlasara szeretnénk igazolni 3.1-et és 3.2-6t, ehhez
meg kell hataroznunk az X|Y feltételes eloszlast.

_ fxy(z,y)
fX|Y<x ly) = —fy(y) .

Vagyis sziikségiink lesz X és Y egyiittes stiriiségfiiggvényére. X és D, fiig-
getlenek és strtségfiiggvényiiket ismerjiik, ezt fogjuk kihasznalni a kévetkezo
altaldnos tétel segitségével:

3.1 Tétel: Ha F : Q — R* abszolit folytonos eloszlast valoszintiségi val-
tozo, ahol valamely V' C R* nyilt halmazra P(F € V) = 1 tovabba: g : V —
W W C RF W nyilt, g diffeomorfizmus, akkor G = go F' is abszoltit folytonos
eloszlasu és strtiségfiiggvénye:

fa=(fro g_l) det(Jacobi (g_l)).
A mi esetiinkben

F:=(Xy,D;) F:Q— R

Xy =XéDp =Y —X ezért g 1(X,Y) = (X,Y — X). g kénnyen lathatoan
diffeomorfizmus, ¢g—! Jacobi-méatrixa:

10
Tt = (—1 1)’

det J, 1 =1—0=1.
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Alkalmazzuk a 3.1 tételt:

fxy(z,y) = AT pOPe—1 oAz AT (y — x)2a—1 =AW= det J,-1
S ['(apy) INET) ’
)\a
— apg—1 o aqr,—1 —Ay
fX,Y('Ta y) F(Oépk)F(O-/Qk) T (y (L’) € : (34)
)\Oé
7 pope—l(y — plam—l o=y
oy < frte) _ Tapag) ™Y _
| fr () ATt
M’ °
I'(a — aqr— —a
- F(ozpng)(QQk) Ty =) Ty (3:5)

Ebbdl

E<X|Y=y>:/xf<xry>dx=

r
_ / F( (OC) xxapkfl (y _ x)aqkfl ylfoz dr =

apr)I'(agy)

= ...x=ys helyettesitéssel... =

[(c)
— T\ Sapk - Saqklla ds =

/ T {apo)T (0] (ys)™™ (y — ys) y
- / ozpkgijzaqk YTy (L sy ds =
_ oyl [(a) k(1 — g)—1 Jg =
Y] T(apo)T(agr) (ovqy) S (=) ’
B

_u (1. M) T(ape+1) . (3.6)

Dla+1) T(apy)

A B-vel jelolt fiiggvény Beta(apy + 1, aqy) eloszlas stiriiségfiiggvénye kons-
tanstol eltekintve, a megfelel§ konstanssal beszoroztunk és leosztottunk. Fel-
hasznalva, hogy I'(a + 1) = aI'(«) minden « esetén fennall, kapjuk, hogy:
1
E(X|Y =y) :Z/'E'Oépkzpky
. X . :

Vagyis E(X|Y) =pY = E (? | Y) = pi, amivel (3.1)-et igazoltuk.

Tovabbé:
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Var(X|Y) = E(X — E(X|Y)?]Y) = B(X?|Y) - E(X|Y)%. (3.7

BOC 1Y =) = [af(a|p)is

['(a) 2 ape—1 -1_1-
= | o—=—— 2 2 — )k *dr =
/ I'(api)T (agr) =) Y

= ...az el6z6hoz hasonld atalakitasokat alkalmazva ... =

5 api(ap, + 1)
ala+1)

, (3.8)

apg(apr +1)

= BE(X?|Y)=Y? (ot

frjuk be ezt és a mar igazolt 3.1-et 3.7-be:

Var(X|Y) = V2 (M) C(Y) =Y? <w - pg) _

ala+1) ala+1)
a’p? + apy, ap? + p
_y? k _2) —y? k e
( a?+a pk) a+1 Pr
RN A kel St AN et U AN
a+1 a+1

_y2 k(1 — pi) _ vy [ Pk

a+1 a+1)’

X
= Var | =|Y | = Prax , amivel 3.2-6t igazoltuk, vagyis teljesiilnek a
Y a—+1

1
Mack-modell kiindulo feltételei 2(Y) = B*(U) = ) U-t6l nem fiiggs
o

konstanssal.

3.2. Az elméleti optimalis sily

Emlékeztetiink, hogy a Mack-modellbdl nyert mse(R,)-t minimalizal6é opti-

malis tartalék
RC* = C*RCL + (1 — C*)RBF,
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az optimumot ado6 c¢* sily értéke pedig:

2
TS E(e*(U))

P+t Var(Uy) + Var(U) — E(a?(U))’

Ahhoz, hogy az optimalis ¢* silyt megkapjuk, sziikségiink lesz Var(U),
Var(Up) és E(a*(U)) = E(U?)B%(U) = E(U?)3? meghatarozasara. °

Feltételezéstink szerint most U ~ I'(a, A) - P. Ekkor fennallnak:

EWU) =

e

Var(U) = < - P2, (3.9)

e xe>e

P2y (g.p>2 — w-PQ. (3.10)

E(U* =Var(U)+EU)?* =
Uy elbzetes becslésnek a kovetkezGt valasztjuk: nézziik a kordbbi, mar
teljes kifutassal rendelkezé éveket és a végss karhanyadok atlaga lesz a végsé
karhédnyad becslése. Ezt megszorozva az aktudlis év el6irt dijaval becslést
kapunk az aktualis évhez tartozo végss karra. Altalanosan felirva a becslést,
tegyliik fel, hogy a vizsgélt évet megel6zGen [ évre ismert a teljes karkifutas,
vagyis ismertek a

Py, Py, ..., P, dijel6irasok és a
U, U_q-1y), ..., U_1 végs6 karkifizetések.

A korabbi évek karhanyad eloszlasair6l az aktualis évével megegyez6 kar-
hanyad eloszlast feltételeziink, specidlisan a végsé Kkarkifizetésekre:
Uy ~T(a,\) - P; YV i=1...1esetén. Az atlag torzitatlan becslés a
varhato értékre, ezért

I
U_;
27

l

m = torzitatlan becslés m = % -ra. (3.11)

Az el6zetes becslésiink a végsd karra: Uy = m - P, ahol P a vizsgélt év
dijelGirasa. Ez a becslés fiiggetlen a vizsgalt alapfelbontasi évhez tartozo,
mar megismert Cj, kartol. ©

Saz utolsd egyenldség azért teljesiil, mert az imént belattuk, hogy I' eloszlast karha-

nyadot feltételezve 32(U) nem fiigg U-tol.
bezt a fiiggetlenséget kihasznaltunk a Mack-modell levezetésében, tehét sziikséges, hogy

igy legyen
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Var(Uy) = P? - Var(m) =

=P E| = —m| =P F|~— =
2
P\ 2 lU—z
pr— _— E —_ pu—
(7) (2% )
1 (P\? U_, 9 P «a

Az l-essel jelolt egyenlGség azért igaz, mert

-k m varhat6 értékd valo-
i

szintiségi valtozok, igy ott éppen az Osszeg szorasnégyzete szerepel, tovabba
fiiggetlen, azonos eloszlastak, ezért az Osszeg szorasnégyzete a szorasnégyze-
tek Osszege.

A 2-essel jelolt egyenlGségnél pedig azt hasznéltuk, hogy éppen a ['(a, A\?)

@
(2 sz 2 :
szorasnégyzete szerepel, ami —

P A2
3.9-et, 3.10-et és 3.12-6t beirva a t-t meghatarozo kifejezésbe, kapjuk:

eloszlasi

B E(a2(U)) B EBU?)p _
- Var(Up) + Var(U) — E(a2(U))  Var(Uy) + Var(U) — BE(U2)B?
ala+1) , 1 a
P =
o )\2 [0 —|— 1 . )\2 _ l
Pla « ala+1) T
L p2 P2 -~
e e 2 arl WV
amibol ¢ = P — Pk (3.13)
P+t P+ 1

A kovetkezd megfigyeléseket tehetjiik:

e Ha [ n6, akkor ¢* csokken, vagyis kisebb silyt kap az aktudlis évbél
szamolt tartalék, 6sszhangban azzal, hogy nagyobb [ esetén az elGzetes
becslés tobb informéciéon alapul.
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e Mivel 0 < pp < 1, ezért ¢* értéke még magas elértségi szint és kevés
teljes kifutassal rendelkez6 korabbi év esetén sem til magas, vagyis Kki-
csi silyt kap Reop és nagy sulyt kap Rpp. Ez persze nem meglepd:
feltettiik, hogy a korabbi évek karhinyadainak eloszlasa meg-
egyezik a vizsgalt évével, igy az elGzetes becslés nemcsak torzitatlan,
hanem [-lel forditottan aranyos szérasnégyzetid. FEmiatt ez § szorasné-

gyete joval kisebb tud lenni, mint L szorasnégyzete, a BF modszer

pedig ebbdl a kisebb szorasu eldzetes becslésbdl, a CL modszer pedig
éppen X;-bol indul ki. Ilyen feltételek mellett tehat Rpp varhatdan
nagyon erdés lesz.

Egy konkrét numerikus példan szemléltetjiik a jelenséget:

Ui
Ha 5~ ['(12,20) - a végs6 karhanyad varhato értéke tehat 60 szazalék -

(2

X
tovabba py = 0,5 és [ =5 = Fk ~T(0,5-12,20).

var (U0 12 112 (X)) _05-12 30
ar| = | === - = —— ar| — | = =
P) 202 5 2000 J2 202 2000’

vagyis B¢ nagyobb szérasi adatbol indul ki, mint Rpp, természetes tehat
- ezen feltevések mellett -, hogy Rpr kapja a nagyobb siilyt a keverés soran,
valamint varhatoéan pontosabb becslést tud adni a tartaléksziikségletre. Az
elméleti optimalis silyokat tartalmazza a 2. abra tablazata.

| - teljes kifutdsa évek szdma

Dy 2 3 4 ] 6 7 8 9 10
0,2 0,090909 0,0625( 0,047619| 0,033462( 0,032258| 0,027778| 0,02439| 0,021735| 0,019608
0,3 0,130435( 0,090309( 0,069767| 0,056004| 0,047619| 0,041096| 0,036145| 0,032258| 0,029126
0,4 0,166667( 0,117647| 0,090203( 0,074074 0,0625| 0,054054| 0,047619| 0,042553| 0,038462
0,5 0,2| 0,142857| 0,111111| 0,090509| 0,076923| 0,066667| 0,058824| €,052632| 0,047619
0,6 0,230769| 0,166667| 0,130435( 0,107143) 0,090903( 0,078947| 0,069767 0,0625| 0,056604
0,7 0,259259( 0,189183( 0,148936| 0,122807| 0,104478| 0,09030%3( 0,08046| 0,072165| 0,065421
0,8 0,285714| 0,210526| 0,166667( 0,137931) 0,117647( 0,102564| 0,090503| 0,081633| 0,074074
0,9 0,310345| 0,230769| 0,183673( 0,152542| 0,130435( 0,113524| 0,101124| 0,090909| 0,0825659

2. abra. elméleti optimalis stulyok
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3.3. Mack-modell a gyakorlatban

A 2. fejezetben az optimalis sily és a kiilonb6z6 modszerek négyzetes hibai
levezetésében p, elértéségi szinteket ismertnek vettiik, konstansként kezeltiik.
Majd megnéztiik, hogy I' eloszlasti karhdnyadbdl kiindulva - miutan belat-
tuk, hogy ekkor teljesiilnek a modell kiindulé feltételei - mit ad a levezetett
optimaélis sily, ezt elérelatoan elméleti optimalis sulynak hivtuk.

A valosagban ezeket a p, = E(X;/U) értékeket nem ismerjiik. Viszont
a mar megismert kidradatokbol tudjuk Gket becsiilni, jeloljiik a becsléseket
pr-pal, pr minden becslése c* egy becslését szolgaltatja:

~

Pk
]?Ak-f—tA

&=

I" eloszlasu karhanyad esetén (mi tovabbra is ezzel foglalkozunk)

~

Pk
pAk—Fl.

&=

Az egyszeriiség kedvért a tovabbiakban Vi-re Pi-t és P-t 1-nek valasztjuk,
ezzel elérjiik, hogy az X; ;/P; kirhanyadok helyett X ; kirok eloszlasa lesz I'
eloszlast. Az optimalis stilyban P nem szerepel, az elézetes becslést U_;/P_;
atlagai adjék, de itt P_; egyenl6nek valo véalasztasa (specidlisan: azonosan
egynek) csak annyit jelent, hogy stabil, nagyjabol ugyanakkora portfolionk
van minden évben, vagyis a biztositd altal viselt kockdzat mértéke nem val-
tozik, hiszen a dij a kockazati kitettség egy mértéke. *

Célunk annak megvizsgaldsa, hogy az ezzel a c*-val megadott kevert R
tartalék atlagos négyzetes hibaja hogyan viszonyul a klasszikus modszerek
atlagos négyzetes hibaihoz. Innentél mindig 6 lebonyolitasi periddust fogunk
vizsgélni, vagyis feltessziik, hogy 5 évnél nagyobb késéssel nem torténik karki-
fizetés, a kordbbi jeloléseinkkel: ps = 1 vagy ezzel ekvivalensen X; 6 = X5, .

3.3.1. A becslés 1épései

Egy konkrét példan végigvissziik hogyan épiilnek fel a becsléseink, hogyan
kapjuk meg a CL, BF és az - immaron becsiilt - optimalis sullyal kevert
tartalék négyzetes hibait. Az els teljes kifutasa évet tekintjilk az elsé alap-
felbontési peribdusnak.

“P=1-re gondolhatunk gy is, hogy egy kelléen nagy egységhen szdmolunk, mondjuk
milliard, vagy tizmillidrd forintban
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1, Kifutési haromszog generalasa

I eloszlasa karokat fogunk generalni a kifutasi haromszégbe, néhany korabbi,
teljes kifutasi évvel egyiitt, vagyis V ¢ alapfelbontasi és j lebonyolitasi peri-
6dusra legeneraljuk a Z; ; nem kumulalt kdroknak megfelels értékeket egy
I'(aj, A) eloszlast valészintiségi valtozobol. Mivel minden i-re kozosek a pa-
raméterek (a kérok eloszlasa nem fiigg az alapfelbontéasi periodustol), ezért
ha megmondjuk az egyes lebonyolitasi periddusokra jellemz6 «; paramétere-

ket és A-t, akkor mindent megmondtunk.

Legyen A = 20, a példankban 4 teljes kifutasi évet vesziink, a tablazatban a

megfelels «; értékeket is feltiintetjiik:

alapfelbontasi a; értéke

periodus 5,2 2 1,6 1,6 0,8 0,8
1 0,30138 | 0,08979 | 0,18122 | 0,09102 | 0,36639 | 0,02641
2 0,34699 | 0,03877 | 0,10061 | 0,02406 | 0,00087 | 0,08475
3 0,18364 | 0,14163 | 0,07638 | 0,11700 | 0,08978 | 0,14194
4 0,20697 | 0,09955 | 0,05920 | 0,07127 | 0,09553 | 0,10522
5 0,31836 | 0,14907 | 0,11966 | 0,07333 | 0,11750
6 0,14893 | 0,18986 | 0,07843 | 0,28943
7 0,51170 | 0,06961 | 0,11361
8 0,16776 | 0,11418
9 0,27094

2. Kumulalt haromszog

Az el6z6 nem kumulalt haromszogbdl legyartjuk az X, , = E§=1 Z; ; kumulalt
értékeket tartalmazo haromszoget. Ezt ugy is nézhetjilk, mintha X ,-ket

r (Z?Zl o, )\> eloszlast valoszintiségi valtozobol generaltuk volna.

alapfelbontasi 2?21 a; értéke

periodus 5,2 7.2 8.8 10,4 11,2 12
1 0,30138 | 0,39117 | 0,57239 | 0,66342 | 1,02981 | 1,05623
2 0,34699 | 0,38576 | 0,48637 | 0,51044 | 0,51131 | 0,59606
3 0,18364 | 0,32527 | 0,40165 | 0,51866 | 0,60844 | 0,75039
4 0,20697 | 0,30652 | 0,36572 | 0,43700 | 0,53253 | 0,63775
5 0,31836 | 0,46743 | 0,58709 | 0,66043 | 0,77793
6 0,14893 | 0,33879 | 0,41723 | 0,70667
7 0,51170 | 0,58132 | 0,69493
8 0,16776 | 0,28194
9 0,27094

3. pi elértségi szintek becslése
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A CL és a BF modszerek esetén a py elértségi szintek becslése az 1.2 defini-
cioban definidlt modon torténik, elgszor a kumulalt kifutasi haromszogbdl a
lanclétra-modszerrel megbecsiiljiik a névekedési faktorokat, majd ezek recip-
rokainak hatulrol vett szorzata adja py lanclétra becslését.

p; becsiilt értékei elméleti értékek
D1 0,32429 p1| 5,2/12=0,43
D2 0,45670 pe | 7,2/12=0,6
D3 0,57579 ps | 8,8/12=0,73
D 0,71130 ps | 10,4/12 =0,86
Ds 0,88214 ps | 11,2/12 =10,93

4. Uy el6zetes becslés

El6zetes becslésnek a korabbi, mar teljes kifutassal rendelkezs évek végss
karainak atlagat valasztottuk. Itt most:

Up = (1,05623 + 0,59606 + 0, 75039 + 0,63775)/4 = 0,76011

Bevezetiink egy jelolést: az M modszerrel meghatarozott tartalék eseté-
ben R);,-vel fogjuk jelolni az . lebonyolitasi évhez tartozé tartalékot. Tehat
Ry, annak az alapfelbontéasi évnek a tartaléka, amikor még csak egy lebo-
nyolitasi periodus adata ismert (nekiink most a 9. alapfelbontési év ilyen),
Ry, esetében 2 lebonyolitasi periodus adata ismert (most a 8. év ilyen) stb.

5. Az optimalis sily becslése

~

o= Pk
pr+ 1
I' eloszlast adatok esetén t becslésének természetesen adoédik a korabbi,

maér teljes kifutasa évek szama. De hasznalhatjuk a ¢ eredeti alakjat hasznalo
becslést is, ez ugyanis visszaadja [ = 4-et:

o Ee)

Var(Up) + Var(U) — E(@Q(U)).

e Az Var(U) becslése a mar teljes kifutasta évek végs6 karadatainak kor-
rigdlt tapasztalati szorasnégyzete lesz, jelolje S, ez torzitatlan becslés

Var(U) = %—re.
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e E£(U?) masodik momentum becslése pedig

- .

- Var(U) ~ Var(U)

e (x

e [ teljes kifutast korabbi év esetén

Var(U) ——  Var(U)

V(I’I"(UQ) = L L

— 1

E(UQ)&

i= —

~

Var(Uy) + Var(U) — E(U?)

+
—
|

T —— — I
VCM"(U()) + VG/T(U) — E(U2>/\—
(EWU))?

——— +1

Yl varto) - 0

Ennek a felirdsnak az az elénye, hogy sziikség van a végsé kar variancia-
janak és masodik momentumanak a becslésére is (és természetesen varhato
értékének becslésére is, de ezt mar Uy-nal megtettiik), ezek 6nmagukban ér-

tékes informaciokat hordozhatnak.
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becsiilt értékek elméleti értékek
EWU) |0,76011 | E(U) 12/20=0,6
Var(U) | 0,04322 | Var(U) | 12/20%=0,03
E(U?) |0,62099 | E(U?) 0,39
c 0,07499 i 0,0977443
c 0,10247 ch 0,1304347
s 0,12583 c 0,1549295
c 0,15097 ) 0,1780821
ck 0,18068 ck 0,1891891

6. Rop és Rpp és R.~ meghatarozasa

Rpp, = (1 —p;)Us = ¢;U,,

~

i

Rer, = Xio—ii—

k3

i

N2
Rpr, | 051361 | Rop, | 0,56455 | R.: | 0,51743
Rpr, | 0,41296 | Ror, | 0,33540 | R.: | 0,40501
Rpr, | 0,32244 | Reyp, | 0,51198 | R | 0,34629
Rpr, | 021944 | Rep, | 0,28681 | R, | 0,22961
Rpr, | 0,08958 | Roy, | 0,10393 | R, | 0,09217

7. A négyzetes hibdk meghatarozasa

Az egyes pontban a kifutasi haromszog generalasakor a "jovébeli” karokat -
vagyis az als6 hdromszog értékeit - is legenerdljuk: a meglévs adatainkbol

ezeket az értékeket szeretnék minél pontosabban becsiilni.

alapfelbontasi a; értéke
periodus ) 2 1,6 1,6 0,8 0,8
5 o 0,01129
6 e 0,03593 | 0,05155
7 e 0,15020 | 0,09689 | 0,03741
8 e 0,06023 | 0,07061 | 0,01929 | 0,04315
9 0,12527 | 0,18358 | 0,02784 | 0,07643 | 0,20362

A megfelel§ sorosszegek lesznek az alapfelbontasi peribdusok tényleges tar-

taléksziikségletei.®

8Emlékeztetiink, hogy R;-vel jeldljiik annak az alapfelbontési évnek a tartaléksziikség-

letét, amelyikbdl ¢ év karadatai ismertek.
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Ry | 0,61677
R, | 0,19329
R | 0,28451
R, | 0,08748
Rs | 0,01129

Az M modszerrel meghatarozott tartalék négyzetes hibaja abban az alap-
felbontasi évben, amelyben i év karadatai ismertek: (Ry;, — R;)%.

(Ry, — Ri)?
M 1 2 3 4 5
BF | 001064 | 0,04825 | 0,00143 | 0,01741 | 0,00612
CL 0,00272 | 0,020192 | 0,05174 | 0,03973 | 0,00858
kevert | 0,00986 | 0,04482 0,00381 0,02019 | 0,00654

Vastagon a legpontosabb tartalékot szedtiik. °

Ezt az eljarast 10000-szer ismételjiik meg, és vizsgaljuk az egyes modszerek
atlagos négyzetes hibait a 10000 generalas soran. A kifutasi haromszogek ge-
neralasara és a fenti becslések elvégzésére Visual Basicben irtam programot.

3.2 Definicié: Standard hiba
Egy modszer n szamu generalas melletti standard hib4jan az n generalashoz
tartozo atlagos négyzetes hiba négyzetgyokét értjiik.

A fogalom jol lathatéan analog a szérassal, ami a varhato értéktsl valo var-
hat6 négyzetes eltérés négyzetgyoke. 10 Késébbi tablazataink a modszerek
10000 generalas melletti standrad hibait fogjak tartalmazni, az el6irt dij (fel-
tevésiink szerint most az 1) ardnyaban kifejezve.

A kovetkez§ elGzetes észrevételeket tessziik:

- minél tobb teljes kifutassal rendelkezd korabbi éviink van, a BF modszer
annal erGsebb lesz, hiszen az el6zetes Uy becslés annal pontosabb.

- a tobb teljes kifutast év hatasara a ¢; novekedési faktorokat, igy a p;
elértségi szinteket is pontosabban tudjuk becsélni, tehat ennek a tényezének
a hatasara mindkét klasszikus modszer pontosabb lesz.

- kiilbnb6z6 szorasu adatokat fogunk vizsgalni, azonos "lebonyolddéasi
minta" mellett. Ez azt jelenti, hogy a tényleges p; elértségi szinteket nem

9A tovabbiakban sokszor a legpontosabb tartalékra, mint "nyertes" tartalék hivatko-
zunk és tablazatainkban vastagon szedjiik a nyertest.

19A standard hiba tehat NEM az abszolit eltérések atlaga, hanem az abszolut eltérések
négyzetei atlaganak négyzetgyoke. El6bbi a pozitiv abszoldt eltérések szamtani, utébbi
négyzetes kozepe.
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aq 25:1 Qj 25:1 Q;j Z?:1 Qj Z?:1 Q;j Z?:1 aj | A | Uszbrasa
26 36 44 52 26 60 100 | 7,746%
13 18 22 26 28 30 50 | 10,954%
52| 7.2 8.8 10,4 11,2 12 20 | 17,32%
3,9 5,4 6,6 78 8,4 9 15 | 20%

2. tablazat. A T' eloszlasok paraméterei

valtoztatjuk, de az eloszlasok szorésat, amibdl az adatok szarmaznak, igen.
A tényleges lebonyolodasi mintank a kovetkezo lesz: a végss karhanyad 60%,
az elértségi szintek pedig:

p1:07437 p2:OJ67 p3:O7737 p4:07867 p5:0793

Ezek a 2. tablazatban feltiintetett paraméterekkel megadott I' eloszlast valo-
szintiségi valtozokbol fognak szarmazni. Az elsé két esetben viszonylag kicsi
szorasi, a masodik két esetben viszonylag nagy szoérasu portfoliorol beszél-
hetiink. Az "1,96 o szabalybol" adddo konfidenciaintervallumok nagysaga a
végs6 karra rendre 30,4%, 42,9%, 67,9%, 78,4% a dij szazalékiban (a vart
végss kar a dij 60%-a).

3.3.2. Az elértségi szintekrél

Milyen pontosan tudjuk becsiilni a tényleges elértségi szinteket?

A 4. dbra mutatja a becslések standard hibait. p; CL becslése 6 — ¢ no-
vekedési faktor reciprokanak szorzata, tehat nagyobb i-re kevesebb becslés
szorzata adja p; becslését. Emiatt nagyobb i-re annak ellenére pontosabbak
a becsléseink, hogy a kifutasi haromszogben "rovidebb" oszlopok adjak a no-
vekedési faktorok CL becsléseit. Ez alol jol lathatdéan kivétel az elsé oszlop,
pedig 6 a legtobb becslés szorzataként all el6. Ennek oka, hogy py = 0,43 el-
értségi szint alacsony, szoval csak az abszolit standard hiba kisebb, a becsiilt
érték aranyadhoz mért relativ hiba természetesen méar nagyobb.

Jegyezziik meg, hogy az elértségi szintek becslései mindkét klasszikus
modszerben szerepelnek, de a CL becslés pontossagit jobban befolyésoljak.
A 3. 4bra azt mutatja, hogy a kiilénb6z6 elértségi szinteken az elértségi szint
becslésének adott szazalékos valtozasanak hatasara a tartalékbecslés megval-
tozésa a kiindulasként becsiilt tartalék hany szazaléka. A 3. sorok ezeknek
a relativ valtozédsoknak az aranyait mutatjak.
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elértségi szintek

0,4 0,45 0,5 0,55 0,6 0,65 0,7 0,75 0,8 0,85 0,9
1% | 0,67% 0,82%| 1,00% 1,22% 1,50%| 1,86% 2,33% 3,00% 4,00% 5,67% 9,00%| BF
1,65% 1,80%  1,98% 2,20% 2,48%  2,83% 3,30% 3,96% 4,95% 6,60% 9,90%| CL
0,40 0,45 0,51 0,56 0,61 0,66 0,71 0,76 0,81 0,36 0,91
2% | 133% 1,64% 2,00% 2,44% 3,00% 3,71% 4,67% 6,00% 8,00% 11,33% 18,00%| BF
3,27% 3.57% 3,92% 4,36% 4,90% 560% 654% 7.84% 9,80% 13,07% 19,61%| CL
0,41 0,46 0,31 0,36 0,61 0,66 0,71 0,77 0,82 0,87 0,92
3% 2,00% 245% 3,00% 3,67% 450% 557% 7.00% 9,00% 12,00% 17,00% 27,00%| BF
4,85% 5,30% 5,83% 647% 7.28% B,32% 9,71% 11,65% 14,56% 1542% 29,13%| CL
0,41 0,46 0,52 0,57 0,62 0,67 0,72 0,77 0,82 0,88 0,93
4% | 2,67% 3,27% 4,00% 4,89% 6,00% 7.43% 9,33% 12,00% 16,00% 22,67% 36,00%| BF
641% 6,99% 7,69% 8,55% 9,62% 10,99% 12,82% 15,38% 19,23% 25,64% 38,46%| CL
0,42 0,47 0,52 0,57 0,62 0,68 0,73 0,78 0,83 0,88 0,94
5% | 3,33% 4,09% 500% 6,11% 7,50% 9,29% 11,67% 15,00% 20,00% 28,33% 45,00%| BF
7,94% 8,66% 9,52% 10,58% 11,90% 13,61% 15,87% 19,05% 23,31% 31,75% 47,62%| CL
0,42 0,47 0,53 0,58 0,63 0,68 0,74 0,79 0,34 0,29 0,95
6% | 4,00% 4,91% 6,00% 7,33% 9,00% 11,14% 14,00% 18,00% 24,00% 34,00% 54,00%| BF
9,43%  10,29% 11,32% 12,58% 14,15% 16,17% 18,87%| 22,64% 28,30% 37,74%| 56,60%| CL
0,42 0,48 0,33 0,38 0,64 0,69 0,74 0,80 0,85 0,90 0,95
% 4,67% 5,73% 7,00% 8,56% 10,50% 13,00% 16,33% 21,00% 28,00% 39,67% 63,00%| BF
10,90% 11,89% 13,08% 14,54% 16,36% 18,69% 21,81% 26,17% 32,71% 43,61% 6542%| CL
0,43 0,48 0,54 0,59 0,64 0,70 0,75 0,80 0,86 0,91 0,96
8% 5,33% 6,55% B8,00% 9,78% 12,00% 14,86% 18,67% 24,00% 32,00% 45,33% 72,00%| BF
12,35% 13,47% 14,81% 16,46% 18,52% 21,16% 24,69% 29,63% 37,04% 49,38% 74,07%| CL
0,43 0,49 0,54 0,59 0,65 0,70 0,76 0,81 0,86 0,92 0,97
9% | 6,00% 7,36% 9,00% 11,00% 13,50% 16,71% 21,00% 27,00% 36,00% 51,00% 81,00%| BF
13,76% 15,01% 16,51% 18,35% 20,64% 23,59% 27,52% 33,03% 41,28% 55,05% 82,57%| CL
0,44 0,49 0,55 0,60 0,65 0,71 0,76 0,82 0,87 0,93 0,98
10% | 6,67% 8,18% 10,00% 12,22% 15,00% 18,57% 23,33% 30,00% 40,00% 56,67% 90,00%| BF
15,15% 16,53% 18,18% 20,20% 22,73% 25,97% 30,30% 36,36% 45,45% 60,61% 90,91%| CL
0,44 0,50 0,55 0,61 0,66 0,72 0,77 0,83 0,88 0,94 0,99

3. abra. BF és CL tartalékok véltozasa és a valtozasok aranya a kiilonbo6z6
elértségi szinteknél
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p; becsléseinek standard hibai

i=1 i=2 i=3 i=L i=5

I=1 | A=100( 3,4753% 3,9238% 4,0263% 3,7364% 3,2327%
A=50 | 4,9267% 5,5268% 5,6551% 5,2037% 4,4134%
A=20 | 7,6865% B8,6019% 8,8629% B8,1540% 6,9384%
A=15 | 8,7864% 9,8312% 10,0213% 9,2076% 7,8335%
I=2 | A=100| 2,9537% 3,2572% 3,2318% 2,8043% 2,2690%
A=50 | 4,1901% 4,6010% 4,5348% 3,9708% 3,2043%
A=20 | 6,5966% 7,1860% 7,1461% 6,2171% 5,0398%
A=15 | 7.5640% 8,2368% 8§,1569% 7,1357% 5,7627%
I=4 | A=100 | 2,4252% 2,5825% 2,4678% 2,0539% 1,6085%
A=50 | 3,4638% 3,6653% 3,5031% 2,8911% 2,2521%
A=20 | 5,4366% 5,7863% 5,5474% 4,5636% 3,5193%
A=15 | 6,2930% 6,6665% 6,4004% 5,2857% 4,1375%
=10 | A=100 | 1,78559% 1,8215% 1,68388% 1,3533% 1,0233%
A=50 | 2,4892% 2,5700% 2.4059% 1,9168% 1,4437%
A=20 | 3,9389% 3,9918% 3,7183% 2,9913% 2,2840%
A=15 | 4,5376% 4,6748% 4,3851% 3,4704% 2,6159%

4. dbra. az elméleti elértségi szintek becsléseinek standard hibai

3.3.3. Eredmények

e A teljes kifutast évek szama sok : [ =4 és [ =10

i=1 i=2 i=3 i=4 i=5

A=100 BF 6,1208% 5,0774% 4,1657% 2,0533% 2,0881%
cL 9,3117% 6,5186% 4,8489% 3,1878% 2,1588%
kevert | 6,1370% 5,0730% 4,1666% 2,9557% 2,0884%
A=50 BF 8,6114% 7,1022% 6,0033% 4,1820% 2,9849%
CL  |13,1119% 9,3640% 6,9997% 4,4872% 3,1023%
kevert | 8,6206% 7,1997% 6,0092% 4,1830% 2,9863%
A=20 BF  |13,4372% 11,4338% 0,3328% 6,5749% 4,6496%
CL  |20,7198% 14,9437% 10,9284% 7,0926% 4,8279%
kevert |13,4416% 11,4473% 9,3342% 6,5759% 4,6494%
A=15 BF  |15,7168% 13,0554% 11,0502% 7,6116% 5,4754%
CL  |24,3573% 17,2923% 12,9740% 8,2314% 5,7245%
kevert |15,7335% 13,0711% 11,0613% 7,6131% 5,4789%

5. dbra. tartalék becslések standard hibai, 10 teljes kifutasia év
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i=1 i=2 i=3 i=1 i=5
A=100 BF 6,3953% 5,4122% 4,4198% 3,0853% 2,2295%
cL 9,6668% 6,9288% 5,1724% 3,3427% 2,3128%
kevert | 6,4151% 5,4292% 4,4354% 3,0951% 2,2322%
A=50 BF 8,0819% 7,6851% 6,2107% 4,4501% 3,1264%
CL  |13,7652% 9,9012% 7,3251% 4,7984% 3,2629%
kevert | 9,0122% 7,7149% 6,2358% 4,4591% 3,1322%
A=20 BF  |14,3526% 12,0086% 9,8975% 6,0120% 4,9983%
CL  |22,2310% 15,6346% 11,5289% 7,5465% 5,2572%
kevert |14,3723% 12,1072% 9,9077% 6,9303% 5,0087%
A=15 BF  |16,2186% 13,7122% 11,3264% 7,9856% 5,7599%
CcL  |25,0407% 18,0350% 13,5119% 8,7773% 6,1016%
kevert |16,2198% 13,7365% 11,3568% 8,0068% 5,7758%

6. abra. tartalék becslések standard hibai, 4 teljes kifutasa év

Mint mar elére jeleztiik, a BF ilyen koriilmények kézott nagyon erds, hiszen
az el6zetes becslés, amit hasznal, sokkal kisebb szorast adatbol indul ki. Ezt
egy joval nagyobb szorasu becslés hozzakeverésével nem tudjuk ellensilyozni,
hidba a szép elméleti hattér. A kisebb meglepetést inkabb az jelentheti, hogy
egyszer mégis nyerni tudott a kevert modszer a(z ilyen koriilmények kozott
altalanosan) joval gyengébb CL modszer hozzakeverésével. Az okok:

i, [ =10 miatt a CL médszert épphogy hozzakevertiik a BF-hez, hiszen az
elméleti optimélis silyok rendre

| ¢; =0,04153 | ¢5 = 0,05660 | ¢; =0,06832 | ¢; =0,07975 | ¢; =0, 08536 |

10 teljes kifutasi év esetén (és
| ¢; =0,09774 | ¢5 =0,13043 | ¢; =0,15492 | ¢; = 0,17808 | ¢f = 0,18918 |

4 teljes kifutasu év esetén.)

ii, rdadasul [ = 10 miatt sok adatbol becsiiljiik p;-ket (az oszloposszege-
ket legaldbb 10 kumulalt érték adja, ezzel a becslés bizonytalansiga
lecsokken) és i = 5-re az elértségi szint becsléséhez csupan egy nove-
kedési faktor becslésére van sziikségiink. A 4.abrabol lathatjuk, hogy
1 = 5-re, kiilonodsen [ = 10 esetén kicsi a standard hiba, ami mivel eb-
ben az esetben nem egy generalasonként valtozo értéktsl, hanem egy
fix, elméleti értéktdl vett tavolsdgot mér, mutatja, hogy a becslések
kis intervallumban szérédnak.
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e A teljes kifutasu évek szama 2.

Itt mér izgalmasabb a kép. Kétszer akkor tudott nyerni a kevert tartalék,
amikor a lebonyolitasbol még csak 1 év telt el, a tartaléksziikséglet ekkor a
legnagyobb, a pontos tartalékbecslés itt kiilonosen sokat ér. Raadasul most
méar az elméleti optimalis silyok is nagyobbak:

| ¢ =0,17808 | ¢5 = 0,23076 | ¢ =0,26829 | ¢; = 0,30232 | ¢f =0, 31818 |

i=1 i=2 i=3 i=4 i=5

A=100 BF 6,0148% 5,6260% 4,6699% 3,4064% 2,4325%
CL 9,9644% 7,0820% 5,3941% 3,6513% 2,5558%
kevert | 5,9190% 5,6410% 4,6908% 3,4208% 2,4492%
A=50 BF 9,6032% 8,1533% 6,6808% 4,7877% 3,4727%
CL |14,0143% 10,3369% 7,7272% 5,1876% 3,6538%
kevert | 9,5796% 8,1903% 6,7151% 4,8132% 3,4949%
=20 BF  |15,2032% 12,6240% 10,3344% 7,3903% 5,5200%
CL  |23,2813% 16,7168% 12,3311% 8,3071% 5,9406%
kevert |15,2305% 12,6996% 10,4237% 7,4680% 5,5677%
A=15 BF  |17,7948% 14,8765% 12,2183% 8,8340% 6,3407%
CcL  |27,1034% 19,3651% 14,6387% 9,9129% 6,9995%
kevert |17,7865% 14,9364% 12,2802% 8,9102% 6,4207%

7. dbra. tartalék becslések standard hibai, 2 teljes kifutasi év

e A teljes kifutasiu évek szama 1.

Ekkor el6zetes becslésnek az egyetlen teljes kifutasa év végss karat valasztjuk,
ennek a szorasnégyzete mar nem kisebb, mint a CL moddszer altal hasznalt
aktualis kartapasztalatoké. A Mack-modell ereje itt mar megmutatko-
zik, a 4 elsé felbontéasi évhez tartozo tartalékolas koziil mindet, a 4 masodik
felbontasi évhez tartozo tartalékolds koziil 3-at megnyert a kevert tartalék,
valamint egyszer a harmadik felbontasi periddusban is nyerni tudott. Az
elméleti optimalis silyok:

| ¢ =0,33106 | ¢5 =0,38701 | ¢ =0,42216 | ¢; = 0,47342 | ¢f =0, 48952 |

Konkluzié: ha az elézetes becslés hasonlo szoérasi elGzetes becslésbél indul ki,
mint a CL modszer altal hasznalt sajat kartapasztalat, akkor a Mack-modell
altal nyajtott keverés hatékony modszer az atlagos négyzetes hiba (vagy ezzel
ekvivalensen a standard hiba) alacsonyan tartasara.
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i=1 i=2 i=3 i=4 i=5
A=100 BF 7,5287% 6,3085% 5,0577% 3,7798% 2,8523%
cL  |10,1031% 7,5986% 5,6918% 4,0702% 3,0161%
kevert | 7,3922% 6,3087% 5,0549% 3,8241% 2,8953%
A=50 BF  |10,5855% 8,8336% 7,2237% 5,3258% 4,0263%
CcL |14,6181% 10,8048% 8,3569% 5,8160% 4,3123%
kevert |10,4666% 8,8282% 7,3007% 5,4078% 4,1016%
=20 BF  |16,8820% 13,9080% 11,3172% 8,5030% 6,2500%
CL  |24,7848% 17,7304% 13,8251% 9,8715% 7.2196%
kevert |16,7749% 13,8659% 11,4840% 8,7530% 6,4925%
A=15 BF  |19,3812% 16,1241% 13,2218% 9,6006% 7,1575%
CL |28,6403% 21,0440% 16,2361% 11,5832% 8,4082%
kevert |19,1817% 16,1018% 13,4133% 9,9279% 7,4277%

8. abra. tartalék becslések standard hibai, 1 teljes kifutasi év

Eredményeinkbdl azt is lathatjuk, hogy azokban az esetekben, amikor a
kevert tartalék nem tudott nyerni, a standard hibaja sokszor 1 vagy akar 2
tizedesjegy pontossiggal is megegyezik a nyertes BF modszerével. Sok teljes
kifutasu év esetén az egyik ok természetesen az, amit mar megjegyeztiink
korabban, viszonylag kicsi stllyal keverjiik a BF modszerhez a CL médszert.
Errél 2 vagy 1 teljes kifutast év esetén mar nincs szo, a masik ok a keverés
tényleges hatasa, ha az egyik becslés egy esetleges extrém érték miatt tavol
van a tényleges tartaléksziikséglettél, a masik modszer hozzékeverése ezen
tud javitani, atlagos hibat tekintve egy jobb becslés tud megsziiletni.

Ezt ergsiti meg a 9. abra, melyen lathatjuk azt, hogy a kevert modszer
onmagéiban rendre nem nyer meg til sokat a 10000 generalasbol. Meégis
Osszeségében, standard hibat tekintve nyerni tudott tobb esetben, méskor
pedig standard hibaja tizedesjegy pontossaggal megegyezett a nyertes BF
modszer standard hibajaval. Vagyis a keverés két kiilonb6zé informéciobol
kiindul6 becslésbél olyan becslést hoz létre, ami az extrém nagy hibakat
kikiiszOboli, tehat az atlagos hibat tartja alacsonyan - persze pontosan ezt
vartuk.

A 9. 4bra masik tanulsaga, hogy a CLL modszer a lebonyolitas el6rehalad-
taval egyre tobbszor tudott nyerni, ilyenkor az elértségi szintek becsléséhez
kevesebb novekedési faktort kell megbecsiilniink. Ha gy gondolunk a kifutasi
haromszog legeneralt értékeire, mint a mar ismert, meglévé kartapasztalatok,
akkor a lebonyolitas el6rehaladtaval az adott évre jellemz6 kartapasztalat
egyre tobb informéaciot hordoz, ez a mi modelliinkben is visszakoszén: a CL
modszer egyre t6bbszor tud nyerni.
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Osszefoglalva:

Abbdl a feltevésbdl indultunk ki, hogy minden év karlebonyolitasa azonos el-
oszlas szerint zajlik és lattuk azt is, hogy ez a BF modszernek nagyon kedvez.
Standard hibaban mégis rendre meg tudtuk kozeliteni a kevert modszeriink-
kel. Még 10 teljes kifutasi korabbi év esetén is tudott egyszer nyerni a kevert
modszer. Két teljes kifutést kordbbi év esetén 2-szer akkor tudott nyerni,
amikor a tartaléksziikséglet a legnagyobb. 1 teljes kifutési év esetén pedig,
amikor a BF modszer elveszti a feltevésbdl szarmazo elényét, a kevert tar-
talek mar a legfontosabb tartalékolasi idGszakokban (a lebonyolitas elején)
rendre nyerni tudott. Azt is latjuk, hogy az, hogy az adatok mekkora szorast
eloszlasbol szarmaznak (tehat a portfolio vart karhanyada kicsi, kozepes vagy
nagy szorasi) ilyen feltételek mellett nem ad lényeges kiilonbséget. '

ki hanyszor nyer, 1=10 ki hanyszor nyer, |=4

i=1 i=2 i=3 i=1 i=3 i=1 i=2 i=3 i=4 i=5
A=100 BF 50160 5015 4989 4985 4359 5039 5125 5048 5162 5022
CL 3365 3752 4113 4421 4625 3344 3756 4072 4302 4705
kevert 1619 1233 393 594 416 1597 1119 830 536 273
A=50 BF 5051 5054 5075 4937 5011 5112 5110 5186 5073 5059
CL 3339 3750 3988 4429 4608| 3310 3713 3851 4331 4544
kevert 1610 1196 937 634 381 1578 1177 963 596 397
A=20 BF 4920 4994 4943 4943 4860 4977 4978 4986 5038 5008
CL 3382 3821 4207 4455 4760 3395 3811 4101 4378 4623
kevert 1698 1185 350 a02 330 1628 1211 913 584 369
A=13 BF 50260 5060 5016 4336 4923 4950 5018 5042 5029 5076
CL 3415 3798 4111 4546 473p| 3451 3753 4076 4336 4601
kevert 1555 1142 373 568 341] 15399 1229 832 573 323

ki hanyszor nyer, 1=2 ki hanyszor nyer, I=1

i=1 i=2 i=3 i=4 i=5 i=1 i=2 i=3 i=4 i=5
A=100 BF 4909 5018 5073 4991 5202 4730 5045 4956 5179 5258
CL 3425 3707 3985 4417 4367 3491 3700 4033 4205 4391
kevert 1666 1275 942 592 431 1779 1255 1011 616 351
A=50 BF 4517 5031 5134 5121 5105 4368 50060 5047 5211 5154
CL 3390 3B00 3962 4242 4495 3447 3735 3906 4156 4406
kevert 1693 1169 304 637 4001 1885 1259 1047 633 440
A=20 BF 4350 5075 51000 5072 5076 4926 4908 5037 5186 5246
CL 3360 3697 4004 4344 4541 3411 3780 3985 4238 4395
kevert 1690 1228 896 584 383 1663 1312 978 576 359
A=15 BF 4927 5083 5004 5104 4997 4950 4920 5095 5106 5255
CL 3507 3771 4059 4316 4638 3398 3778 3946 4257 4404
kevert 1566 1146 937 580 365 16852 1302 959 637 341

9. abra. ki hdnyszor tudott nyerni a 10000 generédlas soran

Hnagyobb szérast adatokkal dolgozva a standard hibak persze kiilon-kiilén nének
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3.3.4. Randomizilt eredmények

Megvizsgaljuk azt, hogy mi torténik, ha vannak "jo" és "rossz" éveink,

1/2 - 1/2 valoszintiséggel. A jo évben a 2. tablazatnak megfelelGen az elGirt
dij szazalékaban kifejezve rendre 26, 36, 44, 52, 56 és 60% az i. periodus utan
a kumulalt kar varhato értéke, a rossz évben ennek pont a duplaja, vagyis 52,
72, 88,104, 112 és 120%. A dupla varhato értéket ugy érjiik el, hogy a megfe-
lel6 o paramétert valasztjuk kétszeresre, a A\ paramétereket nem valtoztatjuk.

Figyelembe véve, hogy
1 1
—T((k-N), N+ 5 C((2k-A), ) =T((k-A), 2X) + T((2k - M), 2)) =

2
= T((3k - \), 2)), (3.14)

ezért minden i-re a megfelel§ karok eloszlasa itt is minden alapfelbontasbeli
évre azonos [ eloszlas, igy az a tulajdonsag is megmarad, hogy az i. felbon-
tasi periodusra jellemzs vart elértségi szintek nem fiiggnek az alapfelbontasi
periodustol.

Tobb teljes kifutast korabbi év esetén ezért til sok valtozast az eredmé-
nyeinkben nem varhatunk, ezt a kovetkezs tablazatok is igazoljak.

i=1 i=2 i=3 i=4 i=5

A=100 BF |11,3386% 9,1340% 7,3461% 4,6165% 3,3283%
CL  |22,7057% 14,3666% 9,7491% 5,4164% 3,6035%

kevert |11,3458% 9,1537% 7,3574% 4,6208% 3,3308%

A=50 BF |13,5484% 11,0335% 8,9577% 5,8658% 4,1498%
CL  |25,4817% 16,4957% 11,4741% 6,6430% 4,3930%

kevert [13,5611% 11,0479% 8,9759% 5,8697% 4,1489%

A=20 BF |18,9837% 15,5413% 12,5311% 8,5660% 6,0219%
CL  |32,6307% 21,6135% 15,7146% 9,5554% 6,4042%

kevert |18,9850% 15,5457% 12,5604% 8,5746% 6,0279%

A=15 BF |21,0739% 17,5649% 14,3531% 9,7033% 6,8277%
CL  |35,8911% 24,3542% 17,5653% 10,6842% 7,1502%

kevert |21,0915% 17,5811% 14,3756% 9,7081% 6,8267%

10. 4bra. standard hibék, 10 teljes kifutési év, randomizélt eset
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i=1 i=2 i=3 i=4 =5
A=100 BF 11,7897% 9,6251% 7,6010% 4,9540% 3,5262%
CL 24,2931% 15,0981% 10,1119% 5,8354% 3,8438%
kevert (11,8861% 9,6923% 7,8452% 4,9823% 3,5390%
A=50 EF 12,6040% 10,6533% 8,8276% 7,0007% 4,9670%
CL 24,7420% 16,5753% 11,9057% B84411% 5,5009%
kevert (12,7678% 10,7308% B,8932% 7,0471% 4,9912%
A=20 EF 19,5789% 16,3502% 13,2239% 9,2017% 6,4981%
CL 34,8341% 23,1834% 16,3411% 10,3308% 6,9634%
kevert [19,6515% 16,4178% 13,2787% 9,2385% 6,5192%
A=13 BF 22,4021% 18,4163% 14,7627% 10,3718% 7,5111%
CL 38,4934% 25,8709% 18,3909% 11,5502% 8,0006%
kevert [22,4653% 18,4973% 14,8368% 10,3981% 7,5391%

11. dbra. standard hibék, 4 teljes kifutastu év, randomizalt eset

i=1 i=2 i=3 i=4 i=5
A=100 BF |12,9118% 10,2802% 8,1286% 5,3130% 3,8397%
CL  |24,8737% 15,7755% 10,7122% 6,2238% 4,2609%
kevert |13,0696% 10,4488% 8,2211% 5,3711% 3,8923%
A=50 BF |15,3302% 12,4803% 10,0187% 6,7192% 4,9263%
CL  |27,5123% 18,1294% 12,7582% 7,8590% 5,3726%
kevert |15,3966% 12,5982% 10,0975% 6,8154% 4,9759%
A=20 BF |21,4153% 17,4314% 13,8885% 0,0883% 7,1420%
CL  |36,3605% 24,4165% 17,5347% 11,5254% 7,9143%
kevert |21,5267% 17,5533% 14,0167% 10,1279% 7,2444%
A=15 BF |24,0746% 19,6551% 15,7037% 11,3775% 8,1120%
CL  |40,5228% 27,4658% 19,8431% 13,2002% 9,0736%
kevert |24,1804% 19,7897% 15,8458% 11,5435% 8,2372%

12. dbra. standard hibék, 2 teljes kifutastu év, randomizalt eset
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Ha csak 1 teljes kifutasa korabbi éviink van, akkor jelentdsen véltozik a
helyzet. Ilyenkor az el6zetes becslés az egyetlen mar ismert végsé kar, ami
ha rossz év volt, a vizsgalt év pedig jo, akkor nagyon pontotlan tartalékbecs-
lést fog adni, hiszen varhaté értékben pont dupla annyi tartaléksziikségletet
jelez elgre, mint amire varhatoan sziikségiink lesz (és ugyanigy megforditva).
Emiatt itt a CL becslés varhatoan sokkal erGsebb, ezt mutatjak eredményeink
is:

o A teljes kifutasa évek szama 1.

i=1 i=2 i=3 i=4 i=5
A=100 | BF |80,3977% 82,9871% 67,8418% 40,6420% 4,4916%
CL |61,4749% 55,5965% 46,8910% 32,4306% 5,0403%
kevert | 69,0536% 66,0378% 55,0285% 35,8620% 4,6234%
A=50 | BF |80,8234% 83,4363% 68,4079% 41,0512% 5,6991%
CL |61,8346% 55,0387% 47,4378% 33,0262% 6,5201%
kevert | 69,3072% 66,2887% 55,4864% 36,3420% 5,9176%
A=20 | BF |83,5998% 86,2414% 70,3797% 42,3836% 8,1397%
CL |63,5957% 58,1304% 49,2662% 35,3439% 9,6664%
kevert | 70,9840% 68,2741% 57,0661% 38,3533% 8,5481%
A=15 | BF |85,1670% 87,0497% 71,3284% 43,5132% 0,6900%
CL |65,0757% 59,0995% 50,4482% 36,2648% 11,9637%
kevert | 72,2433% 68,9375% 57,9837% 39,0930% 10,2581%

13. dbra. standard hibék, 1 teljes kifutastu év, randomizalt eset

Nem randomizalt esetben [ = 1 mellett a kevert modszer meglehetGsen
sikeresnek bizonyult, mi az oka, hogy itt nem tud nyerni? A BF modszer a
fentiek alapjan kifejezett rossz elézetes becslést hasznal, és az elméleti opti-
maélis stlyok - amelyek a CL modszer silyat mondjak meg - 1/2-nél kisebbek:

| ¢; =0,33106 | ¢5 =0,38701 | ¢ =0,42216 | ¢j = 0,47342 | ¢} = 0,48952 |

tehat az ilyen koriilmények kozott sokkal gyengébb BE modszer kapja a na-
gyobb sulyt, igy a kevert tartalék esélyeit is rontjuk.

Mi a helyzet a 5. lebonyolitési periodushoz tartozo tartalékolassal? Arra
az eddig elmondottak nem igazak, nem teljesitett rosszabbul a BF modszer,
s6t, minden esetben nyerni tudott. Az ok a kovetkezs: 1 teljes kifutasa
év esetén ps elértségi szint becslése nem mas, mint a kumulalt kifutasi hé-
romszogbeli X5 és X értékek hanyadosa, ennek ismerjiik az eloszlasat:
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(1,68 - A\, 2))
(1,8 A, 2\)

I'(1 ‘A2
= qi becslésének eloszlasa (1 — (1,68, )‘))

T(L,8- )2\

A BF tartalékbecslés nem mas, mint ¢, becslésének és X g-nak a szorzata,
az G eloszlasa :

T'(1,68 -\, 2)\)
T(1,8- A2\
A becslés felirasakor a I'(1,8 - A, 2\) eloszlast valoszintiségi valtozobol szér-

mazo6 érték mindkétszer ugyanaz az érték, az egyetlen ismert végss kar, ezért
lehet vele egyszeriisiteni! 2 =

) T(1,8- A, 2)).

D(1,8- A\ 2X0) — (1,68 - A\, 20) =T°(0,12 - A, 2))
eloszlast a BF modszer tartalékbecslése.

A CL modszer esetében a ki becslésének eloszlasa
Pk

(1 - T(1,68 )\,2)\)>
D(1,8-)\,2)) ) [(1,68-X,2))\ TI(1,8-A,2)\)
T(1,68- X, 2)) _( ©OI(1,8- A, 2)) >'F(1,68-)\,2/\)
T(1,8-\,2))

x ( L(1L,8-A,2Y) 1) . (3.15)

[(1,68- A, 2))

(*-nal azért egyszerisithettiink, mert a becslésben ismét ugyanazokrol az
értékekrdl - X 5 és X 6 - van sz0) Egy ilyen eloszlasa valoszintiseégi valtozobol
szarmaz6 értékre kell rdszoroznunk a kifutasi haromszog X 5-0s elemére, ami
['(1,68 - A\, 2)\) eloszlasu valoszintiségi valtozobdl szarmazik.

(1,8 A, 2))
T(1,68- A, 2)\)

= a CL becslés ( — 1) -T'(1,68 - A, 2)) eloszlas.

Fontos, hogy itt mar nem ugyanaz X, 5 értéke, mint ami 3.15-ben a I'(1, 68 -
A, 2)\) eloszlasu valoszintiségi valtozobol szarmazik 13, csak az eloszlasuk egye-
zik meg, ezért természetesen egyszersiteni sem tudunk. '4

12tehat magaban a becslésben nem két azonos eloszlasii valdszintiségi valtozobol szér-
maz6 érték szerepel, hanem egy adott valosziniiségi valtozobdl szarmazéd érték kétszer,
ezért jogos az egyszertisités

13az egymastol fiiggetlen X 5-6t és Xo 5-6t adjik meg

ha tudnank egyszeriisiteni, itt is visszakapnank a becslésre a I'(0,12 - X, 2)) eloszlast.
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Amit becsiilni szeretnék, az egy az eddigiektdl fiiggetlen I'(0, 12 - A, A) el-
oszlasi valoszintiségi valtozobol szarmazo X ¢ értéke. Ezt a BEF modszer Xo ¢
eloszlasaval megegyez§ eloszlasi valdszintiségi valtozobol szarmazo értékkel
becsiili, eredményeink alapjan atlagos négyzetes eltérésben jobban, mint a
CL modszer, aminek az eloszlésara egy Osszetettebb eloszlast kaptunk.

3.3 Megjegyzés: Az az elény, ami abbol szirmazott, hogy tudtunk "egy-
szeriisiteni" ¢ = 4-re mar nem lesz meg. Pontosabban, a BF mo6dszer eloszla-
sanak meghatarozasanal tudunk ugyan X, ¢ értékével egyszertsiteni, illetve

a CL modszernél is a dk eloszlast felirva, de mar mindkét modszer altal szol-

Pk
galtatott becslésre egy Osszetett eloszlast kapunk. A két becslés eloszlasa:

[(2-1,68),2)) I'(1,8X,2))

(.

re-1 20) T'(1 2
BFw(l— (2-1,56),23) I'(1, 68), )\)>-F(1,8-A,2>\)

~
P eloszlasa

T'(2-1,68),2)) I'(1,8),2
CL ~ (F( ,083,2)) 1(1,8),2)) —1> .T(1,56 - A, 2))

(2-1,56A,2X) I'(1,68),2)) —_—
~~ - ~~ - X34 eloszlasa
1 1
—— eloszlasa —— eloszlasa
Cy Cs
—— eloszlasa
Dk

Megnézve a 15. abrat, a kovetkezSket lathatjuk:

i, [ =2,4,10 esetén valtozéas volt abban, hogy a 10000 generaldsbol melyik
modszer hanyat tudott megnyerni: a kevert modszert 0sszeségében tobb
esetet nyert meg, mint a sima esetben és a tobblet a CL modszertdl
hidnyzik.

ii, Kiilonbség tovabba: az adatok szérdsdnak komolyabb hatasa van arra,
hogy ki hanyszor tudott nyerni, szemben a sima esettel, haladva a kisebb
szorasu adatok felé a kevert modszer er6sodik a CL modszerrel szemben.
A 14. abra részben erre magyaréazatot ad, rogzitett i-re a kisebb szorasu
adatok esetén a BF modszer relative pontosabb.

iii, [ = 1 esetén pedig pontosan visszaktszon, amirsl eddig beszéltiink, ¢ =
1,2, 3,4-re a CL moédszer tarol, majd ¢ = 5-nél a BF moddszer életre kel.
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standard hibak ardnya (BF/CL) standard hibak ardnya, randomizalt eset
I=2 i=1 i=2 i=3 i=1 i=5 i=1 i=2 i=3 i=1 i=5
A=100|69,395% | 79,441% | 86,574%(93,294% | 95,178%| 51,910% | 65,166% | 75,881% | 85,380% | 90,115%
A=50 (68,524%|78,876%(86,459%|92,292% |95,042%|55,721% | 68,890% | 78,528% (85,498% | 91,693%
A=20 [65,302%|75,517%(83,889% | 88,9635%|92,934%|58,897%(71,392%| 79,206% | 86,664% | 90,254%
A=15 |B65,655%|76,821%|83,466% | 89,125%|90,587%| 59,410% | 71,562% | 79,140% | 86,192% | 89,362%

14. abra. A klasszikus becslések standard hibainak egyméshoz viszonyitott
aranya, 1=2

ki hanyszor nyer, 1=10, randomizalt ki hanyszor nyer, |=4, randomizalt
i=1 i=2 i=3 i=1 i=5 i1 i=2 i=3 i= =3

A=100 BF 5068 5046 5111 5113 5090 5139 5116 5208 5222 5080
CL 2421 3099 3632 3953 4341 2376 3085 3523 3875 4316

kevert 2511 1855 1257 934 569 2485 1799 12659 903 604

A=50 BF 4995 5066 5048 5039 4956 5196 5148 5240 5169 5142
CL 2689 3290 3761 4138 4509 2520 3118 3445 3867 4171

kevert 2316 1644 1191 823 535 2284 1734 1315 964 687

A=20 BF 4912 4973 5060 5008 5057 4982 5115 5131 5102 5056
CL 3110 3577 3g48 4291 4520 3058 3455 3851 4173 4475

kevert 1978 1450 1092 J01 423 1960 1430 1018 725 469

A=15 BF 5054 4964 4977 4975 4893 5006 5155 5108 5009 5089
CL 3111 3601 3968 4332 4688 3058 3469 3863 4320 4451

kevert 1835 1435 1055 693 419 1936 1376 1029 671 420

ki hanyszor nyer, 1=2, randomizalt ki hanyszor nyer, I=1, randomizalt
i=1 i=2 i=3 i=1 i=5 i=1 i=2 i=3 i=1 i=3

A=100 BF 5250 5208 5096 5154 5261 522 11 24 465 5232
CL 2372 3083 ielo 3871 4105 9478 9989 9976 9535 4181

kevert 2378 1709 1294 975 634 ] o i) 0 587

A=50 BF 5177 5084 5155 5171 5122 718 48 95 718 5247
CL 2634 3298 3677 4027 4336 9282 9952 9905 9281 4198

kevert 2189 1618 1168 802 542 1] 1] 0 1 555

A=20 BF 5104 5075 5097 5172 5200 1231 228 399 1353 5233
CL 2981 3447 3834 4131 4334 8760 8772 9600 8633 4347

kevert 1915 1478 1069 697 466 9 o 1 14 420

A=15 BF 5054 5067 5088 5159 5191 1593 466 665 1636 5202
CL 3091 3525 38B6 4183 4401 2389 9523 9321 8323 4404

kevert 1855 1408 1026 658 A08 18 11 14 a1 3594

15. abra. ki hanyszor tudott nyerni a 10000 generélas soran, randomizalt eset
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3.3.5. Osszefoglalas

Miutan sorra vettiik a kifutési haromszogoén alapuld klasszikus modszere-
ket, abbol a feltevésbdl indultunk ki, hogy a kiilonb6z6 informacion alapulo
klasszikus modszerek keverésével egy sikeresebb tartalékolasi modszert hoz-
hatunk létre. A karok lebonyol6déaséara tett elméleti feltevésekbsl Mack le-
vezetett egy optimaélis siulyt. A dolgozatban megmutattuk, hogy Gamma
eloszlasu karhanyadra a Mack feltételek teljesiilnek. Gamma eloszlasi valo-
szintiségi valtozokbol generadltunk karadatokat, felépitettiik becsléseinket és
megvizsgaltuk, hogyan teljesitenek a kiilonb6z6 modszerek. A modelliink-
ben minden évnek azonos eloszlast adtunk és lattuk, hogy ilyen koriilmények
kozott a Bornhuetter-Ferguson modszer nagyon erds, hiszen az aktualis kar-
tapasztalatnal joval kisebb szorasu adatra épit.

Eredményeinkbdl azt lattuk, hogy a kevert tartalék realis alternativanak
bizonyul: a legtobb esetben pontossaga nagyon kozel volt a "nyertes" - leg-
pontosabb - BF tartalékbecsléshez, 2 teljes kifutasi év esetén pedig eléfordult,
hogy a karlebonyol6dés elején is nyerni tudott, amikor a nagy tartaléksziik-
séglet miatt legfontosabb a jo becslés.

1 teljes kifutasu év esetén lattuk, hogy a lebonyolités elején szinte mindig
a kevert tartalék nyert, ez azt mutatta, hogy amikor a kiindulé moédsze-
rek hasonl6 volitalitast adatbol épitkeznek, akkor a két modszer keverésével
csOkkenthet§ az atlagos négyzetes hiba.

Randomizalt esetben - amikoris feltételeztiink a kirarany szempontjabol
jO és rossz éveket is - a helyzet 1 teljes kifutasi év esetén tért el jelentGsen a
nem randomizalt esettsl, ekkor féleg a BF és a CL moédszer egyméshoz valo
viszonyarol tettiink megéllapitasokat. Lattuk, hogy ilyen koriilmények ko-
zott a CL modszer a legpontosabb, kivéve az utolso lebonyolitasi periddusra
vonatkoz6 tartalékolast, ahol a BF moédszer.
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