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Bevezet®

Egy biztosítási szerz®déskötés során a biztosító díj ellenében kockázatot vállal
át a szerz®d®t®l. Ha a biztosítási esemény bekövetkezik, fontos, hogy tudja
teljesíteni azt, amiben a két fél megállapodott, hiszen ezért a biztonságért
köt biztosítást a szerz®d®. A különböz® jöv®beli ki�zetésekre a jelenben a
biztosítónak tartalékot kell képeznie a már beszedett díjakból, több okból is.
Egy hosszabb távú szerz®désnél a díj arányosan lett megállapítva, a jöv®ben
várható ki�zetések egy részét a már beszedett díjak fedezik. Egy rövid távú
szerz®dés esetén is gyakran el®fordul, hogy a ki�zetés valamiért késik: késhet
a bejelentés, elhúzódhat a kárrendezés. A biztosítástechnikai tartalék a jöv®-
beli ki�zetések és a jöv®beli (díj)bevételek különbségére képzett tartalék. A
biztosítónak azért kell ezzel rendelkeznie, hogy kés®bb rendezni tudja a kárt.

A tartalékok másik igen fontos szerepe a biztosító mérlegének helyes ki-
mutatásában van. Ha a díjat beszedtük, de teljesítenünk csak a jöv®ben
kell, akkor ha nem képzünk tartalékot, amit a kötelezettségek közé állítunk,
esetlegesen túlzottan pozitív eredményt mutatunk ki. Másrészr®l, a tarta-
lékképzéssel csökkenthet® az eredmény, ezzel adózás szempontjából jól jár a
biztosító. Emiatt a két ok miatt a tartalékképzés f® szabályai törvényileg
meghatározottak, de természetesen többféle képzési módszer is megfelel®,
amelyek eltér® tartalékszükségletet jelezhetnek el®re.

A tartalékokat csoportosíthatjuk díjtartalékokra és kártartalékokra. A
díjtartalékok esetében azok a károk, melyekre a tartalékot képezzük, még nem
következtek be, a kártartalékok esetében a károk már bekövetkeztek, csak ké-
s®bb kerülnek rendezésre. A kártartalékok között foglal helyet a függ®károk
tartaléka, ez a nem-élet ági tartalékok közül a legnagyobb nagyságú (lásd: [3]
5.4.1. ábra), Magyarországon két részre bontva kell megképezni: tételes füg-
g®kár tartalék és IBNR tartalék (incurred but not reported - bekövetkezett,
de még nem bejelentett). Felel®sségbiztosításnál például gondolhatunk arra,
hogy egy balesetb®l származó vagyoni kárt a biztosító már megtérített, de
el®fordulhat, hogy a baleset következtében hónapok, évek múlva jelentkezik
valamiféle balesettel összefügg® állapotromlás a biztosítottnál. A szükséges
tartalékok minél pontosabb becslése tehát alapvet® fontosságú a biztosító
életében. A gyakorlatban egyenl®re még jobban jelenlév® hagyományos és a
sztohasztikus módszerek egy átfogó leírása található [5]-ben. A sztohaszti-
kus feltevéseket használó kártartalékolási módszerekr®l egy rendszerez®, sok
gyakorlati példát is bemutató cikk [6].

A dolgozatomban kifutási háromszögön alapuló IBNR tartalékolási mód-
szereket fogok vizsgálni. Az els® fejezetben [3]-at követve (és némiképp [4]-et)
bemutatom a klasszikus módszereket. A második fejezetben Mack [1] cikké-
ben található optimális keverésre vonatkozó elméleti eredményeket mutatom
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be. Ez az elméleti eredmény adja a vizsgálódásunk további tárgyát. A 3.
fejezetben belátom, hogy Gamma eloszlású kárhányadot feltételezve telje-
sülnek a Mack-modell feltételei, majd meghatározom az elméleti optimális
súlyt. 3.3-ban a Mack-modell gyakorlati megvalósítását vizsgálom: kifutási
háromszöget generálok Gamma eloszlásból, a szükséges paramétereket meg-
becsülöm, majd a két klasszikus (Bornhuetter-Ferguson, Chain-Ladder) és
a Mack-modellb®l származó módszer által adott tartalékbecsléseket összeha-
sonlítom. Vizsgálom, hogy a korábbi, már teljes kifutással rendelkez® évek
száma és az adataink bizonytalansága (szórása) milyen hatással van az ered-
ményekre. A becslések elkészítésére megírt program és a számítások saját
eredmények.

Köszönetnyilvánítás

Szeretném megköszönni témavezet®mnek, Arató Miklósnak, hogy az egész év
során rendszeresen id®t szakított rám, témajavaslata, szakmai útmutatása és
kérdéseimre adott válaszai nagyon sokat segítettek abban, hogy ez a dolgozat
elkészülhessen.
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1. Klasszikus módszerek

Ebben a fejezetben de�niálom a kifutási háromszög fogalmát, majd röviden
bemutatom a biztosítási tartalékolásban elterjedt, kifutási háromszög vizs-
gálatán alapuló klasszikus tartalékolási módszereket. A fejezet megírásához
[3]-at vettem alapul.

1.1. Kifutási háromszögek

A kifutási háromszög egy összesített kártáblázat. Az alapfelbontás szerint
a kár bekövetkezésének vagy a kár bejelentésének éve alapján csoportosítjuk
a károkat, a lebonyolítás szerint pedig a bejelentés, ki�zetés vagy a lezárás
alapján csoportosítunk. Mindezt egy olyan mátrixszal ábrázoljuk, ahol a
mátrix sorai felelnek meg az alapfelbontási, a mátrix oszlopai pedig a lebo-
nyolítási periódusoknak.

Alapfelbontás éve
Lebonyolítás éve

1 2 . . . t-1 t
1 X1,1 X1,2 . . . X1,t−1 X1,t

2 X2,1 X2,2 . . . X2,t−1
. . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . .
t Xt,1

1. ábra. Kifutási háromszög

Ez alapján az Xi,j mátrixelemek jelenthetik a következ®ket:

• Az i. évben bekövetkezett, (j − 1) év késéssel bejelentett/ki�zetett/le-
zárt károk száma/összege.

• Az i. évben bejelentett, (j − 1) év késéssel ki�zetett/lezárt károk
száma/összege.

• Az i. évben bekövetkezett, legfeljebb (j−1) év késéssel bejelentett/ki�-
zett/lezárt károk száma/összege.

• Az i. évben bejelentett, legfeljebb (j − 1) év késéssel ki�zetett/lezárt
károk száma/összege.
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Az utobbi két esetben kumulált háromszögr®l beszélünk, a mátrixelem a
lebonyolításban ®t megel®z® évek adatait is tartalmazza. A függ®kár tartalék
meghatározása éppen a mátrix hiányzó elemeinek minél pontosabb becslését
kívánja.

A fejezet további részében Xi,j jelentése az i. alapfelbontási peridódusban
(évben) bekövetkezett, legfeljebb (j − 1) év késéssel ki�zetett károk összege,
vagyis: a kifutási háromszög a kumulált kárki�zetéseket tartalmazza.

Egy kifutási háromszöget teljesnek nevezünk, ha annak a valószín¶sége,
hogy a kumulált károk t év után tovább n®nek, közel van a 0-hoz, ellenkez®
esetben a tartalék pontos becsléséhez szükség lehet egy úgynevezett végkifu-
tási faktor becslésére is, ami azt mutatja meg, hogy a t. lebonyolítási év után

a teljes károk mekkora részére számíthatunk - ezt általában a korábbi évek
tapasztalaib®l határozzuk meg. A már teljes kifutással rendelkez® adatokat
jelöljük Xi,t+-al. Ha feltesszük, hogy a t. év után már nem történik kárki�-
zetés, akkor Xi,t+ = Xi,t

A most bemutatásra kerül® klasszikus módszerek azzal a közös feltevéssel
élnek, hogy a j. év utáni elértségi szintek, tehát az Xi,j/Xi,t+ hányadosok
nem függenek (lényegesen) i-t®l, vagyis attól, hogy melyik bekövetkezési év
adatait vizsgáljuk.

1.2. Láncszemhányados módszerek, a lánclétra módszer

Feltételezzük, hogy a cj(i) =
Xi,j+1

Xi,j

növekedési faktorok nem függenek

er®sen i -t®l és körülbelül cj-vel egyenl®k (ezt úgy is tekinthetjük, hogy ∀ j > 0
lebonyolítási évhez létezik egy olyan cj valódi növekedési faktor, amely egy
valószín¶ségi változó, és amelynek cj(i) indexek az egyes realizációi. Ezekr®l
a valószín¶ségi változókról feltesszük, hogy függetlenek, vagyis azt, hogy az
adott növekedési faktor a lebonyolítási évre jellemz® és nem függ a múltbeli
növekedésekt®l. Másképp: az számít, hogy hány év késésnél tartunk, ez ha-
tározza meg a még várt növekedést, nem a korábbi növekedések).

• A ct =
Xi,t+

Xi,t

faktor becsléséhez használjuk a korábbi, már teljes kifu-

tás¶nak min®síthet® évek adatait.

• A többi cj faktort a ténylegesen meg�gyelt cj(i) hányadosok valamilyen
függvényével becsüljük.
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A végs® kárki�zetések becslése és a szükséges tartalékok(Ri)1 meghatáro-
zása:

X̂1,t+ = ctX1,t , R1 = X̂1,t+ −X1,t = (ct − 1)X1,t ,

X̂2,t+ = ctct−1X2,t−1 , R2 = X̂2,t+ −X2,t−1 = (ctct−1 − 1)X2,t−1 ,
...

X̂i,t+ = ctct−1 . . . ct−i+1Xi,t−i+1 , (1.1)

Ri = X̂i,t+ −Xi,t−i+1 = (ctct−1 . . . ct−i+1 − 1)Xi,t−i+1 , (1.2)
...

X̂t,t+ = ctct−1 . . . c1Xt,1 ,

Rt = X̂t,t+ −Xt,1 = (ctct−1 . . . c1 − 1)Xt,1.

Az alkalmazott függvény megválasztása a láncszemhányados módszer kü-
lönböz® változataihoz vezet:

1.változat cj faktorokat a meg�gyelt hányadosok átlagával határozzuk meg.

cj =
cj(1) + cj(2) + · · ·+ cj(t− j)

t− j
j = 1, 2, . . . , t− 1.

2.változat: cj faktorokat a meg�gyelt hányadosok részátlagával határozzuk
meg. A részátlag a nagyság szerint rendezett cj(i)-b®l a néhány legkisebb
és néhány legnagyobb (pl. a legkisebb és a legnagyobb) értékek elhagyásá-
val kapott értékek átlaga, ezzel a technikával kisz¶rhetjük az ún. outlier-eket.

3.változat: cj faktorokat a meg�gyelt hányadosok maximumával becsüljük.

cj = max(cj(1), cj(2), . . . , cj(t− j)) j = 1, 2, . . . , t− 1.

Ebb®l a módszerb®l egy óvatos, konzervatív becslés származik.

4.változat cj faktorokat a meg�gyelt hányadosok súlyozott átlagával hatá-
rozzuk meg.

cj =
a1,jcj(1) + a2,jcj(2) + · · ·+ at−j,jcj(t− j)

a1,j + a2,j + · · ·+ at−j,j
j = 1, 2, . . . , t− 1.

1a jelölés R bet¶je az angol reserve - tartalék szóból
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1.1 De�níció: A lánclétra-módszer esetén ai,j = Xi,j, vagyis a cj fakto-
rok becslése:

cj =
X1,jcj(1) +X2,jcj(2) + · · ·+Xt−j,jcj(t− j)

X1,j +X2,j + · · ·+Xt−j,j
=

=
X1,j+1 +X2,j+1 + · · ·+Xt−j,j+1

X1,j +X2,j + · · ·+Xt−j,j
. (1.3)

A lánclétra-módszerrel 2 meghatározott tartalékot ezentúl RCL,k-val jelöljük.

1.3. Bornhuetter-Ferguson módszer

1.2 De�níció: Legyen

pk =
1

ct

1

ct−1
. . .

1

ck
=

1∏t
j=k cj

∀ k = 1, . . . , t. (1.4)

Az ilyen módon de�niált faktorokat a k. évre jellemz® elértségi szinteknek
nevezzük. Bevezetjük még a qk = 1− pk jelölést.

A de�nícióból rögtön következik, hogy pk elértségi szintek megmutatják,
hogy az adott lebonyolítási év után a várt teljes kár hányad részénél tartunk,
összhangban azzal, ahogy eddig a Xi,j/Xi,t+ hányadosokra használtuk az
elértségi szint megnevezést. A növekedési faktorokból 1.4 alapján az elértségi
szintek számolhatóak, és megfordítva, az elértségi szintekb®l is számolhatóak
a növekedési faktorok:

ck =
pk+1

pk
∀k = 1, . . . , t− 1 és ct =

1

pt
. (1.5)

Tehát a növekedési faktorok minden becslése becslést szolgáltat az elértségi
szintekre is, valamint ugyanez igaz fordítva is.

1.3 De�níció: A Bornhuetter-Ferguson módszer a k. év tartalékszük-
ségletéhez el®ször megbecsüli a várt végs® kárt (ezt nevezzük a végs® kár
el®zetes becslésének): X̂i,t+ = Pk · κ̂k ahol Pk a k. évhez tartozó díjel®írás
(ezt ismerjük), κ̂k pedig a várt végs® kárhányad becslése. Ezután a k. év
tartalékszükségletét a következ® módon állapítjuk meg:

RBF,k = Rk = X̂i,t+ · qk. (1.6)

2angolul chain-ladder, használni fogjuk a CL jelölést
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[7]-ben egy összefoglaló írás olvasható a Bornhuetter-Ferguson módszer és
más ismert módszerek (például: Cape-Cod módszer, additív-módszer) közös
gyökerér®l és mindezen módszerek egy általános kereteken belüli felírásáról.

1.4 Megjegyzés: A kés®bbiek miatt fontos kihangsúlyoznunk, hogy amíg a
lánclétra módszernél 1.2-b®l könnyen láthatóan a tartalékot a k. lebonyolí-
tási évigmár megismert károkból számoljuk, addig a Bornhuetter-Ferguson
módszer esetében a várt végs® kár egy el®zetes, például a korábbi évek kár-
tapasztalataiból származó becsléséb®l indulunk ki!
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2. A Mack-modell

Ebben a fejezetben f®leg Mack [1] cikkét követem.

A következ®kben egy alapfelbontási periódussal foglalkozunk, most egy
bekövetkezési évre koncentrálunk. Xi-vel jelöljük tehát a legfeljebb (i−1) év
késéssel ki�zett károk összegét. Továbbá feltesszük, hogy a t. év után már
nem történik kárki�zetés, vagyis az eddigi jelöléseinket használva, feltesszük,
hogy:

ct =
Xt+

Xt

= 1, vagy ezzel ekvivalensen pt = 1.

Ismertnek vesszük az elértségi szinteket is:
Legyenek 0 < p1 < p2 < · · · < pt = 1 rendre az i. lebonyolítási évre jellemz®
elértségi szintek, vagyis

pi = E

(
Xi

Xt

)
= E

(
1∏t
j=k cj

)
. 3

Az Xt végs® kárra bevezetjük az Xt = U jelölést.

Jelölje egy M módszerrel meghatározott tartalékbecslés nagyságát RM ,
a végs® kár becslését UM . Ha a k. lebonyolítási év káradatai ismertek, akkor
értelemszer¶en fennállnak

UM = Xk +RM és RM = UM −Xk.

Jelölje U0 a végs® kár egy olyan el®zetes becslését (pl. a korábbi évek
tapasztalatait felhasználva), ami a vizsgált év már meglév® kártapasztalatát
nem veszi �gyelembe.
Ezzel a jelöléssel 1.3 de�níció alapján a Bornhuetter-Ferguson tartalék vala-
mely k < n év után:

RBF = qkU0 , ahol qk = 1− pk és U0 = Pκ̂, (2.1)

P az adott évre vonatkozó díjel®írás, κ̂ pedig a végs® kárhányad becslése.
A lánclétra-módszer 1.1 egyenl®ség alapján a végs® kárra a következ® becslést
adja:

UCL =
Xk

pk
⇒ RCL = UCL −Xk = (1− pk)UCL = qkUCL. (2.2)

3korábbi megjegyzésünk szerint a növekedési faktorokra már úgy gondolunk, mint va-

lószín¶ségi változókra
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Ahogy 1.4 megjegyzésben már megjegyeztük, 2.1-b®l jól látszik, hogy RBF

csak az el®zetes becslésre - U0 - épít, addig 1.2-ben UCL Xk-tól függ, így
RCL a vizsgált év már meglév® kártapasztalatait - Xk - veszi �gyelembe.
Megtehetjük azonban, hogy mindkét információt bevonjuk a becslésünkbe,
egy kevert tartalékolási módszer esetleg sikeresebb lehet.

2.1. Klasszikus módszerek keverése

U0 kezdeti kárbecslés helyett nézzük a következ®t:

Uc = cUCL + (1− c)U0 , ahol 0 ≤ c ≤ 1. (2.3)

Ebben megjelenik mind az el®zetes, korábbi információn alapuló becslés (U0),
mind pedig a már meglév® kártapasztalatunk UCL-en keresztül. Vegyük észre,
hogy minél több lebonyolítási éven vagyunk túl, annál több információt tar-
talmaz a már meglév® kártapasztalat, így azt a súlyozásnál érdemes egyre
nagyobb súllyal �gyelembe venni.

G. Benktander ezért [2]-ben azt javasolja, legyen c = pk.

2.1 De�níció: Az ilyen módon kapott módszertBenktander-módszernek
nevezzük, a módszerb®l nyerhet® tartalékbecslés

RGB = qkUpk = qk(pkUCL︸ ︷︷ ︸
Xk

+ (1− pk)U0︸ ︷︷ ︸
qkU0=RBF

) = qk(Xk +RBF ) = qkUBF . (2.4)

Vagyis RGB = qkUBF . Erre úgy is nézhetünk, hogy a Bornhuetter-Ferguson
módszert alkalmazzuk, annyi különbséggel, hogy az U0 el®zetes kárbecslés
helyett a Bornhuetter-Ferguson módszer által szolgáltatott UBF becslésb®l
indulunk ki. Emiatt hívják ezt a módszert iterált Bornhuetter-Ferguson
módszernek is. A GB módszer végs® kárbecslése:

UGB = Xk +RGB = UCLpk + qk(pkUCL + qkU0) =

= (1− q2k)UCL + q2kU0 = U1−q2k . (2.5)

Mi történik, ha ezt tovább iteráljuk? Err®l szól a következ®, indukcióval
egyszer¶en belátható állítás.

2.2 Állítás: Az

R(m) = qkU
(m), U (m+1) = Xk +R(m)
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iteráció tetsz®leges U0 = U (0) kezd®értékre a következ®t adja:

U (m) = (1− qmk )UCL + qmk U0 ,

R(m) = (1− qmk )RCL + qmk RBF .

Bizonyítás: Tegyük fel, hogy az állítást már tudjuk (m−1)-re, belátjuk
m-re is.

U (m) = Xk +R(m−1) = UCLpk + qkU
(m−1) 1

=

= UCLpk + qk[(1− qm−1k )UCL + qm−1k U0] =

= (pk + qk − qmk )UCL + qmk U0 = (1− qmk )UCL + qmk U0 ,

1-nél használtuk az indukciós feltevést. A másik állítás teljesen hasonlóan
igazolható. �

k < n esetén 0 < pk < 1 ⇒ 0 < qk < 1, amib®l

lim
m→∞

qmk = 0 , tehát lim
m→∞

R(m) = RCL ,

vagyis az iteráció m →∞ esetén a CL módszerhez tart.
Ráadásul az iteráció meglehet®sen gyorsan tart a CL módszerhez, még

nem túl magas elértségi szintek esetén is, ezt mutatja a következ® táblázat:

(1− qmk ) értéke, ha m értéke
pk 3 4 5 6 8
0,4 0,784 0,870 0,922 0,953 0,983
0,5 0,875 0,938 0,969 0,984 0,996
0,6 0,936 0,974 0,990 0,999
0,7 0,973 0,992 0,998 0,999
0,8 0,992 0,998 0,999

1. táblázat. A CL módszer súlya az iteráció lépései során

2.2. Optimális súly - a Mack-modell

Ebben az alfejezetben Mack [1]-beli eredményeit ismertetem egy saját meg-
jegyzéssel kiegészítve.
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2.3 De�níció: Az R tartalékszükséglet egy M módszerrel való RM becslé-
sének átlagos négyzetes eltérésén a következ®t értjük:

E(RM −R)2 = mse(RM). 4 (2.6)

Legyen 2.3-hoz hasonlóan

Rc = cRCL + (1− c)RBF , ahol 0 ≤ c ≤ 1,

vagyis az alkalmazott M módszerünk az, hogy valamilyen c súllyal keverjük
a CL és a BF módszert.

Rc = c(RCL −RBF ) +RBF .

Ez a kifejezés c-ben lineáris, így mse(Rc) c-nek másodfokú függvénye, vagyis
létezik c-ben minimuma. Célünk ezen optimális c súly meghatározása.

A levezetéshez feltesszük, hogy U0 el®zetes becslés független Xk-t®l (va-
gyis nem használja az adott évi kártapasztalatot), független R-t®l és U-
tól, valamint fennáll, hogy E(U0)=E(U), vagyis az el®zetes becslésre hasz-
nált módszer várható értékben "pontos" a végs® kárra. U0 szórását jelöljük
Var(U0)-al. Ezen feltevések mellett igaz a következ®

2.4 Tétel: Az mse(Rc)-t minimalizáló optimális c∗ súly

c∗ =
pk
qk
· Cov(Xk, R) + pk qk V ar(U0)

V ar(Xk) + p2k V ar(U0)
. (2.7)

Bizonyítás:

E(Rc −R)2 = E[c(RCL −RBF ) +RBF −R]2 =

= c2E(RCL −RBF )2 − 2cE[(RCL −RBF )(R−RBF )]+

+ E(RBF −R)2.

Ezt c szerint deriválva :

∂

∂c
E(R−Rc)

2 = 2cE(RCL −RBF )2 − 2E[(RCL −RBF )(R−RBF )].

4mse - mean squared error
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Ezt 0-ra rendezve az optimális c∗ súly:

c∗ =
E[(RCL −RBF )(R−RBF )]

E(RCL −RBF )2
=

E[

(
qk
pk
Xk − qkU0

)
(R− qkU0)]

E(
qk
pk
Xk − qkU0)2

=

=

qk
pk
· E[(Xk − pkU0)(R− qkU0)](
qk
pk

)2

E(Xk − pkU0)2
=
pk
qk
· E[(Xk − pkU0)(R− qkU0)]

E(Xk − pkU0)2
=

=
pk
qk
· Cov[(Xk − pkU0), (R− qkU0)]

V ar(Xk − pkU0)
=
pk
qk
· Cov(Xk, R) + pkqkV ar(U0)

V ar(Xk) + p2kV ar(U0)
.

Az utolsó el®tti lépésben azt használtuk ki, hogy

E(Xk − pkU0) = E(Xk)− pkE(U0) = Xk − pkE(U) = 0

pk de�níciója szerint, és E(R− qkU0) = 0 hasonlóan.
Az utolsó lépésben pedig felhasználtuk, hogy U0 független R-t®l és Xk-tól,

így Cov(U0, R) = Cov(U0, Xk) = 0 és V ar(Xk−pkU0) is felírható a független
valószín¶ségi változók varianciáinak összegeként. �

Ahhoz, hogy becslést tudjunk adni c∗-ra, a 2.7-ben szerepl® Var(Xk)-ról
és Cov(Xk, R)-r®l kell tudnunk mondani valamit. Az Xk/U feltételes elosz-
lására élünk feltevéssel, az els® feltevés lényegében ekvivalens azzal, ahogy
pk-ra eddig gondoltunk, a második feltétel pedig a feltételes eloszlás szórá-
sára követel meg egy paraméteres alakot (a kés®bbiekben ezekre fogunk úgy
hivatkozni, mint a Mack-modell kiinduló feltételei):

E

(
Xk

U
|U
)

= pk , (2.8)

V ar

(
Xk

U
|U
)

= pkqkβ
2(U). (2.9)

Bevezetjük még az α2(U) = U2 · β2(U) jelölést.
2.8-ból és 2.9-b®l egyszer¶en kapjuk a következ®ket:

E(Xk |U) = pkU, (2.10)

V ar(Xk |U) = pkqkα
2(U). (2.11)

Várható értéket véve 2.10-ben:

E(E(Xk |U)) = E(Xk) = pkE(U). (2.12)
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2.11-re felírva a teljes szórásnégyzet tételét, Var(Xk)-ra adódik:

V ar(Xk) = E(V ar(Xk |U)) + V ar(E(Xk |U)) =

= pkqkE(α2(U)) + p2kV ar(U) =

= pkE(α2(U)) + p2k
(
V ar(U)− E(α2(U))

)
. (2.13)

Cov(Xk, R)-re:

Cov(Xk, R) = Cov(Xk, U −Xk) = Cov(Xk, U)− V ar(Xk). (2.14)

Cov(Xk, U) = Cov(E(Xk |U), U) = pkV ar(U), (2.15)

ezt és 2.13-at beírva 2.14-be:

Cov(Xk, R) = pkV ar(U)−
[
pkE(α2(U)) + p2k

(
V ar(U)− E(α2(U))

)]
=

= (pk − p2k)V ar(U)− pkqkE(α2(U)) =

= pk(1− pk)V ar(U)− pkqkE(α2(U)) =

= pkqk
(
V ar(U)− E(α2(U))

)
. (2.16)

Írjuk be Var(Xk)-ra és Cov(Xk, R)-re kapott 2.13-as és 2.16-os kifejezé-
seket az optimális c∗-ot megadó 2.7-es formulánkba, ebb®l közvetlen adódik
a

2.5 Tétel: 2.8 és 2.9 feltevésekkel élve a mse(Rc)-t minimalizáló optimális
c∗ súly:

c∗ =
pk

pk + t
, ahol t =

E(α2(U))

V ar(U0) + V ar(U)− E(α2(U))
. (2.17)

Megjegyezzük még, hogy:

E(R) = E(U −Xk) = E(U)− E(Xk) = qkE(U).

A korábbiak felhasználásával pedig

V ar(R) = V ar(U)− 2Cov(Xk, U) + V ar(Xk) =

= V ar(U)(1− 2pk + p2k) + pkqkE(α2(U)) =

= q2kV ar(U) + pkqkE(α2(U)) =

= qkE(α2(U)) + q2k
(
V ar(U)− E(α2(U))

)
.
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Mennyi az átlagos négyzetes eltérés minimumát adómse(Rc∗)? Általában
fogjuk felírni mse(Rc)-t minden 0 ≤ c ≤ 1 -re:

mse(Rc) = E(cRCL + (1− c)RBF −R)2 =

= E[c(RCL −R) + (1− c)(RBF −R)]2 =

= c2mse(RCL) + 2c(1− c)E[(RCL −R)(RBF −R)]︸ ︷︷ ︸
A

+

+ (1− c)2mse(RBF ).

A = E[(RCL −R)(RBF −R)]
1
=Cov(RCL −R,RBF −R)

2
=

= −Cov(RCL, R) + V ar(R) = V ar(R)− qk
pk
Cov(Xk, R) =

= qkE(α2(U)) + q2k
(
V ar(U)− E(α2(U))

)︸ ︷︷ ︸
V ar(R)

−qk
pk
pkqk

(
V ar(U)− E(α2(U))

)︸ ︷︷ ︸
Cov(Xk,R)

= qkE(α2(U)).

⇓

mse(Rc) = c2mse(RCL) + 2c(1− c)qkE(α2(U)) + (1− c)2mse(RBF ). (2.18)

Ezzel kifejeztük a c súllyal kevert Rc módszer átlagos négyzetes hibáját a
klasszikus módszerek - CL és BF - négyzetes hibáival.

2.6 Megjegyzés: A keverék négyzetes hibájának a kevert módszerek négy-
zetes hibáiával való levezetésében csak azt használtuk, mégpedig az 1-essel
jelölt egyenl®ségnél, hogy a két kiindulási módszerünk várható értékben pon-
tos (nevezzük ezeket X és Y módszernek), azaz E(RX) = E(R) = E(RY ),
illetve a 2-essel jelölt egyenl®ségnél azt, hogy a végs® kár el®zetes becslése
független R-t®l és Xk-tól. Ez esetben tehát általában igaz, hogy ha a kiinduló
2.8 és 2.9 feltételek teljesülnek, akkor az

Rd = dRX + (1− d)RY módszerre fennáll ( 0 ≤ d ≤ 1) :

mse(Rd) = d2mse(RX) + 2d(1− d)qkE(α2(U)) + (1− d)2mse(RY ).
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A klasszikus módszerek négyzetes hibái:

mse(RCL) = E(RCL −R)2 = V ar(RCL −R) = V ar(RCL)−

− 2Cov(RCL, R) + V ar(R) =

(
qk
pk

)2

V ar(Xk)− 2
qk
pk
Cov(Xk, R)+

+ V ar(R) =

(
qk
pk

)2

[pkE(α2(U)) + p2k
(
V ar(U)− E(α2(U))

)
]−

− 2
qk
pk
pkqk

(
V ar(U)− E(α2(U))

)
+ qkE(α2(U))+

+ q2k
(
V ar(U)− E(α2(U))

)
=

(
q2k
pk

+ qk

)
E(α2(U)) =

qk
pk
E(α2(U)).

(2.19)

mse(RBF ) = E(RBF −R)2 = V ar(RBF −R)
3
=V ar(RBF ) + V ar(R) =

= q2kV ar(U0) + qkE(α2(U)) + q2k
(
V ar(U)− E(α2(U))

)
= q2k [V ar(U0) +

(
V ar(U)− E(α2(U))

)
]︸ ︷︷ ︸

E(α2(U))

t

+qkE(α2(U))

= E(α2(U))

(
qk +

q2k
t

)
. (2.20)

3-nál ismét használtuk, hogy az el®zetes becslés, amib®l RBF származik
független R-t®l. Írjuk be amse(Rc)-t megadó 2.18-ba a klasszikus módszerek
négyzetes hibáit megadó kifejezéseinket:

mse(Rc) = c2
qk
pk
E(α2(U)) + 2c(1− c)qkE(α2(U))+

+ (1− c)2E(α2(U))

(
qk +

q2k
t

)
=

= E(α2(U))

[
c2
qk
pk

+ 2c(1− c)qk + (1− c)2
(
qk +

q2k
t

)]
=

= E(α2(U))

[
c2
(
pk
qk
− qk

)
+ qk + q2k

(1− c)2

t

]
= E(α2(U))q2k

[
c2

pk
+

1

qk
+

(1− c)2

t

]
. (2.21)
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E(α2(U)) és t nem függ a pk elértségi szintt®l. Rögzített c súlyra a q2k ·
c2

pk

és a q2k ·
1

qk
= qk is csökken, ha pk n®. Vagyis: minél magasabb elértségi

szintnél tartunk, minél több információt hordoz a már meglév® kártapasz-
talat, mse(Rc) annál kisebb, annál kisebb négyzetes hibával tudjuk becsülni
a valódi tartalékszükségletet. (Természetesen magasabb elértségi szintnél a
tartalékszükséglet is alacsonyabb, eleve egy kisebb értéket kell becsülni.)
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3. Gamma eloszlású kárhányad

Az el®z® fejezetben levezettük, milyen optimális c∗ súllyal érdemes keverni a
CL és BF módszereket, hogy a keveréssel kapott Rc∗ módszer minimalizálja
mse(Rc)-t és ki is fejeztük a kevert Rc módszer négyzetes hibáját. A leveze-

téshez különböz® feltevésekkel éltünk, melyek közül a legfontosabbak az
Xk

U
hányados feltételes eloszlására vonatkoztak. Megmutatjuk, hogy a felhasz-
nált 2.8 és 2.9 feltételek már viszonylag természetes esetben is fennállnak.

3.1. Kiinduló feltételek teljesülése

Az egyszer¶bb írásmód érdekében az adatok most nem kumuláltak, vagyis
Zi jelenti azon károknak az összegét, melyeket pontosan (i − 1) év késéssel
�zettek ki. Ez esetben feltesszük, hogy a kifutási háromszög egy oszlopára
jellemz® kárhányadok Γ eloszlásúak, vagyis a pontosan (i − 1) év késéssel
ki�zett károkra fennáll: Zi ∼ Γ(αi, λ) ·P ahol P az alapfelbontáshoz tartozó
el®írt díj.

Általában igaz, hogy független Γ eloszlások esetén:

k∑
i=1

Γ(ni, λ) = Γ

(
k∑
i=1

ni, λ

)
.

Az oszlopoknak megfelel® eloszlások függetlenségét feltesszük (lásd 1.2-ben
a növekedési faktorokról leírtakat), így az Xk =

∑k
i=1 Zi kumulált kárki�ze-

tésekre:

Xk ∼ Γ

(
k∑
i=1

αi, λ

)
· P.

A végs® kárra pedig:

U ∼ Γ

(
t∑
i=1

αi, λ

)
· P = Γ(α, λ) · P, α =

t∑
i=1

αi -vel.

A következ®kben megmutatjuk, hogy Γ eloszlású kárhányadot feltéve tel-
jesülnek a Mack-modell kiinduló feltételei, vagyis a Xk/U hányados feltételes
várható értékére és feltételes varianciájára fennállnak:

E

(
Xk

U
|U
)

= pk, ahol pk =

∑k
i=1 αi∑t
i=1 αi

=

∑k
i=1 αi
α

és (3.1)
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V ar

(
Xk

U
|U
)

= pkqkβ
2(U), ahol qk = 1− pk =

∑t
i=k+1 αi∑t
i=1 αi

=

∑t
i=k+1 αi

α
.

(3.2)
Vezessük be a Dk =

∑t
i=k+1 Zi jelölést.

Xk +Dk =
k∑
i=1

Zi +
t∑

i=k+1

Zi =
t∑
i=1

Zi = U. (3.3)

Feltevésünk szerint Xk ∼ Γ(αpk, λ) · P valamint Dk ∼ Γ(αqk, λ) · P . Az
oszlopoknak megfelel® valószín¶ségi változókról feltételeztük a függetlensé-
get, tehát Xk és Dk is függetlenek. Vezessük be az X = Xk, Y = Xk + Dk

jelöléseket. (3.3 miatt Y=U.)

Az X|Y feltételes eloszlására szeretnénk igazolni 3.1-et és 3.2-®t, ehhez
meg kell határoznunk az X|Y feltételes eloszlást.

fX |Y (x | y) =
fX,Y (x, y)

fY (y)
.

Vagyis szükségünk lesz X és Y együttes s¶r¶ségfüggvényére. Xk és Dk füg-
getlenek és s¶r¶ségfüggvényüket ismerjük, ezt fogjuk kihasználni a következ®
általános tétel segítségével:

3.1 Tétel: Ha F : Ω → Rk abszolút folytonos eloszlású valószín¶ségi vál-
tozó, ahol valamely V ⊆ Rk nyílt halmazra P (F ∈ V ) = 1 továbbá: g : V →
W W ⊆ Rk W nyílt, g di�eomor�zmus, akkor G = g◦F is abszolút folytonos
eloszlású és s¶r¶ségfüggvénye:

fG = (fF ◦ g−1) det(Jacobi (g−1)).

A mi esetünkben

F := (Xk, Dk) F : Ω→ R2,

g(Xk, Dk) := (Xk, Xk +Dk) = (X, Y ).

Xk = X és Dk = Y −X ezért g−1(X, Y ) = (X, Y −X). g könnyen láthatóan
di�eomor�zmus, g−1 Jacobi-mátrixa:

Jg−1 =

(
1 0
−1 1

)
,

det Jg−1 = 1− 0 = 1.
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Alkalmazzuk a 3.1 tételt:

fX,Y (x, y) =
λαpk

Γ(αpk)
xαpk−1 e−λx · λαqk

Γ(αqk)
(y − x)αqk−1 e−λ(y−x) det Jg−1 ,

fX,Y (x, y) =
λα

Γ(αpk)Γ(αqk)
xαpk−1 (y − x)αqk−1 e−λy. (3.4)

fX |Y (x | y) =
fX,Y (x, y)

fY (y)
=

λα

Γ(αpk)Γ(αqk)
xαpk−1 (y − x)αqk−1 e−λy

λα

Γ(α)
yα−1 e−λy

=

=
Γ(α)

Γ(αpk)Γ(αqk)
xαpk−1 (y − x)αqk−1 y1−α. (3.5)

Ebb®l

E(X |Y = y) =

∫
xf(x | y)dx =

=

∫
Γ(α)

Γ(αpk)Γ(αqk)
x xαpk−1 (y − x)αqk−1 y1−α dx =

= . . . x=ys helyettesítéssel . . . =

=

∫
Γ(α)

Γ(αpk)Γ(αqk)
(ys)αpk (y − ys)αqk−1 y1−α y ds =

=

∫
Γ(α)

Γ(αpk)Γ(αqk)
yαpk yαqk−1 y1−α sαpk (1− s)αqk−1 y ds =

= yα−1y1−αy

∫
Γ(α)

Γ(αpk)Γ(αqk)
sαpk (1− s)αqk−1︸ ︷︷ ︸
B

ds =

= y

(
1 · Γ(α)

Γ(α + 1)

Γ(αpk + 1)

Γ(αpk)

)
. (3.6)

A B-vel jelölt függvény Beta(αpk + 1, αqk) eloszlás s¶r¶ségfüggvénye kons-
tanstól eltekintve, a megfelel® konstanssal beszoroztunk és leosztottunk. Fel-
használva, hogy Γ(α + 1) = αΓ(α) minden α esetén fennáll, kapjuk, hogy:

E(X |Y = y) = y · 1

α
· αpk = pky.

Vagyis E(X |Y ) = pkY ⇒ E

(
X

Y
|Y
)

= pk, amivel (3.1)-et igazoltuk.

Továbbá:
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V ar(X |Y ) = E((X − E(X |Y ))2|Y ) = E(X2 |Y )− E(X |Y )2. (3.7)

E(X2 |Y = y) =

∫
x2f(x | y)dx

=

∫
Γ(α)

Γ(αpk)Γ(αqk)
x2 xαpk−1 (y − x)αqk−1 y1−α dx =

= . . . az el®z®höz hasonló átalakításokat alkalmazva . . . =

= y2 · αpk(αpk + 1)

α(α + 1)
, (3.8)

⇒ E(X2 |Y ) = Y 2 · αpk(αpk + 1)

α(α + 1)
.

Írjuk be ezt és a már igazolt 3.1-et 3.7-be:

V ar(X |Y ) = Y 2

(
αpk(αpk + 1)

α(α + 1)

)
− (pkY )2 = Y 2

(
αpk(αpk + 1)

α(α + 1)
− p2k

)
=

= Y 2

(
α2p2k + αpk
α2 + α

− p2k
)

= Y 2

(
αp2k + pk
α + 1

− p2k
)

=

= Y 2

(
αp2k + pk − αp2k − p2k

α + 1

)
= Y 2

(
pk − p2k
α + 1

)
=

= Y 2

(
pk(1− pk)
α + 1

)
= Y 2

(
pkqk
α + 1

)
,

⇒ V ar

(
X

Y
|Y
)

=
pkqk
α + 1

, amivel 3.2-®t igazoltuk, vagyis teljesülnek a

Mack-modell kiinduló feltételei β2(Y ) = β2(U) =
1

α + 1
U -tól nem függ®

konstanssal.

3.2. Az elméleti optimális súly

Emlékeztetünk, hogy a Mack-modellb®l nyert mse(Rc)-t minimalizáló opti-
mális tartalék

Rc∗ = c∗RCL + (1− c∗)RBF ,
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az optimumot adó c∗ súly értéke pedig:

c∗ =
pk

pk + t
, ahol t =

E(α2(U))

V ar(U0) + V ar(U)− E(α2(U))
.

Ahhoz, hogy az optimális c∗ súlyt megkapjuk, szükségünk lesz Var(U),
Var(U0) és E(α2(U)) = E(U2)β2(U) = E(U2)β2 meghatározására. 5

Feltételezésünk szerint most U ∼ Γ(α, λ) · P . Ekkor fennállnak:

E(U) =
α

λ
· P,

V ar(U) =
α

λ2
· P 2, (3.9)

E(U2) = V ar(U) + E(U)2 =
α

λ2
· P 2 +

(α
λ
· P
)2

=
α(α + 1)

λ2
· P 2. (3.10)

U0 el®zetes becslésnek a következ®t választjuk: nézzük a korábbi, már
teljes kifutással rendelkez® éveket és a végs® kárhányadok átlaga lesz a végs®
kárhányad becslése. Ezt megszorozva az aktuális év el®írt díjával becslést
kapunk az aktuális évhez tartozó végs® kárra. Általánosan felírva a becslést,
tegyük fel, hogy a vizsgált évet megel®z®en l évre ismert a teljes kárkifutás,
vagyis ismertek a

P−l, P−(l−1), . . . , P−1 díjel®írások és a
U−l, U−(l−1), . . . , U−1 végs® kárki�zetések.

A korábbi évek kárhányad eloszlásairól az aktuális évével megegyez® kár-
hányad eloszlást feltételezünk, speciálisan a végs® kárki�zetésekre:
U−i ∼ Γ(α, λ) · P−i ∀ i = 1 . . . l esetén. Az átlag torzítatlan becslés a
várható értékre, ezért

m̂ =

l∑
i=1

U−i
P

i

l
torzítatlan becslés m =

α

λ
-ra. (3.11)

Az el®zetes becslésünk a végs® kárra: U0 = m̂ · P , ahol P a vizsgált év
díjel®írása. Ez a becslés független a vizsgált alapfelbontási évhez tartozó,
már megismert Ck kártól. 6

5az utolsó egyenl®ség azért teljesül, mert az imént beláttuk, hogy Γ eloszlású kárhá-

nyadot feltételezve β2(U) nem függ U-tól.
6ezt a függetlenséget kihasználtunk a Mack-modell levezetésében, tehát szükséges, hogy

így legyen
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V ar(U0) = P 2 · V ar(m̂) =

= P 2 · E


l∑

i=1

U−i
P

i

l
−m


2

= P 2 · E


l∑

i=1

U−i
P

i

−ml

l


2

=

=

(
P

l

)2

E

(
l∑

i=1

U−i
P

i

−ml

)2

=

1
=

(
P

l

)2

· l · E
(
U−i
P−i
−m

)2
2
=

P 2

l
· α
λ2
. (3.12)

Az 1-essel jelölt egyenl®ség azért igaz, mert
U−i
P−i

-k m várható érték¶ való-

szín¶ségi változók, így ott éppen az összeg szórásnégyzete szerepel, továbbá
független, azonos eloszlásúak, ezért az összeg szórásnégyzete a szórásnégyze-
tek összege.

A 2-essel jelölt egyenl®ségnél pedig azt használtuk, hogy éppen a Γ(α, λ2)

eloszlású
U−i
P−i

szórásnégyzete szerepel, ami
α

λ2
.

3.9-et, 3.10-et és 3.12-®t beírva a t-t meghatározó kifejezésbe, kapjuk:

t =
E(α2(U))

V ar(U0) + V ar(U)− E(α2(U))
=

E(U2)β2

V ar(U0) + V ar(U)− E(U2)β2
=

=

α(α + 1)

λ2
P 2 1

α + 1
P 2

l

α

λ2
+
α

λ2
P 2 − α(α + 1)

λ2
P 2

1

α + 1

=

α

λ2
α

lλ2

= l,

amib®l c∗ =
pk

pk + t
=

pk
pk + l

. (3.13)

A következ® meg�gyeléseket tehetjük:

• Ha l n®, akkor c∗ csökken, vagyis kisebb súlyt kap az aktuális évb®l
számolt tartalék, összhangban azzal, hogy nagyobb l esetén az el®zetes
becslés több információn alapul.
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• Mivel 0 ≤ pk ≤ 1, ezért c∗ értéke még magas elértségi szint és kevés
teljes kifutással rendelkez® korábbi év esetén sem túl magas, vagyis ki-
csi súlyt kap RCL és nagy súlyt kap RBF . Ez persze nem meglep®:
feltettük, hogy a korábbi évek kárhányadainak eloszlása meg-
egyezik a vizsgált évével, így az el®zetes becslés nemcsak torzítatlan,
hanem l-lel fordítottan arányos szórásnégyzet¶. Emiatt ez ® szórásné-

gyete jóval kisebb tud lenni, mint
Xk

P
szórásnégyzete, a BF módszer

pedig ebb®l a kisebb szórású el®zetes becslésb®l, a CL módszer pedig
éppen Xk-ból indul ki. Ilyen feltételek mellett tehát RBF várhatóan
nagyon er®s lesz.

Egy konkrét numerikus példán szemléltetjük a jelenséget:

Ha
Ui
Pi
∼ Γ(12, 20) - a végs® kárhányad várható értéke tehát 60 százalék -

továbbá pk = 0, 5 és l = 5 ⇒ Xk

P
∼ Γ(0, 5 · 12, 20).

V ar

(
U0

P

)
=

12

202
· 1

5
=

12

2000
, V ar

(
Xk

P

)
=

0, 5 · 12

202
=

30

2000
,

vagyis RCL nagyobb szórású adatból indul ki, mint RBF , természetes tehát
- ezen feltevések mellett -, hogy RBF kapja a nagyobb súlyt a keverés során,
valamint várhatóan pontosabb becslést tud adni a tartalékszükségletre. Az
elméleti optimális súlyokat tartalmazza a 2. ábra táblázata.

2. ábra. elméleti optimális súlyok
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3.3. Mack-modell a gyakorlatban

A 2. fejezetben az optimális súly és a különböz® módszerek négyzetes hibái
levezetésében pk elértéségi szinteket ismertnek vettük, konstansként kezeltük.
Majd megnéztük, hogy Γ eloszlású kárhányadból kiindulva - miután belát-
tuk, hogy ekkor teljesülnek a modell kiinduló feltételei - mit ad a levezetett
optimális súly, ezt el®relátóan elméleti optimális súlynak hívtuk.

A valóságban ezeket a pk = E(Xk/U) értékeket nem ismerjük. Viszont
a már megismert káradatokból tudjuk ®ket becsülni, jelöljük a becsléseket
p̂k-pal, pk minden becslése c∗ egy becslését szolgáltatja:

ĉ∗ =
p̂k

p̂k + t̂
.

Γ eloszlású kárhányad esetén (mi továbbra is ezzel foglalkozunk)

ĉ∗ =
p̂k

p̂k + l
.

Az egyszer¶ség kedvért a továbbiakban ∀ i-rePi-t és P -t 1-nek választjuk,
ezzel elérjük, hogy az Xi,j/Pi kárhányadok helyett Xi,j károk eloszlása lesz Γ
eloszlású. Az optimális súlyban P nem szerepel, az el®zetes becslést U−j/P−j
átlagai adják, de itt P−j egyenl®nek való választása (speciálisan: azonosan
egynek) csak annyit jelent, hogy stabil, nagyjából ugyanakkora portfóliónk
van minden évben, vagyis a biztosító által viselt kockázat mértéke nem vál-
tozik, hiszen a díj a kockázati kitettség egy mértéke. 7

Célunk annak megvizsgálása, hogy az ezzel a ĉ∗-val megadott kevert Rĉ∗

tartalék átlagos négyzetes hibája hogyan viszonyul a klasszikus módszerek
átlagos négyzetes hibáihoz. Innent®l mindig 6 lebonyolítási periódust fogunk
vizsgálni, vagyis feltesszük, hogy 5 évnél nagyobb késéssel nem történik kárki-
�zetés, a korábbi jelöléseinkkel: p6 = 1 vagy ezzel ekvivalensen Xi,6 = Xi,6+ .

3.3.1. A becslés lépései

Egy konkrét példán végigvisszük hogyan épülnek fel a becsléseink, hogyan
kapjuk meg a CL, BF és az - immáron becsült - optimális súllyal kevert
tartalék négyzetes hibáit. Az els® teljes kifutású évet tekintjük az els® alap-
felbontási periódusnak.

7P=1-re gondolhatunk úgy is, hogy egy kell®en nagy egységben számolunk, mondjuk

milliárd, vagy tízmilliárd forintban
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1, Kifutási háromszög generálása

Γ eloszlású károkat fogunk generálni a kifutási háromszögbe, néhány korábbi,
teljes kifutási évvel együtt, vagyis ∀ i alapfelbontási és j lebonyolítási peri-
ódusra legeneráljuk a Zi,j nem kumulált károknak megfelel® értékeket egy
Γ(αj, λ) eloszlású valószín¶ségi változóból. Mivel minden i-re közösek a pa-
raméterek (a károk eloszlása nem függ az alapfelbontási periódustól), ezért
ha megmondjuk az egyes lebonyolítási periódusokra jellemz® αj paramétere-
ket és λ-t, akkor mindent megmondtunk.

Legyen λ = 20, a példánkban 4 teljes kifutású évet veszünk, a táblázatban a
megfelel® αi értékeket is feltüntetjük:

alapfelbontási αj értéke
periódus 5,2 2 1,6 1,6 0,8 0,8

1 0,30138 0,08979 0,18122 0,09102 0,36639 0,02641
2 0,34699 0,03877 0,10061 0,02406 0,00087 0,08475
3 0,18364 0,14163 0,07638 0,11700 0,08978 0,14194
4 0,20697 0,09955 0,05920 0,07127 0,09553 0,10522
5 0,31836 0,14907 0,11966 0,07333 0,11750
6 0,14893 0,18986 0,07843 0,28943
7 0,51170 0,06961 0,11361
8 0,16776 0,11418
9 0,27094

2. Kumulált háromszög

Az el®z® nem kumulált háromszögb®l legyártjuk azXi,k =
∑k

j=1 Zi,j kumulált
értékeket tartalmazó háromszöget. Ezt úgy is nézhetjük, mintha Xi,k-ket

Γ
(∑k

j=1 αj, λ
)
eloszlású valószín¶ségi változóból generáltuk volna.

alapfelbontási
∑k

j=1 αj értéke
periódus 5,2 7,2 8,8 10,4 11,2 12

1 0,30138 0,39117 0,57239 0,66342 1,02981 1,05623
2 0,34699 0,38576 0,48637 0,51044 0,51131 0,59606
3 0,18364 0,32527 0,40165 0,51866 0,60844 0,75039
4 0,20697 0,30652 0,36572 0,43700 0,53253 0,63775
5 0,31836 0,46743 0,58709 0,66043 0,77793
6 0,14893 0,33879 0,41723 0,70667
7 0,51170 0,58132 0,69493
8 0,16776 0,28194
9 0,27094

3. pk elértségi szintek becslése
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A CL és a BF módszerek esetén a pk elértségi szintek becslése az 1.2 de�ní-
cióban de�niált módon történik, el®ször a kumulált kifutási háromszögb®l a
lánclétra-módszerrel megbecsüljük a növekedési faktorokat, majd ezek recip-
rokainak hátulról vett szorzata adja pk lánclétra becslését.

pi becsült értékei elméleti értékek
p̂1 0,32429 p1 5, 2/12 = 0, 43̇
p̂2 0,45670 p2 7, 2/12 = 0, 6

p̂3 0,57579 p3 8, 8/12 = 0, 73̇

p̂4 0,71130 p4 10, 4/12 = 0, 86̇

p̂5 0,88214 p5 11, 2/12 = 0, 93̇

4. U0 el®zetes becslés

El®zetes becslésnek a korábbi, már teljes kifutással rendelkez® évek végs®
kárainak átlagát választottuk. Itt most:

U0 = (1, 05623 + 0, 59606 + 0, 75039 + 0, 63775)/4 = 0, 76011

Bevezetünk egy jelölést: az M módszerrel meghatározott tartalék eseté-
ben RMi

-vel fogjuk jelölni az i. lebonyolítási évhez tartozó tartalékot. Tehát
RM1 annak az alapfelbontási évnek a tartaléka, amikor még csak egy lebo-
nyolítási periódus adata ismert (nekünk most a 9. alapfelbontási év ilyen),
RM2 esetében 2 lebonyolítási periódus adata ismert (most a 8. év ilyen) stb.

5. Az optimális súly becslése

ĉ∗ =
p̂k

p̂k + t̂
.

Γ eloszlású adatok esetén t becslésének természetesen adódik a korábbi,
már teljes kifutású évek száma. De használhatjuk a t eredeti alakját használó
becslést is, ez ugyanis visszaadja l = 4-et:

t̂ =
̂E(α2(U))

̂V ar(U0) + V̂ ar(U)− ̂E(α2(U))
.

• Az Var(U) becslése a már teljes kifutású évek végs® káradatainak kor-
rigált tapasztalati szórásnégyzete lesz, jelölje S, ez torzítatlan becslés
V ar(U) =

α

λ2
-re.
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• E(U2) második momentum becslése pedig

Ê(U2) = V̂ ar(U) + (Ê(U))2 = S + U2
0 .

• α =
(E(U))2

V ar(U)
⇒ α̂ =

(Ê(U))2

V̂ ar(U)
.

• k teljes kifutású korábbi év esetén

V ar(U0) =
V ar(U)

k
⇒ ̂V ar(U0) =

V̂ ar(U)

k
,

t̂ =
Ê(U2)

1

α̂ + 1

ˆV ar(U0) + V̂ ar(U)− Ê(U2)
1

α̂ + 1

=

=

Ê(U2)
1

(Ê(U))2

V̂ ar(U)
+ 1

̂V ar(U0) + V̂ ar(U)− Ê(U2)
1

(Ê(U))2

V̂ ar(U)
+ 1

=

Ê(U2)
V̂ ar(U)

(Ê(U2)

V̂ ar(U)

k
+ V̂ ar(U)− Ê(U2)

V̂ ar(U)

Ê(U2)

= k.

Ennek a felírásnak az az el®nye, hogy szükség van a végs® kár varianciá-
jának és második momentumának a becslésére is (és természetesen várható
értékének becslésére is, de ezt már U0-nál megtettük), ezek önmagukban ér-
tékes információkat hordozhatnak.
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becsült értékek elméleti értékek

Ê(U) 0,76011 E(U) 12/20=0,6

V̂ ar(U) 0,04322 V ar(U) 12/202=0,03

Ê(U2) 0,62099 E(U2) 0,39
ĉ∗1 0,07499 c∗1 0,0977443
ĉ∗2 0,10247 c∗2 0,1304347
ĉ∗3 0,12583 c∗3 0,1549295
ĉ∗4 0,15097 c∗4 0,1780821
ĉ∗5 0,18068 c∗5 0,1891891

6. RCL és RBF és Rc∗ meghatározása

RBFi
= (1− p̂i)U0 = q̂iU0,

RCLi
= X10−i,i

q̂i
p̂i
,

Rc∗i
= ĉ∗iRCLi

+ (1− ĉ∗i )RBFi
.

⇓

RBF1 0,51361 RCL1 0,56455 Rc∗1
0,51743

RBF2 0,41296 RCL2 0,33540 Rc∗2
0,40501

RBF3 0,32244 RCL3 0,51198 Rc∗3
0,34629

RBF4 0,21944 RCL4 0,28681 Rc∗4
0,22961

RBF5 0,08958 RCL5 0,10393 Rc∗5
0,09217

7. A négyzetes hibák meghatározása

Az egyes pontban a kifutási háromszög generálásakor a "jöv®beli" károkat -
vagyis az alsó háromszög értékeit - is legeneráljuk: a meglév® adatainkból
ezeket az értékeket szeretnék minél pontosabban becsülni.

alapfelbontási αj értéke
periódus 5 2 1,6 1,6 0,8 0,8

5 . . . 0,01129
6 . . . 0,03593 0,05155
7 . . . 0,15020 0,09689 0,03741
8 . . . 0,06023 0,07061 0,01929 0,04315
9 . . . 0,12527 0,18358 0,02784 0,07643 0,20362

A megfelel® sorösszegek lesznek az alapfelbontási periódusok tényleges tar-
talékszükségletei.8

8Emlékeztetünk, hogy Ri-vel jelöljük annak az alapfelbontási évnek a tartalékszükség-

letét, amelyikb®l i év káradatai ismertek.
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R1 0,61677
R2 0,19329
R3 0,28451
R4 0,08748
R5 0,01129

AzM módszerrel meghatározott tartalék négyzetes hibája abban az alap-
felbontási évben, amelyben i év káradatai ismertek: (RMi

−Ri)
2.

(RMi
−Ri)

2

M 1 2 3 4 5
BF 0,01064 0,04825 0,00143 0,01741 0,00612
CL 0,00272 0,020192 0,05174 0,03973 0,00858

kevert 0,00986 0,04482 0,00381 0,02019 0,00654

Vastagon a legpontosabb tartalékot szedtük. 9

Ezt az eljárást 10000-szer ismételjük meg, és vizsgáljuk az egyes módszerek
átlagos négyzetes hibáit a 10000 generálás során. A kifutási háromszögek ge-
nerálására és a fenti becslések elvégzésére Visual Basicben írtam programot.

3.2 De�níció: Standard hiba
Egy módszer n számú generálás melletti standard hibáján az n generáláshoz
tartozó átlagos négyzetes hiba négyzetgyökét értjük.

A fogalom jól láthatóan analóg a szórással, ami a várható értékt®l való vár-
ható négyzetes eltérés négyzetgyöke. 10 Kés®bbi táblázataink a módszerek
10000 generálás melletti standrad hibáit fogják tartalmazni, az el®írt díj (fel-
tevésünk szerint most az 1) arányában kifejezve.

A következ® el®zetes észrevételeket tesszük:
- minél több teljes kifutással rendelkez® korábbi évünk van, a BF módszer

annál er®sebb lesz, hiszen az el®zetes U0 becslés annál pontosabb.
- a több teljes kifutású év hatására a ci növekedési faktorokat, így a pi

elértségi szinteket is pontosabban tudjuk becsélni, tehát ennek a tényez®nek
a hatására mindkét klasszikus módszer pontosabb lesz.

- különböz® szórású adatokat fogunk vizsgálni, azonos "lebonyolódási
minta" mellett. Ez azt jelenti, hogy a tényleges pk elértségi szinteket nem

9A továbbiakban sokszor a legpontosabb tartalékra, mint "nyertes" tartalék hivatko-

zunk és táblázatainkban vastagon szedjük a nyertest.
10A standard hiba tehát NEM az abszolút eltérések átlaga, hanem az abszolút eltérések

négyzetei átlagának négyzetgyöke. El®bbi a pozitív abszolút eltérések számtani, utóbbi

négyzetes közepe.
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α1

∑2
j=1 αj

∑3
j=1 αj

∑4
j=1 αj

∑5
j=1 αj

∑6
j=1 αj λ U szórása

26 36 44 52 56 60 100 7,746%
13 18 22 26 28 30 50 10,954%
5,2 7,2 8,8 10,4 11,2 12 20 17,32%
3,9 5,4 6,6 7,8 8,4 9 15 20%

2. táblázat. A Γ eloszlások paraméterei

változtatjuk, de az eloszlások szórását, amib®l az adatok származnak, igen.
A tényleges lebonyolódási mintánk a következ® lesz: a végs® kárhányad 60%,
az elértségi szintek pedig:

p1 = 0, 43̇ , p2 = 0, 6 , p3 = 0, 73̇ , p4 = 0, 86̇ , p5 = 0, 93̇.

Ezek a 2. táblázatban feltüntetett paraméterekkel megadott Γ eloszlású való-
szín¶ségi változókból fognak származni. Az els® két esetben viszonylag kicsi
szórású, a második két esetben viszonylag nagy szórású portfólióról beszél-
hetünk. Az "1,96 σ szabályból" adódó kon�denciaintervallumok nagysága a
végs® kárra rendre 30,4%, 42,9%, 67,9%, 78,4% a díj százalékában (a várt
végs® kár a díj 60%-a).

3.3.2. Az elértségi szintekr®l

Milyen pontosan tudjuk becsülni a tényleges elértségi szinteket?
A 4. ábra mutatja a becslések standard hibáit. pi CL becslése 6 − i nö-

vekedési faktor reciprokának szorzata, tehát nagyobb i-re kevesebb becslés
szorzata adja pi becslését. Emiatt nagyobb i-re annak ellenére pontosabbak
a becsléseink, hogy a kifutási háromszögben "rövidebb" oszlopok adják a nö-
vekedési faktorok CL becsléseit. Ez alól jól láthatóan kivétel az els® oszlop,
pedig ® a legtöbb becslés szorzataként áll el®. Ennek oka, hogy p1 = 0, 43̇ el-
értségi szint alacsony, szóval csak az abszolút standard hiba kisebb, a becsült
érték arányához mért relatív hiba természetesen már nagyobb.

Jegyezzük meg, hogy az elértségi szintek becslései mindkét klasszikus
módszerben szerepelnek, de a CL becslés pontosságát jobban befolyásolják.
A 3. ábra azt mutatja, hogy a különböz® elértségi szinteken az elértségi szint
becslésének adott százalékos változásának hatására a tartalékbecslés megvál-
tozása a kiindulásként becsült tartalék hány százaléka. A 3. sorok ezeknek
a relatív változásoknak az arányait mutatják.
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3. ábra. BF és CL tartalékok változása és a változások aránya a különböz®
elértségi szinteknél
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4. ábra. az elméleti elértségi szintek becsléseinek standard hibái

3.3.3. Eredmények

• A teljes kifutású évek száma sok : l = 4 és l = 10

5. ábra. tartalék becslések standard hibái, 10 teljes kifutású év
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6. ábra. tartalék becslések standard hibái, 4 teljes kifutású év

Mint már el®re jeleztük, a BF ilyen körülmények között nagyon er®s, hiszen
az el®zetes becslés, amit használ, sokkal kisebb szórású adatból indul ki. Ezt
egy jóval nagyobb szórású becslés hozzákeverésével nem tudjuk ellensúlyozni,
hiába a szép elméleti háttér. A kisebb meglepetést inkább az jelentheti, hogy
egyszer mégis nyerni tudott a kevert módszer a(z ilyen körülmények között
általánosan) jóval gyengébb CL módszer hozzákeverésével. Az okok:

i, l = 10 miatt a CL módszert épphogy hozzákevertük a BF-hez, hiszen az
elméleti optimális súlyok rendre

c∗1 = 0, 04153 c∗2 = 0, 05660 c∗3 = 0, 06832 c∗4 = 0, 07975 c∗5 = 0, 08536

10 teljes kifutású év esetén (és

c∗1 = 0, 09774 c∗2 = 0, 13043 c∗3 = 0, 15492 c∗4 = 0, 17808 c∗5 = 0, 18918

4 teljes kifutású év esetén.)

ii, ráadásul l = 10 miatt sok adatból becsüljük pi-ket (az oszlopösszege-
ket legalább 10 kumulált érték adja, ezzel a becslés bizonytalansága
lecsökken) és i = 5-re az elértségi szint becsléséhez csupán egy növe-
kedési faktor becslésére van szükségünk. A 4.ábrából láthatjuk, hogy
i = 5-re, különösen l = 10 esetén kicsi a standard hiba, ami mivel eb-
ben az esetben nem egy generálásonként változó értékt®l, hanem egy
�x, elméleti értékt®l vett távolságot mér, mutatja, hogy a becslések
kis intervallumban szóródnak.
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• A teljes kifutású évek száma 2.

Itt már izgalmasabb a kép. Kétszer akkor tudott nyerni a kevert tartalék,
amikor a lebonyolításból még csak 1 év telt el, a tartalékszükséglet ekkor a
legnagyobb, a pontos tartalékbecslés itt különösen sokat ér. Ráadásul most
már az elméleti optimális súlyok is nagyobbak:

c∗1 = 0, 17808 c∗2 = 0, 23076 c∗3 = 0, 26829 c∗4 = 0, 30232 c∗5 = 0, 31818

7. ábra. tartalék becslések standard hibái, 2 teljes kifutású év

• A teljes kifutású évek száma 1.

Ekkor el®zetes becslésnek az egyetlen teljes kifutású év végs® kárát választjuk,
ennek a szórásnégyzete már nem kisebb, mint a CL módszer által használt
aktuális kártapasztalatoké. A Mack-modell ereje itt már megmutatko-
zik, a 4 els® felbontási évhez tartozó tartalékolás közül mindet, a 4 második
felbontási évhez tartozó tartalékolás közül 3-at megnyert a kevert tartalék,
valamint egyszer a harmadik felbontási periódusban is nyerni tudott. Az
elméleti optimális súlyok:

c∗1 = 0, 33106 c∗2 = 0, 38701 c∗3 = 0, 42216 c∗4 = 0, 47342 c∗5 = 0, 48952

Konklúzió: ha az el®zetes becslés hasonló szórású el®zetes becslésb®l indul ki,
mint a CL módszer által használt saját kártapasztalat, akkor a Mack-modell
által nyújtott keverés hatékony módszer az átlagos négyzetes hiba (vagy ezzel
ekvivalensen a standard hiba) alacsonyan tartására.
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8. ábra. tartalék becslések standard hibái, 1 teljes kifutású év

Eredményeinkb®l azt is láthatjuk, hogy azokban az esetekben, amikor a
kevert tartalék nem tudott nyerni, a standard hibája sokszor 1 vagy akár 2
tizedesjegy pontossággal is megegyezik a nyertes BF módszerével. Sok teljes
kifutású év esetén az egyik ok természetesen az, amit már megjegyeztünk
korábban, viszonylag kicsi súllyal keverjük a BF módszerhez a CL módszert.
Err®l 2 vagy 1 teljes kifutású év esetén már nincs szó, a másik ok a keverés
tényleges hatása, ha az egyik becslés egy esetleges extrém érték miatt távol
van a tényleges tartalékszükséglett®l, a másik módszer hozzákeverése ezen
tud javítani, átlagos hibát tekintve egy jobb becslés tud megszületni.

Ezt er®síti meg a 9. ábra, melyen láthatjuk azt, hogy a kevert módszer
önmagában rendre nem nyer meg túl sokat a 10000 generálásból. Mégis
összeségében, standard hibát tekintve nyerni tudott több esetben, máskor
pedig standard hibája tizedesjegy pontossággal megegyezett a nyertes BF
módszer standard hibájával. Vagyis a keverés két különböz® információból
kiinduló becslésb®l olyan becslést hoz létre, ami az extrém nagy hibákat
kiküszöböli, tehát az átlagos hibát tartja alacsonyan - persze pontosan ezt
vártuk.

A 9. ábra másik tanulsága, hogy a CL módszer a lebonyolítás el®rehalad-
tával egyre többször tudott nyerni, ilyenkor az elértségi szintek becsléséhez
kevesebb növekedési faktort kell megbecsülnünk. Ha úgy gondolunk a kifutási
háromszög legenerált értékeire, mint a már ismert, meglév® kártapasztalatok,
akkor a lebonyolítás el®rehaladtával az adott évre jellemz® kártapasztalat
egyre több információt hordoz, ez a mi modellünkben is visszaköszön: a CL
módszer egyre többször tud nyerni.
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Összefoglalva:
Abból a feltevésb®l indultunk ki, hogy minden év kárlebonyolítása azonos el-
oszlás szerint zajlik és láttuk azt is, hogy ez a BF módszernek nagyon kedvez.
Standard hibában mégis rendre meg tudtuk közelíteni a kevert módszerünk-
kel. Még 10 teljes kifutású korábbi év esetén is tudott egyszer nyerni a kevert
módszer. Két teljes kifutású korábbi év esetén 2-szer akkor tudott nyerni,
amikor a tartalékszükséglet a legnagyobb. 1 teljes kifutású év esetén pedig,
amikor a BF módszer elveszti a feltevésb®l származó el®nyét, a kevert tar-
talék már a legfontosabb tartalékolási id®szakokban (a lebonyolítás elején)
rendre nyerni tudott. Azt is látjuk, hogy az, hogy az adatok mekkora szórású
eloszlásból származnak (tehát a portfólió várt kárhányada kicsi, közepes vagy
nagy szórású) ilyen feltételek mellett nem ad lényeges különbséget. 11

9. ábra. ki hányszor tudott nyerni a 10000 generálás során

11nagyobb szórású adatokkal dolgozva a standard hibák persze külön-külön n®nek
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3.3.4. Randomizált eredmények

Megvizsgáljuk azt, hogy mi történik, ha vannak "jó" és "rossz" éveink,
1/2 - 1/2 valószín¶séggel. A jó évben a 2. táblázatnak megfelel®en az el®írt
díj százalékában kifejezve rendre 26, 36, 44, 52, 56 és 60% az i. periódus után
a kumulált kár várható értéke, a rossz évben ennek pont a duplája, vagyis 52,
72, 88, 104, 112 és 120%. A dupla várható értéket úgy érjük el, hogy a megfe-
lel® α paramétert választjuk kétszeresre, a λ paramétereket nem változtatjuk.

Figyelembe véve, hogy
1

2
Γ((k · λ), λ) +

1

2
Γ((2k · λ), λ) = Γ((k · λ), 2λ) + Γ((2k · λ), 2λ) =

= Γ((3k · λ), 2λ), (3.14)

ezért minden i-re a megfelel® károk eloszlása itt is minden alapfelbontásbeli
évre azonos Γ eloszlás, így az a tulajdonság is megmarad, hogy az i. felbon-
tási periódusra jellemz® várt elértségi szintek nem függnek az alapfelbontási
periódustól.

Több teljes kifutású korábbi év esetén ezért túl sok változást az eredmé-
nyeinkben nem várhatunk, ezt a következ® táblázatok is igazolják.

10. ábra. standard hibák, 10 teljes kifutású év, randomizált eset
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11. ábra. standard hibák, 4 teljes kifutású év, randomizált eset

12. ábra. standard hibák, 2 teljes kifutású év, randomizált eset
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Ha csak 1 teljes kifutású korábbi évünk van, akkor jelent®sen változik a
helyzet. Ilyenkor az el®zetes becslés az egyetlen már ismert végs® kár, ami
ha rossz év volt, a vizsgált év pedig jó, akkor nagyon pontotlan tartalékbecs-
lést fog adni, hiszen várható értékben pont dupla annyi tartalékszükségletet
jelez el®re, mint amire várhatóan szükségünk lesz (és ugyanígy megfordítva).
Emiatt itt a CL becslés várhatóan sokkal er®sebb, ezt mutatják eredményeink
is:

• A teljes kifutású évek száma 1.

13. ábra. standard hibák, 1 teljes kifutású év, randomizált eset

Nem randomizált esetben l = 1 mellett a kevert módszer meglehet®sen
sikeresnek bizonyult, mi az oka, hogy itt nem tud nyerni? A BF módszer a
fentiek alapján kifejezett rossz el®zetes becslést használ, és az elméleti opti-
mális súlyok - amelyek a CL módszer súlyát mondják meg - 1/2-nél kisebbek:

c∗1 = 0, 33106 c∗2 = 0, 38701 c∗3 = 0, 42216 c∗4 = 0, 47342 c∗5 = 0, 48952

tehát az ilyen körülmények között sokkal gyengébb BF módszer kapja a na-
gyobb súlyt, így a kevert tartalék esélyeit is rontjuk.

Mi a helyzet a 5. lebonyolítási periódushoz tartozó tartalékolással? Arra
az eddig elmondottak nem igazak, nem teljesített rosszabbul a BF módszer,
s®t, minden esetben nyerni tudott. Az ok a következ®: 1 teljes kifutású
év esetén p5 elértségi szint becslése nem más, mint a kumulált kifutási há-
romszögbeli X1,5 és X1,6 értékek hányadosa, ennek ismerjük az eloszlását:
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Γ(1, 68 · λ, 2λ)

Γ(1, 8 · λ, 2λ)
⇒ qk becslésének eloszlása

(
1− Γ(1, 68 · λ, 2λ)

Γ(1, 8 · λ, 2λ)

)
.

A BF tartalékbecslés nem más, mint qk becslésének és X1,6-nak a szorzata,
az ® eloszlása : (

1− Γ(1, 68 · λ, 2λ)

Γ(1, 8 · λ, 2λ)

)
· Γ(1, 8 · λ, 2λ).

A becslés felírásakor a Γ(1, 8 · λ, 2λ) eloszlású valószín¶ségi változóból szár-
mazó érték mindkétszer ugyanaz az érték, az egyetlen ismert végs® kár, ezért
lehet vele egyszer¶síteni! 12 ⇒

Γ(1, 8 · λ, 2λ)− Γ(1, 68 · λ, 2λ) = Γ(0, 12 · λ, 2λ)

eloszlású a BF módszer tartalékbecslése.

A CL módszer esetében a
qk
pk

becslésének eloszlása

(
1− Γ(1, 68 · λ, 2λ)

Γ(1, 8 · λ, 2λ)

)
Γ(1, 68 · λ, 2λ)

Γ(1, 8 · λ, 2λ)

=

(
1− Γ(1, 68 · λ, 2λ)

Γ(1, 8 · λ, 2λ)

)
· Γ(1, 8 · λ, 2λ)

Γ(1, 68 · λ, 2λ)
=

∗
=

(
Γ(1, 8 · λ, 2λ)

Γ(1, 68 · λ, 2λ)
− 1

)
. (3.15)

(*-nál azért egyszer¶síthettünk, mert a becslésben ismét ugyanazokról az
értékekr®l -X1,5 ésX1,6 - van szó) Egy ilyen eloszlású valószín¶ségi változóból
származó értékre kell rászoroznunk a kifutási háromszög X2,5-ös elemére, ami
Γ(1, 68 · λ, 2λ) eloszlású valószín¶ségi változóból származik.

⇒ a CL becslés

(
Γ(1, 8 · λ, 2λ)

Γ(1, 68 · λ, 2λ)
− 1

)
· Γ(1, 68 · λ, 2λ) eloszlású.

Fontos, hogy itt már nem ugyanaz X2,5 értéke, mint ami 3.15-ben a Γ(1, 68 ·
λ, 2λ) eloszlású valószín¶ségi változóból származik 13, csak az eloszlásuk egye-
zik meg, ezért természetesen egyszer¶síteni sem tudunk. 14

12tehát magában a becslésben nem két azonos eloszlású valószín¶ségi változóból szár-

mazó érték szerepel, hanem egy adott valószín¶ségi változóból származó érték kétszer,

ezért jogos az egyszer¶sítés
13az egymástól független X1,5-öt és X2,5-öt adják meg
14ha tudnánk egyszer¶síteni, itt is visszakapnánk a becslésre a Γ(0, 12 · λ, 2λ) eloszlást.
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Amit becsülni szeretnék, az egy az eddigiekt®l független Γ(0, 12 · λ, λ) el-
oszlású valószín¶ségi változóból származó X2,6 értéke. Ezt a BF módszer X2,6

eloszlásával megegyez® eloszlású valószín¶ségi változóból származó értékkel
becsüli, eredményeink alapján átlagos négyzetes eltérésben jobban, mint a
CL módszer, aminek az eloszlására egy összetettebb eloszlást kaptunk.

3.3 Megjegyzés: Az az el®ny, ami abból származott, hogy tudtunk "egy-
szer¶síteni" i = 4-re már nem lesz meg. Pontosabban, a BF módszer eloszlá-
sának meghatározásánál tudunk ugyan X1,6 értékével egyszer¶síteni, illetve

a CL módszernél is a
qk
pk

eloszlást felírva, de már mindkét módszer által szol-

gáltatott becslésre egy összetett eloszlást kapunk. A két becslés eloszlása:

BF ∼

(
1− Γ(2 · 1, 56λ, 2λ)

Γ(2 · 1, 68λ, 2λ)

Γ(1, 68λ, 2λ)

Γ(1, 8λ, 2λ)︸ ︷︷ ︸
p̂k eloszlása

)
· Γ(1, 8 · λ, 2λ)

CL ∼

(
Γ(2 · 1, 68λ, 2λ)

Γ(2 · 1, 56λ, 2λ)︸ ︷︷ ︸
1

ĉ4
eloszlása

Γ(1, 8λ, 2λ)

Γ(1, 68λ, 2λ)︸ ︷︷ ︸
1

ĉ5
eloszlása

−1

︸ ︷︷ ︸
q̂k
p̂k

eloszlása

)
· Γ(1, 56 · λ, 2λ)︸ ︷︷ ︸

X3,4 eloszlása

Megnézve a 15. ábrát, a következ®ket láthatjuk:

i, l = 2, 4, 10 esetén változás volt abban, hogy a 10000 generálásból melyik
módszer hányat tudott megnyerni: a kevert módszert összeségében több
esetet nyert meg, mint a sima esetben és a többlet a CL módszert®l
hiányzik.

ii, Különbség továbbá: az adatok szórásának komolyabb hatása van arra,
hogy ki hányszor tudott nyerni, szemben a sima esettel, haladva a kisebb
szórású adatok felé a kevert módszer er®södik a CL módszerrel szemben.
A 14. ábra részben erre magyarázatot ad, rögzített i-re a kisebb szórású
adatok esetén a BF módszer relatíve pontosabb.

iii, l = 1 esetén pedig pontosan visszaköszön, amir®l eddig beszéltünk, i =
1, 2, 3, 4-re a CL módszer tarol, majd i = 5-nél a BF módszer életre kel.
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14. ábra. A klasszikus becslések standard hibáinak egymáshoz viszonyított
aránya, l=2

15. ábra. ki hányszor tudott nyerni a 10000 generálás során, randomizált eset
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3.3.5. Összefoglalás

Miután sorra vettük a kifutási háromszögön alapuló klasszikus módszere-
ket, abból a feltevésb®l indultunk ki, hogy a különböz® információn alapuló
klasszikus módszerek keverésével egy sikeresebb tartalékolási módszert hoz-
hatunk létre. A károk lebonyolódására tett elméleti feltevésekb®l Mack le-
vezetett egy optimális súlyt. A dolgozatban megmutattuk, hogy Gamma
eloszlású kárhányadra a Mack feltételek teljesülnek. Gamma eloszlású való-
szín¶ségi változókból generáltunk káradatokat, felépítettük becsléseinket és
megvizsgáltuk, hogyan teljesítenek a különböz® módszerek. A modellünk-
ben minden évnek azonos eloszlást adtunk és láttuk, hogy ilyen körülmények
között a Bornhuetter-Ferguson módszer nagyon er®s, hiszen az aktuális kár-
tapasztalatnál jóval kisebb szórású adatra épít.

Eredményeinkb®l azt láttuk, hogy a kevert tartalék reális alternatívának
bizonyul: a legtöbb esetben pontossága nagyon közel volt a "nyertes" - leg-
pontosabb - BF tartalékbecsléshez, 2 teljes kifutási év esetén pedig el®fordult,
hogy a kárlebonyolódás elején is nyerni tudott, amikor a nagy tartalékszük-
séglet miatt legfontosabb a jó becslés.

1 teljes kifutású év esetén láttuk, hogy a lebonyolítás elején szinte mindig
a kevert tartalék nyert, ez azt mutatta, hogy amikor a kiinduló módsze-
rek hasonló volitalitású adatból építkeznek, akkor a két módszer keverésével
csökkenthet® az átlagos négyzetes hiba.

Randomizált esetben - amikoris feltételeztünk a kárarány szempontjából
jó és rossz éveket is - a helyzet 1 teljes kifutású év esetén tért el jelent®sen a
nem randomizált esett®l, ekkor f®leg a BF és a CL módszer egymáshoz való
viszonyáról tettünk megállapításokat. Láttuk, hogy ilyen körülmények kö-
zött a CL módszer a legpontosabb, kivéve az utolsó lebonyolítási periódusra
vonatkozó tartalékolást, ahol a BF módszer.
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