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Bevezetés

Tetszbleges k alaptest felett definidlt algebrai gorbék esetében felmeriilhet
a kérdés, hogy a goérbének van-e k-raciondlis pontja, és ha nincs, akkor k
milyen nagy boévitését kell venniink, hogy taldljunk pontot. Ez vezet el az X
gorbe indexének a definiciojahoz: ez a legnagyobb kozos osztoja azon véges
bévitések fokanak, amelyek f6l6tt X-nek mar van racionalis pontja. Az index
meghatarozasa azonban sokszor nehézségekbe iitkozik, mikozben egy hasonlo
mennyiség, a periodus kiszamolasa egyszertibb. Ehhez ismerniink kell a gorbe
Picard-csoportjdnak a fogalmat. Ha az X gorbét a k egy rogzitett k algeb-
rai lezartja felett tekintjiik, akkor értelmezhetjiik a Div(X) divizorcsoportot
mint az X pontjai altal generalt szabad Abel-csoportot. Ennek egy faktorcso-
portja adja meg a Pic(X) Picard-csoportot, melynek tehat divizorosztalyok
az elemei, amiken (a gorbe pontjain, illetve abbél szarmazoan a divizorokon
valo hatés alapjan) természetes modon hat a k abszolut Galois-csoportja. A
k-racionalis divizorosztalyok fokainak legnagyobb ko6zos osztojat nevezziik az
X P(X) perioduséanak.

A definiciokbol azonnal adédik, hogy a periodus az index osztoja, ugyanis
az indexet meghatarozhatjuk a k-raciondlis divizorok fokainak legnagyobb
kozos osztojaként is. Komolyabb megfontolasokat igényel az, hogy tovabbi
Osszefiiggéseket allapithassunk meg az index és a periddus kozott. Szakdolgo-
zatom célja az erre vonatkozo eredmények attekintése, illetve a bizonyitésok
megértéséhez sziikséges elméleti felépités bemutatasa.

A dolgozatban szerepld tételek részben tetszéleges, részben p-adikus tes-
tek f6lotti Osszefiiggésekre vonatkoznak. Lichtenbaum 1968-as 2] cikkében
belatta, hogy p-adikus testek folotti elliptikus gorbék esetében a periddus
egyenl az indexszel. Eredményét 1969-es [3] cikkében altalanositotta. Ebben
egyrészt bebizonyitotta, hogy p-adikus test feletti tetszéleges gorbe esetén az
index egyenld a periodussal vagy a periodus kétszeresével (és ez utobbi csak
bizonyos tovabbi feltétel teljesiilése esetén allhat elG), masrészt tetszéleges
test feletti gorbék esetére is megallapitott Gsszefiiggéseket: nevezetesen azt,
hogy az index osztoja a 2P(X)? értéknek, ahol bizonyos feltételek mellett a
2-es szorzo el is hagyhato. Lichtenbaum cikkeiben a Galois-kohomologia és



a Tate-dualitds modszereit hasznalta.

A kutatas tovabbi iranya p-adikus testek esetében az volt, hogy a Lichten-
baum cikkében megadott feltételek mellett valoban 1étezik-e megfelels gorbe.
Végiil erre Sharif 2007-es |7] cikkében (amely a 2006-os PhD tézisén alapul)
igenld valaszt adott: a Lichtenbaum cikke &ltal megengedett tetszGleges gé-
nusz, periodus és index értékekhez konstrualt megfelel gorbét. Dolgozatom-
ban bemutatom Lichtenbaum tételeinek bizonyitasait, majd Sharif konstruk-
ciojat. A bizonyitasok az idézett cikkek gondolatmenetét kovetik.

A szakdolgozat a kovetkezSképpen épiil fel. Az elsé fejezet attekinti a
p-adikus testek konstrukciojat, bevezeti a (késGbbiekben a gorbék kapcsan is
hasznalt) diszkrét értékelésgytiriik fogalmat, tovabba ismerteti p-adikus tes-
tek bovitéseinek olyan tulajdonsagait, amelyekre sziikség lesz Sharif konst-
rukcidja soran. A masodik fejezetben Osszefoglalom az algebrai gorbékkel
kapcsolatos alapvetd ismereteket, kiilon kitérve a nem algebrailag zart testek
felett definidlt gorbékkel kapcsolatos fogalmak értelmezésére, illetve a diffe-
rencialformék elméletére. Ebben a fejezetben definidlom pontosan a dolgozat
szempontjabol olyan kulcsfontossagu fogalmakat, mint a Picard-csoport, az
index, a periddus, a génusz, tovabbé felsorolom azokat a tételeket, amelyek
a kés6bbi bizonyitdsokban szerepet jatszanak. A harmadik fejezet a bizo-
nyitasokhoz szintén sziikséges elméleteket ismerteti a centrilis egyszerd al-
gebrakkal, a Brauer-csoporttal és a GGalois-kohomologiaval kapcsolatban. Az
els6 harom fejezetben csak az egyszertibb, illetve a kifejezetten a dolgozat ké-
s6bbi fejezeteihez sziikséges, mashol kevésbé elérhets bizonyitéasok keriilnek
ismertetésre, a tovabbi tételek bizonyitasainal a megfelel§ szakirodalomra
hivatkozom.

A negyedik fejezet Lichtenbaum [3] cikkére épiil: el6bb tetszleges, majd
a p-adikus test feletti periodus-index feltételek bizonyitasat ismerteti. A dol-
gozat utolso fejezete az adott indext és periodusi gorbék konstrukciojat tar-
talmazza. Ehhez elGszor ismertetem az elliptikus gorbékrél, a Tate-gorbérdél,
illetve a gorbék csavarasarol szolo definiciokat és tételeket, mivel ezek képezik
a konstrukcié alapjat. FEzt kdvetGen Sharif cikke alapjan elébb 1 génuszi,
majd tetszéleges g érték mellett konstruidlom meg a megfelel gorbét.



1. fejezet

A p-adikus testek

Az els6 fejezetben attekintjiik a p-adikus szdmtest Kiirschék Jozseftsl szar-
mazé konstrukciojat, tovabba bevezetjiik a diszkrét értékelések és diszkrét
értékelésgytiriik fogalmét. Felidéziink a p-adikus testek bovitésére vonatkozo
bizonyos ismereteket, az elagazasi index és a nem elagazo bévitések definici-
ojat. A fejezet zarasaként bebizonyitunk nem eladgaz6 bévitésekre vonatko-
z6an egy lemmét, amelyet a késGbbiekben az adott periddusi és indext gorbe
konstrukciojanal fogunk felhasznalni. A fejezethez Jean-Pierre Serre [5] kony-
vének I-I1. fejezetét, tovabba Fried Ervin Ertékeléselmélet, illetve Szamuely
Tamas Brauer-csoportok cimi kurzusain elhangzottakat hasznalom fel.

1.1. Ertékelés, diszkrét értékelésgyiird

A tovabbiakban p legyen pozitiv primszam. A p-adikus szamtest konstruk-
ciojahoz elGszor definialjuk a p-adikus értékelést a racionélis szamokon.

1.1.1. definicié. Legyen q € Q* nemnulla raciondlis szam. A q p-adikus
értékelése legyen az a v,(q) egész szam, amire q = %p”l’@, ahol a €s b p-vel
nem oszthato egész szamok.

Az igy kapott v, : Q* — Z értékelés kiterjeszthets a v,(0) = oo értékkel, és
trividlisan teljesiti az alabbi tulajdonsigokat:

1.1.2. allitas. (1) v,(zy) = vp(z) + vp(y)
(2) vp(z +y) = min(vy(z), vy(y))
(2") Sét, vy(x) # vy(y) = vp(r + y) = min(v,(z), v,(y))

Ez alapjan definidlhato a ¢ szidm p-adikus norméja ||q||, = e~*»(? nemnegativ
valds. Erre teljesiilnek az aldbbi normatulajdonsagok:



(W) llzylly = l=lllyll»
(2) [lz +yll, < max([lzll,, [yllp) (< llzlly + llyllp)

A felsorolt tulajdonsagok alapjan definialhatjuk altaldnosan egy K test ér-
tékelését:

1.1.3. definicié. Egy K test diszkrét értékelésének neveziink egy olyan v :
K — Z U{oo} sziirjektiv leképezést, amelyre:

(1) v(z) =0 z=0
(2) v(zy) = v(z) +o(y)
(3) v(z +y) = min(v(z), v(y))

Az is belathato az axiomak kovetkezményeképpen, hogy a (3) esetben egyen-
16ség all fenn, ha = és y értékelései kiillonboznek.

Az {z € K : v(x) > 0} elemek részgyfiriit alkotnak K-ban, ezt nevezziik a
v értékeléshez tartozo O, diszkrét értékelésgyidrinek (DVR). Ebben az M, =
{z € K :v(z) > 0} elemek idealt alkotnak. O,\M, = {z € K : v(z) = 0}
alkotjak O, egységeit, tekintve hogy v(1) = 0 a multiplikativitas miatt, ami
alapjan v(1/x) = —v(x), és igy = € O, akkor és csak akkor invertalhato, ha
v(z) = 0. Tehat O, lokalis gytird, melynek egyetlen maximalis idealjat, M,-t
az 6 értékelésidedljanak nevezziik. M, f6ideal, amelyet tetszéleges olyan m
elem general, amelyre v(7) = 1. Az O, &sszes idedljat az M¥ = (7*) fidealok
adjak meg. O, tehat f6idealgytird, tovabba (), M) = (0), és minden =z € K*
elsall 2 = ur™® alakban, ahol u € O,\M,. Az O,/M, test az értékeléshez
tartoz6 maradéktest.

Az itt belatott tulajdonsagok alapjan forditott sorrendben, a DVR-bél
kiindulva is definialhato az értékelés.

1.1.4. definicié. Egy A gyirit diszkrét értékelésgyiirinek nevezink, ha olyan
foidedlgytrd, amelynek egyetlen nemnulla primidedlja van.

Mivel egy f6idealgyiir nemnulla primidealjait az irreducibilis elemek gene-
raljak, ezért a definicié értelmében a diszkrét értékelésgytirtiben invertalhato
elemmel vald szorzés erejéig egyértelmii 7 irreducibilis elem létezik. Az A
nemnulla idealjait a (7") idedlok adjik meg, és minden = # 0 elem egyér-
telmiden el6irhaté © = 7"u alakban megfelel§ n természetes szammal és u
egységgel. Az igy kapott n szadm az x értékelése, amely kiterjesztheté az
A hanyadostestére is, ahol a fentiek szerinti diszkrét értékelést adunk meg
ezaltal, melyhez A lesz a megfelels értékelésgytirt és () az értékelésideal.

A kovetkezG lemma egy adott test kiilonboz6 diszkrét értékeléseire vonat-
kozik.



1.1.5. lemma (Approximéacios lemma). Legyenek vy, vs, ..., v, a K test
kiilonbozd diszkrét értékelései, tovdabbd oy, o, ..., a, € K adott elemek. Ek-
kor minden N > 0-hoz létezik olyan x € K, melyre v;(x — «;) > N teljestil
minden i-re.

Bizonyitas. [13]: VI.10. Theorem 18.

A kovetkezd 1épésben a teljessé tétel konstrukcidéjahoz ismét normat definia-
lunk, majd ebbdl a Cauchy-sorozatok fogalma is értelmezhetd:

1.1.6. definicié. A v-hez tartozé normdt ismét az ||z, = e @) egyenlds-
éggel definidlhatjuk.

1.1.7. definici6. (z,) Cauchy-sorozat, haVe >0 AN >0 Vn >N ||z,—
xn—&-l”v < E.

A Cauchy-sorozatok kommutativ gytrtt alkotnak, amelyben a nullsorozatok
(Ve>0 IN>0 Vn>N |a,], <e) idealt alkotnak.

1.1.8. definicié. A K test v szerinti teljessé tételét a K, = { Cauchy-sorozatok}/{0-
sorozatok} faktor adja meg. K,-re kiterjed a || - ||, norma: ||(z,)|, =
lim,, oo ||Zn||o-

A limesz létezik, hiszen az ||x,]|, valos szamok is Cauchy-sorozatot alkotnak.
Mivel a faktorizacio nullsorozatokkal torténik, ezért joldefinialt a kiterjesztés,
tovabba a normatulajdonsagok megérzodnek a kiterjesztett normaéara is.

1.1.9. allitas. K, test.

Bizonyitas. K, egy nemnulla elemét reprezentéil olyan Cauchy-sorozat,

melyre ||z,|| > ¢ egy adott N-nél nagyobb n-ekre. Az ezen indexekre i—

nel definialt sorozat megfelels inverzet hatdroz meg. 0

A kovetkezd allitasok is teljesiilnek a kiterjesztett normara (amely persze
metrikat és topologiat is meghataroz K,-n):

1.1.10. allitas. v = —log| - ||, diszkrét értékelést ad meg K,-n.

1.1.11. allitas. K, teljes a || - ||, normdra nézve, és K sird K,-ben.



A fentiek specialis eseteként kapjuk meg a p-adikus szamtestet. Ha K = Q,
és v a p-adikus értékelés, akkor K-t Q,-vel jeloljiik. A hozza tartozo érté-
kelésgytriit Z,-vel jeloljiik, és a p-adikus egészek gytrtjének nevezziik. Az
értékelésidedlt Zy-ben a p elem generalja (ahol értelemszertien Q a konstans-
sorozat képeként agyazodik be Q,-be). A Z,/(pZ,) maradéktest F,, azaz a
p elemtd véges test lesz.

1.1.12. lemma. Z, a Z Q,-beli lezdrtja.

Bizonyitas. Z C 7Z,, hiszen Yo € Z wv,(z) > 0. Tovabba Z, = {z €
Qp ¢ |lzll, < 1} a zart egységgémb Q,-ben, azaz zart. Végiil tetszdleges
[(z,)] € Z, approximélhato egész elemekkel is, ugyanis v,(z,) > 0 miatt
T, = Z—:, ahol a,,b, egészek és p nem osztja b,-t. A by, = a, mod p"
kongruencia megoldhaté y,-re, és erre

Qp — bn n
Up(xn - yn) = Up (b—y) 2 n,

n

igy ||xn_yan_>0- O
1.1.13. koévetkezmény.
Vr >0 Z,/(pZy) = Z/(p"Z)

Bizonyitas. A Z C 7, beagyazassal megadhato egy természetes Z —
Z,/(p"Z,) leképezés, melynek magja p"Z. Méasrészt a lemma miatt minden
x € Zy-hez létezik olyan y, € Z, melyre v,(x —y,) > 1, és igy © — y, € p"Zp,
azaz ez a leképezés sziirjektiv is. 0

Megjegyzés. A késébbiekben a p-adikus testek (és azok véges bivitései)
folotti gorbékkel foglalkozunk, a periddus-index-problémara vonatkozo téte-
leket ilyen testek folott mondjuk ki. Az allitasok azonban ennél altalanosab-
ban, lokdlis testek folott is igazak. Egy K testet lokalis testnek neveziink, ha
egy teljes diszkrét értékelésgytiri hanyadosteste, amelyhez tartoz6 maradék-
test véges.

A maradéktest végessége azzal ekvivalens, hogy K lokélisan kompakt a
normabol szarmazo topologia szerint ([5]: 11.1.1). Megmutathato, hogy a
lokalis testek a kovetkezs két tipus valamelyikébdl keriilnek ki: egy szam-
test teljessé tétele egy nem-arkhimédeszi norméra nézve (ezek a Q, p-adikus
testek, illetve azok véges bovitései lesznek), vagy megfelel primhatvany ¢
esetén a g elemt test feletti Fy((¢)) formalis Laurent-sorok testje.



1.2. A p-adikus testek bdévitései

A p-adikus test bvitéseire is kiterjeszthetSk az értékelések. Ezek a bovitések
nagy szerepet jatszanak majd a megadott periddusi és indext gérbék konst-
rukcioja sordn. Most ezeknek a bovitéseknek a legfontosabb tulajdonsagait
ismertetjiik, illetve belatunk egy olyan lemmat, amit Sharif felhasznal cikké-
ben. El6tte azonban felidézziik a teljes diszkrét értékelésgyiirtikre vonatkozo
Hensel-lemmat, amelyre sziikség lesz a kés6bbi gondolatmenetekben.

1.2.1. lemma (Hensel-lemma). Legyen A teljes diszkrét értékelésgyiri,
amelynek M = (w) a mazimdlis idedlja. Legyenek f € Alx] és ap € A
olyanok, amelyre f(ag) = 0 mod m, és f'(ap) # 0 mod 7. FEkkor létezik
olyan a € A, melyre f(a) =0, és a = ag mod 7.

Bizonyitas. Megfelel§ elemet konstrudlhatunk Z,-ben példaul a [6]: 2.2.
lemma ismételt alkalmazasabol szarmazo6 approximacioval (k = 0-val és n-re
torténd indukcioval az ottani jeldlések szerint). Altalanos esetben hasonld
modon miikodik a bizonyitas. 0

1.2.2. tétel. Legyen K/Q, véges testbévités, [K : Q,] = n. vy-nek egyértel-
mien létezik v : K — ZU{oo} diszkrét értékeléssé kiterjesztése, K teljes a
Vi normdra nezve.

Bizonyitas. Az egyértelmiiség abbol az analizisbdl ismert ténybdl kovetke-
zik, hogy egy adott norméra nézve teljes és lokalisan kompakt k test feletti
véges dimenzios vektortér barmely két norméja ekvivalens. A létezéshez pe-
dig a
1
vk (7) = Fo— =70 (Nmg)g, (1))

[K : Qp]

definicié ad megfelels kiterjesztést. OJ

Ahhoz, hogy a kiterjesztés a diszkrét értékelés korabbi definiciojanak megfe-
leljen, megfelel6 konstanssal kell szoroznunk. Ez nem véaltoztat azon, hogy
mely elemek tartoznak a hozza tartozo értékelésgytirtiibe, illetve -idealba, vi-
szont gy kell normalnunk, hogy a K-hoz tartoz6 értékelésideal generator
elemének legyen 1 az értékelése. Ettdl kezdve persze maga az értékelés szi-
gortian véve nem lesz kiterjesztés, de a megfelel6 értékelésgytirik tovabbra is
egymas kiterjesztései maradnak: O,, = O,, NQ,, és persze M, = M, NQ,.
Ekkor azonban a p € Q, elem - amelyre persze v,(p) = 1, és generalta M, -t
- nem feltétleniil lesz 1 értékelést a bévitésben. Ez az alapja a kovetkezs
definicionak:



1.2.3. definicié. vi eldgazdasi indeze az e = vi(p) érték. Legyen tovdbbd
Kk = Oy /My, a vk értékelés maradékteste. Ez a v, maradéktestének lesz
véges bovitése. A [k : Fp| fokot f-fel jeloljiik.

1.2.4. tétel. Aziménti jeloléseket haszndlva a kévetkezd dllitds teljesil: ef =
n.

Bizonyitas. |5]: I1.2. Corollary 1.
1.2.5. definicié. A K/Q, bévitést nem eldgazonak nevezzik, ha e = 1.

1.2.6. allitds. Minden n > 0 esetén egyértelmien létezik Q,-nek nem el-
agazo n-edfoki bovitése, ez Galois-bévités.

Bizonyitas. Legyen x = F,[z]/(f), ahol f € F,[z] n-edfoki irreducibilis
szeparéabilis polinom. Az f felemelhets egy Z,, feletti f polinomra, amelyre
f mod p=f. Az f Z, felett is irreducibilis, hiszen ha tényezékre bomlana,
az [, felett is felbontast adna. A Gauss-lemma miatt ekkor Q, felett is irre-
ducibilis, igy a K = Q,[z]/(f) bévités éppen megfelels bévités lesz. (Hiszen
[K : Q] = [ : F,] = n miatt a b6vités nem elagazo.)

Az egyértelmiiség a Hensel-lemma kovetkezménye, ugyanis tetszéleges
nem eldgazo bévitésben hasonléan megkonstrudlhaté az f szeparabilis po-
linom, melynek a lemma szerint lesz K-beli a gyoke. A Q,(«) az el6zével
izomorf bévités, tovabbé a fokok egyenlGsége miatt ez az egész K-t megadja.

A megadott bévités valoban Galois, ugyanis ismét a Hensel-lemma tobb-
szori alkalmazésaval lathatjuk, hogy az F,~-ben linearis tényez6kre bomld
2" — x polinom minden gydke felemelhets (egyméssal inkongruens, igy biz-
tosan kiilonb6z6) K-beli gyokre, tehat a megkonstrualt b6vités nem lesz mas,
mint ennek a polinomnak a Q) feletti felbontasi teste. O

A tovabbiakban p-adikus testen Q,-t vagy annak egy véges bovitését értjiik,
a késébbi tételeket ilyen alaptest f6lott mondjuk ki, és a kovetkezé lemma is
ilyen testre vonatkozik.

1.2.7. lemma. Legyen F/K p-adikus testek véges, nem eldgazo bévitése. Ek-
kor létezik olyan t € F, melyre F' = K(t) és Nmp/g(t) = 1.

Bizonyitas. Legyen [F : K| = n, legyen K maradékteste F,. A bévités nem
eligazo, igy F' maradékteste ekkor Fyn. Az Fj, — F; norma leképezés az

l+q+@P+-+q¢ = q(:%ll—edik hatvanyra emeléssel egyezik meg. Ennek
magja igy legfeljebb ennyi elembdl all, mig a kép legalabb ¢ — 1 elembdl all.
q"—1

Tehéat a norma sziirjektiv, és pontosan ¢ — 1 elemt, a mag pedig egy ;_—1



rendi ciklikus csoport, melyet egy ' elem general. Viszont ekkor F» = F, ('),
hiszen ¢’ nem lehet benne F, kisebb foki bévitésében, mert akkor 9 = ¢’ is
teljesiilne megfelels d|n-re.

A #"~1 — 1 = 0 egyenl6ségbdl és a Hensel-lemmabol kdvetkezik, hogy ¢/
felemelhetd egy olyan t € F egész elemre, amelyre t9" ' —1 = 0, és amelynek
a maximalis ideal szerinti képe a maradéktestben t’. A bévités nem elagazo,
ezért - mivel t is egy n foku bévitést general - F' = K(t) teljesiil. Végiil
belatjuk, hogy Nmp/x(t) = 1 is fennall.

Egyrészt tetszbleges 0 € Gal(F/K) esetén vp(o(x)) = wvp(x), hiszen
Nmp/g () = Nmp/g(o(x)), és a kiterjesztett értékelés csak a normatol
fiigg. Ebbdl az is kovetkezik, hogy = € O,, esetén o(zx) € O,,, és x €
M,, = o(x) € M,,, tovaibba x; = xs mod M,, esetén o(x,) = o(x2)
mod M,,, is teljesiil. Emiatt a o automorfizmus az M,, szerinti mellékoszta-
lyokon is automorfizmust ad meg, ezért az igy kapott ¢ automorfizmusa lesz
Fn = Oy, /M,,.-nek. A bovités nem elidgaz6 volta miatt a rendek is egyen-
16ek, ezért (o) = Gal(F/K)-bol (¢) = Gal(F /F,) is kovetkezik. Ebbdl az is
adodik, hogy egy adott x € O,,. elem esetén Z-sal jelolve az 6 maradéktestbeli
képét, Nmp g (r) képe modulo M,, szerint éppen Nmg , /r,(7) lesz. Azaz,
ha most z € K jeloli Nmpg/x(t)-t, akkor z = 1 mod M,,, igy z = 1+ 7y
alakban is felirhato, ahol y € O,,. (és m az M,,. maximalis ideél egy genera-
tora). Mésrészt t9~! — 1 = 0 teljesiil t-re, és persze minden konjugaltjara is,
igy a konjugaltak szorzataként adodo normara is, azaz

29 — (1+ 7ry)q"—l = 1.
Ezt kibontva
1+ (¢" = Dy +myz =1

adodik egy megfelels z € O,, elemmel. Persze ¢" =0 mod M,,, hiszen a

VK
maradéktest g-adrendi, azaz 7|q¢"y, amibdl megfelels 2’ € O, -val

—my 4+ Yz =0

kovetkezik. Azaz
my(—1+m2") =0,

és ebbdl pedig 72’ = 1 lehetetlensége miatt (hiszen akkor 1 € M, is kovet-
kezne) y = 0 adodik, azaz valoban Nmp/k(t) = 1. O



2. fejezet

Algebrai gorbék

Ez a fejezet azokat az alapvets algebrai geometriai fogalmakat és ismereteket
tekinti at, melyekre sziikség lesz a késGbbiekben. Kiilon pontban targyaljuk
a nem algebrailag zart testek feletti gorbék tulajdonsagait, majd definiéljuk
a periodus és az index fogalmat, amelyrsl a késGbbiekben a f6bb tételeket
kimondjuk. A bevezetd algebrai geometriai ismeretek kimondéasahoz Szamu-
ely Tamas elGadasait és [10] cikkét, illetve Joseph H. Silverman [8] konyvét
hasznalom fel.

2.1. Algebrai geometriai alapfogalmak, gorbék
algebrailag zart test folott

Ebben a pontban legyen k algebrailag zart test. Az n-dimenzids affin tér
pontjait a k elemeibdl 4ll6 pont-n-esek alkotjak: A"(k) = {P = (z1,x2,...,2y) :
x; € k}. A Ek[Xy, Xo, ..., X,] polinomgytird egy I idedljahoz tartozo affin zdrt
halmaznak nevezziik és V (I)-vel jeloljiikk az I-beli polinomok kozos nullhe-
lyeinek ponthalmazat A™(k)-ban.

2.1.1. definici6é. Egy V(1) affin zdrt halmazt algebrai varietdsnak nevezink,
ha I primidedl a k[ X4, Xa, ..., X,] polinomgydriben.

Hilbert bazistétele miatt k[ X7, Xo,. .., X,,] idedljai végesen generaltak, azaz
az affin zart halmazok véges sok fi, fo,..., fr kozos nullhelyeiként is meg-
hatarozhatok. A Hilbert-féle Nullstellensatz kdvetkezményeként kolcsénosen
egyértelmii megfeleltetés van a polinomgytri radikalidealjai (amelyek meg-
egyeznek sajat radikaljukkal) és az affin zart halmazok kozott. Emiatt V(1)
pontosan akkor &ll egyetlen (aq,as,...,a,) pontbol, ha I maximalis ideal
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(amely igy (X; —ay, Xo—as, ..., X, —a,) alaka). Az affin zart halmazok va-
loban tekinthet6k egy, az affin tér alaphalmazon definiélt topologia zart hal-
mazainak, hiszen teljesitik a V(IJ) =V (I)UV(J) és a V(O 1) = V(1)
Osszefiiggéseket. Ezt a topologiat Zariski-topologidnak nevezziik, az affin zart
halmazokat az altértopologiaval latjuk el. Az irreducibilis affin zart halmazok
(melyek nem allnak el két masik zart halmaz uniojaként) pont a varietasok.
A kovetkezs fogalmak alapvets fontossaguak az algebrai geometriaban:

2.1.2. definicié. Az X = V(1) affin varietdshoz tartozd koordindtagyirinek
nevezziik az O(X) = k[Xy1, Xo, ..., X,|/I faktorgyirit. A koordindtagyiri
K(X) hdnyadosteste az X figguényteste, amelynek transzcendenciafoka az
X dimenzidja. Az egydimenzids affin varietasok az affin gorbék.

Legyen P = (ay,as, ..., a,) az n-dimenzios affin tér egy pontja, és legyen P €
X egy X = V/(I) affin varietasra. Jelolje Mp az (X; — a1, Xo —ag,..., X, —
a,) idedl képét a koordinata-gytriben, amely maximalis idedl (hiszen az
O(X)/Mp faktorbol k-ba izomorfizmust ad meg az f — f(P) leképezés). Az
X P-beli lokdlis gytrijének nevezzik az O(X) Mp szerinti Ox p lokalizaltjat,
azaz az O(X)\ Mp multiplikativan zart részhalmaz szerinti hanyadosgytirtit.
Ez olyan f/g racionalis fiiggvényekbdl all, amelyekre g(P) # 0, tovabba f1/g
és fa/ge ekvivalens, ha figo — fog1 € I. Egy F' = f/g € Ox p elemre ezek
szerint joldefinialt az F(P) = f(P)/g(P) fliggvényérték.

Projektiv gorbék. Elscként az n-dimenzids projektiv tér (P"(k)) pontjait
definidljuk. Ez A" (k) \ {(0,0,...,0)} azon relacio szerinti ekvivalenciaosz-
talyaibol all, amely szerint ekvivalensnek tekintjiik az (zo,x1,...,2,) és az
(Yo, Y1, - - -, Yn) pontokat, ha létezik olyan A € k*, melyre x; = Ay; minden
0 < i < n-re. Egy ekvivalenciaosztalyt [xg,z1, ..., z,]-nel jeloliink, ahol az
x;-ket a megfelels P"(k)-beli pont homogén koordindtdinak nevezziik. P"(k)
egy X részhalmazat projektiv zdrt halmaznak nevezzik, ha X = V(I) vala-
mely I homogén ideédlra a k[Xo, X, ..., X,] polinomgyfirtire (ami azt jelenti,
hogy egy f € I polinomra annak minden homogén komponense is I-beli).
Az affin esethez hasonldéan projektiv varietdsnak hivjuk azon projektiv zart
halmazokat, amelyeket meghataroz6 I primidedl a polinomgytiriiben. Ahogy
az affin esetben, most is definidlhatd a koordinatagytird a polinomgytird [
ideal szerinti faktoraként.

Az n-dimenzio6s affin tér természetes modon beagyazhato az n-dimenzios
projektiv térbe: minden 0 < i < n-re ¢; : A"(k) — P"(k) jelolje azt a leké-

pezést, amely az (y1, ..., y,) pontot az [y1,. .., ¥i—1, L, Yi, - - - , Yn] ekvivalenca-
osztéalyba viszi. Ez a leképezés bijekciot hataroz meg A™(k) és P (k) \ V(X;)
kozott, ahol ;' ([zg, x1,...,2,]) = (o2, I;‘ll , %, ..., 2). Legyen
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X = V() C P*"(k) projektiv zart halmaz. Ekkor X N A" (ami alatt
o (X N (P™\ V(X;)))-t értjiik) affin zart halmazt hataroz meg, melyet az [
idealhoz tartozo f polinomok f(Xq,...,X; 1,1, X;, ..., X,) dehomogenizdlt-
jainak a kozos nullhelyeiként kaphatunk meg. Ezt az affin zart halmazt X @)-
vel is jeloljiik. Az eljards mésik iranya is hasonl6an miikodik: egy d-edfoku

Xi—1 Xit1 Xn
1 TX; X 0 X,

homogén polinomot. Ha most X = V/(I) egy affin zart halmaz, akkor az
igy kapott homogenizalt polinomok altal generalt homogén idealhoz tartozo
projektiv zart halmazt az X projektiv lezdrtjanak nevezzik.

Ez alapjan a projektiv varietasok helyett a sokszor konnyebben kezelhets
affin koordinatakkal megadott alakot vizsgalhatjuk. Ennek segitségével de-
finidlhato a lokalis gytri, a fiiggvénytest és a dimenzid fogalma projektiv
varietasokra. Egy X projektiv varietds barmely P pontjahoz taldlhato olyan
X® = X\ (X NV(X;)) affin varietas, melyre P € X®. Ennek Oxa p
lokélis gytirdjét az X P-beli lokdlis gyiridjének, K(X) fiiggvénytestét az X
fiigguénytestének, dimenzidjat az X dimenzidjinak nevezziik. Ezek a fogal-
mak fiiggetlenek a megfelel6 X; koordinata valasztasatol. Az egydimenzids
projektiv varietasok a projektiv gorbék. A szamlalo és a nevezd azonos foku
polinomra torténé homogenizaldsa utan a lokélis gytri és a fliggvénytest ele-
meit homogén polinomok hanyadosanak is tekinthetjiik. A fiiggvénytest egy
f € K(X) elemét reguldrisnak mondjuk a P € X egy kornyezetében, ha
f € Ox,p.

g polinom homogenizdltjdnak nevezziik az Xlg <%, e

Racionalis leképezések. Legyenek X; és Xy C P" projektiv varietésok.
Egy © = [fo, f1,-- -, fu] K(X1)-beli elemekbdl &llo fiiggyvény (n+1)-est raci-
ondlis leképezésnek neveziink, ha azon P € X pontokra, amelyekben minden
fi értelmezett, ©(P) = [fo(P), f1(P),..., fo(P)] € X5. A ¢ racionalis leké-
pezést requldrisnak nevezziik a P € X pontban, ha létezik olyan g € K(X7),
amelyre minden g f; regularis P-ben, és valamelyik nem ttinik el. Ha ilyen g
létezik, akkor o(P) = [(9fo)(P), ..., (gfs)(P)]-ként megkaphato (ami a raci-
onalis leképezés definicioja szerint sziikségképpen X, pontja). Egy racionalis
leképezést, amely minden pontban reguléris, morfizmusnak neveziink.

A ¢ X7 — X, raciondlis leképezés altal indukdlt ©* homomorfizmus alatt
azt a K(Xs) — K(X;) természetes homomorfizmust értjiik a fiiggvénytestek
kozott, amelyre *(f) = f o ¢ minden f € K(X3) esetén. Ez az indukalt
leképezés bedgyazas, ha p(X;) stirti Xo-ben. Az ilyen leképezést biraciondlis
leképezésnek nevezziik, ha létezik ¥ : Xy — X raciondlis leképezés, melynek
képe stirti Xi-ben, és ¢ oy = idy,, illetve ¥ o ¢ = idx, a regularitési tarto-
méanyukban. Ilyen esetben Xi-t és Xo-t biraciondlisan izomorfnak nevezziik.
Ez pontosan akkor teljesiil, ha K(X;) = K(Xs).
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Sima gorbék.

2.1.3. definici6. Az X = V(1) affin varietist simdnak (vagy nemszinguld-
risnak) nevezzik a P pontjdban, ha az I idedlt generdls fi,. .., fm € k[X1,. .., X,

polinomokra a
df;
)
<(9Xj 1<i<m,1<j<n

parcidlis derivdltakbol dllé m x n-es mdtriz rangja n —dim X. X sima (vagy
nemszinguldris), ha minden pontjiban sima.

A P-beli lokalis gytiri Mp maximalis idedljara az Mp/M3 faktor véges di-
menzios vektortér Ox p/Mp = k felett. A P pontbeli simasag a kovetkezd
allitas alapjan meghatarozhaté ennek segitségével is ([8]: 1.1.7.):

2.1.4. allitas. Az X affin varietas P pontja akkor és csak akkor sima, ha
dim Mp/M% = dim X.

Egy X projektiv varietas sima a P pontjaban, ha a megfelel6 P € X affin
varietas sima P-ben. (Ez fiiggetlen az X ) valasztasatol.) Az allitas szerint
a projektiv gérbe sima egy P pontjaban, ha Mp/M% k f516tti dimenzitja 1.
Ilyenkor Mp f6idedl Ox p-ben, melyet egy t elem general. Ebben az esetben
a lokalis gyiirt minden f eleme el6allithato formalis hatvanysor alakjaban:
f— f(P) = fit valamely f; € Ox p-vel, és az eljaras folytathato egy f =
f(P) + fi(P)t + fo(P)t* + ... eléallitasra. Ezzel Ox p homomorfizmusét
adhatjuk meg a k[[t]] formalis hatvanysorgytiriibe, amely homomorfizmus
bedgyazas lesz, hiszen a magjat a N(t") adja meg, ez a metszet pedig trivialis.
Ellenkez6 esetben ugyanis végtelen a; = tas, as = tas, stb. sorozat létezne,
és igy (a1) C (ag) C (a3) idealok szigortian novs (hiszen t nem lehet egység)
végtelen lancat alkotna, ami ellentmondana Ox p Noetherségének. Ebbél
az is kovetkezik, hogy az Ox p nemtrivialis idedljai pontosan az Mp = (t")
idealok. Ezek szerint minden f € Ox p elGéllithato f = ut™ alakban, ahol
u egység a lokalis gytriiben, n pedig természetes szam. A hanyadostestre
is kiterjesztve ezt az elGallitast (ahol n mar negativ egész is lehet), lathato,
hogy igy egy vp diszkrét értékelést hataroztunk meg K (X)-en, Ox p pedig
az ehhez tartozo diszkrét értékelésgytiri. Azt mondjuk, hogy az f € K(X)
fiiggvénynek n-szeres gyoke van P-ben, ha vp(f) = n > 0, és n-edrendi
pdlusa, ha vp(f) = n < 0. Ebben az esetben a t"f fiiggvény mar reguléris
P-ben, igy f formalis Laurent-sorba fejthetd. A t generatorelemet lokdlis
paraméternek nevezziik (ami egységgel valo szorzas erejéig egyértelmi).

2.1.5. allitas ([8]: IL.1.2.). Legyen X sima girbe, f € K(X)*. Ekkor f-
nek X wvéges sok pontjdban lehet gyoke vagy polusa. Ha X sima projektiv
gorbe és f mindeniitt requldris, akkor konstans.
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Az X, sima projektiv gorbébdl tetszéleges Xy projektiv varietasba képezé
¢ = (fo, f1,--., fn) racionalis leképezés morfizmus, hiszen a P pontban
a t™"f; minden i-re regularis, nem mind 0 fiiggvényeket ad meg az n =
minvp(f;) valasztassal. Ha X; sima, X, pedig tetszSleges projektiv gorbe,
és ¢ nemkonstans racionélis leképezés, akkor az indukélt ¢* homomorfizmus
K (X,) beagyazasat adja meg K(X;)-be, K(X;) tovabba ¢* (K(X3)) véges
bévitése ([8]: 11.2.4.), a [K(X7) : ¢* (K (X3))] fokot pedig a ¢ leképezés fokd-
nak nevezzik és deg p-vel jeloljik. A p-t szepardbilis leképezésnek nevezziik,
ha ez a testbGvités szeparabilis. Az ehhez a testbGvitéshez tartozd norma
segitségével a fiiggvénytestek kozt a masik irdnyban is definidlhatunk indu-
kalt homomorfizmust: ¢, = (¢*) ™" o Nmy(x,)/0 (K (x2)) €8y K (X1) — K(X3)
leképezést hataroz meg.

2.1.6. definicié. Legyen ¢ : X1 — Xo sima projektiv gorbék kézti leképezés,
legyen P € X;. A ¢ P-beli eligazdsi indexének nevezzik és e, (P)-vel jeloljik
az

ep(P) = vp(¢ ty(p))

egész szamot, ahol t,py € K(X2) a @(P)-beli lokdlis paraméter. e (P) > 1
egész szam. Azt mondjuk, hogy ¢ nem eldgazd a P pontban, ha e (P) = 1,
tovabbd p-t nem eldgazonak nevezzik, ha X1 minden pontjaban nem eldgazo.

Az elagazasi indexre a kovetkezd allitasok teljesiilnek ([8]: 11.2.6.):

2.1.7. allitas. Legyen ¢ : X1 — Xy sima projektiv gorbék kozti nemkons-
tans, szepardbilis leképezés.

(1) Minden Q € X, esetén

Z e, (P) = deg .

Pep=1(Q)

(2) Véges sok Q € Xy kivételével a ¢=1(Q) dsképek szima deg .

Divizorok.
2.1.8. definicio. Az X sima projektiv gorbe Div(X) divizorcsoportjinak ne-

vezziik a gorbe pontjai dltal generdlt szabad Abel-csoportot. Eqy D = nyP; +
oo+ n,. P, divizor foka a deg D =ny + - - - + n, egész szdm.
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A deg fiiggvény értelemszeriien egy Div(X) — Z homomorfizmust hatéaroz
meg. A homomorfizmus magjat a nulladfokd divizorok alkotjak, ezek cso-
portjat Div?(X)-szel jeloljiik.

Tetsz6leges f € K(X)\{0}-nek csak véges sok gyoke és polusa lehet, ezért
a gyokeibdl és polusaibol allo, multiplicitéssal silyozott linearis kombinécio
(ahol a gyokhelyek egyiitthatoja pozitiv, a polusoké pedig negativ) divizort
hataroz meg. Ezt nevezziik az f figgvénydivizordnak, és div(f)-fel jeloljiik.
Az f gydk-, illetve polusdivizoranak nevezzik, ha ebben csak a pozitiv, il-
letve negativ egyiitthatoji tagokat tartjuk meg. Ha egy g fiiggvény gyok-
és polushelyei megegyeznek f-fel, akkor az f/g mindeniitt regularis X-en,
azaz csak (nemnulla) konstans lehet. A fiiggvénydivizorok csoportja tehat
Div(X) részcsoportja, amely a K (X)*/k* faktorral izomorf. A valosagban ez
a részcsoport Divo(X)-nek is része a kovetkezd allitas miatt ([8]: I1.3.1.):

2.1.9. allitas. Fiiggvénydivizorok foka 0.

2.1.10. definicié. A D, és Dy divizorokat linedrisan ekvivalensnek nevez-
ziik, ha Dy — Dy fiigguénydivizor. Div(X)-nek a figgvénydivizorok szerint
vett faktorcsoportja az X Pic(X)-szel jelolt Picard-csoportja (vagy osztdly-
csoportja).

Az el6z6 allitas miatt a deg fiiggvény értelmezhetd a Picard-csoport elemeire
is, mint az adott osztaly elemeinek kozos foka. Divg(X)-nek a fiiggvénydivizo-
rok szerinti faktorcsoportjat Pico(X)-szel jeloljiik. Az eddigieket a kovetkezd
(a késébbiekben gyakran hasznalt) egzakt sorozatban foglalhatjuk Gssze:

1 — k" — K(X)" & Dive(X) — Pice(X) — 0. (2.1)

Legyen ¢ : X7 — X, sima gorbék kozti nemkonstans raciondlis leképezés.
A fiiggvénytestek kozti ¢* és @, leképezésekhez hasonléan definidlhatok a
divizorcsoportok kozott is indukalt leképezések:

2.1.11. definicié. Jeldlje ¢* azt a Div(Xy) — Div(X) leképezést, amely
eqy egyetlen pontbdl dllo (Q) divizorhoz a

Y e(P)(P)

Pep=1(Q)

divizort rendeli. Legyen . az a Div(X;) — Div(Xy) leképezés, melynél (P)
képe az egyetlen pontbol dllo (p(P)) divizor. Mindkét esetben a definicic Z-
linearisan kiterjed tetszdleges divizorra.
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2.1.12. allitas. A kovetkezdk teljesiilnek ekkor:

1) deg(¢*D) = (deg p)(deg D) minden D € Div(Xs) esetén;

2) p*(divf) = div(p*f) minden f € K(X2)* esetén;

(1)
(2) ¢
(3) deg(p«D) = deg D minden D € Div(X) esetén;
(4) pu(divf) = div(e.f) minden f € K(X1)* esetén.
Bizonyitas. [8]: 11.3.6.

Végezetiil a divizorok csoportjan bevezethetjiik azt a részben rendezést, mely-
nek pozitiv elemei azok a divizorok, melyek minden egyiitthatoja pozitiv.
Igy a divizorok segitségével is megfogalmazhatunk olyan feltételeket, hogy a
fiiggvénytest mely elemei rendelkeznek el6irt helyeken megfelel rendii gyok-
kel vagy polussal. Pontosabban, egy adott D divizor esetén vezessiik be az
L(D) ={f € K(X) :div(f) + D > 0} jelolést. Az L(D) véges dimenzios
vektortér lesz k folott ([8]: 11.5.2.), melynek dimenzidjat a késébbiekben a
Riemann—Roch-tétel segitségével fogjuk tudni meghatarozni. A 2.1.5. allitas
méasodik részét ez alapjan atfogalmazhatjuk az L(0) = k alakra is. Adott D
mellett |D|-vel jeloljiik és a D-hez tartozo teljes linedris rendszernek nevez-
ziik azon pozitiv divizorok halmazat, melyek linearisan ekvivalensek D-vel.
Ekkor |D| = {div(f) + D : f € L(D)}. Mivel div(f) és div(g) pontosan
akkor egyezik meg, ha f = cg valamely nemnulla konstanssal, ezért |D| az
L(D) egydimenzios altereibdl allo, dim L(D) — 1 dimenzi6s projektiv térrel
azonosithato.

2.2. Gorbék nem algebrailag zart test folott -
index és periédus

Ha a korabbi definiciokat ki akarjuk terjeszteni nem algebrailag zart test felett
definialt gorbék esetére, akkor azzal a problémaval szembesiiliink, hogy egy
affin gorbét (varietast, zart halmazt...) nem tudunk értelemszertien pont-
halmaznak tekinteni. Az 2% + y* + 1 polinom gérbét definidl a A?(C) af-
fin térben, de ennek nincsenek valos koordinatdju pontjai. Ett6l még az
O(X) = Rlz,y]/(z* + y* + 1) koordinatagyfirii értelmes, toviabba C-vel ten-
zor szorozva megkapjuk a C felett definidlt gorbe koordinatagytrdjét. A
koordinatagytiird maximalis idealjai R felett nem feleltetheték meg pontok-
nak, példdul az (2% + 1,y) lesz egy maximalis ideal, ami persze C felett nem
maximalis idedl: az (z —14,y) és (x + 4,y) idedlok tartalmazzak, melyekhez
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az {(i,0), (—i,0)} konjugélt pontpar tartozik. A koordinatagytiri maximalis
ideal szerinti faktora nem feltétleniil az alaptest lesz, példaul az iménti eset-
ben az O(X)/(z*+1,y) = C. Ez azzal van dsszhangban, hogy az (2?4 1,v)
maximélis ideal a gorbe komplex test folott definidlt alakjaban jelenik meg
az affin tér pontjaként. Ezen észrevételek pontos kifejezéséhez vezessiik be
az alapfogalmakat tetszGleges test f0lott definialt gorbékre is.

Legyen k tokéletes test, k egy rogzitett algebrai lezartja. (A tokéletes-
ségre vonatkozo feltétel inkabb technikai, igy a szeparabilis lezart helyett az
algebrai lezarttal dolgozhatunk. A minket a kés6bbiekben érdekls esetekben
ez teljesiilni fog.) Jelolje G = Gal(k/k) a bovités Galois-csoportjat. A A" (k)
tér k-raciondlis pontjainak nevezziik az

A"(k) ={P = (z1,...,2,) € A"(k) : x; € k}

halmazt. A Galois-csoport hatdsat természetes modon értelmezhetjiik A" (k)-

n: minden 0 € G és P = (xy,...,2,) € A"(k) esetén
P? = (29,...,27).

Ekkor a k-racionalis pontok éppen a {P € A"(k) : P = P Vo € G}
feltételt teljesitck lesznek. Jelolje k(P) a k(xy,...,x,) testbGvitést, ez a
legkisebb olyan k folotti bévitést adja meg, melyre a P pont raciondlis.

Azt mondjuk, hogy az X = V/(I) affin zart halmaz k folott definidlt,
ha az I ideal generalhato k[Xq,..., X,]-beli polinomokkal. Ilyenkor X (k)-
val is jeloljiikk az X k-racionalis pontjait, azaz X (k) = X N A™(k). Egy
f € k[X1,...,X,] polinomon a G Galois-csoport az f(P?) = f(P)? képlet
szerint hat, ezért a k folott definialt X k-raciondlis pontjai a {P € X : P7 =
P Vo € G} halmazként is megkaphatok. Az X k folotti koordinatagy-
rijét értelmezhetjik a k[Xq,...,X,]/( N k[Xy,...,X,]) faktorgyiriként,
ennek hanyadosteste lesz a k feletti fiiggvénytest. A dimenziot a korabbi-
akhoz hasonloan definidlhatjuk. A tovabbiakban az egyértelmiiség kedvéért
X-szel a k felett tekintett (ami mint a bevezet6bdl kideriilt, eztttal nem azo-
nosithaté az X (k)-val jelolt k-racionalis pontok halmazaval), mig X-sal az
algebrai lezart felett értelmezett affin zart halmazt jeloljiik. Tly médon meg-

kiilonboztethetjiik az O(X) és O(X) koordinatagytirtket, illetve a K(X) és

K (X) fiiggvénytesteket is egyméastol. Ha most egy f € K(X) elemén tekint-
jik a G Galois-csoport hatasat (mint az egyiitthatokon vett hatast), akkor
f7-val jeldlve az f képét a 0 € G elemnél, tetszGleges P € X pontra az
(f(P))? = fo(P) osszefiigges teljesiil. A k felett definidlt gorbék esetén
O(X) pontosan az O(X)-nek, mig K(X) a K(X)-nek a G szerinti hatasnal
vett fix elemeibdl all.
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A projektiv tér esetében k-racionélisnak nevezziik a {[zxo,z1...,2,] €
P*(k) Vx; € k} ekvivalenciaosztalyok halmazat. Ebbél persze nem ko-
vetkezik, hogy egy k-raciondlis pont barmilyen felirasa esetén csupa k-beli
homogén koordinatabol all, csak annyi, hogy teszsleges feliras esetén ha az
i indexre z; # 0, akkor x;/x; € k. Egy P = [xg,71,...,2,] € P"(k) pontra
k(P)-vel jeloljiik a k(xo/x;, ..., x,/x;) testbévitést (valamely z; # 0 koordi-
nataval), ez a legkisebb k-t tartalmazo bévités, melyre P racionélis. A Galois-
csoport a homogén koordinatakon is hat: [xg,...,z,]7 =[x, ..., 27| tetszd-
leges o0 € G esetén, ekkor P"(k) éppen a {P € P*(k) : P° = P Vo € G}
pontokbol all, tovabba k(P) a {o € G : P° = P} részcsoport fixtestje. Az
X = V(I) projektiv zart halmazt az affin esethez hasonloan k folott defi-
nialtnak nevezziik, ha I k[Xo,...,X,] homogén polinomokkal generalhato.
Ebben az esetben is a k-racionalis pontok halmaza az X (k) = X NP"(k) met-
szettel kaphato meg, mely ismét kifejezhet§ a Galois-csoport minden eleme
altal fixen hagyott pontok halmazaként is. Az affin esethez hasonléan hasz-
naljuk az X, X, O(X), O(X), K(X), K(X) jeléléseket. O(X) é¢s K(X) az
O(X) @ k, illetve K(X) ®; k tenzorszorzattal kaphato meg. Az X varie-
tast geometriailag Osszefiigginek nevezziik, ha az X is 6sszefiiggs. Ilyenkor
a K(X) test lesz (nem bomlik fel testek direkt dsszegére). A tovabbiakban
kizdrolag geometriailag Osszefiiggd gorbékkel foglalkozunk.

Az eddigieknek megfelelGen a ¢ = [fo,..., fa] : X1 — X, racionilis
leképezésen is hat a G Galois-csoport: ¢?(P) = [fJ(P),..., f7(P)]. Ekkor
©(P)” = ¢7(P°) teljesiil. Ha létezik olyan A € k*, melyre Afy,..., \f, €
K(X;), akkor azt mondjuk, hogy a ¢ leképezés is k f6lott definiélt.

Hatravan még a lokalis tulajdonsédgok definidlasa a nem algebrailag zéart
test folotti gorbék esetére. Mint lattuk, az kevéssé tiinik értelmesnek, hogy
csak a k-racionalis pontokbeli lokalis tulajdonsdgokkal foglalkozzunk, hiszen
a korabbi példa esetében még pontja se lenne igy a gérbének. Ehelyett éssze-
riinek tinik a korabbi esetbdl kiindulva a koordinatagytri primidedljaihoz
kapcsolni a pontok fogalmat.

Legyen X affin gorbe k folott, az O(X) ezek szerint k felett végesen ge-
neralt, 1 transzcendenciafoki integritasi tartomény. Ekkor O(X) minden
nemnulla primidealja maximaélis ideal (ez Noether normalizacios lemmaja-
nak kovetkezménye, [11]: 4.1.12.). Az O(X) primideéljainak feleltetjiik meg
a pontokat: a (0) idedlhoz tartozd pontot az X generikus pontjinak nevez-
ziik, mig a tobbi - maximalis idedlhoz tartozé - pontot zdrt pontnak. Ez
utobbiak algebrailag zart test felett éppen a szokasos pontokat hatarozzak
meg, hiszen lattuk, hogy akkor egy (X; — ay,..., X, — a,) maximalis ideal
egy (ai,...,a,) pontnak feleltetheté meg. (Az elnevezés abbol adodik, hogy
az X-en vett Zariski-topologia rekonstrualhato az O(X) primideéljainak hal-

mazan megadott topologikus térbdl is, melynek nyilt halmazait a teljes tér,
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tovabba azok a részhalmazok alkotjak, melyek nem tartalmaznak egy adott
I C O(X) idealt. Minden nemiires nyilt részhalmaz tartalmazza a (0) ide-
albol allo pontot, ez a generikus pont. A tOobbi pontot maximalis idealok
alkotjak, és egyelemii halmazként zart részhalmazt alkotnak (hiszen komple-
menteriik éppen az 6t nem tartalmazo idedlok halmaza), ezek a zart pontok.
Ezzel a tulajdonsaggal definialhatok is az affin gérbék, mint egy adott A
k folotti végesen generdlt, 1 transzcendenciafoka gorbéhez tartozo (X, Ox)
par, ahol X topologikus tér, mig Ox az X-en regularis fiiggvények kévéje.
Lasd: [11]: 4.3.)

Legyen Mp a P zart ponthoz tartozo primideal (és igy maximalis ideél) az
O(X)-ben. Az Ox p lokalis gytirt értelmezhets, mint a koordinatagytri Mp
szerinti lokalizaltja. (A (0) ideallal valo lokalizalasnal a K (X) fiiggvénytestet
kapjuk vissza.) Az O(X)/Mp faktor a gyenge Nullstellensatz értelmében ez-
uttal a k egy véges testbgvitése lesz, amit tekinthetiink gy, mint a rogzitett
k algebrai lezart résztestje. Az X1, Xo, ..., X, koordinatafiiggvények O(X)-
beli képei ebben a faktorban valamely aq, as, ..., a, elemeknek felelnek meg.
Ekkor persze (hiszen az O(X)-et k felett generaljak ezek az elemek) ez a test-
bévités nem lesz méas, mint a k(aq, . . ., a,), amit pedig a korabbi jelolésiinkkel
osszhangban jelolhetiink k(P)-vel. (Ez lesz a legkisebb olyan testbdvitése k-
nak, melyben a P zart pont racionalis.) Az Mp = (X, —ay,..., X, — a,)
maximalis ideal lesz a O(X)-ben (illetve a k(P) feletti koordinatagytirtiben),
amely ideal az Mp altal generalt idealt tartalmazza. A G Galois-csoport
hataséanal persze az O(X) 6nmagéra képzodik, a k(af, ..., a?) pedig szintén
O(X)/Mp-vel izomorf bévités lesz, és az Mp~ maximalis ideal is Mp-t tartal-
mazza. Ezek a pontok adjik meg a P feletti affin pontokat a A"(k) térben,
ezeknek az ,Gsképeknek” a szadma pedig éppen [G : Gal(k/k(P))] = [k(P) : k]-
val egyezik meg.

Projektiv gorbékre a korabbiak szerint jarunk el: a nem algebrailag zart
test folott definialt projektiv tér is lefedhets a P"(k)\ V' (X;)-kkel azonositott,
n+ 1 affin térrel. A P™(k)\ V(X;)-bsl P"(k)\ V(X;)-be mend valtozotransz-
formacio az (32,..., x;l, "B;tl, ..., ) pontot az (i—?, e r;:, x;jl e i—j)
pontba viszi. A két koordinatagytiri elemei k6zott a korabban ismertetett
homogenizalas, majd dehomogenizalas modszerével adhatunk meg izomor-
fidt, ez az izomorfia a maximalis idedlokat maximaélis idedlokba viszi, igy a
projektiv gérbék esetében is definidlhatok a zart pontok, mint valamely affin
térkép zart pontjai. A lokalis gytriit az el6zGek alapjan értelmezhetjiik. A
nemszingularitast eztattal a 2.1.4. allitas alapjan definidlhatjuk: az X projek-
tiv gorbe sima lesz a P-hez tartozé zart pontjaban, ha az Mp/M?% dimenzi6
1 lesz. Ilyenkor Ox p az algebrailag zart esethez hasonléan diszkrét értéke-
lésgytirt lesz. Az n-szeres gyok, az n-edrendi polus és a lokalis paraméter
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tehat ugyanugy értelmezhets ilyenkor is, toviabba a 2.1.5. és 2.1.7. allitasok
is érvényben maradnak.

Végiil a divizorok a kovetkez6képpen értelmezheték a nem algebrailag
zart test folotti gorbe esetében:

2.2.1. definicié. Az X sima projektiv gorbe Div(X) divizorcsoportjinak a
gorbe zdrt pontjai dltal gemerdlt szabad Abel-csoportot nevezziik. Eqy D =
n P+ -4+ n,. P, divizor foka a

deg D = nilk(P,) : K]

eqgész Szdm.

A deg : Div(X) — Z ismét homomorfizmus, melynek magjat a nulladfoku di-
vizorok Divy(X) részcsoportja alkotja. A fiiggvénydivizorok meghatéarozasa,
a Picard-csoport definidlasa is hasonloképpen torténik, mint korabban.

Ha most D =ny P, +---+n, P, € Div(X), akkor GG értelemszertien hat a
divizorcsoporton is:

D% = zr: niPi“.
i=1

2.2.2. allitas. Egy D € Div(X) divizor pontosan akkor lesz k feletti, ha
D? = D minden o € G esetében, azaz Div(X)¢ = Div(X).

Bizonyitas. Az éllitas kimondasa méar magaban rejti annak feltételezését,
hogy X divizoraira tekinthetiink gy is, mint X el6z6 pont szerint definialt
divizoraira. Valoban, ugyanisa D = > n;P; € Div(X) megfeleltethets annak
a divizornak, ahol a P; zart pont feletti, A™(k)-beli affin pontok jelennek meg
az n; egylitthatokkal. Mivel ezeket az affin pontokat permutaljak a Galois-
csoport elemei, ezért egy Galois-invarians divizort definidlunk igy. Az ilyen
Gsképek szama [k(P) : k|, tehat ez a megfeleltetés megdrzi a divizor fokat.
A megfeleltetés homomorfizmus az Abel-csoportok kozott, melynek magja
trivialis, igy injektiv. Masrészt valoban minden G-invarians divizor megad-
hato igy, hiszen a Galois-hatés szerint azonos orbitban szereplé pontoknak
egyenld egyiitthatoval kell szerepelniiik, ezeket levilasztva pedig megkaphat-
juk a megfelel§ zart pontokat. O

Megjegyzés. Az allitasbol persze nem kovetkezik, hogy a D-ben szerepld
egyes pontok mind k-raciondlisak, csak az, hogy a Galois-csoport megfelelGen
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permutalja ezen pontokat. A Pic(X)“ nem egyezik meg feltétleniil a Pic(X)
csoporttal.

Ezt kovetGen mér definidlhatjuk az X sima projektiv gorbe periodusat és
indexét:

2.2.3. definicio. Az X I(X) indexének nevezzik azt a legkisebb pozitiv fo-
kot, amelyre van k-raciondlis divizora. A deg leképezés a kordbbiak szerint
értelmezhetd Pic(X) — Z homomorfizmusként is, illetve ennek megszoritdsa
a Pic(X)Y — Z homomorfizmus. A legkisebb olyan pozitiv fokot, amelyre

létezik k-raciondlis divizorosztdly, az X P(X) periddusinak nevezziik.

Az index tehat nem mas, mint a deg : Div(X) — Z homomorfizmus képének
Z-beli indexe, azaz Im(deg) = I(X)Z. A periodus pedig a deg : Pic(X)¢ —
7 homomorfizmus képének Z-beli indexe. A k-racionalis divizorok persze k-
racionalis divizorosztalyban vannak benne, ezért a periodus az index osztoja.
Kés6bb tovabbi Osszefiiggéseket allapitunk meg (altalanos esetben, illetve a
p-adikus testek f6lotti gorbék esetén) az index és a periddus kozott.

Az alpont zarasaként belatunk egy lemmaéat arrol, hogy két gorbe kozti
véges foki morfizmus esetén hogyan kévetkeztethetiink az indexre és a pe-
riodusra az egyik gorbe megfelel6 adatainak ismeretében. A bizonyitas a
2.1.12. allitas egyszerii kovetkezményeként adodik (amely éllitas nem algeb-
railag zart test felett is valtozatlanul igaz marad).

2.2.4. lemma. Legyen ¢ : X — Y d foki véges k-morfizmus két gorbe ko-
z0tt. Ekkor

(1) P(Y)|P(X) és I(Y)|I(X); tovdbbd
(2) P(X)|dP(Y) és I(X)|dI(Y).

Bizonyitas. Tekintsiik az indexekre vonatkozé allitasokat, a periodusra ha-
sonloképpen torténik a bizonyités, csak a divizorcsoport helyett a Galois-
invarians divizorosztalyokra kell az Osszefiiggéseket alkalmazni. A 2.1.11.
definicioban megadott ¢, : Div(X) — Div(Y) leképezés a 2.1.12. allitas sze-
rint megérzi a fokot, tehat Y-nak is van I(X) k-racionélis foku divizora,
amibdl 1(Y')|1(X) azonnal adodik. Méasrészt a ¢* : Div(Y') — Div(X) szin-
tén a 2.1.12. allitas miatt d-vel szorozza a fokokat, igy I(X)|dI(Y). Mivel
¢ k folott definialt morfizmus, igy a k-raciondlis divizorok/divizorosztalyok
valoban megfelel k-racionalis elemekre képzddnek ¢, és ¢* altal. 0J
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2.3. Differencidlformak gorbéken

2.3.1. definici6. Az X gorbén vett differencidlformdk tere (jele: Qx) az
a K(X)-vektortér, melyet a dx szimbolumok generdlnak (v € K(X)), és
teljesitik a szokdsos reldciokat:

(1) diz+y)=dx+dy Vz,ye K(X)
(2) d(zy) = zdy +ydx Vz,y € K(X)
(3) da=0 Vace€k.

Ha ¢ : X7 — X5 nemkonstans leképezés két gorbe kozott, akkor a korabban
meghatéarozott ¢* : K(Xs) — K(X;) indukalt leképezés leképezést ad meg
az Qly, — Qlx, terek kozt is, ahol

" (D fidri) = 3 (¢ fi) dlpm).

Ez alapjan persze a differencialformakat végtelen sok generatorral és re-
lacioval definidljuk, ami kényelmetlenné teszi a kezelésiiket. Szerencsére a
kovetkezd tétel alapjan tobbet mondhatunk errdl a térrdl.

2.3.2. tétel. A differencidglformdk Qx tere egydimenzios K(X)-vektortér,
melyet tetszdleges olyan dt elem genmerdl, amelyre a K(X)/k(t) véges sze-
parabilis bovités.

Bizonyitas. [8]: 11.4.2.

Mivel az X gorbe sima P pontjaban vett t € K(X) lokalis paraméter esetén
a K(X)/k(t) bovités szeparabilis ([8]: 11.1.4.), igy ilyenkor meg is adhatunk
ilyen dt generatort. Ha most X sima gorbe, ¢ pedig lokédlis paraméter a P
pontban, akkor w/dt-vel is jelolhetjiik azt a g € K(X) fliggvényt, melyre w =
gdt. A kovetkezs allitas segitségével a differencidlforma lokalis tulajdonsagait
is értelmezhetjiik:

2.3.3. allitas. A vp(w/dt) érték nem fiigg a t lokdlis paraméter vdlasztasdtol,
csak P-tdl és w-tol, amit igy az w differencidlforma P-beli értékelésének (gyok
vagy polus multiplicitdsdinak) is nevezhetiink és vp(w)-val jelolhetink. Ha f
requldris fiigguény a P pontban, akkor df /dt is requldris P-ben.

Bizonyitas. [8]: 11.4.3.

Ezek szerint értelmezhets az w € Qx differenciadlforméhoz tartozé divizor is.
Mivel a differencidlformak egydimenzios K (X)-vektorteret alkotnak, ezért
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azok divizorai egymastol csak fiiggvénydivizorokban térhetnek el, tehat a
Picard-csoport azonos mellékosztalyaban vannak. Ezt a mellékosztalyt ka-
nontkus osztalynak, a hozza tartozo divizorokat kanonikus divizoroknak ne-
vezziik. A kanonikus osztalyt K x-szel jeloljiik. Ha K = div(w) € Kx, akkor
az L(K) vektortér azokat az f € K(X) fiiggvényeket tartalmazza, melyre
div(f) + div(w) > 0, azaz melyre fw az egész X-en reguléaris. L(K) dimen-
zi6jat a gorbe génuszdnak (nemének) nevezziik. A definicio alapjan konnyen
ellenérizhetd, hogy a P'(k) projektiv egyenes génusza 0, azaz nincsen rajta
regularis differencialforma ([10]: 5.1. tétel utani példa).

A kanonikus divizorokrdl az alapvetd fontossagi Riemann-Roch-tétel ([8]:
I1.5.4.) alapjan mondhatunk még tobbet:

2.3.4. tétel (Riemann—Roch). Legyen X g génuszi sima projektiv gorbe,
K egy kanonikus divizor rajta. Ekkor tetszéleges D € Div(X) divizor esetén

dim L(D) — dim L(K — D) = deg D — g + 1.

A D = K valasztéassal (mivel L(0) = k), illetve azt hasznalva, hogy negativ
D esetén L(D) csak a 0-bol all, adodnak a kovetkezs fontos észrevételek:

2.3.5. kbvetkezmény. (1) deg K =2g — 2.
(2) Ha degD > 2g — 2, akkor
dim L(D) =deg D — g + 1.

A differencidlformakat most tetszéleges k test felett definidltuk. Silverman
konyve csak az algebrai lezart felett definialja K (X)-vektortérként a differen-
cidlformék terét, de az allitdsok ugyanigy érvényben maradnak a tetszéleges
alaptest feletti geometriailag 6sszefiiggs gorbe esetén is, a differencialformak
lezart feletti 25 tere megkaphato a

K(X) ® Qx

K(X)

tenzorszorzattal. A Galois-csoport a fiiggvények hatasa alapjan a differenci-
alformakon, illetve azok divizorain is hat. A k felett értelmezett differenciél-
formakat fixen hagyjak a Galois-csoport elemei, igy ezek divizorait is, tehat
a kanonikus divizorok k-racionélisak lesznek.

A kés6bbi konstrukcio soran fontos lesz, hogy kiilonb6z6 gorbék kozti le-
képezés esetén kovetkeztethessiink egy gorbe génuszara a masik génusz isme-
retében. Ilyen kapcsolatot mond ki (nulla karakterisztikdju alaptest esetén)
a Riemann—Hurwitz-formula:
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2.3.6. tétel (Riemann—Hurwitz). Legyenek Y, X sima projektiv gorbék
eqy nulla karakterisztikdju test folott, és legyen ¢ 'Y — X nemkonstans
szeparabilis leképezés. Ekkor

29(Y) =2 = (deg)(29(X) —2) + Y _(ep(P) = 1).

Pey

Bizonyitas. [8]: I1.5.9. A jobb oldalon 1év6 Gsszegzés véges sok tagra tor-
ténik, hiszen a 2.1.7. allitas értelmében véges sok P € Y pont kivételével az
elagazasi index 1. O

Példa. Az ebben a fejezetben ismertetett fogalmak hasznélatat a kivetkezé
egyszeri példan szemléltethetjiik. Tekintsiik az el6z6 pont bevezetésében
ismertetett példat, illetve ennek projektiv térbeli valtozatat: a valos felett
definialt X2+ X7+ X7 = 0 egyenletti X gorbét, illetve a komplex f6l6tt ehhez
tartozo X-t. Az X affin gorbét az v = % ésy = % fiiggvényekkel tudjuk
paraméterezni, és igy kapjuk meg az 2% +y*+1 = 0 képletet, amely az [i, 1, 0]
és [—1, 1, 0] pontokkal kiegésziilve adja meg a komplex feletti projektiv gorbe
Osszes pontjat. (Valos felett ez a két pont az (X7 + X7, Xy) primideélhoz
tartozo egyetlen zart pont alakjaban all el6.) A dz differencialforma divizorat
a kovetkezGképpen hatarozzuk meg: a 2.3.3. allitas értelmében dx regularis
mindeniitt, ahol x regularis, azaz polusa csak az [i, 1, 0] és [—i, 1, 0] pontokban
lehet. Ezekben a pontokban a z = % és w = %—vel paraméterezhetiink, és
persze x = z/w. Az [i,1,0] pontbeli maximalis ideél (z —i, w) alakban &ll elg,
a gorbe egyenlete (z —i)(z + ) + w? = 0 alakra hozhat6, amibdl z — i = w?u
alakra hozhato, ahol u egység a lokélis gytirtiben, w pedig lokalis paraméter.
Felhasznélva, hogy dz = d(z —1) = d(w?*u) = w?du+ 2uwdw meghatarozhato
dz:

1 1
dr = —z2—dw + —dz = ——dw + wdu + 2udw.
w? w w?

Igy daz-nek [i,1,0]-ban - és persze [—i, 1,0]-ban is - masodrendii polusa
van. A [+4,0,1] pontokat kivéve x lokalis paraméter, tehat dx-nek nincs
gyoke. Ezekben a pontokban pedig az (z F i,y) alaku a lokalis gytirii maxi-
malis idealja, és az = Fi = y*u képletbdl (u a megfelels egység) y lesz lokalis
parameéter, és ekkor dr = d(xFi) = d(y?u) = y?du~+2uydy, azaz dz-nek ezek-
ben a pontokban egyszeres gyoke van. Tehét a dx divizora [, 0, 1]4[—i,0, 1] —
2[i,1,0] —2[—1, 1, 0] C felett, mig R felett az elsd, illetve a méasodik konjugalt
parok adjak meg a megfelel§ zart pontokat. A divizor foka —2. Az X gorbe
pontjai paraméterezhetsk a P1(C) projektiv egyenes pontjaival a kovetkezd-
képpen: a [t,u] € P}(C) pontnak megfeleltetjiik a [t? — u?, 2tu,i(t* + u?)]
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pontot. A leképezés inverzét az [Xo, X1, Xo| — [Xo — Xy, X1] adja meg az
[i,0,1] pont kivételével, ahol viszont [X;, —X, — iX5] alakban irhatjuk fel
ugyanezt a morfizmust. (Az X t&bbi pontjdban a két leképezés megegyezik
X eredeti képletébdl kovetkezGen.) Ezért X =2 P1(C), tehat X génusza 0,
ami megfelel a Riemann—Roch-tétel allitasanak is ebben a specidlis esetben.
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3. fejezet

Brauer-csoport és
(Galois-kohomolo6gia

A kés6bbi bizonyitasok a Galois-kohomologia eszkozére is épitenek: ez homo-
logikus algebrai modszereknek a Galois-csoport hatasan torténd alkalmazéasat
jelenti. Ez a fejezet bevezeti az ehhez sziikséges fogalmakat, és felsorolja a leg-
fontosabb hasznalt allitasokat. A centralis egyszerii algebrak vizsgéalata vezet
el a Brauer-csoport definiciojahoz, melyet egy megfelelé kohomologiacsoport-
ként is megkaphatunk. A sziikséges ismereteket Philippe Gille és Szamuely
Tamas [1| konyve alapjan tekintjiik at. A fejezet utolsé pontjaként Lichten-
baum [2| cikke alapjan belatunk egy tételt, amely Osszekapcsolja a Picard-
csoport fogalmat az alaptest Brauer-csoportjaval, és amely kulcsfontossagu
lesz a periodusra és indexre vonatkozo tételek bizonyitésa soran.

3.1. Centralis egyszeri algebrak és a Brauer-
csoport

Legyen k egy test, a tovabbiakban k feletti véges dimenzios algebrakkal fog-
lalkozunk.

3.1.1. definici6. Az A k-algebra egyszerd, ha nincsen 0-n és A-n kivil (két-
oldali) idedlja. A centrdlis, ha Z(A) = k.

Minden ferdetest centralis egyszerii algebra a centruma felett. A Wedderburn-
tétel szerint a véges dimenzios egyszert k-algebrék izomorfak egy megfelels
D D k ferdetest feletti M, (D) méatrixgytrtvel, ahol D izomorfia erejéig egy-
értelmd. Ennek kovetkeztében egy algebrailag zart k test felett minden cent-
ralis egyszerti algebra izomorf egy k feletti matrixgytirivel. Altalaban a
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kovetkezd tétel segitségével mondhatunk tobbet a centralis egyszeri algeb-
rakrol:

3.1.2. tétel. A k test feletti A véges dimenzids k-algebra pontosan akkor
centrdlis egyszerd, ha létezik olyan n > 0 egész és eqy véges K[k testbéuvités,
melyre A @y K az M, (K) mdtrizgyidrivel izomorf.

Bizonyitas. [1]: 2.2.1.

Azt mondjuk, hogy a K /k bovités felhasitja az A centralis egyszert algebrat,
ha A®, K = M,(K). A tétel kovetkezménye, hogy A k feletti dimenzi6ja
négyzetszam, melynek négyzetgyokét az A fokdnak nevezziik. Noether és
Kothe tétele azt mondja ki, hogy az A centralis egyszeri k-algebrahoz létezik
6t felhasito, k felett szeparabilis K/k bévités is ([1]: 2.2.5.).

A centralis egyszert algebrak tovabbi vizsgalatahoz sziikséges a G' csoport
elsd kohomoldgiahalmazdnak fogalmat értelmezni.

3.1.3. definici6. Tekintsiik eqy G csoport (balrdl torténd) hatdsdt egy mdsik
A (nem feltétlenil kommutativ) csoporton (azaz egy (o,a) — o(a) leképezést,
melyre o(ab) = o(a)o(b) és or(a) = o(7(a)) minden o,7 € G és a,b € A ese-
tén). G egy 1-kociklusinak neveziink eqy olyan A-értékd o — a, leképezést,
melyre

Uyr = g - 0(a,) Yo,7 €G.

Az a, és b, 1-kociklusokat ekvivalensnek tekintjik, ha létezik olyan ¢ € A
elem, melyre a, = ¢ 'byo(c) minden o € G esetén. Az 1-kociklusok ezen

ekvivalencia szerinti ekvivalenciaosztdlyait nevezzik a G elsd kohomoldgia-
halmazdinak A-ban és H'(G, A)-val jeldljiik.

Altalanos esetben nincs csoportstruktira definidlva ezen a halmazon, viszont
az a, = 1 trividlis kociklusbol szarmazo6 elemet megkiilonboztethetjiik, az
ilyen kitiintetett elemmel rendelkezé struktirat pedig pontozott halmaznak
nevezziik.

Jelolje CEAk(n) a K felett felhasado, n-edfoku centrélis egyszert k-
algebrak izomorfiaosztalyainak halmazat. Ebben kitiintetett elem maga az
M, (k) matrixgytird, tehat ezt is tekinthetjiik pontozott halmaznak. A Galois-
leszallas altalanos modszerével a CE Ak (n) halmaz megfeleltethet a PGL,, (K)
projektiv altalanos linedris csoporton vett kohomologiahalmaznak:

3.1.4. tétel. Legyen K/k véges Galois-bévités G Galois-csoporttal. Ekkor
bijekcid adhatd meg a CEAk(n) és a H' (G, PGL,(K)) halmazok kizitt, ami
a két pontozott halmaz kitintetett elemeit eqymdsnak felelteti meg (azaz mint
pontozott halmazok izomorfak).
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Bizonyitas. [1]: 2.4.3.

Megmutathato, hogy ha A és B K felett felhasad6 centrélis egyszerii al-
gebrak, akkor A ®; B is az (|1]: 2.4.4.), igy a tenzorszorzas indukal egy
CEAg(m) x CEAk(n) — CEAk(mn) leképezést. Ez az el6z6 tétel alapjan
megfeleltethets egy H' (G, PGL, (K))x H (G, PGL,,(K)) — H(G,PGL,,,(K))
leképezésnek. Ha n,m > 0 egészek, akkor a GL,,(K) matrixcsoport injekti-
ven beagyazhaté G Ly, (K)-ba (egy M € GL,(K) matrix képe az a blokk-
méatrix, melynek diagondlisiban m példanyban szerepel M és mindeniitt mas-
hol nulladk vanak). Ez a bedgyazéas a projektiv altalanos linearis csoportok,
illetve az azokon értelmezett kohomoldgidkon is indukal egy leképezést, ez
a Apn © HY(G, PGL,,(K)) — HY(G,PGL,,,(K)) persze ismét tekinthets a
centrélis egyszert algebrak megfelel6 izomorfiaosztalyai kozti leképezésnek,
ahol az A € CEAk(n) algebra képe az A®y M,, (k) lesz. A Wedderburn-tétel
kovetkezményeképpen (és a dimenziok Osszehasonlitasabol adodoan) a A,
leképezés injektiv lesz minden m,n > 0 egész esetén. Ez vezet el a kdvetkezs
konstrukciohoz:

3.1.5. definicio. Az A és A’ centrdlis eqyszeri k-algebrdkat Brauer-ekvivalensnek
nevezziik, ha léteznek olyan m, m' egészek, mellyel A @i M, (k) = A" ®y

M, (k). Ez ekvivalenciareldciot ad meg a |J, CEAk(n) halmazon. Az ek-
vivalenciaosztdalyok alkotjdk a K/k bovités Br(K /k)-val jelolt relativ Brauer-
csoportjdat. A Br(K/k) halmazoknak a k feletti K véges Galois-bovitésekre
vett unidjdat Br(k)-val jeloljik, és k Brauer-csoportjinak nevezziik.

A Wedderburn-tétel kovetkeztében minden Brauer-ekvivalenciaosztaly egy-
értelmiien reprezentalhato egy D ferdetesttel, azaz Br(K/k) a K felett felha-
sado ferdetestek osztalyozasanak is tekinthets. Tovabba ha A és B Brauer-
ekvivalens centralis egyszeri k-algebrak, melyek £ f6lotti dimenzioja meg-
egyezik, akkor A = B.

A Br(K/k) és Br(k) halmazokat ellathatjuk az (A, B) — A @ B leké-
pezés altal indukalt szorzassal. Ezzel a miivelettel Abel-csoportot alkotnak.
A kommutativitas és az asszociativitas a tenzorszorzas megfelels tulajdonsa-
gaibol kovetkezik, az egységelem az M, (k) matrixgytrtk osztalya lesz. Az
A algebra altal reprezentalt osztaly inverzét az AP oppozitalgebra osztalya
adja meg: ez az algebra ugyanazon a vektortéren definialt, mint A, csak a
szorzést az (x,y) — yz leképezés hatarozza meg.

A HY(G,PGL,(K)) csoportok n-re vett uniojat a A, beagyazasok men-
téen H'(G, PGLy)-nel jeldljiik. Ezen mar értelmezhetd csoportmiivelet a ko-
rabban emlitett H'(G, PGL,(K))x HY(G,PGL,,(K)) — H(G,PGL,,,(K))
leképezés segitségével. Ekkor H'(G,PGLy,) is Abel-csoport, s6t Br(K/k) =
HY(G,PGL,,).
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A Brauer-csoport egy tovabbi meghatarozasahoz definialni kell a maga-
sabb foku kohomologidkat is, melyeket Abel-csoportokra fogunk csak értel-
mezni. Ezek haszndlata viszont alapvet6 fontossagu lesz a késébbi bizonyi-
tasok soran.

3.2. Galois-kohomoloégia

A csoportkohomologia technikajarol részletesebb ismertetés talalhato pl. [1]
3. fejezetében. Itt csak a legfontosabb definiciok és tulajdonségok felidézésére
szoritkozunk.

Legyen G egy csoport, amely (balrol) hat egy A Abel-csoporton. A te-
kinthets egy Z[G] feletti balmodulusnak, ahol egy > n,o € Z[G] elem az
a € An a (D n,0)a = > n,o(a) definicio szerint hat. Homg (A, B)-vel
jeloljiik az olyan A — B Abel-csoportok kézti homomorfizmusok halmazat,
melyek kompatibilisek G hataséval, ezek természetes médon Abel-csoportot
alkotnak (ezeket G-homomorfizmusnak nevezziik). A korabbiakhoz hason-
16an A%-vel jelsljiik a G-invarians elemek részcsoportjat A-ban.

Definiéljuk a H'(G, A) Abel-csoportokat, melyek a kivetkezd tulajdonsa-
gokat teljesitik:

(1) H%(G,A) = A% minden A-ra.

(2) Minden A — B G-homomorfizmusra létezik egy H'(G, A) — H'(G, B)
kanonikus leképezés.

(3) Ha adott G modulusok egy
0—-A—-B—-C—0

rovid egzakt sorozata, akkor létezik Abel-csoportok egy végtelen hosszu
egzakt sorozata (¢ = O-val kezdve):

-— H'(G,A) - H(G,B) — H'(G,C) — H™(G,A) — ...

Az ezeket a tulajdonsagokat kielégité csoportokat legegyszertibben a ho-
mologikus algebra nyelvén adhatjuk meg: a definicié az Ext funktor specialis
eseteként adodik.

3.2.1. definicié. A G csoport i-edik kohomologiajit az A G-moduluson a
kovetkezdképpen hatdrozzuk meg:

Hz(Gv A) = EXtZZ[G} (Z7 A)7
ahol Z-n Z|G| trividlis hatdsdt tekintjiik.
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Részletesebb magyarazat a fogalmakrol megtalalhato pl. [1]: 3.1.-ben.
Itt csak annyit idéziink f6l, hogy R-modulusok egy A°® komplexusanak R-
modulusok és koztiik 16v6 homomorfizmusok egy olyan

di—l . di . di+1 . di+2
LU ATS AT A,

végtelen sorozatét nevezziik (i € Z), melyre d"t' od’ = 0 teljesiil minden i-re.
Legyen

Z'(A*) =kerd’, B'(A®) =Imd™', H'(A*) = Z'(A*)/B'(A®).

Az M R-modulus egy P, projektiv feloldasat véve (ez egy P; projektiv mo-
dulusokbol all6 --- — P, — P, — By — M — 0 egzakt sort jelent, ilyen
létezik) tekinthetjiik a Hompg(P,, N') komplexust:

HOIHR(P(),N) — HOI’I]R<P1,N) — HOII]R(PQ,N) — ...
Ekkor

Extg(M, N) = H'(Hompg(P,, N)).

3.2.2. allitas. Az igy definidlt kohomoldgiacsoportok teljesitik a felsorolt (1)-
(3) tulajdonsdgokat.

Bizonyitas. [1]: 3.1.9.

A 7Z egy rogzitett --- — Z[G®] — Z|G?*| — Z|G] — Z — 0 projektiv fel-
oldasabol explicit modon is megadhatok ezek a kohomologiak ([1]: 3.2.). A
Homg(Z[G™], A)) elemeit i-koldncoknak, ezek koziil a Z+ (Homg(Z[G®], A))
elemeit i-kociklusoknak, mig B (Homg(Z[G®], A)) elemeit i-kohatdroknak
nevezziik. Az i-edik kohomologiacsoport az i-kociklusok i-kohatarok szerinti
ekvivalenciaosztalyaibol all. Szamunkra ezek koziil az 1- és 2-kociklusok exp-
licit megadésa fog szerepet jatszani, ezért most csak azokat idézziik fel:

A G 1-kociklusait mar definialtuk (nem csak kommutativ esetben) a 3.1.3.
definicioban, és ez az altalanos definicié szerint is megfelel6 meghatéarozas
lesz. Egy 1-kociklus alatt tehat egy olyan o — a, leképezést értiink, melyre
aor = 0(a;) + a, (most additivan folirva). Ez pontosan akkor 1-kolanc, ha
o — o(a)—a alakt valamely a € A-val, igy visszakaptuk az elsé kohomologia
halmaz korabbi definici6jat. Abban a specilis esetben, amikor G triviadlisan
hat A-n (ca =a Va € A), a H(G,A) = Hom(G, A) dsszefiiggéshez jutunk.

Egy 2-kociklus egy (o,7) — a, . leképezésként definialhatunk, ami telje-
siti a kovetkezd Osszefiiggést:
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O0Gry — Qory + Qory — Qo r = 0.

Akkor lesz 2-kohatar, ha a,, = ob; — by, + b, alakt valamely o — b,
1-kolanccal.

A (3) tulajdonsagban meghatarozott egzakt sorozat létezik az els6 koho-
mologiak korabbi értelmezés szerinti nem kommutativ esetében is. Ebben
az esetben érdemes a konkrét (nemtrivialis) leképezéseket is meghatarozni,
ezeket ugyanis hasznaljuk a késébbi szamolasokban.

3.2.3. allitas. Legyen G csoport, amely hat csoportok egqyl — A — B Yoo
1 egzakt sorozatdn, legyen tovibbd A C Z(B) kommutativ csoport. Ekkor lé-
tezik pontozott halmazok egzakt sorozata (ahol a kitintetett elemek egymdsra
képzddnek):

1— A% = BY — ¢¢ 2 HY(G, A) — HG, B) — HY(G,C) > HX(G, A).

Bizonyitas. Az egzakt sorban 0 és J jelzéssel szerepls leképezéseket kell
definialni, a tobbi trividlisan adodik az eredeti leképezésekbsl. Ha ¢ € C¢,
akkor megadhato olyan b € B, melyre ¥(b) = c¢. Ekkor ¢(bo(b)™!) = 1
C-ben minden o € G esetén, tehit bo(b)™' € A. A o +— bo(b)~! leképezés
egy 1-kociklust ad meg, ennek ekvivalenciaosztalya lesz d(c). Ha 0(c) =1 €
HY(G, A), akkor bo(b)™! = ao(a)~! minden o € G-re valamely a € A-val, de
ekkor a='b € BY, amely elem 1-nél szintén c-re képzodik, igy az egzaktsag
is teljesiil. Az egzaktsag a tobbi helyen is egyszert szamolasokbol adodik.
Definialjuk még a 0 leképezést: ehhez legyen o — ¢, egy 1-kociklus, amely
reprezentélja H'(G, C) egy elemét. Emeljiik fel c,-t egy b, € B elemre, és
legyen a,, = byo(b,)b,t. Mivel ¢, 1-kociklus, ennek a ¢-nél vett képe 1,
azaz a,. € A. A (0,7) — a,, 2-kociklust hataroz meg, melynek H?*(G,C)-
beli osztalya egyértelmd. Ha ugyanis ¢,-t egy a,b,-ra emeljiik fel, akkor a, .
helyett a,b,0(a b, )b a} = a,0(ar)a;ta,, adodik, ami éppen a, ., egy 2-
kohatéarszorosa (hasznalva, hogy A elemei centrumbeliek). Ha ¢, helyett ek-
vivalens kociklust vesziink, szintén A C Z(B)-t hasznéalva kapjuk a leképezés

joldefinialtsagat. Az egzaktsag az el6z6hoz hasonld szamolassal ellenérizhetd.
O

A Galois-csoport elsé kohomologidjara vonatkozik Hilbert 90-es tétele (illetve
annak Noether-féle altalanositasa):

3.2.4. tétel (Hilbert 90). Legyen K/k véges Galois bévités G Galois-csoporttal.
Ekkor
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HY(G, K*) = {1}.

Bizonyitas. A tételnél altalanosabb H'(G,GL,(K)) = 1 allitast (n > 1
esetben persze nemkommutativ kohomologiaval értve) mondja ki [1]: 2.3.4.,
ami a Galois-leszallas modszerének specialis eseteként adodik. Il

A kohomolégiacsoport definicidjaval a Brauer-csoport masképp is meghata-
rozhato:

3.2.5. tétel. Legyen K/k véges Galois-bovités G Galois-csoporttal. Ekkor
Br(K/k) = H*(G,K").
Bizonyitas. [1]: 4.4.7.

Ha G n rendii véges csoport, akkor tetszéleges A G-modulusra és ¢ > 0 egész
szdmra n - H'(G, A) = 0 ([1]: 3.3.8.). Ebbél adodik az aldbbi kivetkezmény:

3.2.6. kovetkezmény. A Br(K/k) relativ Brauer-csoport minden elemének
rendje |K : k| osztdja.

Ahhoz, hogy a Br(k) Brauer-csoportot is kifejezhessiik kohomologiaval, kii-
16n megéllapitasokat kell tenniink provéges csoportok kohomolégidira. Ehhez
a végtelen testbdvitések Galois-elméletének ismeretére van sziikség, amirdl
osszefoglalo pl. [1] 4.1. fejezetében talalhato, most csak az alapvetd definici-
okat ismertetjik.

Csoportok (G, @ap) inverz rendszerén a kovetkezdt értjiik:

e Adott egy (A, <) részben rendezett halmaz, mely iranyitott abban az
értelemben, hogy minden («, 3) € A esetén létezik olyan v € A, melyre

a<y,B <7
e minden o € A esetén adott egy G, csoport;

e minden o < [ esetén adott egy ¢.3 : Gg — G, homomorfizmus,
tovabba ¢ay = @ag © Vg, teljesiil minden a < 5 < 7 esetén.

A rendszer inverz limesze a || G, azon (g,) elemekbdl allo részcsoportja,
aEN
melyek a ©,5(93) = go Osszefiiggést teljesitik minden o < [ esetén. A G,

csoportok inverz limeszét lim G-val jeloljiik. Véges csoportok inverz lime-

szét provéges csoportnak nevezziik. Ha K/k Galois-bdvités, akkor Gal(K/k)
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provéges csoport, amelyik megkaphato a véges L/k Galois-részbovitések altal
alkotott inverz rendszer Galois-csoportjainak inverz limeszeként ([1]: 4.1.3.).

Ha G provéges csoport, akkor folytonos G-modulus alatt egy olyan A G-
modulust értiink, melyre minden a € A elem stabilizatora nyilt az inverz

cz 2z

egyike G standard faktorainak, akkor AV« természetes médon G,-modulus
is. A o 1 Gg — Gy leképezések indukalnak egy Inf? : HY(G,, AV+) —
H(Gg, AY%) leképezést minden i > 0 esetén. A H'(G,, A) csoportok az
Inf? leképezésekkel direkt rendszert alkotnak a kovetkezd értelemben. Abel-
csoportok (B, as) direkt rendszere a kovetkezskbal all:

e egy (A, <) irdnyitott részben rendezett halmaz;
e minden o € A esetén egy B, Abel-csoport;

e minden a < 3 esetén 15 : B, — Bg homomorfizmusok, melyre ¢, =
gy 0 Yop minden a < B < 7y esetén.

A rendszer direkt limesze a @A B, direkt 0sszeg lefaktorizalva a bg — a3(ba)
aE

alaku elemek altal generalt részcsoporttal.

3.2.7. definicié. Legyen G = lim G, provéges csoport, A folytonos G-modulus.

Ha i > 0 egész, akkor az i-edik folytonos kohomoldgiacsoportot, H: (G, A)-t
gy értelmezzik, mint a fenti (H (G4, AV*), Inf?) direkt rendszer direkt li-
meszét. Ha G = Gal(k/k) a k tokéletes test valamely rogzitett k algebrai
lezdrtjdval, akkor a H!, (G, A) csoportot a k i-edik kohomoldgiacsoportjd-
nak nevezzik A-ban.

Véges G csoportok esetén a kordbbi definiciot kapjuk vissza. Provéges G
esetén (specidlisan: a k/k végtelen bévitések Galois-csoportja esetén) a to-
vabbiakban kizarolag az igy definialt kohomologiacsoportokkal foglalkozunk,
és a cont megkiilonboztetést el is hagyjuk. A 3.2.3. allitasban meghataro-
zott (illetve a korabbi (3) tulajdonsagban szerepls) egzakt sorozat folytonos
kohomologiacsoportok esetén is létezik (|1]: 4.3.1.). Hilbert 90-es tétele kiter-
jeszthet6 az abszolut Galois-csoportra is, hiszen a direkt limesz minden tagja
trivialis lesz; igy tehat H'(G,k*) = {1}. Végiil a 3.2.5. tételhez hasonloan
most mar a Br(k) Brauer-csoport is meghatarozhato:

Br(k) = H*(G, k).
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3.3. Centralis egyszeri algebra indexe és peri-
6dusa. Gorbék és a Brauer-csoport

Kozelitve a projektiv gérbék indexe és periddusa kozti kapcsolat vizsgalata-
hoz, ebben a pontban &sszekapcsoljuk a Brauer-csoportokrol felidézetteket
a gorbék divizor- és Picard-csoportjainak Galois-kohomologiajaval. ElGtte
azonban még definialjuk az index és a periddus fogalméat centralis egyszeri
algebrékra is.

3.3.1. definici6. Legyen A k feletti centrdlis eqyszerid algebra, amelyik a
Wedderburn-tétel értelmében eqy D ferdetest feletti M, (D) mdtrizgyirivel
izomorf. Az Ak feletti indexének nevezzik (és indg(A)-val jeloljik) a degy (D)
fokot.

Az indy(A) index csak az [A] € Br(k) osztéalytol fiigg, nevezetesen éppen az
osztalyhoz tartozo ferdetest fokaval egyenls. A indexe pontosan akkor 1, ha

A k felett felhasad.
Az index jellemezhetG a kovetkezGképpen is:

3.3.2. allitas. Az A centrdlis egyszeri algebra indexe éppen az A-t felhasito
K/k véges szeparabilis bévitések fokainak legnagyobb kozds osztdja.

Bizonyitas. [1]: 4.5.8.

Ezt egybevetve azzal az allitassal, hogy létezik olyan véges szeparabilis bo-
vités, melynek foka az A indexe ([1]: 4.5.4.), kovetkezik, hogy az index nem
mas, mint a legkisebb A-t felhasito véges szeparabilis bévités foka, a tobbi 6t
felhasito bovités fokai pedig pontosan az index tobbszorosei.

3.3.3. definicio. Az A centrdlis egyszert algebra periddusa (vagy exponense)
az [A] rendje a Br(k) Brauer-csoportban, ezt per(A)-val jeléljiik.

A centrélis egyszert algebrak indexe és periodusa kozti kapcsolatot Brauer
tétele ([1]: 4.5.13.) foglalja Ossze:

3.3.4. tétel (Brauer). Legyen A centrdlis eqyszerd k-algebra. Ekkorindg(A)
a per(A) osztdja, tovdibbd a periddus és az index ugyanazokbdl a primfakto-

rokbol dll.

Most visszatériink a gorbékhez, legyen X sima projektiv geometriailag dssze-
fiiggs gorbe a k tokéletes test folott, szokasosan k egy rogzitett algebrai
lezart, X a gorbe az algebrai lezart folott értelmezve, és G a k abszolit
Galois-csoportja. A kohomologidkkal kapcsolatos ismeretek és az 2.1 egzakt
sor segitségével lathatd be a kdvetkezd lemma:
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3.3.5. lemma. Az aldbbi diagram mdsodik és harmadik sora egzakt, tovdbbd
megadhatok olyan Vg és U leképezések, amelyek a diagramot kommutativvd
teszik:

Br(k) ——> Br(k)
Yo 9

0 —= Picy(X)¢ — Pic(X)® —= Z — H'(G, Picy(X))

i

0 —= Divo(X)¢ — Div(X)¢ —= Z

Bizonyitas. A vizszintes sorok egzaktsiga azonnal kévetkezik a 3.2.3. 4lli-
tasbol a trivialis B B
0 — Pico(X) — Pic(X) = Z — 0,

illetve

0 — Divo(X) — Div(X) - Z — 0
egzakt sorokra folirva. Most a ¥ leképezést konstrudljuk meg, y-é analog
modon torténhet.
A 2.1 egzakt sorozatat a kovetkezGképpen is felirhatjuk:
0 — K(X)*/k* — Div(X) — Pic(X) — 0.
Itt Galois-kohomologiat véve kapjuk a kovetkezd egzakt sort és d; leképe-
7ést:
Div(X)% — Pic(X)% 3 HN(G, K(X)*/k).
Masrészt a 0 — k* — K(X)* — K(X)*/k* — 0 egzakt sorozatbol da-t
kapjuk:
HY (G, K(X)*) —» H'(G, K(X)"/k*) 2 H*(G, k) = Br(k).

Az X gorbe geometriailag Osszefiigg6ségébdl kovetkezik, hogy tetszéleges
véges L/k Galois-bovités esetén, ha K (X) jeloli az X L 6lott értelmezett
fliggvénytestét, akkor a K (X)/K(X) testbGvités Galois-csoportja megegye-
zik a Gal(L/k) csoporttal. Ugyanis, ha « az L/k bovités primitiv eleme és
fo annak minimalpolinomja, akkor

KL(X) = Lo K(X) = K(X)[t]/(fa(?)),
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ami geometriailag 0sszefiiggd X esetén nem eshet szét fiiggvénytestek direkt
Osszegére, azaz tovabbra is testnek kell maradnia, tehat f,, irreducibilis K (X)
felett is. Ekkor a Hilbert 90-es tétel alkalmazasaval H'(Gal(L/k), K1 (X)*) =
0-hoz jutunk, a direkt limeszt véve pedig H'(G, K(X)*) = 0 is kovetkezik.
gy a d, leképezés injektiv, a ¥ = §, 0 §; kompozicio pedig megfelels, a

Div(X)¢ — Pic(X)¢ 2 Br(k)
sort egzaktta tevs leképezést hataroz meg. 0

Legyen D € Div(X) olyan divizor, amelyre [D] € Pic(X)Y. Legyen K/k egy
olyan véges Galois-bGvités, amelyre D K-raciondlis, jelolje H a Gal(K/k)
Galois-csoportot. A 2.1. pont végén definialt (k feletti) L(D) vektortérhez
hasonloan megkaphato K olotti vektortérként az Ly (D), amelynek az {f €
Ky (X) :divf+D > 0} fiiggvények az elemei. Ekkor az L(D) = Li (D) ®k
teljesiil, és igy a dimj L(D) = dimg Li(D) dimenziok megegyeznek, ezt
jeloljiik most r-rel. Az el6z6 lemma szerint értelmezett ¢ leképezésrél a
Brauer-csoportrol kordbban megismertek alapjan fogalmazhat6 meg a ko-

vetkezs tétel:

3.3.6. tétel (Lichtenbaum). A 9([D]) képnek megfeleld centrdlis egyszerd
algebrdkat felhasitja k egy r foki bévitése, tehdt a Brauer-csoportban rd([D]) =
0.

Bizonyitas. Az allitas masodik fele a 3.2.6. kovetkezménybdl adodik. Az
elsé felének bizonyitéséhoz rogzitsiink egy X' izomorfizmust a K" és Lk (D)
K-vektorterek kozott. Ez indukél egy A\ izomorfizmust a P"~!(K) és a |D|
linearis rendszer kozt. Ha o € H, akkor a \7(z7) = A(x)? Osszefiiggés-
sel egy A7 izomorfizmust adhatunk meg, tovabba mivel [D] K-racionélis,
ezért o a |D| lineéaris rendszert dnmagéra képezi. A o — A\ H egy
1-kociklusat hatarozza meg a (nemkommutativ) PGL(r, K') csoportban. Eh-
hez egy o € H'(H,PGL(r, K)) kohomologiaosztély tartozik (ez fiiggetlen
a [D] osztaly reprezentasanak valasztasatol, illetve A-tol). A 0 — K* —
GL(r,K) — PGL(r,K) — 0 egzakt sorozatra Galois-kohomologiat alkal-
mazva egy 0 : H'(H,PGL(r,K)) — H?(H, K*) = Br(K/k) leképezést ka-
punk, ahol persze ez utobbi a Br(k) Brauer-csoport részcsoportja. Belatjuk,
hogy 0(a) = —9¥([D]). Ezzel a tétel bizonyitésa készen is van, hiszen igy
Y([D]) a Brauer-csoportban H'(H,PGL(r, K)) képében van, tehat a 3.1.4.
tétel szerint K felett felhasado, r foka A centralis egyszerii k-algebraval rep-
rezentalhato. Az indg(A) index persze osztoja r-nek, mésrészt a 3.3.2. allitas
szerint éppen az index tobbszorosei adjak meg az A-t felhasitdé bévitések
fokait, azaz A-t felhasitja a k egy r foku bévitése is.
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Elsszor 9([D])-t szamoljuk ki. Ehhez vélasztunk olyan f, € K(X) fiigg-
vényeket, amikre div(f,) = D — D?. A 3.2.3. allitas szamolasa szerint az
fof2f;} egy konstans (k-beli) 2-kociklust hataroz meg, amelynek osztalya
lesz ¥([D]) a Brauer-csoportban. Maésrészt megadjuk konkrétan a d leképe-
zést is. Ehhez rogzitsiik K" egy ey, e, ..., e, bazisat, és jelolje g; = N (e;) a
béazis Lk (D)-beli képét. Legyen E; = div(g;) + D, E; tehat a |D| linearis
rendszerben van. Jeldlje ¢; az e; elemek képét a P"~'(K) projektiv térben,
ekkor tehat A(e;) = E;, tovabba

N(&) = N (67) = M&)7 = E7 = div(¢?) + D = div(¢7h,) + D,

ahol h, = f;'. Ekkor g7h, Lg(D)-ben van, tehat felihato 77, aijog;
alakban. Tovabba A\ (e;) = g7 h,, és igy

)\’71)\/0(61') — X’l(gfhg) = N1 (Z aijagj> Zazja)\’ 1 g] Zaz](rej
j=1

Jelolje A, az (aji,) elemekbdl all6 matrixot, ekkor (ha A,-ra mint az
L (D) vektortér egy linearis leképezésére gondolunk) A,(g;) = g7h, tel-
jesiil. Masrészt az el6z6 szamolds miatt A, éppen a N 71N leképezés e;
béazisnal vett matrixa, és ekkor (szintén a 3.2.3. allitasban szerepld szamitas
alapjan) a d(a) képet az A,0(A,)A;} 2-kociklus reprezentélja. Ez a matrix
a GL(r, K) centruméban lesz, azaz egy skalarmatrix, azaz a hozza tartozo
skalart kiszamithatjuk egy tetszéleges fliggvény képénél. Tekintsiik tehat a
97" h,r fliggvény képét:

A0 (AL) A (9T hor) = Aso(Ar)(g1) = Ay Z afj-g1 = Z alejTAo(gl) =
j=1 j=1

=Y af;,97he = hy (Z amgl) = hog7"hg = hohZhy! - horg?.
j=1 =1

Azaz a d(a) képhez tartozo 2-kociklust a h,h?h.! konstans adja meg,
viszont ez - figyelembe véve, hogy a h, fiiggvények az f,-k inverzei - éppen a
reciproka a ([ D])-hez tartozo kociklusnak, azaz ezek a kohomologiacsoport-

ban egymas inverzei. 0
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4. fejezet

Peri6odus-index feltételek
gorbéken

A 2.2.3. definicioban meghataroztuk az X gorbe periodusanak és indexének
fogalmat: el6bbi az X-en vett k-raciondlis divizorosztalyok fokainak legna-
gyobb kozos osztdja, mig utobbi a k-racionalis divizorok fokaira ugyanez.
Megallapitottuk, hogy nyilvanvaléan a periodus osztoja az indexnek. Ebben
a fejezetben Lichtenbaum [3] cikke alapjan tovabbi dsszefiiggéseket igazolunk
a periodus és az index kozott. Az elsG pontban belatjuk, hogy tetszéleges
test feletti gorbék esetén igaz lesz, hogy I osztoja 2P?-nek. A mésodik pont-
ban Roquette tételének felhasznalasaval, Lichtenbaum bizonyitasa szerint p-
adikus testek folotti gorbékre hatarozunk meg tjabb Osszefiiggéseket.

4.1. Peri6édus-index feltételek tetszéleges alap-
test folott

Ebben a pontban legyen végig k tetszéleges tokéletes test, k egy rogzitett
algebrai lezartja, G az abszolut Galois-csoport. Legyen X ¢ génuszi geo-
metriailag Osszefiiggs sima projektiv gorbe k folott. Ekkor a kovetkezd tétel
teljesiil:

4.1.1. tétel (Lichtenbaum). Az [ index és P periddus kézitt a kovetkezd
kapcsolat dll fenn:

(1) P|I|2P?

(2) Ha tovdbbd 2(91_1) pdros, akkor P|I|P?. Specidlisan, g = 1 esetben ez

mandig teljesiil.
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A tétel bizonyitasaban a 3.3.5. lemmaban szereplé diagram kis modositésat
hasznaljuk. Errél a kévetkez6 olvashato le:

4.1.2. lemma. Az I/P érték osztdja a 9(Pic(X)%) exponensének (ahol ¥ a
3.3.5. lemmaban megadott leképezés).

“, e,

korabbi diagramot (és nevezziik el A\g-nak, illetve Ad-nak a megfelels divizor-
csoportokbol a Picard-csoportok G-invarians részcsoportjaiba mend leképe-
zéseket):

Br(k) —> Br(k)

0 —= Picy(X)¢ — Pic(X)% —> PZ —=0

A kigyo-lemma alapjan létezik a kovetkez6 egzakt sorozat:
0 = ker ¢ — coker()\g) — coker(\) — coker(¢) — 0.

Viszont coker(A) = Pico(X)%/ ker g = 0y (Pico(X)), és ugyanigy coker(\) =
J(Pic(XY)). Mivel |coker(t)| = I/P, ezért az egzakt sorozatbol leolvashato,

hogy -
|9 (Pic(X )| I

[Jo(Pico(X9))| — P’

tovabba 9(Pic(X)%) az I /P rendti ciklikus csoportra képzddik, ami bizonyitja
a lemma allitasat. O

A tétel bizonyitasa. Elgszor tegyiik fel, hogy g > 0. Definici6 szerint a
k-invarians divizorosztalyok foka P valamilyen tobbszordse. Ekkor Pic(X)¢-
t generaljak a P foku divizorosztalyok, a ¥-nél vett képet pedig a {J([D]) :
deg([D]) = P} halmaz elemei. Legyen K kanonikus divizor, [K] a kanonikus
divizorosztaly. K k-racionalis divizor, tehat [K] a A(Div(X%)) képben van,
igy U([K]) = 0 és 9([D] + [K]) = Y([D]). K foka 2g — 2, azaz ekkor a
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P + 2g — 2 foku [D] divizorosztalyok 9([D]) képe is generalja 9(Pic(X%))-
t. A Riemann—Roch-tétel (2) kovetkezménye szerint (hasznalva, hogy P > 0
miatt deg D > 2g—2) dim L(D) = P+g—1, igy a 3.3.6. tételbdl kovetkezGen
(P + g —1)9(Pic(X)) = 0.

Mésrészt a lemmabol kovetkezik, hogy +|(P + g — 1), azaz I|P?+ P(g —
1). Mivel K k-raciondlis divizor, ezért I|2(g — 1) is teljesiil, amibsl I|2P?
kovetkezik, tehat (1)-et ebben az esetben bebizonyitottuk. Ha 2(g — 1) = nl
valamely n paros szammal, akkor I|(g — 1) is teljesiil, amibdl (2) kovetkezik.

Végiil ha g = 0, akkor tetszéleges nulladfokt D divizorra alkalmazhat6 a
Riemann—Roch-tétel (2) kovetkezménye, igy L(D) dimenzidja 1, azaz létezik
olyan f fiiggvény, melyre div(f) + D > 0, persze a fokok miatt itt ekkor
egyenlgségnek kell allnia, igy az 1/f fiiggvény divizora éppen D lesz. Tehat
0 génuszi gorbe esetén minden nulladfoku divizor elall fiiggvénydivizorként,
ami miatt a Pic(X) 2 Z mint G-modulus, ilyenkor a periédus tehat 1 lesz. A
kanonikus divizor —2 fok, tehat az index 1 vagy 2, a tétel allitasai ezekben
az esetekben is teljesiilnek. 0

4.2. Periédus-index feltételek p-adikus testek fo-
lott

Még tobbet allithatunk a periodus és az index kozti Osszefiiggésekrdl, ha
megkdtéseket tesziink az alaptestre. A tovabbiakban p-adikus testek folotti
gorbékkel foglalkozunk, a lényegi allitdsok azonban igazak maradnak lokalis
testek folott is. Bizonyos feltételek mellett p-adikus testek esetén az index
és a periodus egyenlGségére is kovetkeztethetiink (azaz ilyen feltételek ese-
tén minden k-racionalis divizorosztaly tartalmaz k-racionélis divizort is). A
kovetkez6 tételt bizonyitjuk majd be:

4.2.1. tétel (Lichtenbaum). Legyen X g génuszi sima, geometriailag dssze-
fliggd projektiv gorbe eqy p-adikus k test folott. Ekkor:

(1) Pl(g—1);

(2) I = P vagy 2P;

(3) Ha I = 2P, akkor @ pdratlan. Specidlisan, g = 1 esetben a periodus
eqyenld az indexszel.

A tétel bizonyitasa Lichtenbaum [3| cikke alapjan torténik, aki ehhez Ro-
quette tételét haszélja fel, melyet pedig a Tate-dualitas modszerével igazol.
Ebbdl csak a Roquette-tételhez sziikséges allitasokat ismertetjiik itt, a bizo-
nyitas a cikkben megtalalhato.
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4.2.2. tétel (Hasse). Legyen k p-adikus test. Ekkor Br(k) = Q/Z.
Bizonyitas. [5]: XIII.3.6.

Egy A sima projektiv varietast Abel-varietisnak neveziink, ha adott a pont-
jain egy Abel-csoport struktira, azaz egy O € A pont, tovabba adottak a
n:AXxA— Aési: A— A morfizmusok, melyek rendre meghatarozzak
az Abel-csoport nullelemét, Gsszeadas- és inverzleképezését. Egy gorbe nul-
ladfoku divizorosztalyai olyan Abel-varietasnak feleltetheték meg, melynek
dimenzi6ja a gorbe génuszaval egyezik meg (|9]:111.2.6.). Ezt a varietéast az
X Jac(X) Jacobi-varietdsinak neveziink; ekkor tehat Pico(X) = Jac(X).

Megmutathato, hogy ha A egy Jacobi-varietas egy k p-adikus test fo-
16tt, akkor megadhato egy p : H'(G,A) x H(G,A) — Br(k) = Q/Z t6-
kéletes parositds, amely indukél egy kanonikus p* H'(G, A) — HY(G, A)*
homomorfizmust. Itt H°(G, A)* a Home, (H(G, A), Q/Z) folytonos homo-
morfizmusok csoportjat (a H°(G, A) csoport karaktercsoportjat) jeloli. Az
igy meghatarozott p* Tate tétele szerint izomorfizmus. (A tétel ebben az
alakjaban az dltaldnos Tate-dualitds specialis esete. Aszerint A tetszéleges
Abel-varietas lehet, melyhez létezik olyan A* dualis Abel-varietas, amelyre
HY (G, A) x H°(G, A*) — Q/Z megfelels parositis. Jacobi-varietasok eseté-
ben specidlisan A* = A. Ebben a formaban megtalalhat6 a tétel Milne [4]
konyvében: Corollary 1.3.4. A Tate-dualitas eredeti Gtlete Tate [12] cikkébdl
szarmazik.)

Lichtenbaum [3] cikkében konkrétan megadja a megfelels po leképezést
az A = Picg(X) esetben. Ha a € H(G,Picy(X)) egy a, 1-kociklus ekvi-
valenciaosztalya, akkor ez felemelhet§ egy b, 1-kolancra Divy(X)-en, mig a
(00)5.r = by+0(br) —byr a 3.2.3. allitas szerint egy f,. . fiiggvény divizorat de-
finidlja (a szokasos egzakt sor alapjan). Ha E € Divo(X) olyan divizor, amely
egy r € Pico(X) elemet reprezental, akkor E° — E egy g, fiiggvény divizora,
mig (0,7) — f,.(E)go(c(b,)) egy 2-kociklust hataroz meg k-ba, melynek ek-
vivalenciaosztélya a Br(k) egy v eleme. (Egy fiiggvény kiértékelése egy adott
divizorban természetesen a megfelel§ pontokban vett értékekbdl szarmazik li-
nearis kifejtéssel.) A po(c, x)-et y-nak definialjuk, amely valoban joldefinialt
leképezés.

Ha tovabbra is H°(G, Pico(X))*-gal jeldljiik a Hom o (H°(G, Picy(X)), Q/Z)
csoportot, akkor az imént definialt py ismét indukal egy pj : H(G, Pico(X)) —

H°(G, Picy(X))* leképezést.
4.2.3. tétel (Tate). Az igy definidlt p§ izomorfizmus.

Bizonyitas. [3]: Theorem 2.
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Most jelolje v a H'(G, Pico(X))-ben azt az elemet, amit a 0 — Picy(X) —

Pic(X) — Z — 0 egzakt sorozaton alkalmazott Galois-kohomologia esetén
az 1 € Z képeként kapunk.

4.2.4. allitas. Erre az a-ra po(a,z) = Jg(x), ahol ¥y a 3.3.5. lemmdban
definidlt leképezés.

Bizonyitas. Egyrészt ebben az esetben b, definialhato Q7 — (@) alaka divizor-
ként, ahol Q tetszdleges k-raciondlis pont. Ekkor a (0b),., nulla lesz, azaz egy
konstansfiiggvény divizora, ami persze valaszthatd az azonosan 1 fiiggvény-
amely z-re képzidik, akkor 7 — E egy g, fliggvény divizora, és ekkor pg(a, )
a g,(Q7" — Q%) 2-kociklus ekvivalenciaosztalya. Masrészt g a korabbi kisza-
molasa szerint a ¢,, = g,97g,. konstansfiiggvénynek megfelels osztaly, ami
Q-ban Kiértékelve a g,(Q)g7(Q)g,-(Q) 1. Viszont a g,(Q)(9:(Q))gor (@)
2-kohatérral dsszehasonlitva ez kohomolog ¢72(Q)o(g-(Q))™ = ¢2(Q — Q7)-
val. Ez pedig konnyen kiszamolhatoan (lasd: [3]: Corollary 1.) kohomolog

95 (Q77 — Q7)-val. O

A 16 tétel bizonyitasanak utolso elGkésziileti 1épéseként az eddigiek segitsé-
gével bebizonyitjuk Roquette tételét. Ehhez ismét a 4.1.2. lemma bizonyita-
saban szerepl6 diagramhoz tériink vissza.

4.2.5. tétel (Roquette). Legyen k p-adikus test, X sima geometriailag dssze-
fiiggd projektiv gorbe folotte. Ekkor a Br(k) Brauer-csoportban a K(X) felett
felhasado centrdlis eqyszeri algebrdk osztdlyait tartalmazo részcsoport rendje

megegyezik az X indezével.

Bizonyitas. Tekintsiik ismét a korabbi diagramot! A Pic(X)¢ — Br(k) fiig-
gbleges oszlop persze a 3.3.5. lemma bizonyitdsanak megfelelGen folytatodhat
H*(G,K(X)*) = Br(K (X)) felé, ahol a ¥(Pic(X)%) kép éppen a Br(k) azon
részcsoportja, amelyek Br(K (X)) egységelemére képzGdnek, azaz amely azon
centrélis egyszerd algebrak reprezentansaibol all, melyek a fiiggvénytest felett
felhasadnak. Tehét errdl a képrol kell belatni, hogy I rendq.
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A 4.1.2. lemma bizonyitasiban elmondottak miatt ismét

|ﬁ(PiC(XF))|
U0 (Pico (X))

I

=5

azaz a bizonyitando allitas azzal ekvivalens, hogy |Jo(Pico(X%))| = P. Méas-
részt a Jg(x) = po(a, x) allitds miatt ez ugyanazt jelenti, mint hogy |{po(c, x) :
x € Pico(X)9}| = P, ahol a tovabbra is az 1 képe a Z — H'(G, Picy(X)
homomorfizmusnal. Persze ennek a homomorfizmusnak a magja PZ, azaz «
rendje P. Mivel p§ izomorfizmus, és a p-adikus test Brauer-csoportja Q/Z,
igy a vizsgéalt képhalmaz ennek az egyetlen P-rendi részcsoportja, Z/PZ,
ezzel a tételt bebizonyitottuk. 0

A 4.2.1. tétel bizonyitasa. Elgszor ismét tegyiik fel, hogy g > 0. Az alta-
lanos eset bizonyitasahoz hasonléan abbél indulhatunk ki, hogy 9(Pic(X)%)-
t generdljak a {J([D]) : deg([D]) = P} halmaz elemei. Ismét legyen K
egy kanonikus divizor X-en, ekkor tovabbra is ¥([D] + [K]) = 9([D]), igy
eziittal is P + (2g — 2) foku divizorosztilyok képe is generélja 9(Pic(X)%)-
t. Tovabbra is a Riemann—Roch-tétel (2) kovetkezményébdl adodik, hogy
(P+g—1)9(Pic(X%)) = 0, amibél persze (2P+2g—2)9(Pic(X)) = 0is. Ro-
quette tétele szerint azonban ¥(Pic(X %)) I rendt ciklikus, igy 2P+29—2 =0
mod [ (a ciklikusség abbol kovetkezik, hogy a Brauer-csoport, azaz Q/Z rész-
csoportjarol van sz6). Viszont [|2g — 2 (hiszen K k-racionalis divizor), azaz
2P = 0 mod I. Mivel tovibba a peridodus az index osztoja, ezért I = P
vagy 2P, amivel (2)-t bizonyitottuk.
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Mivel (P+g—1)9(Pic(X%)) = 0, specialisan (P+g—1)0y(Pico(X%)) =0
is teljesiil. Masrészt ez utobbirol lattuk, hogy P rendi ciklikus, igy P+g—1
is P tOobbszorose, ezért P|(g — 1), ami (1)-et igazolja.

Végiil mivel 9(Pic(X)) I rendi ciklikus, igy I|(P +g—1). Ha [ = 2P,
akkor a g — 1 = nP jelolést haszndlva 2P|(n+1)P, azaz 2n + 1, igy n = £
péaratlan, tehat (3)-at is bebizonyitottuk.

A g = 0 esetben az altalanos tételnél leirtak miatt a periodus biztosan 1,
a kanonikus divizor foka pedig —2, azaz az index 1 vagy 2, ami mindenképpen
teljesiti a kivant feltételeket. A g—;,l = —1 érték mindenképp paratlan, tehét
(3) ilyenkor is teljesiil. O

Megjegyzés. A g = 1 esetben tehat % = 0 mindenképpen péaros, igy az
index egyenld a periodussal. Ez a p-adikus pestek feletti elliptikus gorbékre
vonatkoz6 periddus-index tételt bizonyitja.

A g = 0 esetben I = 1 pontosan akkor all fenn, ha X-nek van k-racionalis
pontja. Tehat ezek szerint g = 0 esetben valoban léteznek is olyan gorbék,
melyekre I # P. A dolgozat hatralevs részében Sharif cikke alapjan meg-
mutatjuk, hogy ennél joval tobb is allithato, és az ebben a tételben megfo-
galmazott feltételeket kielégits (P, I, g) értékekre valoban létezik is p-adikus
test f0lott adott génuszi gorbe megfelel6 indexszel és periddussal.
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5. fejezet

Adott indext és periodusii gorbék

Ennek a fejezetnek a célja olyan, p-adikus test felett definialt gorbék konst-
rukcioja, amelyek adott, a 4.2.1. tétel feltételeit kielégité génusszal, perio-
dussal, indexszel rendelkeznek. Az ilyen (g, P,I) szimharmasokat réviden
lokdlisan megengedett szdamhdrmasoknak nevezziik a tovabbiakban. A konst-
rukcié Sharif [7] cikke alapjan torténik, melyhez els6 lépésben a Tate-gorbe
fogalméat és a hozza kapcsolodo ismereteket kell attekinteni. Maga a konst-
rukcio két 1épésben zajlik. ElGszor 1 génuszu gorbéket adunk meg: ilyenkor
a periodus és az index megegyezik, tehat azt kell megmutatnunk, hogy tet-
sz6leges P = I egészhez létezik olyan indexd és periddusia gorbe. Utana
kiilon lépésben foglalkozunk a magasabb nemt gorbékkel. A konstrukciok
hasznéljak a p-adikus testek bovitéseirsl az 1.2. pontban ismertetetteket.

5.1. Elliptikus gorbék, Tate-gorbe, torzor

Elliptikus gorbén olyan 1 génuszu gorbét értiink, melynek van egy kitiintetett
O alappontja (origoja). Az E elliptikus gorbe k f6l6tt értelmezett, ha mint
gorbe, k folotti, tovabba O € E(k). A Riemann—Roch-tétel segitségével
megmutathato ([8]: IIL.3.1.), hogy minden elliptikus gorbe egy megfelels
¢ : E — P(k), = [z,y, 1] izomorfizmussal egy

y2 + a2y + azy = 28 + a2x2 + a4x + ag

Weierstrass-egyenlettel megadott sikgdrbébe vihetd, ahol az aq, . . ., ag egylitt-
hatok k-beliek és p(O) = [0,1,0] (a gorbe tébbi pontja pedig az X? affin
sikon van). Megforditva, minden Weierstrass-egyenlettel megadott sima sik-
gorbe elliptikus gorbe a [0, 1, 0]-val mint origoval.

Az elliptikus gorbék Weierstrass-egyenlettel megadott alakjanak segitsé-
gével a pontokon megadhaté egy @ Osszeadéasi mivelet. Ha P,Q € E(k),
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akkor jelolje R a P, () pontokon atmend egyenes (P = (Q esetben az érintd)
harmadik metszéspontjat FE-vel (ez szintén E(k)-beli pont, hiszen a koordiné-
tak egy harmadfoki egyenlettel hatarozhatok meg, melynek két masik gyoke
k-beli). Ekkor az R és O pontokon atmend egyenes E-vel valo harmadik
metszéspontja lesz P @ Q).

5.1.1. allitas. Az igy definidlt mdvelettel E(k) Abel-csoport, melynek nul-
leleme O.

Bizonyitas. [8]: I11.2.2.

A korabban bevezetett fogalommal azt mondhatjuk tehat, hogy az ellipti-
kus gorbe Abel-varietas, és valojaban definidlhatjuk is az elliptikus gorbéket
tgy, mint 1 dimenzioju Abel-varietasokat ([9]: IIL.2.). Maésrészt a kovet-
kezd allitas ([8]: 111.3.4.) szerint ez a csoportmiivelet megkaphato a Picy(E)
Osszeadasabol is, azaz E Jacobi-varietdsa 6nmaga:

5.1.2. allitas. Legyen (E,O) elliptikus gorbe. Ekkor minden D € Divy(E)-
hez egyértelmien létezik eqy olyan P € E pont, amelyre D linedrisan ekvi-
valens a (P) — (O) divizorral. Ez meghatdroz egy o : Divg(E) — E leképe-
zést, ahol o(D) az igy értelmezett P pont. A leképezés tovabbd sziirjektiv, és
o(Dy) = a(D3) pontosan akkor, ha Dy és Dy linedrisan ekvivalensek, azaz o
izomorfizmust létesit Pico(E) és E kozott. Ha E-t a Weierstrass-egyenletével
adjuk meg, akkor a Pico(E) dltal indukdlt dsszeadds megegyezik az imént de-
finidlt & mdvelettel.

5.1.3. kovetkezmény. Legyen E elliptikus gorbe, D = > np(P) € Div(E).
D pontosan akkor figguénydivizor, ha > np = 0 és > npP = O (mint az
elliptikus gorbe pontjain értelmezett dsszeadds).

Bizonyitas. A 2.1.9. allitas szerint fliggvénydivizorok foka 0. Ha most D &€
Divy(FE), akkor az el6z6 allitas szerint D pontosan akkor fiiggvénydivizor, ha
o(D) = O, ami pedig azzal ekvivalens, hogy > npo((P)—(0)) = O. Viszont
o((P) — (0O)) = P, ami éppen a kivant Osszefiiggéshez vezet. O

A Weierstrass-egyenletet hasznélva az elliptikus gorbe tovabbi allandoi is
meghatarozhatok. Ha az alaptest karakterisztikdaja nem 2, akkor y-t %(y —

a;x — az)-mal helyettesitve az egyenlet

y2 = 42 + byx? + 2byx + bg
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alaktira hozhato, ahol by = a? + 4ay, by = 2a4 + ajaz és by = a2 + 4as.
Definidlhatjuk a tovabbi mennyiségeket:

2 2 2
bs = ajas + 4azas — ajazay + asas; — ay,
Cy = bg — 4b4,

A = —b3bg — 8b3 — 27bz + babybs,

3
G

A
Az igy definidlt A-t a Weierstrass-egyenlet diszkrimindnsdnak, mig j-t az E
elliptikus gorbe j-invaridnsdnak nevezziik. A Weierstrass-egyenlettel meg-
hatérozott gérbe pontosan akkor sima, ha A # 0, tovabba két elliptikus
gérbe pontosan akkor izomorf (k f6l6tt), ha a j-invaridnsuk megegyezik ([8]:
II1.1.4.).

Most p-adikus testek feletti elliptikus gérbék egy speciélis tipusara tériink
ré, melyek a Tate-gorbék. Ehhez elGszor definidljuk a kdvetkezs ¢ paraméterti
formalis végtelen sorokat:

wl@) =3 () = —Bsale), aslq) = ~ 2@ LT,

o1 1—q" 12

Ha oy (n) jeloli az n pozitiv egész osztoinak k-adik hatvanyosszegét, akkor
az Sx(q) sor nem mas, mint a ox(n)-bél mint egyiitthatokbol allo hatvanysor,
ugyanis:

n=1 n=1 dn d=1 I=1 d=1 =1 d=1 1—¢

A hatvanysor-alakbol, illetve az atalakitasokbol leolvashato, hogy a sor kon-
vergens (a diszkrét értékelésbdl szarmazo normara nézve), ha ||g|| < 1, azaz
ha v(q) > 0. Tovabba az is lathato, hogy mind a4, mind ag egyiitthatoi
egészek, ag esetében ugyanis

5s3(q) + 7s5(q) 3 5o3(n) + os(n) vy 5 +7d\
12 12 12
n>1 n>1 dln
és 5d® + 7d> =0 mod 12 minden d € Z esetén.

5.1.4. definicié. Legyen k p-adikus test, v diszkrét értékeléssel és az abbol
szdrmazd normdval. Legyen q € k* tetszdleges elem, melyre ||g|| < 1. A
k folotti, q paraméteri E, Tate-gérbének nevezzik azt az elliptikus gorbét,
amelyet a kovetkezd Weierstrass-eqyenlet definidl:

Ey:y* 4+ zy = 2° + as(q)z + ag(q).
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Jelolje
¢ ={¢":neZ} CQ.

A kovetkezo tétel alapjan a Tate-gorbe (mint Abel-csoport) megkaphato a
k* multiplikativ csoport faktoraként is:

5.1.5. tétel. Az E, sima elliptikus gorbe, melynek diszkrimindnsa

A=q]J-g¢m*,

n>1

J-tnvaridnsa pedig

1 1
i(E,) = T 196884 e = > e(n)q",
n>0

ahol a c(n)-ek egészek. Tovdbbd megadhatd izomorfizmus
Eq(l%) = E*/QZ’

amely izomorfizmus kompatibilis a Gy, = Gal(k/k) Galois-csoport hatdsdval,
azaz minden L[k véges bovitésre

E,(L) = L*/q"
Bizonyitas. A definicioba valo helyettesitéssel
A(q) = —ag + a3 — 64a; — 43242 + T2a4a¢
adodik, amibe a4 és ag hatvanysorat beirva
Alg) =q—24¢* + ...

osszefiiggest kapunk, viszont ekkor v(A(q)) = v(q) (hasznalva, hogy v(q) >
0), és igy ||A(q)|| = |lq|| # 0, azaz valoban sima gorbét definialtunk. A A-ra
és j-re vonatkozo képletek [9]: V.1.1c szerint igazak g € C-re az 1-nél kisebb
abszolit értékid komplex szdmok esetén, de ekkor formélis hatvanysorként
Z[[q]]-ban is igaz lesz, és emiatt 1-nél kisebb norméju ¢-k esetén k-ban is. Az

X(u,q) = Z (q"—u — 2s1(q),

nez 1- q"u)2

Y(u,q) = Z % + s1(q)

1—q"u
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sorok konvergalnak u € k*, u & ¢% esetben, és az

U — { (X (u,q),Y(u,q)) hau¢q”
0 ha u € ¢

leképezés sziirjektiv homomorfizmust definial k*-rol E,(k)-ra ([9]: V.3.1c).
Ennek magja éppen ¢, ami éppen a kivant izomorfidshoz vezet. Végiil az
1.2.7. lemma bizonyitasa soran mar emlitettek miatt a o € Gal(L/k) megérzi
az értékelést L-en, és emiatt konvergens sorokra is (3. ;)” = Y. af. Ezt
X(u,q)-ra és Y (u, q)-ra alkalmazva kapjuk, hogy a Galois-csoport hatéaséaval
kompatibilis a megadott izomorfizmus. Tovabba az

1 —q¢* =k — E/ (k) —0

révid egzakt sorra a G = Gal(k/L) Galois-csoport szerinti kohomologiat
véve az
1—¢" — L"— E,/(L) — H (G, ¢")

egzakt sort kapjuk. Viszont ¢ € k miatt G hatésa trivialis ¢%-n, azaz
HY(GL,q") a G, provéges csoportnak a % = 7 diszkrét csoportba mend foly-

[a¥)

tonos homomorfizmusaibol all, az pedig csak trivialis lehet, és igy E,(L) =
L*/q". O

A Tate-gorbe fiiggvénytestének tovabbi vizsgalatdhoz vezessiik be a kovetkezs
¥ k¥ — k fiiggvényt:
1-qw(i-%)

(I—q")?

d(w) =1 —u) ]

n>1

A végtelen szorzat konvergdl pozitiv értékelési g-kra, igy ¥ joldefinialt. To-

vabba .
o) = (1 — ) [T R Gt

ol (1—q)?

(N U-ew-%) 1
_<1 U)H T a

n>1

figgvényegyenlethez jutunk a tényezék sorrendjének atrendezésével.
Tetszbleges a € k*-ra vezessiik be a ¢, jelolést arra a fiiggvényre, amelyet

9o(t) = (9)

a
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osszefiiggés definial. Legyen valamilyen k*-beli i, t; és s; értékekkel

[1v:
h = ay
",

Ha tovabba h(qu) = h(u) teljesiil, akkor h indukal egy k*/q” — k fiiggvényt.

Az el6z6 tétel szerint ez tekinthets egy E(k)-rol képezo fiiggvénynek is, azaz

h ilyenkor a K(F) fiiggvénytest egy elemének megfeleltetheté. Az iménti
fiiggvényegyenletét hasznalva

h(qu) = L% (gu) _ HM%) i <tﬂ> N (_l)#ti#% Htih(u),

MH%(QU) _'unﬁ <‘i_1:) _MH_%g <S%> B u I1s:

és igy ez akkor lesz h(u)-val egyenld, ha (1) []#; = [] s, tovdbba (2) az s;-k és
ti-k szama megegyezik. Masrészt ha a feliilvonassal a k* — k*/ q” természetes

leképezést jeldljiik (ahol ez utobbira mint az E(k) pontjaira tekintiink), akkor
h divizora a kovetkezSképpen adhato meg (hiszen ¥ éppen ¢Z-ben tiinik el):

div(h) = 5= Y s

Az 5.1.3. kévetkezmény szerint ez a divizor pontosan akkor fiiggvénydivizor,
ha az iménti (1) és (2) feltételek teljesiilnek.

A kés6bbi konstrukcidhoz még a homogén terek fogalmat kell bevezet-
niink.

5.1.6. definicio. Legyen E elliptikus gorbe a k test folott. Egqy X/K sima
gorbét E-hez tartozd torzornak (principal homogeneous space, ,.f6”-homogén
térnek) neveziink, ha adott E-nek eqy egyszeresen tranzitiv algebrai csoport-
hatdsa rajta, azaz a torzor eqy (X, ) pdrnak tekinthetd, ahol X/ K sima gérbe
és i X X E — X k feletti morfimzus, amely a kovetkezd feltételeket teljesiti:

(1) wu(p,O) =p minden p € X esetén;

(2) w(u(p, P),Q) = u(p, P+ Q) minden p € X és P,Q € E-re;

(3) minden p,q € X esetén egyértelmiien létezik egy olyan P € E, amelyre
u(p, P) =q.

A u(p, P)-t szokas egyszeriien p + P-vel is jelolni, a Tate-gorbék esetén pe-
dig a multiplikativ jelolést fogjuk hasznalni, hiszen az elliptikus goérbe a k*
multiplikativ csoport egy faktordnak is tekinthets. Két E-hez tartozd Xi, X,
torzort ekvivalensnek tekintiink, ha létezik olyan v : X; — X5 izomorfizmus,
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amely kompatibilis F hatasaval, azaz ¢ (p+ P) = ¢(p)+ P. Maga F is tekint-
het6 torzornak, ahogy a transzlacidéval hat 6nmagan, E ekvivalenciaosztalyat
trividlis osztdlynak nevezziik. Az ekvivalenciaosztalyokon csoportstruktira
is megadhato, ezt a csoportot az E/k-hoz tartoz6 Weil-Chdtelet-csoportnak
nevezziik. A homogén terek tulajdonsagait [8]: X.3. foglalja dssze. Itt annyit
elevenitiink fel belgle, hogy tovabbra is Gi-val jelolve a k abszolut Galois-
csoportjat, a torzorok ekvivalenciaosztalyai megfeleltethetok a H'(Gy, E(k))
kohomologiacsoport elemeinek, méghozzé az X +— {o — p§ — po} megfe-
leltetéssel, ahol py € X tetsz6leges pont. Belathato ([8]: X.3.6.), hogy ez
a megfeleltetés ekvivalens torzorokhoz azonos kohomologiaosztélyba tartozd
kociklusokat feleltet meg, tovabba bijekciot létesit. A kés6bbi konstrukcio-
hoz még sziikséges annak felidézése, hogy egy adott £ 1-kociklushoz hogyan
definidlunk torzort, ami a csavart formak altalanosabb elméletébsl adhato
meg.

5.1.7. definici6. Legyen X sima girbe k folétt, jelolje Isom(X) X (k fo-
lotti) onmagdra vald izomorfizmusainak csoportjit. X egy X' csavardsinak
neveziink eqy vele k folott izomorf gorbét. Két csavards ekvivalens, ha k folitt
izomorfak.

Ha X' X egy csavarasa, akkor tehat megadhato egy v : X — X/ k f5lotti
izomorfizmus. A ¢ : G — Isom(X), & = ¢! definiciéval megadott leké-
pezés Gy egy 1-kociklusat adja meg Isom(X)-be, amelynek H' (G}, Isom(X))-
beli osztalyat egyértelmiien meghatarozza X' k-beli izomorfiaosztalya. Ezek
szerint az X csavarésai megfeleltetheték H'(Gj, Isom(X))-beli osztalyoknak,
raadasul ez a megfeleltetés bijekcio ([8]: X.2.2.).

Ha most adott az E elliptikus gorbén egy & 1-kociklus, akkor ez tekinthetd
H'(G},, Isom(E)) egy elemét reprezentalo 1-kociklusnak is, hiszen E beagyaz-
hato Isom(E)-be a P +— 7p megfeleltetéssel, ahol 7p a P szerinti transzlacio
(P hozzaadasa az elliptikus gorbe pontjain definidlt 6sszeadas szerint). Az
el6z6ek miatt tehat &-hez tartozik E egy csavardsa, azaz megadhato egy
olyan X sima gorbe és egy ¢ : X — E izomorfizmus, melyre minden o € G},
esetén % o 1p~! a —&,-val valo transzlacioval egyezik meg. Ha definialjuk a
X xFE— X

pu(p, P) = v~ (¥ (p) + P)

leképezést, akkor X valoban E-hez tartozo torzor lesz ([8]: X.3.6.). A &-
hez tartoz6 X homogén tér tehat egy 1 génuszi gorbe (hiszen az algebrai
lezart felett izomorf egy elliptikus gorbével), amelyen a Gj, Galois-csoport a
€ szerinti csavart hatassal hat. Ha tehat p € X, akkor

VT W (7)) = v (p7) — &,
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azaz Y(p)” = Y7 (p7) = Y(p7) — &, és igy
Y(p7) = ¥(p)” + &

Specialisan, az X (k) k feletti pontok gy adhatok meg mint amelyek invari-
ansak a csavart hatasra nézve, azaz

X(k)={p e X(k):(p) =) +&}.

Ha E, a q paraméterti Tate-gorbe, akkor az igy megkapott X gorbére
is X(k) & k*/q” teljesiil. A tovabbiakban el is hagyjuk a v izomorfizmus
jelélését, hiszen mind E(k), mind X (k) elemeire ugyanigy gondolunk mint &
faktorara. Meg kell viszont kiilonboztetniink a Galois-csoport kétféle hatésat:

t7 jeloli a szokasos Galois-hatéast a t € E(k) elemen, mig o(t) a csavart Galois-
hatast X-en, melyet a

U@ = {17

osszefiiggés ad meg (ahol a k*-bol szarmazo szorzés szerepel a jobb oldalon).

5.2. Adott indexti és peri6édusu gorbék a g =1
esetben

Most tehat legyen adott egy k p-adikus test, és legyen adott egy P pozitiv
egész szam. A 4.2.1. tétel (3) allitasa értelmében az [ = P feltétel sziikséges
ahhoz, hogy az (1, P,I) harmas lokalisan megengedett legyen. Tehét olyan
1 génuszu k feletti X sima gorbét akarunk konstrualni, melynek indexe és
periddusa is P-vel egyezik meg.

5.2.1. tétel (Sharif). Minden P pozitiv egészhez megadhats olyan X 1 gé-
nuszu sima gorbe k folott, melyre P(X) = I(X) = P.

Bizonyitas. Jelolje m a k értékeléséhez tartozo értékelésidedl egy generé-
torelemét, és legyen ¢ = wF. Tekintsiik az F ¢ paraméterti Tate-gorbét,
jelolje kp a k-nak az 1.2.5 allitas alapjan egyértelmiien létez6 P fokd nem
elagazd bovitését. Ha k jeloli a k, tovabba xkp a kp maradéktestét, ak-
kor Gal(kp/k) = Gal(kp/k), ez utobbi pedig egy véges testbovités Galois-
csoportja, melyet a xk elemszamanak megfelel6 hatvanyozas altal megadott
Frobenius-endomorfizmus general. Ez alapjan tekinthetjiik a Frobenius-elemet

mint Gal(kp/k) elemét is, jelolje ezt o. Tekintsiik azt a Gal(kp/k) — E(k)

homomorfizmust, amelyet a o — 7 definial. (Tovabbra is azonositjuk E(k)-t
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k*/q”-vel, ahol a feliilvonas a k*-beli elemeknek az utébbi faktorban szerepld
képét jelenti.) Hasznalva, hogy

Gal(kp/k) = Gal(k/k)/Gal(k/kp) = Gi/Gp,
ez a homomorfizmus a faktoron keresztiil meghataroz egy G, — E(k) ho-
momorfizmust, amit &-vel jeloliink. Mivel £ képe F(k)-beli, ezért invarians
a Galois-hatésra, azaz tekinthets egy H'(Gy, E(k))-beli elemet reprezentalo
1-kociklusnak is.
Tekintsiik az el6z6 pont szerint £-hez tartozé X torzort, ami tehat egy 1
génuszi gorbe, melyre X (k) = k*/¢%, és a csavart Galois-hatést ¢ hatarozza
meg. Idézziik fel, hogy ez azt jelenti, hogy egy t € k* esetén

7(73 = fvp

adja meg a Galois-hatast (v € Gy).
Ha o-t felemeljiik a G, egy szintén o-val jelolt elemére, akkor ezuttal

o(f) = £,1° = 7i°.

Hay € G, tetszGleges elem, akkor persze vy szintén o-ra képzddik Gal(kp/k)-
ban, igy
oy(t) = 7.

Ebbdl ¢t = 1 valasztéssal leolvashato, hogy
oy(1) = 717" = 7,

masrészt
oy(1) = a(y(1)) = 7(1),

ami miatt

A1) =117 =1,
és igy 1 € X(kp). Azaz X-nek van kp-racionalis pontja, emiatt az I(X)
index P osztoja.
Most legyen L egy olyan véges bévitése k-nak, amelyre X (L) # (). Meg-
mutatjuk, hogy L tartalmazza kp-t. Ehhez legyen ¢ € X (L), és legyen
7 € (G;,. Ekkor

t=71(t) =¢&1".
Ahogy az 1.2.7. lemma bizonyitasa soran mar belattuk, 7 megérzi az értéke-

lést, igy
v(t) =v(&) + o) =v(&) +v(t) mod P
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miatt v(§;) =0 mod P. Viszont & definicioja miatt ebbdl az is kovetkezik,
hogy &, = 1, azaz T benne van a

GL — GL/ka S Gk/ka = Gal(k’p/k:)

leképezés magjaban. Azaz 7 € Gy, igy G < Gy,, azaz kp tartalmazza
L-et.

Ezzel azt is belattuk, hogy P osztoja az 1(X) indexnek, igy Lichtenbaum
tételével egyiitt a P(X) = [(X) = P 0Osszefliggéshez jutunk, tehat X valoban
a kivant feltételeknek eleget tevg gorbe. 0

5.3. Tetszbleges génuszi gorbe konstrukcidja

Most ratériink az altalanos esetben torténé konstrukciora, azaz célunk olyan
gorbét konstrualni, amely a Lichtenbaum-tétel altal lokalisan megengedett
génusszal, periodussal, indexszel rendelkezik.

5.3.1. tétel (Sharif). Legyen k p-adikus test, g > 1 pozitiv egész, és legyen
(g, P, 1) lokdlisan megengedett szamhdrmas. FEkkor létezik olyan Y sima g
génuszi projektiv gorbe k folott, melyre P(Y) =P és I(Y') = 1.

A konstrukci6 az 1 génuszu eset altal megadott gorbébdl indul ki, X tehat
jelolje az el6z6 pontban meghatarozott gorbét. Legyen f € K(X)* olyan
eleme a fiiggvénytestnek, melyre f & K(X)*2. Ekkor a K (X) — K(X)(V/f)
leképezés a fiiggvénytestnek egy valodi méasodfokiu bévitésbe torténd beagya-
zasat adja meg. Bz [8]: 11.2.5. megjegyzése alapjan indukal egy ¢ : ¥ — X
leképezést, ahol Y sima, projektiv, az algebrai lezart felett is irreducibilis

gorbe és K(Y) = K(X)(V/f) (illetve K(Y) = K(X)(v/f)). Ekkor ¢ méasod-
fokt morfizmus, és igy véges sok pont kivételével az X-beli pontok folott két
Gskép lesz. A P [f(P),1] illetve Q — [/ f(P), 1] hozzérendelésekkel meg-
adott X — P! és Y — P! racionalis leképezések morfizmusokks terjednek
ki, és a projektiv egyenesen az [u, v] — [u?, v?] altal megadott leképezés teszi
kommutativva a kévetkezd diagramot:

Y [le] - Pl

Y (k) pontjai ez alapjan koordinatazhatok (a, Q) parokkal, ahol @ € X (k)
a o szerinti vetiilet, és a € k, ahol a®* = f(Q), kivéve ha Q-ban f-nek
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polusa van, amikor is a ,yvégtelenbeli” pontokrol beszélhetiink. A 2.1.7. allitas
alapjan minden Q € X (k)-ra a Q dsképeinek elagazasi indexeinek dsszege 2,
ami alapjan ) vagy elagazéasi pont, ha egyetlen P Gsképe van, amelynek 2
az elagazasi indexe, vagy nem elagaz6, ha két 1 elagazasi indext Gsképpel
rendelkezik. Nyilvan az el6bbi csak f gyokeinél és polusaindl fordulhat el6.
Most megmutatjuk, hogy pontosan a div(f)-ben paratlan multiplicitassal
el6forduld pontok lesznek az eldgazasi pontok.

Legyen elGszor vo(f) = 2k, azaz ilyenkor f u alakban irhato, ahol
t lokalis paraméter ()-ban és u egység az Ox g lokdlis gytriben. Ilyenkor
a K(X)(VF) a+ by/f elemei irhatok a + bt*\/u alakban is megfelel§ \/u
elemmel. Ha most a+bt*\/u € Mp egy P € Y (k) pontbeli maximalis ideélra,
akkor u regularis és nem tiinik el P-ben (mert akkor Q-ban is eltiinne), és
igy vp(y/u) = 0 is teljesiil. De ekkor

— tQk

a+ bt*u € Mp < a,bth € Mp < a,bt” € (t),

és igy t generalja az Mp idealt, ezért e,(P) = 1. Ha vg(f) = 2k + 1, akkor
f = t¥+1y, és ilyenkor a testbévités elemei a+bt*/t\/u alakba is frhatok. Ha
most a = 0, b = t 7% K(X)-beli egyiitthatokat valasztunk, akkor megkapjuk
a Vtu fiiggvényt, amely P-ben elttinik, hiszen v/t(P)? = t(P) = 0, azaz
Vitu € Mp, és igy a P-beli értékelése pozitiv. Ekkor

vp(t) = vp(tu) = 2vp(Viu) > 2,

masrészt az elagazési index legfeljebb 2 lehet, azaz e, (P) = 2 ilyenkor.

Az eldgazési pontok Gsszeszamolésaval meghatarozhatjuk az Y gorbe gé-
nuszat és periodusat. Ehhez elGszor tekintsiik az f gyokdivizorat, ami G-
invarians (hiszen K (X)*-beli fiiggvénybdl indulunk ki), igy a benne péaratlan
multiplicitassal szerepld pontok is Gy-invarians divizort alkotnak (hiszen ezek
egymas kozott permutalodnak), igy ezek szama m; P valamilyen m; egésszel
(ahol P = P(X) = I(X) az X gorbe indexe és periédusa). Hasonloképpen,
f polusdivizoraban ms P a paratlan multiplicitassal szerepl§ pontok szama
valamilyen ms egésszel. Tovabba az is igaz, hogy m, pontosan akkor paros,
ha a gyokdivizor foka P paros tobbszorose, mig mo akkor, ha a poélusdivi-
zorra ez teljesiil. Masrészt degdiv(f) = 0, ezért a gyok- és polusdivizor foka
megegyezik, tehat m, és mo paritdsa megegyezik, igy az Osszes elagazasi pont
szama mindenképpen P paros szamu tObbszorose, legyen ez 2mP.

A ¢g(Y) génuszt a Riemann—Hurwitz-formula (2.3.6.) alkalmazasaval sza-
molhatjuk ki. Esetiinkben g(X) = 1, tovabba a képletben szerepld Osszegzés
éppen az elagazasi pontok szamat adja meg, igy 2¢9(Y) — 2 = 2mP, azaz

gY)=mP+ 1.
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Ekkor Lichtenbaum tétele (a 4.2.1. tétel (1) pontja) miatt P(Y')|mP. Més-
részt a 2.2.4. lemma alkalmazasaval P|P(Y')|2P. Ha m paratlan, akkor eb-
bdl azonnal kovetkezik, hogy P(Y) = P. Péaros m esetén P(Y) = P vagy
P(Y) = 2P, viszont Lichtenbaum tételének (3) allitdsa miatt ilyenkor az
I(Y) index megegyezik a periddussal, azaz ha ilyenkor belatjuk I(Y) = P-t,
akkor abbol P(Y) = P is kovetkezik.

A tovabbiakban tehat megmutatjuk, hogy megfelels f fiiggvény valasz-
tasaval minden eset elGallhat: minden lokdlisan megengedett (g, P, 1) har-
mashoz lesz olyan f, amelybdl az igy konstrualt Y megfelel§ szamu (2mP =
2g — 2) elagazasi pontot tartalmaz. Kiilon vizsgaljuk majd az egyszertibb
I = P, illetve a bonyolultabb I = 2P esetet (amikor is viszont m paratlan).
El6tte azonban belatunk egy lemmat arrél, hogy X egy k-racionalis D divi-
zora mikor all el§ fiiggvénydivizorként. Ehhez D = > a;t; alakban irjuk fel,
ahol a; € Z, mig t; € X (k) = k*/¢>.

5.3.2. lemma. A D_egy f € K(X) figgvény divizora pontosan akkor, ha

Zai =0 és Hfiai =1.
Bizonyitas. Tekintsiik a mar tobbszor el6fordult
0—k* = K(X)"— K(X)*/k*—0

révid egzakt sort, ahol K(X)*/k* az X fiiggvénydivizorainak csoportjaval
egyezik meg. Gi-kohomologiat alkalmazva és Hilbert 90-es tételét hasznalva

0— k* — K(X)* — H(Gy, K(X)*/k*) — H'(Gy,k*) =0

adodik, amibdl kovetkezik, hogy K (X)* sziirjektiven képzddik az X-en vett
fiiggvénydivizorok csoportjara. Emiatt elég azt belatni, hogy a D mint X
divizora pontosan a kivant feltételek teljesiilésekor fiiggvénydivizor. Viszont
[8]: X.3.8. szerint az X torzor Picy(X) csoportja kanonikusan izomorf E-vel
(azaz F az X Jacobi-varietéasa), igy D pontosan akkor fiiggvénydivizor, ha F-
n az. Ez az 5.1.3. kdvetkezmény szerint akkor teljesiil, ha nulladfokt, tovabba
a divizorban szerepld >~ m,; P; dsszeadast mint E pontjainak 6sszeadasat elvé-
gezve az O origot kapjuk. Az X (k) = k*/¢” = E(k) izomorfizmusok szerint
ez pedig éppen a t;-k megfelel§ hatvanyainak Osszeszorzasat jelenti. [l

Most Div(X)-beli divizorokat definidlunk, amelyek segitségével fogjuk meg-
adni majd a bizonyitasban szerepls f fiiggvényt. Legyen F'/k Galois-bovités,
és vegyiink egy ¢t € X (F') elemet. Definialjuk a Nm7. ;. (¢) divizort a kovetke-

z6képpen:
OINCIED S !

~EGal(F/k) vEGal(F/k)
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ahol az osszegzés Div(X)-ben torténik. Az igy megadott divizor Gy, elemeire
invarians, azaz valoban Nmp () € Div(X). A tétel bizonyitdsinak a me-
nete mindkét esetben a kovetkezd lesz: elGszoris felidézziik az 1.2.7. lemmat,
amelyik szerint p-adikus testek tetszéleges F'/k véges nem elagazd bivitése
esetén megadhato olyan t € F' elem, melyre F' = k(t) és Nmp/,(t) = 1. Ilyen
t segitségével adunk meg Div(X)-beli normadivizort, amely az el6z6 lemma
szerint egy f figgvény divizora lesz. Az f fliggvény altal a korabbiakban
ismertetett médon megadott Y pedig megfelel§ szamu elagazasi ponttal, igy
megfelel§ periddussal és indexszel rendelkezik majd. Az [ = 2P esetben pe-
dig a Tate-gorbén megadott ¥ fiiggvény segitségével konkrétan meg is adjuk
az f fiiggvényt. ElGszor azonban lassuk a bizonyitast az I = P esetben!

Az 5.3.1. tétel bizonyitasa (I = P eset). Legyenek tehat adottak a
megfelel6 g és [ = P szamok, és m = % egész. ElGszor tegyiik fel, hogy
m = 1. Valasszuk meg t-t az 1.2.7. lemma szerint az F' = kp testhez (kp
tovabbra is k egyértelmien létezd, P-edfokt nem elagazd bévitését jeloli).
Ekkor tehat kp = k(t) és t normaja 1 a kp/k bovitésben. Definidljuk D €
Div(X)-et:

D = Nmy,, ;. (1) — Nmy, ().

Ha o tovabbra is a Gal(kp/k)-t generalé Frobenius-elem, akkor a csavart

Galois-hatas definicioja szerint D-ben 1 multiplicitassal éppen az 1,7, 72, ... w1

pontok szerepelnek, mig —1 egyiitthatoval a ¢, 7t7, 72to°, ... 7P~1¢7""" pon-
tok. Ebbdl leolvashato, hogy deg D = 0, tovabbé az 5.3.2. lemmaban szerepld
szorzat éppen Nmy, i (t) reciproka, ami 1. A lemma szerint tehat D valami-
lyen f € K(X)* figgvény divizora.

Konstrualjuk meg a korabbi modon leirt f-hez tartozo Y gorbét (f ¢
K(X)*2, hiszen a divizordban szerepelnek paratlan egyiitthatoji pontok).
Mivel az Nm*(¢) orbitjaban szereplé pontokat kp/k bovités primitiv elemei
adjak meg, igy ezek halmaza diszjunkt lesz a Nm*(1)-ben szerepld pontoktol,
az elagazasi pontok szama igy 2P, azaz Y génusza g(Y) = P+ 1 = g.
Az f gyokdivizorahoz tartozo pontok P foku divizort alkotnak, igy I(Y)|P.
Masrészt ahogy mar lattuk, P|P(Y)|I(Y), ezért P(Y) =I1(Y) = P.

Most legyen m > 2, és jelolje L és L' k-nak az egyértelmtien létezd nem
elagazo (m — 1)P, illetve mP foka bovitését. Valasszunk az 1.2.7 lemma
szerinti megfelels elemeket F' = kp, L és L' esetére, ezeket jelolje ¢, ty,ty.
Az m = 2 esetben t és t;, egymas konjugaltjai lehetnek, ilyenkor cseréljiik ki
t-t yi=-re, tz-t pedig t(1 + 7)-re. Ezzel elérhetjiik, hogy t,t és 1, konju-
galtjai mindenképpen kiilénbozek legyenek, azaz a Nmy ;. (t), Nm7 . (t1) és
Nm7, 4 (tr) divizorok tartéi egymastol diszjunktak.

57



Tekintsiik ekkor a

divizort. Definicio szerint D € Div(X), foka pedig 0, hiszen az 6sszeadandok
rendre P, (m—1)P és —mP fokuak. Ahhoz, hogy D fiiggvénydivizor legyen,
még az 5.3.2. lemma szerint azt kell ellenérizniink, hogy ¢, ¢1, és t1/ csavart
Galois-hatassal szarmazo ,konjugaltjaibol” szarmazé elemek megfelel§ szor-
zata (ahol a polusoknél reciprokot vesziink) 1. De ez teljesiil, hiszen

P-1__ (m-1)P-1__
e nd m'tg
z’l;lo 21;[0 L _ Nmy,, i (t) - Nmyi(tr) _1
mP—1__ i Nmj, tr
H Wlt%/ L /k< L )
i=0

at,tr,tr elemek megvilasztasabol.

Tehat D = div(f) valamilyen f € K(X), f ¢ K(X)*? fiiggvénnyel,
ami igy ismét meghataroz egy Y gorbét. Az Osszes elagazasi pont szama
P+ (m—1)P+mP = 2mP, igy ilyenkor g(Y) = mP + 1 = g. Azon pontjai
Y-nak, melyek Nmy . (¢) fol6tt vannak, eldgazoak, igy P van bel¢liik. Ezek
osszege egy k-racionalis divizort hatédroz meg, azaz I(Y)|P. Masrészt ismét
P|P(Y)|I(Y), igy P(Y) = I(Y) = P, tehat az [ = P esetben a tételt
bebizonyitottuk. 0

Az I = 2P eset bizonyitasdhoz tovabbi elGkésziileteket kell tenniink. Adottak
tehdt a g és [ = 2P pozitiv egészek, és tovabbra is m = %. Lichtenbaum té-
telének (4.2.1.) (3) allitasa szerint m-nek paratlan egésznek kell lennie ahhoz,
hogy (g, I, P) lokéalisan megengedett legyen, ezt tehat mostantol feltételez-
ziik. Jelolje L és L' a k mP, illetve 2m P fokt nem elagazé bévitését. Ismét az
1.2.7. lemma alkalmazéasaval megadhatunk olyan s,t € k elemeket, melyekkel
L= k’p(S), L' = kp(t), tovabbé NmL/kP(s) = NmL//kP(t) =1.

Az el676 eset bizonyitasahoz hasonléan egy adott D € Div(X) divizorhoz
szeretnénk megfelels f € K(X)* fiiggvényt talalni, melyre div(f) = D. A
korabbi lemma az ilyen f létezését garantalta, de az csak k*-beli elemmel
valo szorzés erejéig egyértelmi, és most ennél pontosabb meghatarozasra lesz
sziikségiink. Ehhez pedig az 5.1. pontban a Tate-gérbénél meghatarozott
h fiiggvény lesz segitségiinkre, elGtte azonban még tisztaznunk kell, hogy
hogyan tériink at az I/ g paramétert Tate-gorbére. Jeldlje tehat ¢ a rogzitett
X — F izomorfizmust (ahol tovibbra is v +— 17 o ¢~! adja meg azt az 1-
kociklust, amely szerinti csavarassal kaptuk X-et). Legyen f az a X —
P! morfizmus, melyre a Q — [f(Q), 1] racionalis leképezés egyértelmiien
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kiterjed. Tekintsiik a kovetkezé k folotti gorbékre vonatkozo kommutativ

diagramot:
x
K

A h € K(E)* fiiggvényt fogjuk megkonstrulni, amely kiterjed egy h :
E — P! morfizmusra. Ez a diagram alapjan meghatarozza a f = ho (0
morfizmust, amib6l megkapjuk az f € K(X)* fiiggvényt. MegfelelGen meg-
valasztott h esetén az igy kapott f valoban Gp-invarians lesz, tovabbé az
el6irt divizorral rendelkezik majd. A h fiiggvényt az 5.1. pontban vizsgalt
h = w9 /0, alakban allitjuk els. Nevezetesen legyen o a Gal(L'/k)
Frobenius-eleme (ez 6sszhangban &ll o korabbi definiciojaval) és jelolje z; a &,
valamilyen felemelését k*-ra, valasszuk példaul 7/-t, ahol j € {0,1,..., P—1}
és 1 =j mod P. Ezek segitségével vilasszuk meg pu-t, s;-t és t;-t a kovetke-
zGképpen:

E

li

]P>1

p=m,
ti:xi'tgi7

o.l

Si =TS

ahol i =0,1,...,2mP —1. Az 5.1.-ben ismertettek miatt ahhoz, hogy h egy
K (E)*-beli fiiggvényt adjon meg, az sziikséges, hogy a t;-k és az s;-k szorzata
megegyezzen (hiszen ugyanannyi tényezébdl allnak). Ehhez pedig pontosan

annak kell teljesiilnie, hogy

2mP—1 2mP—1
i i
=11
=0 =0

A bal oldalon a Nmy,/(t), a jobbon pedig Nmy,/x(s) all. Viszont Nmp, /,(t) =
Nmy,, /,(Nmpp, (t) = 1, és hasonléan Nmy . (s) = (Nmy4(s))* = 1, tehat
valoban teljesiil az egyenlGség. Ekkor tehat h egy megfelels fliggvényt defi-
nial, amibdl f = h o ¥ segitségével adhatjuk meg f-et.

5.3.3. lemma. Az igy definidlt f figguény K(X)*-ban van, tovdbbd
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Bizonyitas. Elgszor azt latjuk be, hogy f € K(X)*, amihez elegendd latni,
hogy f° = f (mert o generalja a Gal(L'/k) csoportot). Ha u € k tetszoleges,
akkor f?(o(u)) = f(u)? definicié szerint (ahol o(u) a csavart Galois-hatést
jelenti tovabbra is), azaz f7(u) = f(o~'(u)). Viszont

fo(@) = (how)(a) = h(y (o~ ()))” = h7((0~(@)7) = h7 (¥ (a)),
azaz
fJ:hJO¢J:hJO§;IO¢’
ahol &, itt a m-vel valo transzlaciot jelenti (ugyanis 1/7op~! = —&,). Elegends
tehat azt megmutatni, hogy h? o0&t = h, vagy ezzel ekvivalensen h® = hot,.

Gondoljunk h-re gy, mint g szerint periodikus fiiggvényre k*-on. Ekkor ¢ € k
miatt o a kovetkezGképpen hat a ¢ fliggvényeken:

tovabba
s

Vo0& (u) = Fg(ur) =0 ( ) = Va/x(u),

azaz U = V4o €s U, 0&; = Ug/r teljesiil minden a € k* elemmel. Tgy

a

2mP—1
1975” sl/7r

ho@7 }_[ '1915/71-190

Viszont a P|i indexek kivételével

i—1

t?_lﬂ' = ($i,1ta )UT( = fﬂi,lﬂ'to- = $ita = tl

teljesiil, azaz ilyenkor ¢;/m = t7_;, mig
_ g
tpm=m <7TP*1tUlP 1) =Pt = qtip.

Igy mind a t-s, mind az s-s tényez6k koziil a P-vel nem oszthaté indextek
egyszertsités utan elttinnek, és marad a kovetkezd Osszefiiggés:
o 2m—1
h ﬁqtzP/W 198113/”

hogo B 1—0 7~9tlp/7r 19(]8“3/71'.

Viszont ¢ fliggvényegyenlete miatt
(T

Dgtypn (1) = —qt?ﬁtm/w( u),
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igy végiil

he et um qs et s
1P 1P
I I _ ) = — = Nmy/, (—) =1.
ho&, " ( qtlp> < um ) P tip L/ke \ 3

Ezzel tehat bebizonyitottuk, hogy f € K(X)*. Végil a kivant divizor-
alak egyszertien kdvetkezik abbol, hogy h divizora a kordbbi megallapitasunk
szerint

div(h) =) (&)= (5) = Nmj, (1) =Nmj, . (s) = N, . (t) =2Nmj . (s),

és Y(u) = u miatt f divizora is igy all eld. O

Ezek utén az el6készits 1épések utan visszatérhetiink Sharif konstrukcidjahoz.
Az igy definialt f fiiggvénnyel a korabbiak szerint konstrualjuk meg az Y
gorbét, tovabbra is ¢ jeldlje az Y — X vetitést. Ahogy mar emlitettiik, az f
gyokei és polusai felett 16v6 pontok kivételével Y (k) pontjai (a, Q) parokkal
koordinatazhatok, ahol a € k, Q € X(k), »((a,Q)) = Q és a*> = f(Q).
Az 5.2.1. tétel bizonyitasaban (X konstrukcidja soran) leirtak miatt k(Q)
(a @-t tartalmazo legkisebb racionalis bovités) tartalmazza a kp testet. A
kovetkezd lemmaéara azért lesz sziikség, hogy megfontolésaink sorén ki tudjuk

keriilni azt, hogy f gyoOkeit és polusait kiilon vizsgalni kelljen.

5.3.4. lemma. Legyen Y sima projektiv gorbe egy k test folott, S jeldlje
Y (k)-beli pontok egy véges halmazdt. Ha D € Div(Y), akkor létezik olyan
D’ € Div(Y'), amelyik linedrisan ekvivalens D-vel, tovibbd a tartdja diszjunkt

az S halmaztol.

Bizonyitas. Legyen S = {P, P»,..., P.}, és jelolje n; a P; pont egyiittha-
tojat D-ben (ami persze 0 is lehet). A K(Y') fiiggvénytesten a P; pontokhoz
tartozo lokdlis gytrik altal megadott diszkrét értékeléseket jelolje v;. Ezek
a fiiggvénytest kiilonboz6 diszkrét értékeléseit adjak meg, hiszen ellenkezd
esetben a megfelel6 lokélis gytirtik is megegyeznének, mikozben kiilénb6zd
maximalis idedlok szerint lokalizalunk. ElGszor megadunk olyan f; fiigg-
vényeket, amelyre v;(f;) = 1, tovabba v;(f;) = 0 minden j # i indexre.
Ilyen fliggvényt az 1.1.5. approximéaciés lemma alkalmazasival hatarozha-
tunk meg: legyen ugyanis az ottani jelolések szerint a; = ¢; a P; pontbeli
lokalis paraméter, tovibba o; = 1 a konstans 1 fiiggvény j # 1 esetén. A
lemma szerint N = l-re létezik olyan f; eleme a fiiggvénytestnek, melyre
vi(fi —a;) > N, igy v;i(f;) = min(v;(fi — t;),vi(t;)) = vi(t;) = 1, tovabba
0;(f) = min(o,(f — 1),v5(1) = v;(1) = 0 j # i-ve. Bkkor az f = []f"
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olyan fiiggvényt ad meg, amely az el6irt P; pontokban éppen n; multipli-
citasu gyokkel vagy polussal rendelkezik, a D' = D — div(f) divizor pedig
éppen teljesiti a kivant feltételeket. 0

A tétel bizonyitasahoz vald utolsd lépésként a kovetkezs lemma pontosan
meghatarozza, hogy a mar meghatarozott X gorbéhez egy valamilyen f altal
az eddigi médon megkonstrualt Y indexe mikor egyezik meg éppen P-vel.

5.3.5. lemma. Az I(Y) index pontosan akkor P, ha létezik olyan Q € X (k),
melyre [k(Q) : kp] pdratlan és f(Q) € k(Q)*.

Bizonyitas. Eloszor tegyiik fel, hogy létezik ilyen @ € X (k) pont. Ekkor
a (Q-nak megfelels, egyetlen zart pontbol allo divizort (az ilyen divizort irre-
ducibilisnek nevezziik) D-vel jelolve a Div(X) csoportban, a 2.2.2. allitasnak

megfeleléen D-t tekinthetjiik a kovetkezd k-racionalis Div(X)-beli divizor-

nak:
D= > (@)

vE€Gal(k(Q)/k)

Viszont a feltétel szerint létezik olyan a € k(Q), melyre a®> = f(Q), amivel

tekinthetjiik a kovetkezd Div(Y')-beli D" divizort:

D= > (a,Q).

v€Gal(k(Q)/k)

Nyilvan ¢.(D") = D és degD’ = degD = [k(Q) : k] = [P valamilyen [
paratlan szammal, tovabba a € k(Q) miatt D’ is k-racionéalis divizor. Ekkor
I(Y)|IP, méasrészt a 2.2.4. lemma szerint 1(Y)|21(X) = 2P, tehat valoban
I(Y)=P.

Az ellenkez$ irany bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy I(Y) = P. Ekkor
létezik Y-on k-racionalis D’ divizor, melynek foka P paratlan tobbszorose,
és az el6z6 lemma miatt feltehetjiik, hogy ez nem tartalmaz f gyokei és
polusai f6lott 16vs pontokat. Azt is feltehetjiik tovabba, hogy D’ irreducibilis
(hiszen egy ilyen divizort a Galois-hatas szerinti orbitokra szétbontva kell
lennie olyan orbitnak, melynek foka P péaratlan tobbszorose), deg D' = [P,
ahol [ péaratlan. Ha D’-re a korabbiakkal dsszhangban ismét Div(Y)-beli
divizorként gondolunk, akkor a kévetkez6 alakban irhato:

D= >  ((@Q)
v€Gal(k((a,Q))/k)
Viszont (a, Q)Y = (a7,Q7), ésha f(Q) & k(Q)*? teljesiilne, akkor a Gal(k((a, Q))/k)
Galois-csoportnak lenne olyan masodrendii eleme, amely k(Q)-t fixen hagyja,
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de a-t és —a-t megcseréli. Ekkor viszont Gal(k((a,Q)/k), és igy D’ foka is
P péaros tobbszorose lenne (mert & C kp C k(Q) C k((a,?))), ami ellent-
mondas. Igy tehat f(Q) € k(Q)*2 és k((a,Q)) = k(Q). Ha most vessziik a
D = p.(D") € Div(X) divizort, akkor

D= > (@@= > (@)= > (@)

Y€Gal(k(Q)/k) VE€Gal(k(Q)/k) Y€Gal(k(Q)/k)

D tehéat szintén irreducibilis divizor, a foka pedig éppen [k(Q) : k] = [P, azaz
[k(Q) : kp] = [ paratlan. Ezzel a lemméat belattuk. O

Az 5.3.1. tétel bizonyltasa (I = 2P eset). Adottak tehat a g és [ = 2P
egészek, tovibba m = %5 L paratlan egész. Az 5.3.3. lemmaban megadott
f fiiggvénnyel konstrualjuk meg az eddigiek alapjan az Y gorbét, melynek
tehat 2m P elagazasi pontja van. Emlékezhetiink arra, hogy ilyenkor g(Y) =
mP + 1 = g, tovibba m pératlansdga miatt P(Y) = P. Lichtenbaum tétele
szerint tehat Y indexe vagy P, vagy 2P. Az el6z6 lemma segitségével kizarjuk
az [(Y) = P esetet. Legyen ugyanis Q € X (k) olyan, hogy [k(Q) : kp]
paratlan. Megmutatjuk, hogy ilyenkor f(Q) & k(Q)**

Legyen @Q = 4 a korabbi jeldlések szerint, ahol u € k*. Jeldlje K a k(Q) és
L testek kompozituméat, azaz k-nak azt a legsziikebb résztestjét, amely tartal-
mazza mindkettét. Mivel mind L, mind k(Q) péaratlan foku Galois-bévitései
kp-nek, a [K : kp] fok is paratlan. Elegends tehat azt megmutatnunk, hogy
h(u) ¢ K*?, ahol

Viszont hasznalva azt, hogy

mP mP

= (l‘ztoﬂ)a _= to. y

7

mP+41
thJri = me+itU

. , mP s . , ,,
illetve ugyanezért s,,py; = s7 , a g definicigjaban szerepls ¥-s tényezck

parokba rendezheték o™! hatéasa szerint:

mP—1 ’l9t1 u mP(u)

W =n H (u) ﬁ”mp(u)

Mivel ™" a Gal(L'/L) Galois-csoport nemtrivialis eleme, és igy a szorzatban
éppen az L'K/K bovitésbol szarmazo normék szerepelnek:

mP—1 NmL’K/K(ﬁti<u>> _ WNmL'K/K i ﬁti(u)




Masrészt [K : kp| paratlansagabol kovetkez6en L'K # K, hanem egy

valodi masodrendii bévitésrsl van szo, amelyre ezek szerint
@ S NmL/K/K(L’K)*.

Azonban 7 & Nmp g/ (L' K)*, hiszen akkor egy 1/2 értékelést elemnek lenne
a normaja. Marpedig ha L' = L(y/w) és ugyanigy L'K = K(y/w), akkor
egy a + by/w € L'K elem értékelése csak tgy lehet nem egész, ha a vagy
b értékelése nem egész (hiszen /w egész értékelést, mert L' nem elagazo
bgvités), de az 1.2.1. tétel szerint a kiterjesztett értékelés nevezjében a [K :
kp| szerepelhet csak, ami pedig paratlan. Ekkor viszont h(u) sincs a norma
részcsoportjaban, amely azonban mésodrendid bévités esetén tartalmazza a
négyzet elemeket, tehat h(u) ¢ K*2.

Az el6z6 lemma szerint ilyenkor I(Y') # P, azaz Lichtenbaum tétele miatt
biztosan I(Y) = 2P = I. Ezzel a bizonyitas végére értiink, hiszen Y kivant
génusszal, indexszel és periodussal rendelkezd gorbe. 0

Megjegyzés. Itt csak p-adikus testek folott konstrudltuk meg a megfelel§
gorbéket, de Lichtenbaum tétele (4.2.1.) a korabban emlitett modon altalano-
sabb formaban, lokalis testek folott is igaz. Sharif konstrukcioja lényegében
valtozatlan formaban megismételhetd tetszéleges lokalis test f6lott is, csak a
k alaptest karakterisztikajarol fel kell tenni, hogy 2-t6l kiilénbo6zik, ugyanis
abban az esetben a 2 foku ¢ leképezésre vonatkozéan vad eldgazdsi pontok
(wildly ramified points) is megjelenhetnek, amelyek modositjak a génusz és
a periodus Riemann—Hurwitz-formula alapjan torténd kiszamolésat.
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