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Bevezetés

Tetsz®leges k alaptest felett de�niált algebrai görbék esetében felmerülhet
a kérdés, hogy a görbének van-e k-racionális pontja, és ha nincs, akkor k
milyen nagy b®vítését kell vennünk, hogy találjunk pontot. Ez vezet el az X
görbe indexének a de�níciójához: ez a legnagyobb közös osztója azon véges
b®vítések fokának, amelyek fölött X-nek már van racionális pontja. Az index
meghatározása azonban sokszor nehézségekbe ütközik, miközben egy hasonló
mennyiség, a periódus kiszámolása egyszer¶bb. Ehhez ismernünk kell a görbe
Picard-csoportjának a fogalmát. Ha az X görbét a k egy rögzített k̄ algeb-
rai lezártja felett tekintjük, akkor értelmezhetjük a Div(X̄) divizorcsoportot
mint az X̄ pontjai által generált szabad Abel-csoportot. Ennek egy faktorcso-
portja adja meg a Pic(X̄) Picard-csoportot, melynek tehát divizorosztályok
az elemei, amiken (a görbe pontjain, illetve abból származóan a divizorokon
való hatás alapján) természetes módon hat a k abszolút Galois-csoportja. A
k-racionális divizorosztályok fokainak legnagyobb közös osztóját nevezzük az
X P (X) periódusának.

A de�níciókból azonnal adódik, hogy a periódus az index osztója, ugyanis
az indexet meghatározhatjuk a k-racionális divizorok fokainak legnagyobb
közös osztójaként is. Komolyabb megfontolásokat igényel az, hogy további
összefüggéseket állapíthassunk meg az index és a periódus között. Szakdolgo-
zatom célja az erre vonatkozó eredmények áttekintése, illetve a bizonyítások
megértéséhez szükséges elméleti felépítés bemutatása.

A dolgozatban szerepl® tételek részben tetsz®leges, részben p-adikus tes-
tek fölötti összefüggésekre vonatkoznak. Lichtenbaum 1968-as [2] cikkében
belátta, hogy p-adikus testek fölötti elliptikus görbék esetében a periódus
egyenl® az indexszel. Eredményét 1969-es [3] cikkében általánosította. Ebben
egyrészt bebizonyította, hogy p-adikus test feletti tetsz®leges görbe esetén az
index egyenl® a periódussal vagy a periódus kétszeresével (és ez utóbbi csak
bizonyos további feltétel teljesülése esetén állhat el®), másrészt tetsz®leges
test feletti görbék esetére is megállapított összefüggéseket: nevezetesen azt,
hogy az index osztója a 2P (X)2 értéknek, ahol bizonyos feltételek mellett a
2-es szorzó el is hagyható. Lichtenbaum cikkeiben a Galois-kohomológia és
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a Tate-dualitás módszereit használta.
A kutatás további iránya p-adikus testek esetében az volt, hogy a Lichten-

baum cikkében megadott feltételek mellett valóban létezik-e megfelel® görbe.
Végül erre Sharif 2007-es [7] cikkében (amely a 2006-os PhD tézisén alapul)
igenl® választ adott: a Lichtenbaum cikke által megengedett tetsz®leges gé-
nusz, periódus és index értékekhez konstruált megfelel® görbét. Dolgozatom-
ban bemutatom Lichtenbaum tételeinek bizonyításait, majd Sharif konstruk-
cióját. A bizonyítások az idézett cikkek gondolatmenetét követik.

A szakdolgozat a következ®képpen épül fel. Az els® fejezet áttekinti a
p-adikus testek konstrukcióját, bevezeti a (kés®bbiekben a görbék kapcsán is
használt) diszkrét értékelésgy¶r¶k fogalmát, továbbá ismerteti p-adikus tes-
tek b®vítéseinek olyan tulajdonságait, amelyekre szükség lesz Sharif konst-
rukciója során. A második fejezetben összefoglalom az algebrai görbékkel
kapcsolatos alapvet® ismereteket, külön kitérve a nem algebrailag zárt testek
felett de�niált görbékkel kapcsolatos fogalmak értelmezésére, illetve a di�e-
renciálformák elméletére. Ebben a fejezetben de�niálom pontosan a dolgozat
szempontjából olyan kulcsfontosságú fogalmakat, mint a Picard-csoport, az
index, a periódus, a génusz, továbbá felsorolom azokat a tételeket, amelyek
a kés®bbi bizonyításokban szerepet játszanak. A harmadik fejezet a bizo-
nyításokhoz szintén szükséges elméleteket ismerteti a centrális egyszer¶ al-
gebrákkal, a Brauer-csoporttal és a Galois-kohomológiaval kapcsolatban. Az
els® három fejezetben csak az egyszer¶bb, illetve a kifejezetten a dolgozat ké-
s®bbi fejezeteihez szükséges, máshol kevésbé elérhet® bizonyítások kerülnek
ismertetésre, a további tételek bizonyításainál a megfelel® szakirodalomra
hivatkozom.

A negyedik fejezet Lichtenbaum [3] cikkére épül: el®bb tetsz®leges, majd
a p-adikus test feletti periódus-index feltételek bizonyítását ismerteti. A dol-
gozat utolsó fejezete az adott index¶ és periódusú görbék konstrukcióját tar-
talmazza. Ehhez el®ször ismertetem az elliptikus görbékr®l, a Tate-görbér®l,
illetve a görbék csavarásáról szóló de�níciókat és tételeket, mivel ezek képezik
a konstrukció alapját. Ezt követ®en Sharif cikke alapján el®bb 1 génuszú,
majd tetsz®leges g érték mellett konstruálom meg a megfelel® görbét.

2



1. fejezet

A p-adikus testek

Az els® fejezetben áttekintjük a p-adikus számtest Kürschák Józseft®l szár-
mazó konstrukcióját, továbbá bevezetjük a diszkrét értékelések és diszkrét
értékelésgy¶r¶k fogalmát. Felidézünk a p-adikus testek b®vítésére vonatkozó
bizonyos ismereteket, az elágazási index és a nem elágazó b®vítések de�níci-
óját. A fejezet zárásaként bebizonyítunk nem elágazó b®vítésekre vonatko-
zóan egy lemmát, amelyet a kés®bbiekben az adott periódusú és index¶ görbe
konstrukciójánál fogunk felhasználni. A fejezethez Jean-Pierre Serre [5] köny-
vének I-II. fejezetét, továbbá Fried Ervin Értékeléselmélet, illetve Szamuely
Tamás Brauer-csoportok cím¶ kurzusain elhangzottakat használom fel.

1.1. Értékelés, diszkrét értékelésgy¶r¶
A továbbiakban p legyen pozitív prímszám. A p-adikus számtest konstruk-
ciójához el®ször de�niáljuk a p-adikus értékelést a racionális számokon.

1.1.1. de�níció. Legyen q ∈ Q∗ nemnulla racionális szám. A q p-adikus
értékelése legyen az a vp(q) egész szám, amire q = a

b
pvp(q), ahol a és b p-vel

nem osztható egész számok.

Az így kapott vp : Q∗ → Z értékelés kiterjeszthet® a vp(0) = ∞ értékkel, és
triviálisan teljesíti az alábbi tulajdonságokat:

1.1.2. állítás. (1) vp(xy) = vp(x) + vp(y)

(2) vp(x + y) ≥ min(vp(x), vp(y))

(2′) S®t, vp(x) 6= vp(y) ⇒ vp(x + y) = min(vp(x), vp(y))

Ez alapján de�niálható a q szám p-adikus normája ‖q‖p = e−vp(q) nemnegatív
valós. Erre teljesülnek az alábbi normatulajdonságok:
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(1) ‖xy‖p = ‖x‖p‖y‖p

(2) ‖x + y‖p ≤ max(‖x‖p, ‖y‖p)(≤ ‖x‖p + ‖y‖p)

A felsorolt tulajdonságok alapján de�niálhatjuk általánosan egy K test ér-
tékelését:
1.1.3. de�níció. Egy K test diszkrét értékelésének nevezünk egy olyan v :
K → Z ∪ {∞} szürjektív leképezést, amelyre:

(1) v(x) = ∞⇔ x = 0

(2) v(xy) = v(x) + v(y)

(3) v(x + y) ≥ min(v(x), v(y))

Az is belátható az axiómák következményeképpen, hogy a (3) esetben egyen-
l®ség áll fenn, ha x és y értékelései különböznek.

Az {x ∈ K : v(x) ≥ 0} elemek részgy¶r¶t alkotnak K-ban, ezt nevezzük a
v értékeléshez tartozó Ov diszkrét értékelésgy¶r¶nek (DVR). Ebben az Mv =
{x ∈ K : v(x) > 0} elemek ideált alkotnak. Ov\Mv = {x ∈ K : v(x) = 0}
alkotják Ov egységeit, tekintve hogy v(1) = 0 a multiplikativitás miatt, ami
alapján v(1/x) = −v(x), és így x ∈ Ov akkor és csak akkor invertálható, ha
v(x) = 0. Tehát Ov lokális gy¶r¶, melynek egyetlen maximális ideálját, Mv-t
az ® értékelésideáljának nevezzük. Mv f®ideál, amelyet tetsz®leges olyan π
elem generál, amelyre v(π) = 1. Az Ov összes ideálját az Mk

v = (πk) f®ideálok
adják meg. Ov tehát f®ideálgy¶r¶, továbbá

⋂
r M r

v = (0), és minden x ∈ K∗

el®áll x = uπv(x) alakban, ahol u ∈ Ov\Mv. Az Ov/Mv test az értékeléshez
tartozó maradéktest.

Az itt belátott tulajdonságok alapján fordított sorrendben, a DVR-b®l
kiindulva is de�niálható az értékelés.

1.1.4. de�níció. Egy A gy¶r¶t diszkrét értékelésgy¶r¶nek nevezünk, ha olyan
f®ideálgy¶r¶, amelynek egyetlen nemnulla prímideálja van.
Mivel egy f®ideálgy¶r¶ nemnulla prímideáljait az irreducibilis elemek gene-
rálják, ezért a de�níció értelmében a diszkrét értékelésgy¶r¶ben invertálható
elemmel való szorzás erejéig egyértelm¶ π irreducibilis elem létezik. Az A
nemnulla ideáljait a (πn) ideálok adják meg, és minden x 6= 0 elem egyér-
telm¶en el®írható x = πnu alakban megfelel® n természetes számmal és u
egységgel. Az így kapott n szám az x értékelése, amely kiterjeszthet® az
A hányadostestére is, ahol a fentiek szerinti diszkrét értékelést adunk meg
ezáltal, melyhez A lesz a megfelel® értékelésgy¶r¶ és (π) az értékelésideál.

A következ® lemma egy adott test különböz® diszkrét értékeléseire vonat-
kozik.

4



1.1.5. lemma (Approximációs lemma). Legyenek v1, v2, . . . , vn a K test
különböz® diszkrét értékelései, továbbá α1, α2, . . . , αn ∈ K adott elemek. Ek-
kor minden N > 0-hoz létezik olyan x ∈ K, melyre vi(x − αi) > N teljesül
minden i-re.

Bizonyítás. [13]: VI.10. Theorem 18.

A következ® lépésben a teljessé tétel konstrukciójához ismét normát de�niá-
lunk, majd ebb®l a Cauchy-sorozatok fogalma is értelmezhet®:

1.1.6. de�níció. A v-hez tartozó normát ismét az ‖x‖v = e−v(x) egyenl®s-
éggel de�niálhatjuk.

1.1.7. de�níció. (xn) Cauchy-sorozat, ha ∀ε > 0 ∃N > 0 ∀n ≥ N ‖xn−
xn+1‖v < ε.

A Cauchy-sorozatok kommutatív gy¶r¶t alkotnak, amelyben a nullsorozatok
(∀ε > 0 ∃N > 0 ∀n ≥ N ‖xn‖v < ε) ideált alkotnak.

1.1.8. de�níció. A K test v szerinti teljessé tételét a Kv = {Cauchy-sorozatok}/{0-
sorozatok} faktor adja meg. Kv-re kiterjed a ‖ · ‖v norma: ‖(xn)‖v :=
limn→∞ ‖xn‖v.

A limesz létezik, hiszen az ‖xn‖v valós számok is Cauchy-sorozatot alkotnak.
Mivel a faktorizáció nullsorozatokkal történik, ezért jólde�niált a kiterjesztés,
továbbá a normatulajdonságok meg®rzödnek a kiterjesztett normára is.

1.1.9. állítás. Kv test.

Bizonyítás. Kv egy nemnulla elemét reprezentál olyan Cauchy-sorozat,
melyre ‖xn‖ > ε egy adott N -nél nagyobb n-ekre. Az ezen indexekre 1

xn
-

nel de�niált sorozat megfelel® inverzet határoz meg. ¤

A következ® állítások is teljesülnek a kiterjesztett normára (amely persze
metrikát és topológiát is meghatároz Kv-n):

1.1.10. állítás. v = − log ‖ · ‖v diszkrét értékelést ad meg Kv-n.

1.1.11. állítás. Kv teljes a ‖ · ‖v normára nézve, és K s¶r¶ Kv-ben.
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A fentiek speciális eseteként kapjuk meg a p-adikus számtestet. Ha K = Q,
és v a p-adikus értékelés, akkor Kv-t Qp-vel jelöljük. A hozzá tartozó érté-
kelésgy¶r¶t Zp-vel jelöljük, és a p-adikus egészek gy¶r¶jének nevezzük. Az
értékelésideált Zp-ben a p elem generálja (ahol értelemszer¶en Q a konstans-
sorozat képeként ágyazódik be Qp-be). A Zp/(pZp) maradéktest Fp, azaz a
p elem¶ véges test lesz.

1.1.12. lemma. Zp a Z Qp-beli lezártja.

Bizonyítás. Z ⊆ Zp, hiszen ∀x ∈ Z vp(x) ≥ 0. Továbbá Zp = {x ∈
Qp : ‖x‖p ≤ 1} a zárt egységgömb Qp-ben, azaz zárt. Végül tetsz®leges
[(xn)] ∈ Zp approximálható egész elemekkel is, ugyanis vp(xn) ≥ 0 miatt
xn = an

bn
, ahol an, bn egészek és p nem osztja bn-t. A bnyn ≡ an mod pn

kongruencia megoldható yn-re, és erre

vp(xn − yn) = vp

(
an − bnyn

bn

)
≥ n,

így ‖xn − yn‖p → 0. ¤

1.1.13. következmény.

∀r > 0 Zp/(p
rZp) ' Z/(prZ)

Bizonyítás. A Z ⊆ Zp beágyazással megadható egy természetes Z →
Zp/(p

rZp) leképezés, melynek magja prZ. Másrészt a lemma miatt minden
x ∈ Zp-hez létezik olyan yr ∈ Z, melyre vp(x− yr) ≥ r, és így x− yr ∈ prZp,
azaz ez a leképezés szürjektív is. ¤

Megjegyzés. A kés®bbiekben a p-adikus testek (és azok véges b®vítései)
fölötti görbékkel foglalkozunk, a periódus-index-problémára vonatkozó téte-
leket ilyen testek fölött mondjuk ki. Az állítások azonban ennél általánosab-
ban, lokális testek fölött is igazak. Egy K testet lokális testnek nevezünk, ha
egy teljes diszkrét értékelésgy¶r¶ hányadosteste, amelyhez tartozó maradék-
test véges.

A maradéktest végessége azzal ekvivalens, hogy K lokálisan kompakt a
normából származó topológia szerint ([5]: II.1.1). Megmutatható, hogy a
lokális testek a következ® két típus valamelyikéb®l kerülnek ki: egy szám-
test teljessé tétele egy nem-arkhimédeszi normára nézve (ezek a Qp p-adikus
testek, illetve azok véges b®vítései lesznek), vagy megfelel® prímhatvány q
esetén a q elem¶ test feletti Fq((t)) formális Laurent-sorok testje.

6



1.2. A p-adikus testek b®vítései
A p-adikus test b®vítéseire is kiterjeszthet®k az értékelések. Ezek a b®vítések
nagy szerepet játszanak majd a megadott periódusú és index¶ görbék konst-
rukciója során. Most ezeknek a b®vítéseknek a legfontosabb tulajdonságait
ismertetjük, illetve belátunk egy olyan lemmát, amit Sharif felhasznál cikké-
ben. El®tte azonban felidézzük a teljes diszkrét értékelésgy¶r¶kre vonatkozó
Hensel-lemmát, amelyre szükség lesz a kés®bbi gondolatmenetekben.

1.2.1. lemma (Hensel-lemma). Legyen A teljes diszkrét értékelésgy¶r¶,
amelynek M = (π) a maximális ideálja. Legyenek f ∈ A[x] és a0 ∈ A
olyanok, amelyre f(a0) ≡ 0 mod π, és f ′(a0) 6≡ 0 mod π. Ekkor létezik
olyan a ∈ A, melyre f(a) = 0, és a ≡ a0 mod π.

Bizonyítás. Megfelel® elemet konstruálhatunk Zp-ben például a [6]: 2.2.
lemma ismételt alkalmazásából származó approximációval (k = 0-val és n-re
történ® indukcióval az ottani jelölések szerint). Általános esetben hasonló
módon m¶ködik a bizonyítás. ¤

1.2.2. tétel. Legyen K/Qp véges testb®vítés, [K : Qp] = n. vp-nek egyértel-
m¶en létezik vK : K → Z∪ {∞} diszkrét értékeléssé kiterjesztése, K teljes a
vK normára nézve.

Bizonyítás. Az egyértelm¶ség abból az analízisb®l ismert tényb®l követke-
zik, hogy egy adott normára nézve teljes és lokálisan kompakt k test feletti
véges dimenziós vektortér bármely két normája ekvivalens. A létezéshez pe-
dig a

vK(x) =
1

[K : Qp]
vp(NmK/Qp(x))

de�nició ad megfelel® kiterjesztést. ¤

Ahhoz, hogy a kiterjesztés a diszkrét értékelés korábbi de�níciójának megfe-
leljen, megfelel® konstanssal kell szoroznunk. Ez nem változtat azon, hogy
mely elemek tartoznak a hozzá tartozó értékelésgy¶r¶be, illetve -ideálba, vi-
szont úgy kell normálnunk, hogy a K-hoz tartozó értékelésideál generátor
elemének legyen 1 az értékelése. Ett®l kezdve persze maga az értékelés szi-
gorúan véve nem lesz kiterjesztés, de a megfelel® értékelésgy¶r¶k továbbra is
egymás kiterjesztései maradnak: Ovp = OvK

∩Qp, és persze Mvp = MvK
∩Qp.

Ekkor azonban a p ∈ Qp elem - amelyre persze vp(p) = 1, és generálta Mvp-t
- nem feltétlenül lesz 1 értékelés¶ a b®vítésben. Ez az alapja a következ®
de�níciónak:
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1.2.3. de�níció. vK elágazási indexe az e = vK(p) érték. Legyen továbbá
κ = OvK

/MvK
a vK értékelés maradékteste. Ez a vp maradéktestének lesz

véges b®vítése. A [κ : Fp] fokot f -fel jelöljük.

1.2.4. tétel. Az iménti jelöléseket használva a következ® állítás teljesül: ef =
n.

Bizonyítás. [5]: II.2. Corollary 1.

1.2.5. de�níció. A K/Qp b®vítést nem elágazónak nevezzük, ha e = 1.

1.2.6. állítás. Minden n > 0 esetén egyértelm¶en létezik Qp-nek nem el-
ágazó n-edfokú b®vítése, ez Galois-b®vítés.

Bizonyítás. Legyen κ = Fp[x]/(f̄), ahol f̄ ∈ Fp[x] n-edfokú irreducibilis
szeparábilis polinom. Az f̄ felemelhet® egy Zp feletti f polinomra, amelyre
f mod p = f̄ . Az f Zp felett is irreducibilis, hiszen ha tényez®kre bomlana,
az Fp felett is felbontást adna. A Gauss-lemma miatt ekkor Qp felett is irre-
ducibilis, így a K = Qp[x]/(f) b®vítés éppen megfelel® b®vítés lesz. (Hiszen
[K : Qp] = [κ : Fp] = n miatt a b®vítés nem elágazó.)

Az egyértelm¶ség a Hensel-lemma következménye, ugyanis tetsz®leges
nem elágazó b®vítésben hasonlóan megkonstruálható az f szeparábilis po-
linom, melynek a lemma szerint lesz K-beli α gyöke. A Qp(α) az el®z®vel
izomorf b®vítés, továbbá a fokok egyenl®sége miatt ez az egész K-t megadja.

A megadott b®vítés valóban Galois, ugyanis ismét a Hensel-lemma több-
szöri alkalmazásával láthatjuk, hogy az Fpn-ben lineáris tényez®kre bomló
xpn − x polinom minden gyöke felemelhet® (egymással inkongruens, így biz-
tosan különböz®) K-beli gyökre, tehát a megkonstruált b®vítés nem lesz más,
mint ennek a polinomnak a Qp feletti felbontási teste. ¤

A továbbiakban p-adikus testen Qp-t vagy annak egy véges b®vítését értjük,
a kés®bbi tételeket ilyen alaptest fölött mondjuk ki, és a következ® lemma is
ilyen testre vonatkozik.

1.2.7. lemma. Legyen F/K p-adikus testek véges, nem elágazó b®vítése. Ek-
kor létezik olyan t ∈ F, melyre F = K(t) és NmF/K(t) = 1.

Bizonyítás. Legyen [F : K] = n, legyen K maradékteste Fq. A b®vítés nem
elágazó, így F maradékteste ekkor Fqn . Az F∗qn → F∗q norma leképezés az
1 + q + q2 + · · ·+ qn−1 = qn−1

q−1
-edik hatványra emeléssel egyezik meg. Ennek

magja így legfeljebb ennyi elemb®l áll, míg a kép legalább q − 1 elemb®l áll.
Tehát a norma szürjektív, és pontosan q − 1 elem¶, a mag pedig egy qn−1

q−1
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rend¶ ciklikus csoport, melyet egy t′ elem generál. Viszont ekkor Fqn = Fq(t
′),

hiszen t′ nem lehet benne Fq kisebb fokú b®vítésében, mert akkor t′q
d

= t′ is
teljesülne megfelel® d|n-re.

A t′q
n−1 − 1 = 0 egyenl®ségb®l és a Hensel-lemmából következik, hogy t′

felemelhet® egy olyan t ∈ F egész elemre, amelyre tq
n−1−1 = 0, és amelynek

a maximális ideál szerinti képe a maradéktestben t′. A b®vítés nem elágazó,
ezért - mivel t is egy n fokú b®vítést generál - F = K(t) teljesül. Végül
belátjuk, hogy NmF/K(t) = 1 is fennáll.

Egyrészt tetsz®leges σ ∈ Gal(F/K) esetén vF (σ(x)) = vF (x), hiszen
NmF/K(x) = NmF/K(σ(x)), és a kiterjesztett értékelés csak a normától
függ. Ebb®l az is következik, hogy x ∈ OvF

esetén σ(x) ∈ OvF
, és x ∈

MvF
⇒ σ(x) ∈ MvF

, továbbá x1 ≡ x2 mod MvF
esetén σ(x1) ≡ σ(x2)

mod MvF
is teljesül. Emiatt a σ automor�zmus az MvF

szerinti mellékosztá-
lyokon is automor�zmust ad meg, ezért az így kapott σ̄ automor�zmusa lesz
Fqn = OvF

/MvF
-nek. A b®vítés nem elágazó volta miatt a rendek is egyen-

l®ek, ezért 〈σ〉 = Gal(F/K)-ból 〈σ̄〉 = Gal(Fqn/Fq) is következik. Ebb®l az is
adódik, hogy egy adott x ∈ OvF

elem esetén x̄-sal jelölve az ® maradéktestbeli
képét, NmF/K(x) képe modulo MvK

szerint éppen NmFqn/Fq(x̄) lesz. Azaz,
ha most x ∈ K jelöli NmF/K(t)-t, akkor x ≡ 1 mod MvK

, így x = 1 + πy
alakban is felírható, ahol y ∈ OvK

(és π az MvK
maximális ideál egy generá-

tora). Másrészt tq
n−1− 1 = 0 teljesül t-re, és persze minden konjugáltjára is,

így a konjugáltak szorzataként adódó normára is, azaz

xqn−1 = (1 + πy)qn−1 = 1.

Ezt kibontva
1 + (qn − 1)πy + π2yz = 1

adódik egy megfelel® z ∈ OvK
elemmel. Persze qn ≡ 0 mod MvK

, hiszen a
maradéktest q-adrend¶, azaz π|qny, amib®l megfelel® z′ ∈ OvK

-val

−πy + π2yz′ = 0

következik. Azaz
πy(−1 + πz′) = 0,

és ebb®l pedig πz′ = 1 lehetetlensége miatt (hiszen akkor 1 ∈ MvK
is követ-

kezne) y = 0 adódik, azaz valóban NmF/K(t) = 1. ¤
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2. fejezet

Algebrai görbék

Ez a fejezet azokat az alapvet® algebrai geometriai fogalmakat és ismereteket
tekinti át, melyekre szükség lesz a kés®bbiekben. Külön pontban tárgyaljuk
a nem algebrailag zárt testek feletti görbék tulajdonságait, majd de�niáljuk
a periódus és az index fogalmát, amelyr®l a kés®bbiekben a f®bb tételeket
kimondjuk. A bevezet® algebrai geometriai ismeretek kimondásához Szamu-
ely Tamás el®adásait és [10] cikkét, illetve Joseph H. Silverman [8] könyvét
használom fel.

2.1. Algebrai geometriai alapfogalmak, görbék
algebrailag zárt test fölött

Ebben a pontban legyen k algebrailag zárt test. Az n-dimenziós a�n tér
pontjait a k elemeib®l álló pont-n-esek alkotják: An(k) = {P = (x1, x2, . . . , xn) :
xi ∈ k}. A k[X1, X2, . . . , Xn] polinomgy¶r¶ egy I ideáljához tartozó a�n zárt
halmaznak nevezzük és V (I)-vel jelöljük az I-beli polinomok közös nullhe-
lyeinek ponthalmazát An(k)-ban.

2.1.1. de�níció. Egy V (I) a�n zárt halmazt algebrai varietásnak nevezünk,
ha I prímideál a k[X1, X2, . . . , Xn] polinomgy¶r¶ben.

Hilbert bázistétele miatt k[X1, X2, . . . , Xn] ideáljai végesen generáltak, azaz
az a�n zárt halmazok véges sok f1, f2, . . . , fk közös nullhelyeiként is meg-
határozhatók. A Hilbert-féle Nullstellensatz következményeként kölcsönösen
egyértelm¶ megfeleltetés van a polinomgy¶r¶ radikálideáljai (amelyek meg-
egyeznek saját radikáljukkal) és az a�n zárt halmazok között. Emiatt V (I)
pontosan akkor áll egyetlen (a1, a2, . . . , an) pontból, ha I maximális ideál
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(amely így (X1−a1, X2−a2, . . . , Xn−an) alakú). Az a�n zárt halmazok va-
lóban tekinthet®k egy, az a�n tér alaphalmazon de�niált topológia zárt hal-
mazainak, hiszen teljesítik a V (IJ) = V (I) ∪ V (J) és a V (

∑
Ik) =

⋂
V (Ik)

összefüggéseket. Ezt a topológiát Zariski-topológiának nevezzük, az a�n zárt
halmazokat az altértopológiával látjuk el. Az irreducibilis a�n zárt halmazok
(melyek nem állnak el® két másik zárt halmaz uniójaként) pont a varietások.
A következ® fogalmak alapvet® fontosságúak az algebrai geometriában:

2.1.2. de�níció. Az X = V (I) a�n varietáshoz tartozó koordinátagy¶r¶nek
nevezzük az O(X) = k[X1, X2, . . . , Xn]/I faktorgy¶r¶t. A koordinátagy¶r¶
K(X) hányadosteste az X függvényteste, amelynek transzcendenciafoka az
X dimenziója. Az egydimenziós a�n varietások az a�n görbék.

Legyen P = (a1, a2, . . . , an) az n-dimenziós a�n tér egy pontja, és legyen P ∈
X egy X = V (I) a�n varietásra. Jelölje MP az (X1 − a1, X2 − a2, . . . , Xn −
an) ideál képét a koordináta-gy¶r¶ben, amely maximális ideál (hiszen az
O(X)/MP faktorból k-ba izomor�zmust ad meg az f → f(P ) leképezés). Az
X P -beli lokális gy¶r¶jének nevezzük az O(X) MP szerinti OX,P lokalizáltját,
azaz az O(X)\MP multiplikatívan zárt részhalmaz szerinti hányadosgy¶r¶t.
Ez olyan f/g racionális függvényekb®l áll, amelyekre g(P ) 6= 0, továbbá f1/g1

és f2/g2 ekvivalens, ha f1g2 − f2g1 ∈ I. Egy F = f/g ∈ OX,P elemre ezek
szerint jólde�niált az F (P ) = f(P )/g(P ) függvényérték.

Projektív görbék. Els®ként az n-dimenziós projektív tér (Pn(k)) pontjait
de�niáljuk. Ez An+1(k) \ {(0, 0, . . . , 0)} azon reláció szerinti ekvivalenciaosz-
tályaiból áll, amely szerint ekvivalensnek tekintjük az (x0, x1, . . . , xn) és az
(y0, y1, . . . , yn) pontokat, ha létezik olyan λ ∈ k∗, melyre xi = λyi minden
0 ≤ i ≤ n-re. Egy ekvivalenciaosztályt [x0, x1, . . . , xn]-nel jelölünk, ahol az
xi-ket a megfelel® Pn(k)-beli pont homogén koordinátáinak nevezzük. Pn(k)
egy X részhalmazát projektív zárt halmaznak nevezzük, ha X = V (I) vala-
mely I homogén ideálra a k[X0, X1, . . . , Xn] polinomgy¶r¶re (ami azt jelenti,
hogy egy f ∈ I polinomra annak minden homogén komponense is I-beli).
Az a�n esethez hasonlóan projektív varietásnak hívjuk azon projektív zárt
halmazokat, amelyeket meghatározó I prímideál a polinomgy¶r¶ben. Ahogy
az a�n esetben, most is de�niálható a koordinátagy¶r¶ a polinomgy¶r¶ I
ideál szerinti faktoraként.

Az n-dimenziós a�n tér természetes módon beágyazható az n-dimenziós
projektív térbe: minden 0 ≤ i ≤ n-re ϕi : An(k) → Pn(k) jelölje azt a leké-
pezést, amely az (y1, . . . , yn) pontot az [y1, . . . , yi−1, 1, yi, . . . , yn] ekvivalenca-
osztályba viszi. Ez a leképezés bijekciót határoz meg An(k) és Pn(k) \V (Xi)
között, ahol ϕ−1

i ([x0, x1, . . . , xn]) = (x0

xi
, x1

xi
, . . . , xi−1

xi
, xi+1

xi
, . . . , xn

xi
). Legyen
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X = V (I) ⊆ Pn(k) projektív zárt halmaz. Ekkor X ∩ An (ami alatt
ϕ−1

i (X ∩ (Pn \ V (Xi)))-t értjük) a�n zárt halmazt határoz meg, melyet az I
ideálhoz tartozó f polinomok f(X1, . . . , Xi−1, 1, Xi, . . . , Xn) dehomogenizált-
jainak a közös nullhelyeiként kaphatunk meg. Ezt az a�n zárt halmazt X(i)-
vel is jelöljük. Az eljárás másik iránya is hasonlóan m¶ködik: egy d-edfokú
g polinom homogenizáltjának nevezzük az Xd

i g
(

X0

Xi
, . . . , Xi−1

Xi
, Xi+1

Xi
, . . . , Xn

Xi

)

homogén polinomot. Ha most X = V (I) egy a�n zárt halmaz, akkor az
így kapott homogenizált polinomok által generált homogén ideálhoz tartozó
projektív zárt halmazt az X projektív lezártjának nevezzük.

Ez alapján a projektív varietások helyett a sokszor könnyebben kezelhet®
a�n koordinátákkal megadott alakot vizsgálhatjuk. Ennek segítségével de-
�niálható a lokális gy¶r¶, a függvénytest és a dimenzió fogalma projektív
varietásokra. Egy X projektív varietás bármely P pontjához található olyan
X(i) = X \ (X ∩ V (Xi)) a�n varietás, melyre P ∈ X(i). Ennek OX(i),P

lokális gy¶r¶jét az X P-beli lokális gy¶r¶jének, K(X) függvénytestét az X
függvénytestének, dimenzióját az X dimenziójának nevezzük. Ezek a fogal-
mak függetlenek a megfelel® Xi koordináta választásától. Az egydimenziós
projektív varietások a projektív görbék. A számláló és a nevez® azonos fokú
polinomra történ® homogenizálása után a lokális gy¶r¶ és a függvénytest ele-
meit homogén polinomok hányadosának is tekinthetjük. A függvénytest egy
f ∈ K(X) elemét regulárisnak mondjuk a P ∈ X egy környezetében, ha
f ∈ OX,P .

Racionális leképezések. Legyenek X1 és X2 ⊆ Pn projektív varietások.
Egy ϕ = [f0, f1, . . . , fn] K(X1)-beli elemekb®l álló függyvény (n+1)-est raci-
onális leképezésnek nevezünk, ha azon P ∈ X1 pontokra, amelyekben minden
fi értelmezett, ϕ(P ) = [f0(P ), f1(P ), . . . , fn(P )] ∈ X2. A ϕ racionális leké-
pezést regulárisnak nevezzük a P ∈ X1 pontban, ha létezik olyan g ∈ K(X1),
amelyre minden gfi reguláris P -ben, és valamelyik nem t¶nik el. Ha ilyen g
létezik, akkor ϕ(P ) = [(gf0)(P ), . . . , (gfn)(P )]-ként megkapható (ami a raci-
onális leképezés de�níciója szerint szükségképpen X2 pontja). Egy racionális
leképezést, amely minden pontban reguláris, mor�zmusnak nevezünk.

A ϕ : X1 → X2 racionális leképezés által indukált ϕ∗ homomor�zmus alatt
azt a K(X2) → K(X1) természetes homomor�zmust értjük a függvénytestek
között, amelyre ϕ∗(f) = f ◦ ϕ minden f ∈ K(X2) esetén. Ez az indukált
leképezés beágyazás, ha ϕ(X1) s¶r¶ X2-ben. Az ilyen leképezést biracionális
leképezésnek nevezzük, ha létezik ψ : X2 → X1 racionális leképezés, melynek
képe s¶r¶ X1-ben, és ϕ ◦ ψ = idX2 , illetve ψ ◦ ϕ = idX1 a regularitási tarto-
mányukban. Ilyen esetben X1-t és X2-t biracionálisan izomorfnak nevezzük.
Ez pontosan akkor teljesül, ha K(X1) ∼= K(X2).

12



Sima görbék.
2.1.3. de�níció. Az X = V (I) a�n varietást simának (vagy nemszingulá-
risnak) nevezzük a P pontjában, ha az I ideált generáló f1, . . . , fm ∈ k[X1, . . . , Xn]
polinomokra a (

∂fi

∂Xj

(P )

)

1≤i≤m,1≤j≤n

parciális deriváltakból álló m×n-es mátrix rangja n− dim X. X sima (vagy
nemszinguláris), ha minden pontjában sima.
A P -beli lokális gy¶r¶ MP maximális ideáljára az MP /M2

P faktor véges di-
menziós vektortér OX,P /MP

∼= k felett. A P pontbeli simaság a következ®
állítás alapján meghatározható ennek segítségével is ([8]: I.1.7.):
2.1.4. állítás. Az X a�n varietás P pontja akkor és csak akkor sima, ha
dim MP /M2

P = dim X.
Egy X projektív varietás sima a P pontjában, ha a megfelel® P ∈ X(i) a�n
varietás sima P -ben. (Ez független az X(i) választásától.) Az állítás szerint
a projektív görbe sima egy P pontjában, ha MP /M2

P k fölötti dimenziója 1.
Ilyenkor MP f®ideál OX,P -ben, melyet egy t elem generál. Ebben az esetben
a lokális gy¶r¶ minden f eleme el®állítható formális hatványsor alakjában:
f − f(P ) = f1t valamely f1 ∈ OX,P -vel, és az eljárás folytatható egy f =
f(P ) + f1(P )t + f2(P )t2 + . . . el®állításra. Ezzel OX,P homomor�zmusát
adhatjuk meg a k[[t]] formális hatványsorgy¶r¶be, amely homomor�zmus
beágyazás lesz, hiszen a magját a ∩(tn) adja meg, ez a metszet pedig triviális.
Ellenkez® esetben ugyanis végtelen a1 = ta2, a2 = ta3, stb. sorozat létezne,
és így (a1) ⊂ (a2) ⊂ (a3) ideálok szigorúan növ® (hiszen t nem lehet egység)
végtelen láncát alkotná, ami ellentmondana OX,P Noetherségének. Ebb®l
az is következik, hogy az OX,P nemtriviális ideáljai pontosan az Mn

P = (tn)
ideálok. Ezek szerint minden f ∈ OX,P el®állítható f = utn alakban, ahol
u egység a lokális gy¶r¶ben, n pedig természetes szám. A hányadostestre
is kiterjesztve ezt az el®állítást (ahol n már negatív egész is lehet), látható,
hogy így egy vP diszkrét értékelést határoztunk meg K(X)-en, OX,P pedig
az ehhez tartozó diszkrét értékelésgy¶r¶. Azt mondjuk, hogy az f ∈ K(X)
függvénynek n-szeres gyöke van P -ben, ha vP (f) = n > 0, és n-edrend¶
pólusa, ha vP (f) = n < 0. Ebben az esetben a tnf függvény már reguláris
P -ben, így f formális Laurent-sorba fejthet®. A t generátorelemet lokális
paraméternek nevezzük (ami egységgel való szorzás erejéig egyértelm¶).
2.1.5. állítás ([8]: II.1.2.). Legyen X sima görbe, f ∈ K(X)∗. Ekkor f -
nek X véges sok pontjában lehet gyöke vagy pólusa. Ha X sima projektív
görbe és f mindenütt reguláris, akkor konstans.
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Az X1 sima projektív görbéb®l tetsz®leges X2 projektív varietásba képez®
ϕ = (f0, f1, . . . , fn) racionális leképezés mor�zmus, hiszen a P pontban
a t−nfi minden i-re reguláris, nem mind 0 függvényeket ad meg az n =
min vP (fi) választással. Ha X1 sima, X2 pedig tetsz®leges projektív görbe,
és ϕ nemkonstans racionális leképezés, akkor az indukált ϕ∗ homomor�zmus
K(X2) beágyazását adja meg K(X1)-be, K(X1) továbbá ϕ∗ (K(X2)) véges
b®vítése ([8]: II.2.4.), a [K(X1) : ϕ∗ (K(X2))] fokot pedig a ϕ leképezés foká-
nak nevezzük és deg ϕ-vel jelöljük. A ϕ-t szeparábilis leképezésnek nevezzük,
ha ez a testb®vítés szeparábilis. Az ehhez a testb®vítéshez tartozó norma
segítségével a függvénytestek közt a másik irányban is de�niálhatunk indu-
kált homomor�zmust: ϕ∗ = (ϕ∗)−1 ◦NmK(X1)/ϕ∗(K(X2)) egy K(X1) → K(X2)
leképezést határoz meg.

2.1.6. de�níció. Legyen ϕ : X1 → X2 sima projektív görbék közti leképezés,
legyen P ∈ X1. A ϕ P -beli elágazási indexének nevezzük és eϕ(P )-vel jelöljük
az

eϕ(P ) = vP (ϕ∗tϕ(P ))

egész számot, ahol tϕ(P ) ∈ K(X2) a ϕ(P )-beli lokális paraméter. eϕ(P ) ≥ 1
egész szám. Azt mondjuk, hogy ϕ nem elágazó a P pontban, ha eϕ(P ) = 1,
továbbá ϕ-t nem elágazónak nevezzük, ha X1 minden pontjában nem elágazó.

Az elágazási indexre a következ® állítások teljesülnek ([8]: II.2.6.):

2.1.7. állítás. Legyen ϕ : X1 → X2 sima projektív görbék közti nemkons-
tans, szeparábilis leképezés.

(1) Minden Q ∈ X2 esetén
∑

P∈ϕ−1(Q)

eϕ(P ) = deg ϕ.

(2) Véges sok Q ∈ X2 kivételével a ϕ−1(Q) ®sképek száma deg ϕ.

Divizorok.

2.1.8. de�níció. Az X sima projektív görbe Div(X) divizorcsoportjának ne-
vezzük a görbe pontjai által generált szabad Abel-csoportot. Egy D = n1P1 +
· · ·+ nrPr divizor foka a deg D = n1 + · · ·+ nr egész szám.
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A deg függvény értelemszer¶en egy Div(X) → Z homomor�zmust határoz
meg. A homomor�zmus magját a nulladfokú divizorok alkotják, ezek cso-
portját Div0(X)-szel jelöljük.

Tetsz®leges f ∈ K(X)\{0}-nek csak véges sok gyöke és pólusa lehet, ezért
a gyökeib®l és pólusaiból álló, multiplicitással súlyozott lineáris kombináció
(ahol a gyökhelyek együtthatója pozitív, a pólusoké pedig negatív) divizort
határoz meg. Ezt nevezzük az f függvénydivizorának, és div(f)-fel jelöljük.
Az f gyök-, illetve pólusdivizorának nevezzük, ha ebben csak a pozitív, il-
letve negatív együtthatójú tagokat tartjuk meg. Ha egy g függvény gyök-
és pólushelyei megegyeznek f -fel, akkor az f/g mindenütt reguláris X-en,
azaz csak (nemnulla) konstans lehet. A függvénydivizorok csoportja tehát
Div(X) részcsoportja, amely a K(X)∗/k∗ faktorral izomorf. A valóságban ez
a részcsoport Div0(X)-nek is része a következ® állítás miatt ([8]: II.3.1.):

2.1.9. állítás. Függvénydivizorok foka 0.

2.1.10. de�níció. A D1 és D2 divizorokat lineárisan ekvivalensnek nevez-
zük, ha D1 − D2 függvénydivizor. Div(X)-nek a függvénydivizorok szerint
vett faktorcsoportja az X Pic(X)-szel jelölt Picard-csoportja (vagy osztály-
csoportja).

Az el®z® állítás miatt a deg függvény értelmezhet® a Picard-csoport elemeire
is, mint az adott osztály elemeinek közös foka. Div0(X)-nek a függvénydivizo-
rok szerinti faktorcsoportját Pic0(X)-szel jelöljük. Az eddigieket a következ®
(a kés®bbiekben gyakran használt) egzakt sorozatban foglalhatjuk össze:

1 → k∗ → K(X)∗ div→Div0(X) → Pic0(X) → 0. (2.1)

Legyen ϕ : X1 → X2 sima görbék közti nemkonstans racionális leképezés.
A függvénytestek közti ϕ∗ és ϕ∗ leképezésekhez hasonlóan de�niálhatók a
divizorcsoportok között is indukált leképezések:

2.1.11. de�níció. Jelölje ϕ∗ azt a Div(X2) → Div(X1) leképezést, amely
egy egyetlen pontból álló (Q) divizorhoz a

∑

P∈ϕ−1(Q)

eϕ(P )(P )

divizort rendeli. Legyen ϕ∗ az a Div(X1) → Div(X2) leképezés, melynél (P )
képe az egyetlen pontból álló (ϕ(P )) divizor. Mindkét esetben a de�nicíó Z-
lineárisan kiterjed tetsz®leges divizorra.
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2.1.12. állítás. A következ®k teljesülnek ekkor:

(1) deg(ϕ∗D) = (deg ϕ)(deg D) minden D ∈ Div(X2) esetén;

(2) ϕ∗(divf) = div(ϕ∗f) minden f ∈ K(X2)
∗ esetén;

(3) deg(ϕ∗D) = deg D minden D ∈ Div(X1) esetén;

(4) ϕ∗(divf) = div(ϕ∗f) minden f ∈ K(X1)
∗ esetén.

Bizonyítás. [8]: II.3.6.

Végezetül a divizorok csoportján bevezethetjük azt a részben rendezést, mely-
nek pozitív elemei azok a divizorok, melyek minden együtthatója pozitív.
Így a divizorok segítségével is megfogalmazhatunk olyan feltételeket, hogy a
függvénytest mely elemei rendelkeznek el®írt helyeken megfelel® rend¶ gyök-
kel vagy pólussal. Pontosabban, egy adott D divizor esetén vezessük be az
L(D) = {f ∈ K(X) : div(f) + D ≥ 0} jelölést. Az L(D) véges dimenziós
vektortér lesz k fölött ([8]: II.5.2.), melynek dimenzióját a kés®bbiekben a
Riemann�Roch-tétel segítségével fogjuk tudni meghatározni. A 2.1.5. állítás
második részét ez alapján átfogalmazhatjuk az L(0) = k alakra is. Adott D
mellett |D|-vel jelöljük és a D-hez tartozó teljes lineáris rendszernek nevez-
zük azon pozitív divizorok halmazát, melyek lineárisan ekvivalensek D-vel.
Ekkor |D| = {div(f) + D : f ∈ L(D)}. Mivel div(f) és div(g) pontosan
akkor egyezik meg, ha f = cg valamely nemnulla konstanssal, ezért |D| az
L(D) egydimenziós altereib®l álló, dim L(D) − 1 dimenziós projektív térrel
azonosítható.

2.2. Görbék nem algebrailag zárt test fölött -
index és periódus

Ha a korábbi de�níciókat ki akarjuk terjeszteni nem algebrailag zárt test felett
de�niált görbék esetére, akkor azzal a problémával szembesülünk, hogy egy
a�n görbét (varietást, zárt halmazt...) nem tudunk értelemszer¶en pont-
halmaznak tekinteni. Az x2 + y2 + 1 polinom görbét de�niál a A2(C) af-
�n térben, de ennek nincsenek valós koordinátájú pontjai. Ett®l még az
O(X) = R[x, y]/(x2 + y2 + 1) koordinátagy¶r¶ értelmes, továbbá C-vel ten-
zor szorozva megkapjuk a C felett de�niált görbe koordinátagy¶r¶jét. A
koordinátagy¶r¶ maximális ideáljai R felett nem feleltethet®k meg pontok-
nak, például az (x2 + 1, y) lesz egy maximális ideál, ami persze C felett nem
maximális ideál: az (x − i, y) és (x + i, y) ideálok tartalmazzák, melyekhez
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az {(i, 0), (−i, 0)} konjugált pontpár tartozik. A koordinátagy¶r¶ maximális
ideál szerinti faktora nem feltétlenül az alaptest lesz, például az iménti eset-
ben az O(X)/(x2 + 1, y) ∼= C. Ez azzal van összhangban, hogy az (x2 + 1, y)
maximális ideál a görbe komplex test fölött de�niált alakjában jelenik meg
az a�n tér pontjaként. Ezen észrevételek pontos kifejezéséhez vezessük be
az alapfogalmakat tetsz®leges test fölött de�niált görbékre is.

Legyen k tökéletes test, k̄ egy rögzített algebrai lezártja. (A tökéletes-
ségre vonatkozó feltétel inkább technikai, így a szeparábilis lezárt helyett az
algebrai lezárttal dolgozhatunk. A minket a kés®bbiekben érdekl® esetekben
ez teljesülni fog.) Jelölje G = Gal(k̄/k) a b®vítés Galois-csoportját. A An(k̄)
tér k-racionális pontjainak nevezzük az

An(k) = {P = (x1, . . . , xn) ∈ An(k̄) : xi ∈ k}

halmazt. A Galois-csoport hatását természetes módon értelmezhetjük An(k̄)-
n: minden σ ∈ G és P = (x1, . . . , xn) ∈ An(k̄) esetén

P σ = (xσ
1 , . . . , x

σ
n).

Ekkor a k-racionális pontok éppen a {P ∈ An(k̄) : P σ = P ∀σ ∈ G}
feltételt teljesít®k lesznek. Jelölje k(P ) a k(x1, . . . , xn) testb®vítést, ez a
legkisebb olyan k fölötti b®vítést adja meg, melyre a P pont racionális.

Azt mondjuk, hogy az X = V (I) a�n zárt halmaz k fölött de�niált,
ha az I ideál generálható k[X1, . . . , Xn]-beli polinomokkal. Ilyenkor X(k)-
val is jelöljük az X k-racionális pontjait, azaz X(k) = X ∩ An(k). Egy
f ∈ k[X1, . . . , Xn] polinomon a G Galois-csoport az f(P σ) = f(P )σ képlet
szerint hat, ezért a k fölött de�niált X k-racionális pontjai a {P ∈ X : P σ =
P ∀σ ∈ G} halmazként is megkaphatók. Az X k fölötti koordinátagy¶-
r¶jét értelmezhetjük a k[X1, . . . , Xn]/(I ∩ k[X1, . . . , Xn]) faktorgy¶r¶ként,
ennek hányadosteste lesz a k feletti függvénytest. A dimenziót a korábbi-
akhoz hasonlóan de�niálhatjuk. A továbbiakban az egyértelm¶ség kedvéért
X-szel a k felett tekintett (ami mint a bevezet®b®l kiderült, ezúttal nem azo-
nosítható az X(k)-val jelölt k-racionális pontok halmazával), míg X̄-sal az
algebrai lezárt felett értelmezett a�n zárt halmazt jelöljük. Ily módon meg-
különböztethetjük az O(X) és O(X̄) koordinátagy¶r¶ket, illetve a K(X) és
K(X̄) függvénytesteket is egymástól. Ha most egy f ∈ K(X̄) elemén tekint-
jük a G Galois-csoport hatását (mint az együtthatókon vett hatást), akkor
fσ-val jelölve az f képét a σ ∈ G elemnél, tetsz®leges P ∈ X pontra az
(f(P ))σ = fσ(P ) összefüggés teljesül. A k felett de�niált görbék esetén
O(X) pontosan az O(X̄)-nek, míg K(X) a K(X̄)-nek a G szerinti hatásnál
vett �x elemeib®l áll.
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A projektív tér esetében k-racionálisnak nevezzük a {[x0, x1 . . . , xn] ∈
Pn(k̄) ∀xi ∈ k} ekvivalenciaosztályok halmazát. Ebb®l persze nem kö-
vetkezik, hogy egy k-racionális pont bármilyen felírása esetén csupa k-beli
homogén koordinátából áll, csak annyi, hogy tesz®leges felírás esetén ha az
i indexre xi 6= 0, akkor xj/xi ∈ k. Egy P = [x0, x1, . . . , xn] ∈ Pn(k̄) pontra
k(P )-vel jelöljük a k(x0/xi, . . . , xn/xi) testb®vítést (valamely xi 6= 0 koordi-
nátával), ez a legkisebb k-t tartalmazó b®vítés, melyre P racionális. A Galois-
csoport a homogén koordinátákon is hat: [x0, . . . , xn]σ = [xσ

0 , . . . , x
σ
n] tetsz®-

leges σ ∈ G esetén, ekkor Pn(k) éppen a {P ∈ Pn(k̄) : P σ = P ∀σ ∈ G}
pontokból áll, továbbá k(P ) a {σ ∈ G : P σ = P} részcsoport �xtestje. Az
X = V (I) projektív zárt halmazt az a�n esethez hasonlóan k fölött de�-
niáltnak nevezzük, ha I k[X0, . . . , Xn] homogén polinomokkal generálható.
Ebben az esetben is a k-racionális pontok halmaza az X(k) = X∩Pn(k) met-
szettel kapható meg, mely ismét kifejezhet® a Galois-csoport minden eleme
által �xen hagyott pontok halmazaként is. Az a�n esethez hasonlóan hasz-
náljuk az X, X̄, O(X), O(X̄), K(X), K(X̄) jelöléseket. O(X̄) és K(X̄) az
O(X) ⊗k k̄, illetve K(X) ⊗k k̄ tenzorszorzattal kapható meg. Az X varie-
tást geometriailag összefügg®nek nevezzük, ha az X̄ is összefügg®. Ilyenkor
a K(X̄) test lesz (nem bomlik fel testek direkt összegére). A továbbiakban
kizárólag geometriailag összefügg® görbékkel foglalkozunk.

Az eddigieknek megfelel®en a ϕ = [f0, . . . , fn] : X̄1 → X̄2 racionális
leképezésen is hat a G Galois-csoport: ϕσ(P ) = [fσ

0 (P ), . . . , fσ
n (P )]. Ekkor

ϕ(P )σ = ϕσ(P σ) teljesül. Ha létezik olyan λ ∈ k̄∗, melyre λf0, . . . , λfn ∈
K(X1), akkor azt mondjuk, hogy a ϕ leképezés is k fölött de�niált.

Hátravan még a lokális tulajdonságok de�niálása a nem algebrailag zárt
test fölötti görbék esetére. Mint láttuk, az kevéssé t¶nik értelmesnek, hogy
csak a k-racionális pontokbeli lokális tulajdonságokkal foglalkozzunk, hiszen
a korábbi példa esetében még pontja se lenne így a görbének. Ehelyett éssze-
r¶nek t¶nik a korábbi esetb®l kiindulva a koordinátagy¶r¶ prímideáljaihoz
kapcsolni a pontok fogalmát.

Legyen X a�n görbe k fölött, az O(X) ezek szerint k felett végesen ge-
nerált, 1 transzcendenciafokú integritási tartomány. Ekkor O(X) minden
nemnulla prímideálja maximális ideál (ez Noether normalizációs lemmájá-
nak következménye, [11]: 4.1.12.). Az O(X) prímideáljainak feleltetjük meg
a pontokat: a (0) ideálhoz tartozó pontot az X generikus pontjának nevez-
zük, míg a többi - maximális ideálhoz tartozó - pontot zárt pontnak. Ez
utóbbiak algebrailag zárt test felett éppen a szokásos pontokat határozzák
meg, hiszen láttuk, hogy akkor egy (X1 − a1, . . . , Xn − an) maximális ideál
egy (a1, . . . , an) pontnak feleltethet® meg. (Az elnevezés abból adódik, hogy
az X-en vett Zariski-topológia rekonstruálható az O(X) prímideáljainak hal-
mazán megadott topologikus térb®l is, melynek nyílt halmazait a teljes tér,

18



továbbá azok a részhalmazok alkotják, melyek nem tartalmaznak egy adott
I ⊂ O(X) ideált. Minden nemüres nyílt részhalmaz tartalmazza a (0) ide-
álból álló pontot, ez a generikus pont. A többi pontot maximális ideálok
alkotják, és egyelem¶ halmazként zárt részhalmazt alkotnak (hiszen komple-
menterük éppen az ®t nem tartalmazó ideálok halmaza), ezek a zárt pontok.
Ezzel a tulajdonsággal de�niálhatók is az a�n görbék, mint egy adott A
k fölötti végesen generált, 1 transzcendenciafokú görbéhez tartozó (X,OX)
pár, ahol X topologikus tér, míg OX az X-en reguláris függvények kévéje.
Lásd: [11]: 4.3.)

Legyen MP a P zárt ponthoz tartozó prímideál (és így maximális ideál) az
O(X)-ben. Az OX,P lokális gy¶r¶ értelmezhet®, mint a koordinátagy¶r¶ MP

szerinti lokalizáltja. (A (0) ideállal való lokalizálásnál a K(X) függvénytestet
kapjuk vissza.) Az O(X)/MP faktor a gyenge Nullstellensatz értelmében ez-
úttal a k egy véges testb®vítése lesz, amit tekinthetünk úgy, mint a rögzített
k̄ algebrai lezárt résztestje. Az X1, X2, . . . , Xn koordinátafüggvények O(X)-
beli képei ebben a faktorban valamely a1, a2, . . . , an elemeknek felelnek meg.
Ekkor persze (hiszen az O(X)-et k felett generálják ezek az elemek) ez a test-
b®vítés nem lesz más, mint a k(a1, . . . , an), amit pedig a korábbi jelölésünkkel
összhangban jelölhetünk k(P )-vel. (Ez lesz a legkisebb olyan testb®vítése k-
nak, melyben a P zárt pont racionális.) Az MP = (X1 − a1, . . . , Xn − an)
maximális ideál lesz a O(X̄)-ben (illetve a k(P ) feletti koordinátagy¶r¶ben),
amely ideál az MP által generált ideált tartalmazza. A G Galois-csoport
hatásánál persze az O(X) önmagára képz®dik, a k(aσ

1 , . . . , a
σ
n) pedig szintén

O(X)/MP -vel izomorf b®vítés lesz, és az MP
σ maximális ideál is MP -t tartal-

mazza. Ezek a pontok adják meg a P feletti a�n pontokat a An(k̄) térben,
ezeknek az �®sképeknek� a száma pedig éppen [G : Gal(k̄/k(P ))] = [k(P ) : k]-
val egyezik meg.

Projektív görbékre a korábbiak szerint járunk el: a nem algebrailag zárt
test fölött de�niált projektív tér is lefedhet® a Pn(k)\V (Xi)-kkel azonosított,
n+1 a�n térrel. A Pn(k) \V (Xi)-b®l Pn(k) \V (Xj)-be men® változótransz-
formáció az (x0

xi
, . . . , xi−1

xi
, xi+1

xi
, . . . , xn

xi
) pontot az (x0

xj
, . . . ,

xj−1

xj
,

xj+1

xj
, . . . , xn

xj
)

pontba viszi. A két koordinátagy¶r¶ elemei között a korábban ismertetett
homogenizálás, majd dehomogenizálás módszerével adhatunk meg izomor-
�át, ez az izomor�a a maximális ideálokat maximális ideálokba viszi, így a
projektív görbék esetében is de�niálhatók a zárt pontok, mint valamely a�n
térkép zárt pontjai. A lokális gy¶r¶t az el®z®ek alapján értelmezhetjük. A
nemszingularitást ezúttal a 2.1.4. állítás alapján de�niálhatjuk: az X projek-
tív görbe sima lesz a P -hez tartozó zárt pontjában, ha az MP /M2

P dimenzió
1 lesz. Ilyenkor OX,P az algebrailag zárt esethez hasonlóan diszkrét értéke-
lésgy¶r¶ lesz. Az n-szeres gyök, az n-edrend¶ pólus és a lokális paraméter
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tehát ugyanúgy értelmezhet® ilyenkor is, továbbá a 2.1.5. és 2.1.7. állítások
is érvényben maradnak.

Végül a divizorok a következ®képpen értelmezhet®k a nem algebrailag
zárt test fölötti görbe esetében:

2.2.1. de�níció. Az X sima projektív görbe Div(X) divizorcsoportjának a
görbe zárt pontjai által generált szabad Abel-csoportot nevezzük. Egy D =
n1P1 + · · ·+ nrPr divizor foka a

deg D =
r∑

i=1

ni[k(Pi) : k]

egész szám.

A deg : Div(X) → Z ismét homomor�zmus, melynek magját a nulladfokú di-
vizorok Div0(X) részcsoportja alkotja. A függvénydivizorok meghatározása,
a Picard-csoport de�niálása is hasonlóképpen történik, mint korábban.

Ha most D = n1P1 + · · ·+ nrPr ∈ Div(X̄), akkor G értelemszer¶en hat a
divizorcsoporton is:

Dσ =
r∑

i=1

niP
σ
i .

2.2.2. állítás. Egy D ∈ Div(X̄) divizor pontosan akkor lesz k feletti, ha
Dσ = D minden σ ∈ G esetében, azaz Div(X̄)G ∼= Div(X).

Bizonyítás. Az állítás kimondása már magában rejti annak feltételezését,
hogy X divizoraira tekinthetünk úgy is, mint X̄ el®z® pont szerint de�niált
divizoraira. Valóban, ugyanis a D =

∑
niPi ∈ Div(X) megfeleltethet® annak

a divizornak, ahol a Pi zárt pont feletti, An(k̄)-beli a�n pontok jelennek meg
az ni együtthatókkal. Mivel ezeket az a�n pontokat permutálják a Galois-
csoport elemei, ezért egy Galois-invariáns divizort de�niálunk így. Az ilyen
®sképek száma [k(P ) : k], tehát ez a megfeleltetés meg®rzi a divizor fokát.

A megfeleltetés homomor�zmus az Abel-csoportok között, melynek magja
triviális, így injektív. Másrészt valóban minden G-invariáns divizor megad-
ható így, hiszen a Galois-hatás szerint azonos orbitban szerepl® pontoknak
egyenl® együtthatóval kell szerepelniük, ezeket leválasztva pedig megkaphat-
juk a megfelel® zárt pontokat. ¤

Megjegyzés. Az állításból persze nem következik, hogy a D-ben szerepl®
egyes pontok mind k-racionálisak, csak az, hogy a Galois-csoport megfelel®en
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permutálja ezen pontokat. A Pic(X̄)G nem egyezik meg feltétlenül a Pic(X)
csoporttal.

Ezt követ®en már de�niálhatjuk az X sima projektív görbe periódusát és
indexét:

2.2.3. de�níció. Az X I(X) indexének nevezzük azt a legkisebb pozitív fo-
kot, amelyre van k-racionális divizora. A deg leképezés a korábbiak szerint
értelmezhet® Pic(X̄) → Z homomor�zmusként is, illetve ennek megszorítása
a Pic(X̄)G → Z homomor�zmus. A legkisebb olyan pozitív fokot, amelyre
létezik k-racionális divizorosztály, az X P (X) periódusának nevezzük.

Az index tehát nem más, mint a deg : Div(X) → Z homomor�zmus képének
Z-beli indexe, azaz Im(deg) = I(X)Z. A periódus pedig a deg : Pic(X̄)G →
Z homomor�zmus képének Z-beli indexe. A k-racionális divizorok persze k-
racionális divizorosztályban vannak benne, ezért a periódus az index osztója.
Kés®bb további összefüggéseket állapítunk meg (általános esetben, illetve a
p-adikus testek fölötti görbék esetén) az index és a periódus között.

Az alpont zárásaként belátunk egy lemmát arról, hogy két görbe közti
véges fokú mor�zmus esetén hogyan következtethetünk az indexre és a pe-
riódusra az egyik görbe megfelel® adatainak ismeretében. A bizonyítás a
2.1.12. állítás egyszer¶ következményeként adódik (amely állítás nem algeb-
railag zárt test felett is változatlanul igaz marad).

2.2.4. lemma. Legyen ϕ : X → Y d fokú véges k-mor�zmus két görbe kö-
zött. Ekkor

(1) P (Y )|P (X) és I(Y )|I(X); továbbá

(2) P (X)|dP (Y ) és I(X)|dI(Y ).

Bizonyítás. Tekintsük az indexekre vonatkozó állításokat, a periódusra ha-
sonlóképpen történik a bizonyítás, csak a divizorcsoport helyett a Galois-
invariáns divizorosztályokra kell az összefüggéseket alkalmazni. A 2.1.11.
de�nícióban megadott ϕ∗ : Div(X) → Div(Y ) leképezés a 2.1.12. állítás sze-
rint meg®rzi a fokot, tehát Y -nak is van I(X) k-racionális fokú divizora,
amib®l I(Y )|I(X) azonnal adódik. Másrészt a ϕ∗ : Div(Y ) → Div(X) szin-
tén a 2.1.12. állítás miatt d-vel szorozza a fokokat, így I(X)|dI(Y ). Mivel
ϕ k fölött de�niált mor�zmus, így a k-racionális divizorok/divizorosztályok
valóban megfelel® k-racionális elemekre képz®dnek ϕ∗ és ϕ∗ által. ¤
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2.3. Di�erenciálformák görbéken
2.3.1. de�níció. Az X görbén vett di�erenciálformák tere (jele: ΩX) az
a K(X)-vektortér, melyet a dx szimbólumok generálnak (x ∈ K(X)), és
teljesítik a szokásos relációkat:

(1) d(x + y) = dx + dy ∀x, y ∈ K(X)

(2) d(xy) = xdy + ydx ∀x, y ∈ K(X)

(3) da = 0 ∀a ∈ k.

Ha ϕ : X1 → X2 nemkonstans leképezés két görbe között, akkor a korábban
meghatározott ϕ∗ : K(X2) → K(X1) indukált leképezés leképezést ad meg
az ΩX2 → ΩX1 terek közt is, ahol

ϕ∗
(∑

fidxi

)
=

∑
(ϕ∗fi) d(ϕ∗xi).

Ez alapján persze a di�erenciálformákat végtelen sok generátorral és re-
lációval de�niáljuk, ami kényelmetlenné teszi a kezelésüket. Szerencsére a
következ® tétel alapján többet mondhatunk err®l a térr®l.

2.3.2. tétel. A di�erenciálformák ΩX tere egydimenziós K(X)-vektortér,
melyet tetsz®leges olyan dt elem generál, amelyre a K(X)/k(t) véges sze-
parábilis b®vítés.

Bizonyítás. [8]: II.4.2.

Mivel az X görbe sima P pontjában vett t ∈ K(X) lokális paraméter esetén
a K(X)/k(t) b®vítés szeparábilis ([8]: II.1.4.), így ilyenkor meg is adhatunk
ilyen dt generátort. Ha most X sima görbe, t pedig lokális paraméter a P
pontban, akkor ω/dt-vel is jelölhetjük azt a g ∈ K(X) függvényt, melyre ω =
gdt. A következ® állítás segítségével a di�erenciálforma lokális tulajdonságait
is értelmezhetjük:

2.3.3. állítás. A vP (ω/dt) érték nem függ a t lokális paraméter választásától,
csak P -t®l és ω-tól, amit így az ω di�erenciálforma P -beli értékelésének (gyök
vagy pólus multiplicitásának) is nevezhetünk és vP (ω)-val jelölhetünk. Ha f
reguláris függvény a P pontban, akkor df/dt is reguláris P -ben.

Bizonyítás. [8]: II.4.3.

Ezek szerint értelmezhet® az ω ∈ ΩX di�erenciálformához tartozó divizor is.
Mivel a di�erenciálformák egydimenziós K(X)-vektorteret alkotnak, ezért
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azok divizorai egymástól csak függvénydivizorokban térhetnek el, tehát a
Picard-csoport azonos mellékosztályában vannak. Ezt a mellékosztályt ka-
nonikus osztálynak, a hozzá tartozó divizorokat kanonikus divizoroknak ne-
vezzük. A kanonikus osztályt KX-szel jelöljük. Ha K = div(ω) ∈ KX , akkor
az L(K) vektortér azokat az f ∈ K(X) függvényeket tartalmazza, melyre
div(f) + div(ω) ≥ 0, azaz melyre fω az egész X-en reguláris. L(K) dimen-
zióját a görbe génuszának (nemének) nevezzük. A de�níció alapján könnyen
ellen®rizhet®, hogy a P1(k) projektív egyenes génusza 0, azaz nincsen rajta
reguláris di�erenciálforma ([10]: 5.1. tétel utáni példa).

A kanonikus divizorokról az alapvet® fontosságú Riemann�Roch-tétel ([8]:
II.5.4.) alapján mondhatunk még többet:

2.3.4. tétel (Riemann�Roch). Legyen X g génuszú sima projektív görbe,
K egy kanonikus divizor rajta. Ekkor tetsz®leges D ∈ Div(X) divizor esetén

dim L(D)− dim L(K −D) = deg D − g + 1.

A D = K választással (mivel L(0) = k), illetve azt használva, hogy negatív
D esetén L(D) csak a 0-ból áll, adódnak a következ® fontos észrevételek:

2.3.5. következmény. (1) deg K = 2g − 2.

(2) Ha deg D > 2g − 2, akkor

dim L(D) = deg D − g + 1.

A di�erenciálformákat most tetsz®leges k test felett de�niáltuk. Silverman
könyve csak az algebrai lezárt felett de�niálja K(X̄)-vektortérként a di�eren-
ciálformák terét, de az állítások ugyanúgy érvényben maradnak a tetsz®leges
alaptest feletti geometriailag összefügg® görbe esetén is, a di�erenciálformák
lezárt feletti ΩX̄ tere megkapható a

K(X̄) ⊗
K(X)

ΩX

tenzorszorzattal. A Galois-csoport a függvények hatása alapján a di�erenci-
álformákon, illetve azok divizorain is hat. A k felett értelmezett di�erenciál-
formákat �xen hagyják a Galois-csoport elemei, így ezek divizorait is, tehát
a kanonikus divizorok k-racionálisak lesznek.

A kés®bbi konstrukció során fontos lesz, hogy különböz® görbék közti le-
képezés esetén következtethessünk egy görbe génuszára a másik génusz isme-
retében. Ilyen kapcsolatot mond ki (nulla karakterisztikájú alaptest esetén)
a Riemann�Hurwitz-formula:
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2.3.6. tétel (Riemann�Hurwitz). Legyenek Y , X sima projektív görbék
egy nulla karakterisztikájú test fölött, és legyen ϕ : Y → X nemkonstans
szeparábilis leképezés. Ekkor

2g(Y )− 2 = (deg ϕ)(2g(X)− 2) +
∑
P∈Y

(eϕ(P )− 1).

Bizonyítás. [8]: II.5.9. A jobb oldalon lév® összegzés véges sok tagra tör-
ténik, hiszen a 2.1.7. állítás értelmében véges sok P ∈ Y pont kivételével az
elágazási index 1. ¤

Példa. Az ebben a fejezetben ismertetett fogalmak használatát a következ®
egyszer¶ példán szemléltethetjük. Tekintsük az el®z® pont bevezetésében
ismertetett példát, illetve ennek projektív térbeli változatát: a valós felett
de�niált X2

0 +X2
1 +X2

2 = 0 egyenlet¶ X görbét, illetve a komplex fölött ehhez
tartozó X̄-t. Az X(2) a�n görbét az x = X0

X2
és y = X1

X2
függvényekkel tudjuk

paraméterezni, és így kapjuk meg az x2+y2+1 = 0 képletet, amely az [i, 1, 0]
és [−i, 1, 0] pontokkal kiegészülve adja meg a komplex feletti projektív görbe
összes pontját. (Valós felett ez a két pont az (X2

0 + X2
1 , X2) prímideálhoz

tartozó egyetlen zárt pont alakjában áll el®.) A dx di�erenciálforma divizorát
a következ®képpen határozzuk meg: a 2.3.3. állítás értelmében dx reguláris
mindenütt, ahol x reguláris, azaz pólusa csak az [i, 1, 0] és [−i, 1, 0] pontokban
lehet. Ezekben a pontokban a z = X0

X1
és w = X2

X1
-vel paraméterezhetünk, és

persze x = z/w. Az [i, 1, 0] pontbeli maximális ideál (z−i, w) alakban áll el®,
a görbe egyenlete (z− i)(z + i) + w2 = 0 alakra hozható, amib®l z− i = w2u
alakra hozható, ahol u egység a lokális gy¶r¶ben, w pedig lokális paraméter.
Felhasználva, hogy dz = d(z−i) = d(w2u) = w2du+2uwdw meghatározható
dx:

dx = −z
1

w2
dw +

1

w
dz = − z

w2
dw + wdu + 2udw.

Így dx-nek [i, 1, 0]-ban - és persze [−i, 1, 0]-ban is - másodrend¶ pólusa
van. A [±i, 0, 1] pontokat kivéve x lokális paraméter, tehát dx-nek nincs
gyöke. Ezekben a pontokban pedig az (x∓ i, y) alakú a lokális gy¶r¶ maxi-
mális ideálja, és az x∓ i = y2u képletb®l (u a megfelel® egység) y lesz lokális
paraméter, és ekkor dx = d(x∓i) = d(y2u) = y2du+2uydy, azaz dx-nek ezek-
ben a pontokban egyszeres gyöke van. Tehát a dx divizora [i, 0, 1]+[−i, 0, 1]−
2[i, 1, 0]−2[−i, 1, 0] C felett, míg R felett az els®, illetve a második konjugált
párok adják meg a megfelel® zárt pontokat. A divizor foka −2. Az X̄ görbe
pontjai paraméterezhet®k a P1(C) projektív egyenes pontjaival a következ®-
képpen: a [t, u] ∈ P1(C) pontnak megfeleltetjük a [t2 − u2, 2tu, i(t2 + u2)]
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pontot. A leképezés inverzét az [X0, X1, X2] 7→ [X0 − iX2, X1] adja meg az
[i, 0, 1] pont kivételével, ahol viszont [X1,−X0 − iX2] alakban írhatjuk fel
ugyanezt a mor�zmust. (Az X̄ többi pontjában a két leképezés megegyezik
X eredeti képletéb®l következ®en.) Ezért X̄ ∼= P1(C), tehát X génusza 0,
ami megfelel a Riemann�Roch-tétel állításának is ebben a speciális esetben.
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3. fejezet

Brauer-csoport és
Galois-kohomológia

A kés®bbi bizonyítások a Galois-kohomológia eszközére is építenek: ez homo-
logikus algebrai módszereknek a Galois-csoport hatásán történ® alkalmazását
jelenti. Ez a fejezet bevezeti az ehhez szükséges fogalmakat, és felsorolja a leg-
fontosabb használt állításokat. A centrális egyszer¶ algebrák vizsgálata vezet
el a Brauer-csoport de�níciójához, melyet egy megfelel® kohomológiacsoport-
ként is megkaphatunk. A szükséges ismereteket Philippe Gille és Szamuely
Tamás [1] könyve alapján tekintjük át. A fejezet utolsó pontjaként Lichten-
baum [2] cikke alapján belátunk egy tételt, amely összekapcsolja a Picard-
csoport fogalmát az alaptest Brauer-csoportjával, és amely kulcsfontosságú
lesz a periódusra és indexre vonatkozó tételek bizonyítása során.

3.1. Centrális egyszer¶ algebrák és a Brauer-
csoport

Legyen k egy test, a továbbiakban k feletti véges dimenziós algebrákkal fog-
lalkozunk.

3.1.1. de�níció. Az A k-algebra egyszer¶, ha nincsen 0-n és A-n kívül (két-
oldali) ideálja. A centrális, ha Z(A) = k.

Minden ferdetest centrális egyszer¶ algebra a centruma felett. AWedderburn-
tétel szerint a véges dimenziós egyszer¶ k-algebrák izomorfak egy megfelel®
D ⊇ k ferdetest feletti Mn(D) mátrixgy¶r¶vel, ahol D izomor�a erejéig egy-
értelm¶. Ennek következtében egy algebrailag zárt k test felett minden cent-
rális egyszer¶ algebra izomorf egy k feletti mátrixgy¶r¶vel. Általában a
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következ® tétel segítségével mondhatunk többet a centrális egyszer¶ algeb-
rákról:

3.1.2. tétel. A k test feletti A véges dimenziós k-algebra pontosan akkor
centrális egyszer¶, ha létezik olyan n > 0 egész és egy véges K/k testb®vítés,
melyre A⊗k K az Mn(K) mátrixgy¶r¶vel izomorf.

Bizonyítás. [1]: 2.2.1.

Azt mondjuk, hogy a K/k b®vítés felhasítja az A centrális egyszer¶ algebrát,
ha A ⊗k K ∼= Mn(K). A tétel következménye, hogy A k feletti dimenziója
négyzetszám, melynek négyzetgyökét az A fokának nevezzük. Noether és
Köthe tétele azt mondja ki, hogy az A centrális egyszer¶ k-algebrához létezik
®t felhasító, k felett szeparábilis K/k b®vítés is ([1]: 2.2.5.).

A centrális egyszer¶ algebrák további vizsgálatához szükséges a G csoport
els® kohomológiahalmazának fogalmát értelmezni.

3.1.3. de�níció. Tekintsük egy G csoport (balról történ®) hatását egy másik
A (nem feltétlenül kommutatív) csoporton (azaz egy (σ, a) 7→ σ(a) leképezést,
melyre σ(ab) = σ(a)σ(b) és στ(a) = σ(τ(a)) minden σ, τ ∈ G és a, b ∈ A ese-
tén). G egy 1-kociklusának nevezünk egy olyan A-érték¶ σ 7→ aσ leképezést,
melyre

aστ = aσ · σ(aτ ) ∀σ, τ ∈ G.

Az aσ és bσ 1-kociklusokat ekvivalensnek tekintjük, ha létezik olyan c ∈ A
elem, melyre aσ = c−1bσσ(c) minden σ ∈ G esetén. Az 1-kociklusok ezen
ekvivalencia szerinti ekvivalenciaosztályait nevezzük a G els® kohomológia-
halmazának A-ban és H1(G,A)-val jelöljük.

Általános esetben nincs csoportstruktúra de�niálva ezen a halmazon, viszont
az aσ ≡ 1 triviális kociklusból származó elemet megkülönböztethetjük, az
ilyen kitüntetett elemmel rendelkez® struktúrát pedig pontozott halmaznak
nevezzük.

Jelölje CEAK(n) a K felett felhasadó, n-edfokú centrális egyszer¶ k-
algebrák izomor�aosztályainak halmazát. Ebben kitüntetett elem maga az
Mn(k) mátrixgy¶r¶, tehát ezt is tekinthetjük pontozott halmaznak. A Galois-
leszállás általános módszerével a CEAK(n) halmaz megfeleltethet® a PGLn(K)
projektív általános lineáris csoporton vett kohomológiahalmaznak:

3.1.4. tétel. Legyen K/k véges Galois-b®vítés G Galois-csoporttal. Ekkor
bijekció adható meg a CEAK(n) és a H1(G, PGLn(K)) halmazok között, ami
a két pontozott halmaz kitüntetett elemeit egymásnak felelteti meg (azaz mint
pontozott halmazok izomorfak).
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Bizonyítás. [1]: 2.4.3.

Megmutatható, hogy ha A és B K felett felhasadó centrális egyszer¶ al-
gebrák, akkor A ⊗k B is az ([1]: 2.4.4.), így a tenzorszorzás indukál egy
CEAK(m)×CEAK(n) → CEAK(mn) leképezést. Ez az el®z® tétel alapján
megfeleltethet® egy H1(G, PGLn(K))×H1(G, PGLm(K)) → H1(G, PGLnm(K))
leképezésnek. Ha n,m > 0 egészek, akkor a GLn(K) mátrixcsoport injektí-
ven beágyazható GLnm(K)-ba (egy M ∈ GLn(K) mátrix képe az a blokk-
mátrix, melynek diagonálisában m példányban szerepel M és mindenütt más-
hol nullák vanak). Ez a beágyazás a projektív általános lineáris csoportok,
illetve az azokon értelmezett kohomológiákon is indukál egy leképezést, ez
a λmn : H1(G, PGLm(K)) → H1(G, PGLnm(K)) persze ismét tekinthet® a
centrális egyszer¶ algebrák megfelel® izomor�aosztályai közti leképezésnek,
ahol az A ∈ CEAK(n) algebra képe az A⊗k Mm(k) lesz. A Wedderburn-tétel
következményeképpen (és a dimenziók összehasonlításából adódóan) a λmn

leképezés injektív lesz minden m,n > 0 egész esetén. Ez vezet el a következ®
konstrukcióhoz:
3.1.5. de�níció. Az A és A′ centrális egyszer¶ k-algebrákat Brauer-ekvivalensnek
nevezzük, ha léteznek olyan m, m′ egészek, mellyel A ⊗k Mm(k) ∼= A′ ⊗k

Mm′(k). Ez ekvivalenciarelációt ad meg a
⋃

n CEAK(n) halmazon. Az ek-
vivalenciaosztályok alkotják a K/k b®vítés Br(K/k)-val jelölt relatív Brauer-
csoportját. A Br(K/k) halmazoknak a k feletti K véges Galois-b®vítésekre
vett unióját Br(k)-val jelöljük, és k Brauer-csoportjának nevezzük.

AWedderburn-tétel következtében minden Brauer-ekvivalenciaosztály egy-
értelm¶en reprezentálható egy D ferdetesttel, azaz Br(K/k) a K felett felha-
sadó ferdetestek osztályozásának is tekinthet®. Továbbá ha A és B Brauer-
ekvivalens centrális egyszer¶ k-algebrák, melyek k fölötti dimenziója meg-
egyezik, akkor A ∼= B.

A Br(K/k) és Br(k) halmazokat elláthatjuk az (A,B) 7→ A ⊗k B leké-
pezés által indukált szorzással. Ezzel a m¶velettel Abel-csoportot alkotnak.
A kommutativitás és az asszociativitás a tenzorszorzás megfelel® tulajdonsá-
gaiból következik, az egységelem az Mn(k) mátrixgy¶r¶k osztálya lesz. Az
A algebra által reprezentált osztály inverzét az Aop oppozitalgebra osztálya
adja meg: ez az algebra ugyanazon a vektortéren de�niált, mint A, csak a
szorzást az (x, y) 7→ yx leképezés határozza meg.

A H1(G, PGLn(K)) csoportok n-re vett unióját a λmn beágyazások men-
tén H1(G, PGL∞)-nel jelöljük. Ezen már értelmezhet® csoportm¶velet a ko-
rábban említett H1(G, PGLn(K))×H1(G, PGLm(K)) → H1(G, PGLnm(K))
leképezés segítségével. Ekkor H1(G, PGL∞) is Abel-csoport, s®t Br(K/k) ∼=
H1(G, PGL∞).
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A Brauer-csoport egy további meghatározásához de�niálni kell a maga-
sabb fokú kohomológiákat is, melyeket Abel-csoportokra fogunk csak értel-
mezni. Ezek használata viszont alapvet® fontosságú lesz a kés®bbi bizonyí-
tások során.

3.2. Galois-kohomológia
A csoportkohomológia technikájáról részletesebb ismertetés található pl. [1]
3. fejezetében. Itt csak a legfontosabb de�níciók és tulajdonságok felidézésére
szorítkozunk.

Legyen G egy csoport, amely (balról) hat egy A Abel-csoporton. A te-
kinthet® egy Z[G] feletti balmodulusnak, ahol egy

∑
nσσ ∈ Z[G] elem az

a ∈ A-n a (
∑

nσσ) a =
∑

nσσ(a) de�níció szerint hat. HomG(A,B)-vel
jelöljük az olyan A → B Abel-csoportok közti homomor�zmusok halmazát,
melyek kompatibilisek G hatásával, ezek természetes módon Abel-csoportot
alkotnak (ezeket G-homomor�zmusnak nevezzük). A korábbiakhoz hason-
lóan AG-vel jelöljük a G-invariáns elemek részcsoportját A-ban.

De�niáljuk a H i(G,A) Abel-csoportokat, melyek a következ® tulajdonsá-
gokat teljesítik:

(1) H0(G, A) = AG minden A-ra.

(2) Minden A → B G-homomor�zmusra létezik egy H i(G,A) → H i(G,B)
kanonikus leképezés.

(3) Ha adott G modulusok egy

0 → A → B → C → 0

rövid egzakt sorozata, akkor létezik Abel-csoportok egy végtelen hosszú
egzakt sorozata (i = 0-val kezdve):

· · · → H i(G,A) → H i(G,B) → H i(G,C) → H i+1(G,A) → . . .

Az ezeket a tulajdonságokat kielégít® csoportokat legegyszer¶bben a ho-
mologikus algebra nyelvén adhatjuk meg: a de�níció az Ext funktor speciális
eseteként adódik.

3.2.1. de�níció. A G csoport i-edik kohomológiáját az A G-moduluson a
következ®képpen határozzuk meg:

H i(G,A) = Exti
Z[G](Z, A),

ahol Z-n Z[G] triviális hatását tekintjük.
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Részletesebb magyarázat a fogalmakról megtalálható pl. [1]: 3.1.-ben.
Itt csak annyit idézünk föl, hogy R-modulusok egy A• komplexusának R-
modulusok és köztük lév® homomor�zmusok egy olyan

. . .
di−1→ Ai di→Ai+1 di+1→ Ai+2 di+2→ . . .

végtelen sorozatát nevezzük (i ∈ Z), melyre di+1 ◦di = 0 teljesül minden i-re.
Legyen

Zi(A•) = ker di, Bi(A•) = Imdi−1, H i(A•) = Zi(A•)/Bi(A•).

Az M R-modulus egy P• projektív feloldását véve (ez egy Pi projektív mo-
dulusokból álló · · · → P2 → P1 → P0 → M → 0 egzakt sort jelent, ilyen
létezik) tekinthetjük a HomR(P•, N) komplexust:

HomR(P0, N) → HomR(P1, N) → HomR(P2, N) → . . .

Ekkor

ExtR(M,N) = H i(HomR(P•, N)).

3.2.2. állítás. Az így de�niált kohomológiacsoportok teljesítik a felsorolt (1)-
(3) tulajdonságokat.

Bizonyítás. [1]: 3.1.9.

A Z egy rögzített · · · → Z[G3] → Z[G2] → Z[G] → Z → 0 projektív fel-
oldásából explicit módon is megadhatók ezek a kohomológiák ([1]: 3.2.). A
HomG(Z[Gi+1], A)) elemeit i-koláncoknak, ezek közül a Zi+1(HomG(Z[G•], A))
elemeit i-kociklusoknak, míg Bi+1(HomG(Z[G•], A)) elemeit i-kohatároknak
nevezzük. Az i-edik kohomológiacsoport az i-kociklusok i-kohatárok szerinti
ekvivalenciaosztályaiból áll. Számunkra ezek közül az 1- és 2-kociklusok exp-
licit megadása fog szerepet játszani, ezért most csak azokat idézzük fel:

A G 1-kociklusait már de�niáltuk (nem csak kommutatív esetben) a 3.1.3.
de�nícióban, és ez az általános de�níció szerint is megfelel® meghatározás
lesz. Egy 1-kociklus alatt tehát egy olyan σ 7→ aσ leképezést értünk, melyre
aστ = σ(aτ ) + aσ (most additívan fölírva). Ez pontosan akkor 1-kolánc, ha
σ 7→ σ(a)−a alakú valamely a ∈ A-val, így visszakaptuk az els® kohomológia
halmaz korábbi de�nícióját. Abban a speciális esetben, amikor G triviálisan
hat A-n (σa = a ∀a ∈ A), a H1(G,A) = Hom(G, A) összefüggéshez jutunk.

Egy 2-kociklus egy (σ, τ) 7→ aσ,τ leképezésként de�niálhatunk, ami telje-
síti a következ® összefüggést:
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σaτ,ν − aστ,ν + aσ,τν − aσ,τ = 0.

Akkor lesz 2-kohatár, ha aσ,τ = σbτ − bστ + bσ alakú valamely σ 7→ bσ

1-kolánccal.
A (3) tulajdonságban meghatározott egzakt sorozat létezik az els® koho-

mológiák korábbi értelmezés szerinti nem kommutatív esetében is. Ebben
az esetben érdemes a konkrét (nemtriviális) leképezéseket is meghatározni,
ezeket ugyanis használjuk a kés®bbi számolásokban.

3.2.3. állítás. Legyen G csoport, amely hat csoportok egy 1 → A → B
ψ→C →

1 egzakt sorozatán, legyen továbbá A ⊆ Z(B) kommutatív csoport. Ekkor lé-
tezik pontozott halmazok egzakt sorozata (ahol a kitüntetett elemek egymásra
képz®dnek):

1 → AG → BG → CG ∂→H1(G,A) → H1(G,B) → H1(G,C)
δ→H2(G,A).

Bizonyítás. Az egzakt sorban ∂ és δ jelzéssel szerepl® leképezéseket kell
de�niálni, a többi triviálisan adódik az eredeti leképezésekb®l. Ha c ∈ CG,
akkor megadható olyan b ∈ B, melyre ψ(b) = c. Ekkor ψ(bσ(b)−1) = 1
C-ben minden σ ∈ G esetén, tehát bσ(b)−1 ∈ A. A σ 7→ bσ(b)−1 leképezés
egy 1-kociklust ad meg, ennek ekvivalenciaosztálya lesz ∂(c). Ha ∂(c) = 1 ∈
H1(G,A), akkor bσ(b)−1 = aσ(a)−1 minden σ ∈ G-re valamely a ∈ A-val, de
ekkor a−1b ∈ BG, amely elem ψ-nél szintén c-re képz®dik, így az egzaktság
is teljesül. Az egzaktság a többi helyen is egyszer¶ számolásokból adódik.

De�niáljuk még a δ leképezést: ehhez legyen σ 7→ cσ egy 1-kociklus, amely
reprezentálja H1(G,C) egy elemét. Emeljük fel cσ-t egy bσ ∈ B elemre, és
legyen aσ,τ = bσσ(bτ )b

−1
στ . Mivel cσ 1-kociklus, ennek a ψ-nél vett képe 1,

azaz aσ,τ ∈ A. A (σ, τ) 7→ aσ,τ 2-kociklust határoz meg, melynek H2(G,C)-
beli osztálya egyértelm¶. Ha ugyanis cσ-t egy aσbσ-ra emeljük fel, akkor aσ,τ

helyett aσbσσ(aτbτ )b
−1
στ a−1

στ = aσσ(aτ )a
−1
στ aσ,τ adódik, ami éppen aσ,τ egy 2-

kohatárszorosa (használva, hogy A elemei centrumbeliek). Ha cσ helyett ek-
vivalens kociklust veszünk, szintén A ⊆ Z(B)-t használva kapjuk a leképezés
jólde�niáltságát. Az egzaktság az el®z®höz hasonló számolással ellen®rizhet®.
¤

A Galois-csoport els® kohomológiájára vonatkozik Hilbert 90-es tétele (illetve
annak Noether-féle általánosítása):

3.2.4. tétel (Hilbert 90). Legyen K/k véges Galois b®vítés G Galois-csoporttal.
Ekkor

31



H1(G,K∗) = {1}.

Bizonyítás. A tételnél általánosabb H1(G, GLn(K)) = 1 állítást (n > 1
esetben persze nemkommutatív kohomológiával értve) mondja ki [1]: 2.3.4.,
ami a Galois-leszállás módszerének speciális eseteként adódik. ¤

A kohomológiacsoport de�níciójával a Brauer-csoport másképp is meghatá-
rozható:

3.2.5. tétel. Legyen K/k véges Galois-b®vítés G Galois-csoporttal. Ekkor

Br(K/k) ∼= H2(G,K∗).

Bizonyítás. [1]: 4.4.7.

Ha G n rend¶ véges csoport, akkor tetsz®leges A G-modulusra és i > 0 egész
számra n ·H i(G,A) = 0 ([1]: 3.3.8.). Ebb®l adódik az alábbi következmény:

3.2.6. következmény. A Br(K/k) relatív Brauer-csoport minden elemének
rendje [K : k] osztója.

Ahhoz, hogy a Br(k) Brauer-csoportot is kifejezhessük kohomológiával, kü-
lön megállapításokat kell tennünk provéges csoportok kohomológiáira. Ehhez
a végtelen testb®vítések Galois-elméletének ismeretére van szükség, amir®l
összefoglaló pl. [1] 4.1. fejezetében található, most csak az alapvet® de�níci-
ókat ismertetjük.

Csoportok (Gα, ϕαβ) inverz rendszerén a következ®t értjük:

• Adott egy (Λ,≤) részben rendezett halmaz, mely irányított abban az
értelemben, hogy minden (α, β) ∈ Λ esetén létezik olyan γ ∈ Λ, melyre
α ≤ γ, β ≤ γ;

• minden α ∈ Λ esetén adott egy Gα csoport;

• minden α ≤ β esetén adott egy ϕαβ : Gβ → Gα homomor�zmus,
továbbá ϕαγ = ϕαβ ◦ ϕβγ teljesül minden α ≤ β ≤ γ esetén.

A rendszer inverz limesze a
∏

α∈Λ

Gα azon (gα) elemekb®l álló részcsoportja,
melyek a ϕαβ(gβ) = gα összefüggést teljesítik minden α ≤ β esetén. A Gα

csoportok inverz limeszét lim
←

Gα-val jelöljük. Véges csoportok inverz lime-
szét provéges csoportnak nevezzük. Ha K/k Galois-b®vítés, akkor Gal(K/k)
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provéges csoport, amelyik megkapható a véges L/k Galois-részb®vítések által
alkotott inverz rendszer Galois-csoportjainak inverz limeszeként ([1]: 4.1.3.).

Ha G provéges csoport, akkor folytonos G-modulus alatt egy olyan A G-
modulust értünk, melyre minden a ∈ A elem stabilizátora nyílt az inverz
limesz diszkrét topológiából származó topológiájára nézve. Ha Gα = G/Uα

egyike G standard faktorainak, akkor AUα természetes módon Gα-modulus
is. A ϕαβ : Gβ → Gα leképezések indukálnak egy Infβ

α : H i(Gα, AUα) →
H i(Gβ, AUβ) leképezést minden i ≥ 0 esetén. A H i(Gα, A) csoportok az
Infβ

α leképezésekkel direkt rendszert alkotnak a következ® értelemben. Abel-
csoportok (Bα, ψαβ) direkt rendszere a következ®kb®l áll:

• egy (Λ,≤) irányított részben rendezett halmaz;

• minden α ∈ Λ esetén egy Bα Abel-csoport;

• minden α ≤ β esetén ψαβ : Bα → Bβ homomor�zmusok, melyre ψαγ =
ψβγ ◦ ψαβ minden α ≤ β ≤ γ esetén.

A rendszer direkt limesze a ⊕
α∈Λ

Bα direkt összeg lefaktorizálva a bβ−ψαβ(bα)

alakú elemek által generált részcsoporttal.

3.2.7. de�níció. Legyen G = lim
←

Gα provéges csoport, A folytonos G-modulus.
Ha i ≥ 0 egész, akkor az i-edik folytonos kohomológiacsoportot, H i

cont(G,A)-t
úgy értelmezzük, mint a fenti (H i(Gα, AUα), Infβ

α) direkt rendszer direkt li-
meszét. Ha G = Gal(k̄/k) a k tökéletes test valamely rögzített k̄ algebrai
lezártjával, akkor a H i

cont(G,A) csoportot a k i-edik kohomológiacsoportjá-
nak nevezzük A-ban.

Véges G csoportok esetén a korábbi de�níciót kapjuk vissza. Provéges G
esetén (speciálisan: a k̄/k végtelen b®vítések Galois-csoportja esetén) a to-
vábbiakban kizárólag az így de�niált kohomológiacsoportokkal foglalkozunk,
és a cont megkülönböztetést el is hagyjuk. A 3.2.3. állításban meghatáro-
zott (illetve a korábbi (3) tulajdonságban szerepl®) egzakt sorozat folytonos
kohomológiacsoportok esetén is létezik ([1]: 4.3.1.). Hilbert 90-es tétele kiter-
jeszthet® az abszolút Galois-csoportra is, hiszen a direkt limesz minden tagja
triviális lesz; így tehát H1(G, k̄∗) = {1}. Végül a 3.2.5. tételhez hasonlóan
most már a Br(k) Brauer-csoport is meghatározható:

Br(k) ∼= H2(G, k̄∗).
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3.3. Centrális egyszer¶ algebra indexe és peri-
ódusa. Görbék és a Brauer-csoport

Közelítve a projektív görbék indexe és periódusa közti kapcsolat vizsgálatá-
hoz, ebben a pontban összekapcsoljuk a Brauer-csoportokról felidézetteket
a görbék divizor- és Picard-csoportjainak Galois-kohomológiájával. El®tte
azonban még de�niáljuk az index és a periódus fogalmát centrális egyszer¶
algebrákra is.

3.3.1. de�níció. Legyen A k feletti centrális egyszer¶ algebra, amelyik a
Wedderburn-tétel értelmében egy D ferdetest feletti Mn(D) mátrixgy¶r¶vel
izomorf. Az A k feletti indexének nevezzük (és indk(A)-val jelöljük) a degk(D)
fokot.

Az indk(A) index csak az [A] ∈ Br(k) osztálytól függ, nevezetesen éppen az
osztályhoz tartozó ferdetest fokával egyenl®. A indexe pontosan akkor 1, ha
A k felett felhasad.

Az index jellemezhet® a következ®képpen is:

3.3.2. állítás. Az A centrális egyszer¶ algebra indexe éppen az A-t felhasító
K/k véges szeparábilis b®vítések fokainak legnagyobb közös osztója.

Bizonyítás. [1]: 4.5.8.

Ezt egybevetve azzal az állítással, hogy létezik olyan véges szeparábilis b®-
vítés, melynek foka az A indexe ([1]: 4.5.4.), következik, hogy az index nem
más, mint a legkisebb A-t felhasító véges szeparábilis b®vítés foka, a többi ®t
felhasító b®vítés fokai pedig pontosan az index többszörösei.

3.3.3. de�níció. Az A centrális egyszer¶ algebra periódusa (vagy exponense)
az [A] rendje a Br(k) Brauer-csoportban, ezt per(A)-val jelöljük.

A centrális egyszer¶ algebrák indexe és periódusa közti kapcsolatot Brauer
tétele ([1]: 4.5.13.) foglalja össze:

3.3.4. tétel (Brauer). Legyen A centrális egyszer¶ k-algebra. Ekkor indk(A)
a per(A) osztója, továbbá a periódus és az index ugyanazokból a prímfakto-
rokból áll.

Most visszatérünk a görbékhez, legyen X sima projektív geometriailag össze-
függ® görbe a k tökéletes test fölött, szokásosan k̄ egy rögzített algebrai
lezárt, X̄ a görbe az algebrai lezárt fölött értelmezve, és G a k abszolút
Galois-csoportja. A kohomológiákkal kapcsolatos ismeretek és az 2.1 egzakt
sor segítségével látható be a következ® lemma:
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3.3.5. lemma. Az alábbi diagram második és harmadik sora egzakt, továbbá
megadhatók olyan ϑ0 és ϑ leképezések, amelyek a diagramot kommutatívvá
teszik:

Br(k)
1

> Br(k)

0 > Pic0(X̄)G

ϑ0

∧

> Pic(X̄)G

ϑ
∧

> Z > H1(G, Pic0(X̄))

0 > Div0(X̄)G

∧

> Div(X̄)G

∧

> Z

1

∧

Bizonyítás. A vízszintes sorok egzaktsága azonnal következik a 3.2.3. állí-
tásból a triviális

0 → Pic0(X̄) → Pic(X̄) → Z→ 0,

illetve
0 → Div0(X̄) → Div(X̄) → Z→ 0

egzakt sorokra fölírva. Most a ϑ leképezést konstruáljuk meg, ϑ0-é analóg
módon történhet.

A 2.1 egzakt sorozatát a következ®képpen is felírhatjuk:

0 → K(X̄)∗/k̄∗ → Div(X̄) → Pic(X̄) → 0.

Itt Galois-kohomológiát véve kapjuk a következ® egzakt sort és δ1 leképe-
zést:

Div(X̄)G → Pic(X̄)G δ1→H1(G, K(X̄)∗/k̄∗).

Másrészt a 0 → k̄∗ → K(X̄)∗ → K(X̄)∗/k̄∗ → 0 egzakt sorozatból δ2-t
kapjuk:

H1(G,K(X̄)∗) → H1(G, K(X̄)∗/k̄∗)
δ2→H2(G, k̄∗) = Br(k).

Az X görbe geometriailag összefügg®ségéb®l következik, hogy tetsz®leges
véges L/k Galois-b®vítés esetén, ha KL(X) jelöli az X L fölött értelmezett
függvénytestét, akkor a KL(X)/K(X) testb®vítés Galois-csoportja megegye-
zik a Gal(L/k) csoporttal. Ugyanis, ha α az L/k b®vítés primitív eleme és
fα annak minimálpolinomja, akkor

KL(X) = L⊗
k

K(X) = K(X)[t]/(fα(t)),
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ami geometriailag összefügg® X esetén nem eshet szét függvénytestek direkt
összegére, azaz továbbra is testnek kell maradnia, tehát fα irreducibilis K(X)
felett is. Ekkor a Hilbert 90-es tétel alkalmazásával H1(Gal(L/k), KL(X)∗) =
0-hoz jutunk, a direkt limeszt véve pedig H1(G,K(X̄)∗) = 0 is következik.
Így a δ2 leképezés injektív, a ϑ = δ2 ◦ δ1 kompozíció pedig megfelel®, a

Div(X̄)G → Pic(X̄)G ϑ→Br(k)

sort egzakttá tev® leképezést határoz meg. ¤

Legyen D ∈ Div(X̄) olyan divizor, amelyre [D] ∈ Pic(X̄)G. Legyen K/k egy
olyan véges Galois-b®vítés, amelyre D K-racionális, jelölje H a Gal(K/k)
Galois-csoportot. A 2.1. pont végén de�niált (k̄ feletti) L(D) vektortérhez
hasonlóan megkapható K fölötti vektortérként az LK(D), amelynek az {f ∈
KK(X) : divf +D ≥ 0} függvények az elemei. Ekkor az L(D) = LK(D)⊗k k̄
teljesül, és így a dimk̄ L(D) = dimK LK(D) dimenziók megegyeznek, ezt
jelöljük most r-rel. Az el®z® lemma szerint értelmezett ϑ leképezésr®l a
Brauer-csoportról korábban megismertek alapján fogalmazható meg a kö-
vetkez® tétel:

3.3.6. tétel (Lichtenbaum). A ϑ([D]) képnek megfelel® centrális egyszer¶
algebrákat felhasítja k egy r fokú b®vítése, tehát a Brauer-csoportban rϑ([D]) =
0.

Bizonyítás. Az állítás második fele a 3.2.6. következményb®l adódik. Az
els® felének bizonyításához rögzítsünk egy λ′ izomor�zmust a Kr és LK(D)
K-vektorterek között. Ez indukál egy λ izomor�zmust a Pr−1(K) és a |D|
lineáris rendszer közt. Ha σ ∈ H, akkor a λσ(xσ) = λ(x)σ összefüggés-
sel egy λσ izomor�zmust adhatunk meg, továbbá mivel [D] K-racionális,
ezért σ a |D| lineáris rendszert önmagára képezi. A σ 7→ λ−1λσ H egy
1-kociklusát határozza meg a (nemkommutatív) PGL(r,K) csoportban. Eh-
hez egy α ∈ H1(H, PGL(r,K)) kohomológiaosztály tartozik (ez független
a [D] osztály reprezentásának választásától, illetve λ-tól). A 0 → K∗ →
GL(r,K) → PGL(r,K) → 0 egzakt sorozatra Galois-kohomológiát alkal-
mazva egy δ : H1(H, PGL(r,K)) → H2(H,K∗) = Br(K/k) leképezést ka-
punk, ahol persze ez utóbbi a Br(k) Brauer-csoport részcsoportja. Belátjuk,
hogy δ(α) = −ϑ([D]). Ezzel a tétel bizonyítása készen is van, hiszen így
ϑ([D]) a Brauer-csoportban H1(H, PGL(r,K)) képében van, tehát a 3.1.4.
tétel szerint K felett felhasadó, r fokú A centrális egyszer¶ k-algebrával rep-
rezentálható. Az indk(A) index persze osztója r-nek, másrészt a 3.3.2. állítás
szerint éppen az index többszörösei adják meg az A-t felhasító b®vítések
fokait, azaz A-t felhasítja a k egy r fokú b®vítése is.
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El®ször ϑ([D])-t számoljuk ki. Ehhez választunk olyan fσ ∈ K(X̄) függ-
vényeket, amikre div(fσ) = D − Dσ. A 3.2.3. állítás számolása szerint az
fσf

σ
τ f−1

στ egy konstans (k̄-beli) 2-kociklust határoz meg, amelynek osztálya
lesz ϑ([D]) a Brauer-csoportban. Másrészt megadjuk konkrétan a δ leképe-
zést is. Ehhez rögzítsük Kr egy e1, e2, . . . , er bázisát, és jelölje gi = λ′(ei) a
bázis LK(D)-beli képét. Legyen Ei = div(gi) + D, Ei tehát a |D| lineáris
rendszerben van. Jelölje ēi az ei elemek képét a Pr−1(K) projektív térben,
ekkor tehát λ(ēi) = Ei, továbbá

λσ(ēi) = λσ(ēi
σ) = λ(ēi)

σ = Eσ
i = div(gσ

i ) + Dσ = div(gσ
i hσ) + D,

ahol hσ = f−1
σ . Ekkor gσ

i hσ LK(D)-ben van, tehát felírható
∑r

j=1 aijσgj

alakban. Továbbá λ′σ(ei) = gσ
i hσ, és így

λ′−1λ′σ(ei) = λ′−1(gσ
i hσ) = λ′−1

(
r∑

j=1

aijσgj

)
=

r∑
j=1

aijσλ
′−1(gj) =

r∑
j=1

aijσej.

Jelölje Aσ az (ajiσ) elemekb®l álló mátrixot, ekkor (ha Aσ-ra mint az
LK(D) vektortér egy lineáris leképezésére gondolunk) Aσ(gi) = gσ

i hσ tel-
jesül. Másrészt az el®z® számolás miatt Aσ éppen a λ′−1λ′σ leképezés ei

bázisnál vett mátrixa, és ekkor (szintén a 3.2.3. állításban szerepl® számítás
alapján) a δ(α) képet az Aσσ(Aτ )A

−1
στ 2-kociklus reprezentálja. Ez a mátrix

a GL(r,K) centrumában lesz, azaz egy skalármátrix, azaz a hozzá tartozó
skalárt kiszámíthatjuk egy tetsz®leges függvény képénél. Tekintsük tehát a
gστ
1 hστ függvény képét:

Aσσ(Aτ )A
−1
στ (gστ

1 hστ ) = Aσσ(Aτ )(g1) = Aσ

r∑
j=1

aσ
1jτg1 =

r∑
j=1

aσ
1jτAσ(g1) =

=
r∑

j=1

aσ
1jτg

σ
1 hσ = hσ

(
r∑

j=1

a1jτg1

)σ

= hσg
στ
1 hσ

τ = hσh
σ
τ h

−1
στ · hστg

στ
1 .

Azaz a δ(α) képhez tartozó 2-kociklust a hσh
σ
τ h

−1
στ konstans adja meg,

viszont ez - �gyelembe véve, hogy a hσ függvények az fσ-k inverzei - éppen a
reciproka a ϑ([D])-hez tartozó kociklusnak, azaz ezek a kohomológiacsoport-
ban egymás inverzei. ¤
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4. fejezet

Periódus-index feltételek
görbéken

A 2.2.3. de�nícióban meghatároztuk az X görbe periódusának és indexének
fogalmát: el®bbi az X-en vett k-racionális divizorosztályok fokainak legna-
gyobb közös osztója, míg utóbbi a k-racionális divizorok fokaira ugyanez.
Megállapítottuk, hogy nyilvánvalóan a periódus osztója az indexnek. Ebben
a fejezetben Lichtenbaum [3] cikke alapján további összefüggéseket igazolunk
a periódus és az index között. Az els® pontban belátjuk, hogy tetsz®leges
test feletti görbék esetén igaz lesz, hogy I osztója 2P 2-nek. A második pont-
ban Roquette tételének felhasználásával, Lichtenbaum bizonyítása szerint p-
adikus testek fölötti görbékre határozunk meg újabb összefüggéseket.

4.1. Periódus-index feltételek tetsz®leges alap-
test fölött

Ebben a pontban legyen végig k tetsz®leges tökéletes test, k̄ egy rögzített
algebrai lezártja, G az abszolút Galois-csoport. Legyen X g génuszú geo-
metriailag összefügg® sima projektív görbe k fölött. Ekkor a következ® tétel
teljesül:

4.1.1. tétel (Lichtenbaum). Az I index és P periódus között a következ®
kapcsolat áll fenn:

(1) P |I|2P 2;

(2) Ha továbbá 2(g−1)
I

páros, akkor P |I|P 2. Speciálisan, g = 1 esetben ez
mindig teljesül.
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A tétel bizonyításában a 3.3.5. lemmában szerepl® diagram kis módosítását
használjuk. Err®l a következ® olvasható le:

4.1.2. lemma. Az I/P érték osztója a ϑ(Pic(X̄)G) exponensének (ahol ϑ a
3.3.5. lemmában megadott leképezés).

Bizonyítás. A periódus és index de�nícióját használva rajzoljuk fel ismét a
korábbi diagramot (és nevezzük el λ0-nak, illetve λ-nak a megfelel® divizor-
csoportokból a Picard-csoportok G-invariáns részcsoportjaiba men® leképe-
zéseket):

Br(k)
1

> Br(k)

0 > Pic0(X̄)G

ϑ0

∧

> Pic(X̄)G

ϑ
∧

> PZ > 0

0 > Div0(X̄)G

λ0

∧

> Div(X̄)G

λ
∧

> IZ

ι

∧

> 0

0

∧

A kígyó-lemma alapján létezik a következ® egzakt sorozat:

0 = ker ι → coker(λ0) → coker(λ) → coker(ι) → 0.

Viszont coker(λ0) = Pic0(X̄)G/ ker ϑ0
∼= ϑ0(Pic0(X̄

G)), és ugyanígy coker(λ) ∼=
ϑ(Pic(X̄G)). Mivel |coker(ι)| = I/P , ezért az egzakt sorozatból leolvasható,
hogy

|ϑ(Pic(X̄G))|
|ϑ0(Pic0(X̄G))| =

I

P
,

továbbá ϑ(Pic(X̄)G) az I/P rend¶ ciklikus csoportra képz®dik, ami bizonyítja
a lemma állítását. ¤

A tétel bizonyítása. El®ször tegyük fel, hogy g > 0. De�níció szerint a
k-invariáns divizorosztályok foka P valamilyen többszöröse. Ekkor Pic(X̄)G-
t generálják a P fokú divizorosztályok, a ϑ-nál vett képet pedig a {ϑ([D]) :
deg([D]) = P} halmaz elemei. Legyen K kanonikus divizor, [K] a kanonikus
divizorosztály. K k-racionális divizor, tehát [K] a λ(Div(X̄G)) képben van,
így ϑ([K]) = 0 és ϑ([D] + [K]) = ϑ([D]). K foka 2g − 2, azaz ekkor a
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P + 2g − 2 fokú [D] divizorosztályok ϑ([D]) képe is generálja ϑ(Pic(X̄G))-
t. A Riemann�Roch-tétel (2) következménye szerint (használva, hogy P > 0
miatt deg D > 2g−2) dim L(D) = P +g−1, így a 3.3.6. tételb®l következ®en
(P + g − 1)ϑ(Pic(X̄G)) = 0.

Másrészt a lemmából következik, hogy I
P
|(P + g− 1), azaz I|P 2 + P (g−

1). Mivel K k-racionális divizor, ezért I|2(g − 1) is teljesül, amib®l I|2P 2

következik, tehát (1)-et ebben az esetben bebizonyítottuk. Ha 2(g− 1) = nI
valamely n páros számmal, akkor I|(g− 1) is teljesül, amib®l (2) következik.

Végül ha g = 0, akkor tetsz®leges nulladfokú D divizorra alkalmazható a
Riemann�Roch-tétel (2) következménye, így L(D) dimenziója 1, azaz létezik
olyan f függvény, melyre div(f) + D ≥ 0, persze a fokok miatt itt ekkor
egyenl®ségnek kell állnia, így az 1/f függvény divizora éppen D lesz. Tehát
0 génuszú görbe esetén minden nulladfokú divizor el®áll függvénydivizorként,
ami miatt a Pic(X̄) ∼= Z mint G-modulus, ilyenkor a periódus tehát 1 lesz. A
kanonikus divizor −2 fokú, tehát az index 1 vagy 2, a tétel állításai ezekben
az esetekben is teljesülnek. ¤

4.2. Periódus-index feltételek p-adikus testek fö-
lött

Még többet állíthatunk a periódus és az index közti összefüggésekr®l, ha
megkötéseket teszünk az alaptestre. A továbbiakban p-adikus testek fölötti
görbékkel foglalkozunk, a lényegi állítások azonban igazak maradnak lokális
testek fölött is. Bizonyos feltételek mellett p-adikus testek esetén az index
és a periódus egyenl®ségére is következtethetünk (azaz ilyen feltételek ese-
tén minden k-racionális divizorosztály tartalmaz k-racionális divizort is). A
következ® tételt bizonyítjuk majd be:

4.2.1. tétel (Lichtenbaum). Legyen X g génuszú sima, geometriailag össze-
függ® projektív görbe egy p-adikus k test fölött. Ekkor:

(1) P |(g − 1);

(2) I = P vagy 2P ;

(3) Ha I = 2P , akkor (g−1)
P

páratlan. Speciálisan, g = 1 esetben a periódus
egyenl® az indexszel.

A tétel bizonyítása Lichtenbaum [3] cikke alapján történik, aki ehhez Ro-
quette tételét haszálja fel, melyet pedig a Tate-dualitás módszerével igazol.
Ebb®l csak a Roquette-tételhez szükséges állításokat ismertetjük itt, a bizo-
nyítás a cikkben megtalálható.
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4.2.2. tétel (Hasse). Legyen k p-adikus test. Ekkor Br(k) ∼= Q/Z.

Bizonyítás. [5]: XIII.3.6.

Egy A sima projektív varietást Abel-varietásnak nevezünk, ha adott a pont-
jain egy Abel-csoport struktúra, azaz egy O ∈ A pont, továbbá adottak a
µ : A × A → A és i : A → A mor�zmusok, melyek rendre meghatározzák
az Abel-csoport nullelemét, összeadás- és inverzleképezését. Egy görbe nul-
ladfokú divizorosztályai olyan Abel-varietásnak feleltethet®k meg, melynek
dimenziója a görbe génuszával egyezik meg ([9]:III.2.6.). Ezt a varietást az
X Jac(X) Jacobi-varietásának nevezünk; ekkor tehát Pic0(X) ∼= Jac(X).

Megmutatható, hogy ha A egy Jacobi-varietás egy k p-adikus test fö-
lött, akkor megadható egy ρ : H1(G,A) × H0(G,A) → Br(k) ∼= Q/Z tö-
kéletes párosítás, amely indukál egy kanonikus ρ∗ H1(G,A) → H0(G,A)∗

homomor�zmust. Itt H0(G,A)∗ a Homcont(H
0(G,A),Q/Z) folytonos homo-

mor�zmusok csoportját (a H0(G,A) csoport karaktercsoportját) jelöli. Az
így meghatározott ρ∗ Tate tétele szerint izomor�zmus. (A tétel ebben az
alakjában az általános Tate-dualitás speciális esete. Aszerint A tetsz®leges
Abel-varietás lehet, melyhez létezik olyan A∗ duális Abel-varietás, amelyre
H1(G,A) ×H0(G,A∗) → Q/Z megfelel® párosítás. Jacobi-varietások eseté-
ben speciálisan A∗ = A. Ebben a formában megtalálható a tétel Milne [4]
könyvében: Corollary I.3.4. A Tate-dualitás eredeti ötlete Tate [12] cikkéb®l
származik.)

Lichtenbaum [3] cikkében konkrétan megadja a megfelel® ρ0 leképezést
az A = Pic0(X̄) esetben. Ha α ∈ H1(G, Pic0(X̄)) egy aσ 1-kociklus ekvi-
valenciaosztálya, akkor ez felemelhet® egy bσ 1-koláncra Div0(X̄)-en, míg a
(δb)σ,τ = bσ +σ(bτ )−bστ a 3.2.3. állítás szerint egy fσ,τ függvény divizorát de-
�niálja (a szokásos egzakt sor alapján). Ha E ∈ Div0(X̄) olyan divizor, amely
egy x ∈ Pic0(X̄)G elemet reprezentál, akkor Eσ−E egy gσ függvény divizora,
míg (σ, τ) 7→ fσ,τ (E)gσ(σ(bτ )) egy 2-kociklust határoz meg k̄-ba, melynek ek-
vivalenciaosztálya a Br(k) egy γ eleme. (Egy függvény kiértékelése egy adott
divizorban természetesen a megfelel® pontokban vett értékekb®l származik li-
neáris kifejtéssel.) A ρ0(α, x)-et γ-nak de�niáljuk, amely valóban jólde�niált
leképezés.

Ha továbbra is H0(G, Pic0(X̄))∗-gal jelöljük a Homcont(H
0(G, Pic0(X̄)),Q/Z)

csoportot, akkor az imént de�niált ρ0 ismét indukál egy ρ∗0 : H1(G, Pic0(X̄)) →
H0(G, Pic0(X̄))∗ leképezést.

4.2.3. tétel (Tate). Az így de�niált ρ∗0 izomor�zmus.

Bizonyítás. [3]: Theorem 2.
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Most jelölje α a H1(G, Pic0(X̄))-ben azt az elemet, amit a 0 → Pic0(X̄) →
Pic(X̄) → Z → 0 egzakt sorozaton alkalmazott Galois-kohomológia esetén
az 1 ∈ Z képeként kapunk.

4.2.4. állítás. Erre az α-ra ρ0(α, x) = ϑ0(x), ahol ϑ0 a 3.3.5. lemmában
de�niált leképezés.

Bizonyítás. Egyrészt ebben az esetben bσ de�niálható Qσ−Q alakú divizor-
ként, ahol Q tetsz®leges k̄-racionális pont. Ekkor a (δb)σ,τ nulla lesz, azaz egy
konstansfüggvény divizora, ami persze választható az azonosan 1 függvény-
nek; a ρ0(α, x) de�níciójának els® tényez®je így triviális. Ha E olyan divizor,
amely x-re képz®dik, akkor Eσ−E egy gσ függvény divizora, és ekkor ρ0(α, x)
a gσ(Qστ −Qσ) 2-kociklus ekvivalenciaosztálya. Másrészt ϑ0 a korábbi kiszá-
molása szerint a cσ,τ = gσg

σ
τ g−1

στ konstansfüggvénynek megfelel® osztály, ami
Q-ban kiértékelve a gσ(Q)gσ

τ (Q)gστ (Q)−1. Viszont a gσ(Q)σ(gτ (Q))gστ (Q)−1

2-kohatárral összehasonlítva ez kohomológ gσ
τ (Q)σ(gτ (Q))−1 = gσ

τ (Q − Qσ)-
val. Ez pedig könnyen kiszámolhatóan (lásd: [3]: Corollary 1.) kohomológ
gσ(Qστ −Qσ)-val. ¤

A f® tétel bizonyításának utolsó el®készületi lépéseként az eddigiek segítsé-
gével bebizonyítjuk Roquette tételét. Ehhez ismét a 4.1.2. lemma bizonyítá-
sában szerepl® diagramhoz térünk vissza.

4.2.5. tétel (Roquette). Legyen k p-adikus test, X sima geometriailag össze-
függ® projektív görbe fölötte. Ekkor a Br(k) Brauer-csoportban a K(X̄) felett
felhasadó centrális egyszer¶ algebrák osztályait tartalmazó részcsoport rendje
megegyezik az X indexével.

Bizonyítás. Tekintsük ismét a korábbi diagramot! A Pic(X̄)G → Br(k) füg-
g®leges oszlop persze a 3.3.5. lemma bizonyításának megfelel®en folytatódhat
H2(G,K(X̄)∗) = Br(K(X̄)) felé, ahol a ϑ(Pic(X̄)G) kép éppen a Br(k) azon
részcsoportja, amelyek Br(K(X̄)) egységelemére képz®dnek, azaz amely azon
centrális egyszer¶ algebrák reprezentánsaiból áll, melyek a függvénytest felett
felhasadnak. Tehét err®l a képr®l kell belátni, hogy I rend¶.
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Br(K(X̄))

Br(k)
1

> Br(k)

∧

0 > Pic0(X̄)G

ϑ0

∧

> Pic(X̄)G

ϑ
∧

> PZ > 0

0 > Div0(X̄)G

λ0

∧

> Div(X̄)G

λ
∧

> IZ

ι

∧

> 0

0

∧

A 4.1.2. lemma bizonyításában elmondottak miatt ismét

|ϑ(Pic(X̄G))|
|ϑ0(Pic0(X̄G))| =

I

P
,

azaz a bizonyítandó állítás azzal ekvivalens, hogy |ϑ0(Pic0(X̄
G))| = P . Más-

részt a ϑ0(x) = ρ0(α, x) állítás miatt ez ugyanazt jelenti, mint hogy |{ρ0(α, x) :
x ∈ Pic0(X̄)G}| = P , ahol α továbbra is az 1 képe a Z → H1(G, Pic0(X̄)
homomor�zmusnál. Persze ennek a homomor�zmusnak a magja PZ, azaz α
rendje P . Mivel ρ∗0 izomor�zmus, és a p-adikus test Brauer-csoportja Q/Z,
így a vizsgált képhalmaz ennek az egyetlen P -rend¶ részcsoportja, Z/PZ,
ezzel a tételt bebizonyítottuk. ¤

A 4.2.1. tétel bizonyítása. El®ször ismét tegyük fel, hogy g > 0. Az álta-
lános eset bizonyításához hasonlóan abból indulhatunk ki, hogy ϑ(Pic(X̄)G)-
t generálják a {ϑ([D]) : deg([D]) = P} halmaz elemei. Ismét legyen K
egy kanonikus divizor X-en, ekkor továbbra is ϑ([D] + [K]) = ϑ([D]), így
ezúttal is P + (2g − 2) fokú divizorosztályok képe is generálja ϑ(Pic(X̄)G)-
t. Továbbra is a Riemann�Roch-tétel (2) következményéb®l adódik, hogy
(P+g−1)ϑ(Pic(X̄G)) = 0, amib®l persze (2P+2g−2)ϑ(Pic(X̄G)) = 0 is. Ro-
quette tétele szerint azonban ϑ(Pic(X̄G)) I rend¶ ciklikus, így 2P +2g−2 ≡ 0
mod I (a ciklikusság abból következik, hogy a Brauer-csoport, azaz Q/Z rész-
csoportjáról van szó). Viszont I|2g − 2 (hiszen K k-racionális divizor), azaz
2P ≡ 0 mod I. Mivel továbbá a periódus az index osztója, ezért I = P
vagy 2P , amivel (2)-t bizonyítottuk.

43



Mivel (P +g−1)ϑ(Pic(X̄G)) = 0, speciálisan (P +g−1)ϑ0(Pic0(X̄
G)) = 0

is teljesül. Másrészt ez utóbbiról láttuk, hogy P rend¶ ciklikus, így P +g−1
is P többszöröse, ezért P |(g − 1), ami (1)-et igazolja.

Végül mivel ϑ(Pic(X̄G)) I rend¶ ciklikus, így I|(P + g − 1). Ha I = 2P ,
akkor a g− 1 = nP jelölést használva 2P |(n+1)P , azaz 2|n+1, így n = g−1

P

páratlan, tehát (3)-at is bebizonyítottuk.
A g = 0 esetben az általános tételnél leírtak miatt a periódus biztosan 1,

a kanonikus divizor foka pedig −2, azaz az index 1 vagy 2, ami mindenképpen
teljesíti a kivánt feltételeket. A g−1

P
= −1 érték mindenképp páratlan, tehát

(3) ilyenkor is teljesül. ¤

Megjegyzés. A g = 1 esetben tehát g−1
P

= 0 mindenképpen páros, így az
index egyenl® a periódussal. Ez a p-adikus pestek feletti elliptikus görbékre
vonatkozó periódus-index tételt bizonyítja.

A g = 0 esetben I = 1 pontosan akkor áll fenn, ha X-nek van k-racionális
pontja. Tehát ezek szerint g = 0 esetben valóban léteznek is olyan görbék,
melyekre I 6= P . A dolgozat hátralev® részében Sharif cikke alapján meg-
mutatjuk, hogy ennél jóval több is állítható, és az ebben a tételben megfo-
galmazott feltételeket kielégít® (P, I, g) értékekre valóban létezik is p-adikus
test fölött adott génuszú görbe megfelel® indexszel és periódussal.
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5. fejezet

Adott index¶ és periódusú görbék

Ennek a fejezetnek a célja olyan, p-adikus test felett de�niált görbék konst-
rukciója, amelyek adott, a 4.2.1. tétel feltételeit kielégít® génusszal, perió-
dussal, indexszel rendelkeznek. Az ilyen (g, P, I) számhármasokat röviden
lokálisan megengedett számhármasoknak nevezzük a továbbiakban. A konst-
rukció Sharif [7] cikke alapján történik, melyhez els® lépésben a Tate-görbe
fogalmát és a hozzá kapcsolódó ismereteket kell áttekinteni. Maga a konst-
rukció két lépésben zajlik. El®ször 1 génuszú görbéket adunk meg: ilyenkor
a periódus és az index megegyezik, tehát azt kell megmutatnunk, hogy tet-
sz®leges P = I egészhez létezik olyan index¶ és periódusú görbe. Utána
külön lépésben foglalkozunk a magasabb nem¶ görbékkel. A konstrukciók
használják a p-adikus testek b®vítéseir®l az 1.2. pontban ismertetetteket.

5.1. Elliptikus görbék, Tate-görbe, torzor
Elliptikus görbén olyan 1 génuszú görbét értünk, melynek van egy kitüntetett
O alappontja (origója). Az E elliptikus görbe k fölött értelmezett, ha mint
görbe, k fölötti, továbbá O ∈ E(k). A Riemann�Roch-tétel segítségével
megmutatható ([8]: III.3.1.), hogy minden elliptikus görbe egy megfelel®
ϕ : E → P2(k), ϕ = [x, y, 1] izomor�zmussal egy

y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x + a6

Weierstrass-egyenlettel megadott síkgörbébe vihet®, ahol az a1, . . . , a6 együtt-
hatók k-beliek és ϕ(O) = [0, 1, 0] (a görbe többi pontja pedig az X(2) a�n
síkon van). Megfordítva, minden Weierstrass-egyenlettel megadott sima sík-
görbe elliptikus görbe a [0, 1, 0]-val mint origóval.

Az elliptikus görbék Weierstrass-egyenlettel megadott alakjának segítsé-
gével a pontokon megadható egy ⊕ összeadási m¶velet. Ha P,Q ∈ E(k),
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akkor jelölje R a P , Q pontokon átmen® egyenes (P = Q esetben az érint®)
harmadik metszéspontját E-vel (ez szintén E(k)-beli pont, hiszen a koordiná-
ták egy harmadfokú egyenlettel határozhatók meg, melynek két másik gyöke
k-beli). Ekkor az R és O pontokon átmen® egyenes E-vel való harmadik
metszéspontja lesz P ⊕Q.

5.1.1. állítás. Az így de�niált m¶velettel E(k) Abel-csoport, melynek nul-
leleme O.

Bizonyítás. [8]: III.2.2.

A korábban bevezetett fogalommal azt mondhatjuk tehát, hogy az ellipti-
kus görbe Abel-varietás, és valójában de�niálhatjuk is az elliptikus görbéket
úgy, mint 1 dimenziójú Abel-varietásokat ([9]: III.2.). Másrészt a követ-
kez® állítás ([8]: III.3.4.) szerint ez a csoportm¶velet megkapható a Pic0(E)
összeadásából is, azaz E Jacobi-varietása önmaga:

5.1.2. állítás. Legyen (E, O) elliptikus görbe. Ekkor minden D ∈ Div0(E)-
hez egyértelm¶en létezik egy olyan P ∈ E pont, amelyre D lineárisan ekvi-
valens a (P ) − (O) divizorral. Ez meghatároz egy σ : Div0(E) → E leképe-
zést, ahol σ(D) az így értelmezett P pont. A leképezés továbbá szürjektív, és
σ(D1) = σ(D2) pontosan akkor, ha D1 és D2 lineárisan ekvivalensek, azaz σ
izomor�zmust létesít Pic0(E) és E között. Ha E-t a Weierstrass-egyenletével
adjuk meg, akkor a Pic0(E) által indukált összeadás megegyezik az imént de-
�niált ⊕ m¶velettel.

5.1.3. következmény. Legyen E elliptikus görbe, D =
∑

nP (P ) ∈ Div(E).
D pontosan akkor függvénydivizor, ha

∑
nP = 0 és

∑
nP P = O (mint az

elliptikus görbe pontjain értelmezett összeadás).

Bizonyítás. A 2.1.9. állítás szerint függvénydivizorok foka 0. Ha most D ∈
Div0(E), akkor az el®z® állítás szerint D pontosan akkor függvénydivizor, ha
σ(D) = O, ami pedig azzal ekvivalens, hogy

∑
nP σ((P )−(O)) = O. Viszont

σ((P )− (O)) = P , ami éppen a kívánt összefüggéshez vezet. ¤

A Weierstrass-egyenletet használva az elliptikus görbe további állandói is
meghatározhatók. Ha az alaptest karakterisztikája nem 2, akkor y-t 1

2
(y −

a1x− a3)-mal helyettesítve az egyenlet

y2 = 4x3 + b2x
2 + 2b4x + b6
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alakúra hozható, ahol b2 = a2
1 + 4a2, b4 = 2a4 + a1a3 és b6 = a2

3 + 4a6.
De�niálhatjuk a további mennyiségeket:

b8 = a2
1a6 + 4a2a6 − a1a3a4 + a2a

2
3 − a2

4,

c4 = b2
2 − 4b4,

∆ = −b2
2b8 − 8b3

4 − 27b2
6 + 9b2b4b6,

j =
c3
4

∆
.

Az így de�niált ∆-t a Weierstrass-egyenlet diszkriminánsának, míg j-t az E
elliptikus görbe j-invariánsának nevezzük. A Weierstrass-egyenlettel meg-
határozott görbe pontosan akkor sima, ha ∆ 6= 0, továbbá két elliptikus
görbe pontosan akkor izomorf (k̄ fölött), ha a j-invariánsuk megegyezik ([8]:
III.1.4.).

Most p-adikus testek feletti elliptikus görbék egy speciális típusára térünk
rá, melyek a Tate-görbék. Ehhez el®ször de�niáljuk a következ® q paraméter¶
formális végtelen sorokat:

sk(q) =
∑
n≥1

nkqn

1− qn
, a4(q) = −5s3(q), a6(q) = −5s3(q) + 7s5(q)

12
.

Ha σk(n) jelöli az n pozitív egész osztóinak k-adik hatványösszegét, akkor
az sk(q) sor nem más, mint a σk(n)-b®l mint együtthatókból álló hatványsor,
ugyanis:
∞∑

n=1

σk(n)qn =
∞∑

n=1

∑

d|n
dkqn =

∞∑

d=1

∞∑

l=1

dkqld =
∞∑

d=1

dk

∞∑

l=1

(qd)l =
∞∑

d=1

dk qd

1− qd
.

A hatványsor-alakból, illetve az átalakításokból leolvasható, hogy a sor kon-
vergens (a diszkrét értékelésb®l származó normára nézve), ha ‖q‖ < 1, azaz
ha v(q) > 0. Továbbá az is látható, hogy mind a4, mind a6 együtthatói
egészek, a6 esetében ugyanis

a6(q) = −5s3(q) + 7s5(q)

12
= −

∑
n≥1

5σ3(n) + σ5(n)

12
qn = −

∑
n≥1


∑

d|n

5d3 + 7d5

12


 qn,

és 5d3 + 7d5 ≡ 0 mod 12 minden d ∈ Z esetén.
5.1.4. de�níció. Legyen k p-adikus test, v diszkrét értékeléssel és az abból
származó normával. Legyen q ∈ k∗ tetsz®leges elem, melyre ‖q‖ < 1. A
k fölötti, q paraméter¶ Eq Tate-görbének nevezzük azt az elliptikus görbét,
amelyet a következ® Weierstrass-egyenlet de�niál:

Eq : y2 + xy = x3 + a4(q)x + a6(q).
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Jelölje
qZ = {qn : n ∈ Z} ⊆ Q∗p.

A következ® tétel alapján a Tate-görbe (mint Abel-csoport) megkapható a
k̄∗ multiplikatív csoport faktoraként is:

5.1.5. tétel. Az Eq sima elliptikus görbe, melynek diszkriminánsa

∆ = q
∏
n≥1

(1− qn)24,

j-invariánsa pedig

j(Eq) =
1

q
+ 744 + 196884q + · · · = 1

q
+

∑
n≥0

c(n)qn,

ahol a c(n)-ek egészek. Továbbá megadható izomor�zmus

Eq(k̄) ∼= k̄∗/qZ,

amely izomor�zmus kompatibilis a Gk = Gal(k̄/k) Galois-csoport hatásával,
azaz minden L/k véges b®vítésre

Eq(L) ∼= L∗/qZ.

Bizonyítás. A de�nícióba való helyettesítéssel

∆(q) = −a6 + a2
4 − 64a3

4 − 432a2
6 + 72a4a6

adódik, amibe a4 és a6 hatványsorát beírva

∆(q) = q − 24q2 + . . .

összefüggést kapunk, viszont ekkor v(∆(q)) = v(q) (használva, hogy v(q) >
0), és így ‖∆(q)‖ = ‖q‖ 6= 0, azaz valóban sima görbét de�niáltunk. A ∆-ra
és j-re vonatkozó képletek [9]: V.1.1c szerint igazak q ∈ C-re az 1-nél kisebb
abszolút érték¶ komplex számok esetén, de ekkor formális hatványsorként
Z[[q]]-ban is igaz lesz, és emiatt 1-nél kisebb normájú q-k esetén k-ban is. Az

X(u, q) =
∑

n∈Z

qnu

(1− qnu)2
− 2s1(q),

Y (u, q) =
∑

n∈Z

(qnu)2

(1− qnu)3
+ s1(q)
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sorok konvergálnak u ∈ k̄∗, u 6∈ qZ esetben, és az

u 7→
{

(X(u, q), Y (u, q)) ha u 6∈ qZ

O ha u ∈ qZ

leképezés szürjektív homomor�zmust de�niál k̄∗-ról Eq(k̄)-ra ([9]: V.3.1c).
Ennek magja éppen qZ, ami éppen a kívánt izomor�ához vezet. Végül az
1.2.7. lemma bizonyítása során már említettek miatt a σ ∈ Gal(L/k) meg®rzi
az értékelést L-en, és emiatt konvergens sorokra is (

∑
αi)

σ =
∑

ασ
i . Ezt

X(u, q)-ra és Y (u, q)-ra alkalmazva kapjuk, hogy a Galois-csoport hatásával
kompatibilis a megadott izomor�zmus. Továbbá az

1 → qZ → k̄∗ → Eq(k̄) → 0

rövid egzakt sorra a GL = Gal(k̄/L) Galois-csoport szerinti kohomológiát
véve az

1 → qZ → L∗ → Eq(L) → H1(GL, qZ)

egzakt sort kapjuk. Viszont q ∈ k miatt GL hatása triviális qZ-n, azaz
H1(GL, qZ) a GL provéges csoportnak a qZ ∼= Z diszkrét csoportba men® foly-
tonos homomor�zmusaiból áll, az pedig csak triviális lehet, és így Eq(L) ∼=
L∗/qZ. ¤

A Tate-görbe függvénytestének további vizsgálatához vezessük be a következ®
ϑ : k̄∗ → k̄ függvényt:

ϑ(u) = (1− u)
∏
n≥1

(1− qnu)
(
1− qn

u

)

(1− qn)2
.

A végtelen szorzat konvergál pozitív értékelés¶ q-kra, így ϑ jólde�niált. To-
vábbá

ϑ(qu) = (1− qu)
∏
n≥1

(1− qn+1u)
(
1− qn−1

u

)

(1− qn)2
=

=

(
1− 1

u

) ∏
n≥1

(1− qnu)
(
1− qn

u

)

(1− qn)2
= −1

u
ϑ(u)

függvényegyenlethez jutunk a tényez®k sorrendjének átrendezésével.
Tetsz®leges a ∈ k̄∗-ra vezessük be a ϑa jelölést arra a függvényre, amelyet

a
ϑa(u) = ϑ

(u

a

)
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összefüggés de�niál. Legyen valamilyen k̄∗-beli µ, ti és si értékekkel

h = µ

∏
ϑti∏
ϑsi

.

Ha továbbá h(qu) = h(u) teljesül, akkor h indukál egy k̄∗/qZ → k̄ függvényt.
Az el®z® tétel szerint ez tekinthet® egy E(k̄)-ról képez® függvénynek is, azaz
h ilyenkor a K(Ē) függvénytest egy elemének megfeleltethet®. Az iménti
függvényegyenletét használva

h(qu) = µ

∏
ϑti(qu)∏
ϑsi

(qu)
= µ

∏
ϑ

(
qu
ti

)

∏
ϑ

(
qu
si

) = µ

∏− ti
u
ϑ

(
u
ti

)

∏− si

u
ϑ

(
u
si

) =

(
−1

u

)#ti−#si
∏

ti∏
si

h(u),

és így ez akkor lesz h(u)-val egyenl®, ha (1)
∏

ti =
∏

si, továbbá (2) az si-k és
ti-k száma megegyezik. Másrészt ha a felülvonással a k̄∗ → k̄∗/qZ természetes
leképezést jelöljük (ahol ez utóbbira mint az E(k̄) pontjaira tekintünk), akkor
h divizora a következ®képpen adható meg (hiszen ϑ éppen qZ-ben t¶nik el):

div(h) =
∑

t̄i −
∑

s̄i.

Az 5.1.3. következmény szerint ez a divizor pontosan akkor függvénydivizor,
ha az iménti (1) és (2) feltételek teljesülnek.

A kés®bbi konstrukcióhoz még a homogén terek fogalmát kell bevezet-
nünk.

5.1.6. de�níció. Legyen E elliptikus görbe a k test fölött. Egy X/K sima
görbét E-hez tartozó torzornak (principal homogeneous space, �f®�-homogén
térnek) nevezünk, ha adott E-nek egy egyszeresen tranzitív algebrai csoport-
hatása rajta, azaz a torzor egy (X,µ) párnak tekinthet®, ahol X/K sima görbe
és µ : X×E → X k feletti mor�mzus, amely a következ® feltételeket teljesíti:

(1) µ(p, O) = p minden p ∈ X esetén;

(2) µ(µ(p, P ), Q) = µ(p, P + Q) minden p ∈ X és P, Q ∈ E-re;

(3) minden p, q ∈ X esetén egyértelm¶en létezik egy olyan P ∈ E, amelyre
µ(p, P ) = q.

A µ(p, P )-t szokás egyszer¶en p + P -vel is jelölni, a Tate-görbék esetén pe-
dig a multiplikatív jelölést fogjuk használni, hiszen az elliptikus görbe a k̄∗

multiplikatív csoport egy faktorának is tekinthet®. Két E-hez tartozó X1, X2

torzort ekvivalensnek tekintünk, ha létezik olyan ψ : X1 → X2 izomor�zmus,
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amely kompatibilis E hatásával, azaz ψ(p+P ) = ψ(p)+P . Maga E is tekint-
het® torzornak, ahogy a transzlációval hat önmagán, E ekvivalenciaosztályát
triviális osztálynak nevezzük. Az ekvivalenciaosztályokon csoportstruktúra
is megadható, ezt a csoportot az E/k-hoz tartozó Weil-Châtelet-csoportnak
nevezzük. A homogén terek tulajdonságait [8]: X.3. foglalja össze. Itt annyit
elevenítünk fel bel®le, hogy továbbra is Gk-val jelölve a k abszolút Galois-
csoportját, a torzorok ekvivalenciaosztályai megfeleltethet®k a H1(Gk, E(k̄))
kohomológiacsoport elemeinek, méghozzá az X 7→ {σ 7→ pσ

0 − p0} megfe-
leltetéssel, ahol p0 ∈ X tetsz®leges pont. Belátható ([8]: X.3.6.), hogy ez
a megfeleltetés ekvivalens torzorokhoz azonos kohomológiaosztályba tartozó
kociklusokat feleltet meg, továbbá bijekciót létesít. A kés®bbi konstrukció-
hoz még szükséges annak felidézése, hogy egy adott ξ 1-kociklushoz hogyan
de�niálunk torzort, ami a csavart formák általánosabb elméletéb®l adható
meg.

5.1.7. de�níció. Legyen X sima görbe k fölött, jelölje Isom(X) X̄ (k̄ fö-
lötti) önmagára való izomor�zmusainak csoportját. X egy X ′ csavarásának
nevezünk egy vele k̄ fölött izomorf görbét. Két csavarás ekvivalens, ha k fölött
izomorfak.

Ha X ′ X egy csavarása, akkor tehát megadható egy ψ : X̄ → X̄ ′ k̄ fölötti
izomor�zmus. A ξ : Gk → Isom(X), ξσ = ψσψ−1 de�nícióval megadott leké-
pezés Gk egy 1-kociklusát adja meg Isom(X)-be, amelynek H1(Gk, Isom(X))-
beli osztályát egyértelm¶en meghatározza X ′ k-beli izomor�aosztálya. Ezek
szerint az X csavarásai megfeleltethet®k H1(Gk, Isom(X))-beli osztályoknak,
ráadásul ez a megfeleltetés bijekció ([8]: X.2.2.).

Ha most adott az E elliptikus görbén egy ξ 1-kociklus, akkor ez tekinthet®
H1(Gk, Isom(E)) egy elemét reprezentáló 1-kociklusnak is, hiszen E beágyaz-
ható Isom(E)-be a P 7→ τP megfeleltetéssel, ahol τP a P szerinti transzláció
(P hozzáadása az elliptikus görbe pontjain de�niált összeadás szerint). Az
el®z®ek miatt tehát ξ-hez tartozik E egy csavarása, azaz megadható egy
olyan X sima görbe és egy ψ : X̄ → Ē izomor�zmus, melyre minden σ ∈ Gk

esetén ϕσ ◦ ψ−1 a −ξσ-val való transzlációval egyezik meg. Ha de�niáljuk a
µ : X × E → X,

µ(p, P ) = ψ−1(ψ(p) + P )

leképezést, akkor X valóban E-hez tartozó torzor lesz ([8]: X.3.6.). A ξ-
hez tartozó X homogén tér tehát egy 1 génuszú görbe (hiszen az algebrai
lezárt felett izomorf egy elliptikus görbével), amelyen a Gk Galois-csoport a
ξ szerinti csavart hatással hat. Ha tehát p ∈ X̄, akkor

ψσψ−1(ψ(pσ)) = ψ(pσ)− ξσ,
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azaz ψ(p)σ = ψσ(pσ) = ψ(pσ)− ξσ, és így

ψ(pσ) = ψ(p)σ + ξσ.

Speciálisan, az X(k) k feletti pontok úgy adhatók meg mint amelyek invari-
ánsak a csavart hatásra nézve, azaz

X(k) = {p ∈ X(k̄) : ψ(p) = ψ(p)σ + ξσ}.

Ha Eq a q paraméter¶ Tate-görbe, akkor az így megkapott X görbére
is X(k̄) ∼= k̄∗/qZ teljesül. A továbbiakban el is hagyjuk a ψ izomor�zmus
jelölését, hiszen mind E(k̄), mind X(k̄) elemeire ugyanúgy gondolunk mint k̄
faktorára. Meg kell viszont különböztetnünk a Galois-csoport kétféle hatását:
t̄σ jelöli a szokásos Galois-hatást a t̄ ∈ E(k̄) elemen, míg σ(t̄) a csavart Galois-
hatást X-en, melyet a

σ(t̄) = ξσ t̄
σ

összefüggés ad meg (ahol a k̄∗-ból származó szorzás szerepel a jobb oldalon).

5.2. Adott index¶ és periódusú görbék a g = 1

esetben
Most tehát legyen adott egy k p-adikus test, és legyen adott egy P pozitív
egész szám. A 4.2.1. tétel (3) állítása értelmében az I = P feltétel szükséges
ahhoz, hogy az (1, P, I) hármas lokálisan megengedett legyen. Tehát olyan
1 génuszú k feletti X sima görbét akarunk konstruálni, melynek indexe és
periódusa is P -vel egyezik meg.

5.2.1. tétel (Sharif). Minden P pozitív egészhez megadható olyan X 1 gé-
nuszú sima görbe k fölött, melyre P (X) = I(X) = P .

Bizonyítás. Jelölje π a k értékeléséhez tartozó értékelésideál egy generá-
torelemét, és legyen q = πP . Tekintsük az E q paraméter¶ Tate-görbét,
jelölje kP a k-nak az 1.2.5 állítás alapján egyértelm¶en létez® P fokú nem
elágazó b®vítését. Ha κ jelöli a k, továbbá κP a kP maradéktestét, ak-
kor Gal(kP /k) ∼= Gal(κP /κ), ez utóbbi pedig egy véges testb®vítés Galois-
csoportja, melyet a κ elemszámának megfelel® hatványozás által megadott
Frobenius-endomor�zmus generál. Ez alapján tekinthetjük a Frobenius-elemet
mint Gal(kP /k) elemét is, jelölje ezt σ. Tekintsük azt a Gal(kP /k) → E(k̄)
homomor�zmust, amelyet a σ 7→ π̄ de�niál. (Továbbra is azonosítjuk E(k̄)-t
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k̄∗/qZ-vel, ahol a felülvonás a k̄∗-beli elemeknek az utóbbi faktorban szerepl®
képét jelenti.) Használva, hogy

Gal(kP /k) ∼= Gal(k̄/k)/Gal(k̄/kP ) = Gk/GkP
,

ez a homomor�zmus a faktoron keresztül meghatároz egy Gk → E(k̄) ho-
momor�zmust, amit ξ-vel jelölünk. Mivel ξ képe E(k)-beli, ezért invariáns
a Galois-hatásra, azaz tekinthet® egy H1(Gk, E(k̄))-beli elemet reprezentáló
1-kociklusnak is.

Tekintsük az el®z® pont szerint ξ-hez tartozó X torzort, ami tehát egy 1
génuszú görbe, melyre X(k̄) ∼= k̄∗/qZ, és a csavart Galois-hatást ξ határozza
meg. Idézzük fel, hogy ez azt jelenti, hogy egy t ∈ k̄∗ esetén

γ(t̄) = ξγ t̄
γ

adja meg a Galois-hatást (γ ∈ Gk).
Ha σ-t felemeljük a Gk egy szintén σ-val jelölt elemére, akkor ezúttal

σ(t̄) = ξσ t̄
σ = π̄t̄σ.

Ha γ ∈ GkP
tetsz®leges elem, akkor persze σγ szintén σ-ra képz®dik Gal(kP /k)-

ban, így
σγ(t̄) = π̄t̄σγ.

Ebb®l t = 1 választással leolvasható, hogy

σγ(1̄) = π̄1̄σγ = π̄,

másrészt
σγ(1̄) = σ(γ(1̄)) = π̄γ(1̄)σ,

ami miatt
γ(1̄) = γ(1̄)σ = 1̄,

és így 1̄ ∈ X(kP ). Azaz X-nek van kP -racionális pontja, emiatt az I(X)
index P osztója.

Most legyen L egy olyan véges b®vítése k-nak, amelyre X(L) 6= ∅. Meg-
mutatjuk, hogy L tartalmazza kP -t. Ehhez legyen t̄ ∈ X(L), és legyen
τ ∈ GL. Ekkor

t̄ = τ(t̄) = ξτ t̄
τ .

Ahogy az 1.2.7. lemma bizonyítása során már beláttuk, τ meg®rzi az értéke-
lést, így

v(t̄) = v(ξτ ) + v(t̄τ ) ≡ v(ξτ ) + v(t̄) mod P

53



miatt v(ξτ ) ≡ 0 mod P . Viszont ξ de�níciója miatt ebb®l az is következik,
hogy ξτ = 1̄, azaz τ benne van a

GL → GL/GkP
≤ Gk/GkP

∼= Gal(kP /k)

leképezés magjában. Azaz τ ∈ GkP
, így GL ≤ GkP

, azaz kP tartalmazza
L-et.

Ezzel azt is beláttuk, hogy P osztója az I(X) indexnek, így Lichtenbaum
tételével együtt a P (X) = I(X) = P összefüggéshez jutunk, tehát X valóban
a kívánt feltételeknek eleget tev® görbe. ¤

5.3. Tetsz®leges génuszú görbe konstrukciója
Most rátérünk az általános esetben történ® konstrukcióra, azaz célunk olyan
görbét konstruálni, amely a Lichtenbaum-tétel által lokálisan megengedett
génusszal, periódussal, indexszel rendelkezik.

5.3.1. tétel (Sharif). Legyen k p-adikus test, g > 1 pozitív egész, és legyen
(g, P, I) lokálisan megengedett számhármas. Ekkor létezik olyan Y sima g
génuszú projektív görbe k fölött, melyre P (Y ) = P és I(Y ) = I.

A konstrukció az 1 génuszú eset által megadott görbéb®l indul ki, X tehát
jelölje az el®z® pontban meghatározott görbét. Legyen f ∈ K(X)∗ olyan
eleme a függvénytestnek, melyre f 6∈ K(X̄)∗2. Ekkor a K(X̄) ↪→ K(X̄)(

√
f)

leképezés a függvénytestnek egy valódi másodfokú b®vítésbe történ® beágya-
zását adja meg. Ez [8]: II.2.5. megjegyzése alapján indukál egy ϕ : Ȳ → X̄
leképezést, ahol Y sima, projektív, az algebrai lezárt felett is irreducibilis
görbe és K(Ȳ ) = K(X̄)(

√
f) (illetve K(Y ) = K(X)(

√
f)). Ekkor ϕ másod-

fokú mor�zmus, és így véges sok pont kivételével az X-beli pontok fölött két
®skép lesz. A P 7→ [f(P ), 1] illetve Q 7→ [

√
f(P ), 1] hozzárendelésekkel meg-

adott X → P1 és Y → P1 racionális leképezések mor�zmusokká terjednek
ki, és a projektív egyenesen az [u, v] 7→ [u2, v2] által megadott leképezés teszi
kommutatívvá a következ® diagramot:

Ȳ
[f :1]

> P1

X̄

ϕ∨
[
√

f :1]
> P1

[u2:v2]∨

Y (k̄) pontjai ez alapján koordinátázhatók (a,Q) párokkal, ahol Q ∈ X(k̄)
a ϕ szerinti vetület, és a ∈ k̄, ahol a2 = f(Q), kivéve ha Q-ban f -nek
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pólusa van, amikor is a �végtelenbeli� pontokról beszélhetünk. A 2.1.7. állítás
alapján minden Q ∈ X(k̄)-ra a Q ®sképeinek elágazási indexeinek összege 2,
ami alapján Q vagy elágazási pont, ha egyetlen P ®sképe van, amelynek 2
az elágazási indexe, vagy nem elágazó, ha két 1 elágazási index¶ ®sképpel
rendelkezik. Nyilván az el®bbi csak f gyökeinél és pólusainál fordulhat el®.
Most megmutatjuk, hogy pontosan a div(f)-ben páratlan multiplicitással
el®forduló pontok lesznek az elágazási pontok.

Legyen el®ször vQ(f) = 2k, azaz ilyenkor f = t2ku alakban írható, ahol
t lokális paraméter Q-ban és u egység az OX,Q lokális gy¶r¶ben. Ilyenkor
a K(X̄)(

√
f) a + b

√
f elemei írhatók a + btk

√
u alakban is megfelel® √u

elemmel. Ha most a+btk
√

u ∈ MP egy P ∈ Y (k̄) pontbeli maximális ideálra,
akkor u reguláris és nem t¶nik el P -ben (mert akkor Q-ban is elt¶nne), és
így vP (

√
u) = 0 is teljesül. De ekkor

a + btk
√

u ∈ MP ⇔ a, btk ∈ MP ⇔ a, btk ∈ (t),

és így t generálja az MP ideált, ezért eϕ(P ) = 1. Ha vQ(f) = 2k + 1, akkor
f = t2k+1u, és ilyenkor a testb®vítés elemei a+btk

√
t
√

u alakba is írhatók. Ha
most a = 0, b = t−k K(X̄)-beli együtthatókat választunk, akkor megkapjuk
a
√

tu függvényt, amely P -ben elt¶nik, hiszen
√

t(P )2 = t(P ) = 0, azaz√
tu ∈ MP , és így a P -beli értékelése pozitív. Ekkor

vP (t) = vP (tu) = 2vP (
√

tu) ≥ 2,

másrészt az elágazási index legfeljebb 2 lehet, azaz eϕ(P ) = 2 ilyenkor.
Az elágazási pontok összeszámolásával meghatározhatjuk az Y görbe gé-

nuszát és periódusát. Ehhez el®ször tekintsük az f gyökdivizorát, ami Gk-
invariáns (hiszen K(X)∗-beli függvényb®l indulunk ki), így a benne páratlan
multiplicitással szerepl® pontok is Gk-invariáns divizort alkotnak (hiszen ezek
egymás között permutálódnak), így ezek száma m1P valamilyen m1 egésszel
(ahol P = P (X) = I(X) az X görbe indexe és periódusa). Hasonlóképpen,
f pólusdivizorában m2P a páratlan multiplicitással szerepl® pontok száma
valamilyen m2 egésszel. Továbbá az is igaz, hogy m1 pontosan akkor páros,
ha a gyökdivizor foka P páros többszöröse, míg m2 akkor, ha a pólusdivi-
zorra ez teljesül. Másrészt deg div(f) = 0, ezért a gyök- és pólusdivizor foka
megegyezik, tehát m1 és m2 paritása megegyezik, így az összes elágazási pont
száma mindenképpen P páros számú többszöröse, legyen ez 2mP .

A g(Y ) génuszt a Riemann�Hurwitz-formula (2.3.6.) alkalmazásával szá-
molhatjuk ki. Esetünkben g(X) = 1, továbbá a képletben szerepl® összegzés
éppen az elágazási pontok számát adja meg, így 2g(Y )− 2 = 2mP , azaz

g(Y ) = mP + 1.
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Ekkor Lichtenbaum tétele (a 4.2.1. tétel (1) pontja) miatt P (Y )|mP . Más-
részt a 2.2.4. lemma alkalmazásával P |P (Y )|2P . Ha m páratlan, akkor eb-
b®l azonnal következik, hogy P (Y ) = P . Páros m esetén P (Y ) = P vagy
P (Y ) = 2P , viszont Lichtenbaum tételének (3) állítása miatt ilyenkor az
I(Y ) index megegyezik a periódussal, azaz ha ilyenkor belátjuk I(Y ) = P -t,
akkor abból P (Y ) = P is következik.

A továbbiakban tehát megmutatjuk, hogy megfelel® f függvény válasz-
tásával minden eset el®állhat: minden lokálisan megengedett (g, P, I) hár-
mashoz lesz olyan f , amelyb®l az így konstruált Y megfelel® számú (2mP =
2g − 2) elágazási pontot tartalmaz. Külön vizsgáljuk majd az egyszer¶bb
I = P , illetve a bonyolultabb I = 2P esetet (amikor is viszont m páratlan).
El®tte azonban belátunk egy lemmát arról, hogy X egy k-racionális D divi-
zora mikor áll el® függvénydivizorként. Ehhez D =

∑
ait̄i alakban írjuk fel,

ahol ai ∈ Z, míg t̄i ∈ X(k̄) ∼= k̄∗/qZ.

5.3.2. lemma. A D egy f ∈ K(X) függvény divizora pontosan akkor, ha∑
ai = 0 és

∏
t̄i

ai = 1̄.

Bizonyítás. Tekintsük a már többször el®fordult

0 → k̄∗ → K(X̄)∗ → K(X̄)∗/k̄∗ → 0

rövid egzakt sort, ahol K(X̄)∗/k̄∗ az X̄ függvénydivizorainak csoportjával
egyezik meg. Gk-kohomológiát alkalmazva és Hilbert 90-es tételét használva

0 → k∗ → K(X)∗ → H0(Gk, K(X̄)∗/k̄∗) → H1(Gk, k̄
∗) = 0

adódik, amib®l következik, hogy K(X)∗ szürjektíven képz®dik az X-en vett
függvénydivizorok csoportjára. Emiatt elég azt belátni, hogy a D mint X̄
divizora pontosan a kívánt feltételek teljesülésekor függvénydivizor. Viszont
[8]: X.3.8. szerint az X torzor Pic0(X̄) csoportja kanonikusan izomorf E-vel
(azaz E az X Jacobi-varietása), így D pontosan akkor függvénydivizor, ha E-
n az. Ez az 5.1.3. következmény szerint akkor teljesül, ha nulladfokú, továbbá
a divizorban szerepl®

∑
miPi összeadást mint E pontjainak összeadását elvé-

gezve az O origót kapjuk. Az X(k̄) ∼= k̄∗/qZ ∼= E(k̄) izomor�zmusok szerint
ez pedig éppen a t̄i-k megfelel® hatványainak összeszorzását jelenti. ¤

Most Div(X)-beli divizorokat de�niálunk, amelyek segítségével fogjuk meg-
adni majd a bizonyításban szerepl® f függvényt. Legyen F/k Galois-b®vítés,
és vegyünk egy t ∈ X(F ) elemet. De�niáljuk a Nm∗

F/k(t) divizort a követke-
z®képpen: ∑

γ∈Gal(F/k)

(γ(t̄)) =
∑

γ∈Gal(F/k)

(ξγ t̄
γ),
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ahol az összegzés Div(X̄)-ben történik. Az így megadott divizor Gk elemeire
invariáns, azaz valóban Nm∗

F/k(t) ∈ Div(X). A tétel bizonyításának a me-
nete mindkét esetben a következ® lesz: el®szöris felidézzük az 1.2.7. lemmát,
amelyik szerint p-adikus testek tetsz®leges F/k véges nem elágazó b®vítése
esetén megadható olyan t ∈ F elem, melyre F = k(t) és NmF/k(t) = 1. Ilyen
t segítségével adunk meg Div(X)-beli normadivizort, amely az el®z® lemma
szerint egy f függvény divizora lesz. Az f függvény által a korábbiakban
ismertetett módon megadott Y pedig megfelel® számú elágazási ponttal, így
megfelel® periódussal és indexszel rendelkezik majd. Az I = 2P esetben pe-
dig a Tate-görbén megadott ϑ függvény segítségével konkrétan meg is adjuk
az f függvényt. El®ször azonban lássuk a bizonyítást az I = P esetben!

Az 5.3.1. tétel bizonyítása (I = P eset). Legyenek tehát adottak a
megfelel® g és I = P számok, és m = g−1

P
egész. El®ször tegyük fel, hogy

m = 1. Válasszuk meg t-t az 1.2.7. lemma szerint az F = kP testhez (kP

továbbra is k egyértelm¶en létez®, P -edfokú nem elágazó b®vítését jelöli).
Ekkor tehát kP = k(t) és t normája 1 a kP /k b®vítésben. De�niáljuk D ∈
Div(X)-et:

D = Nm∗
kP /k(1)− Nm∗

kP /k(t).

Ha σ továbbra is a Gal(kP /k)-t generáló Frobenius-elem, akkor a csavart
Galois-hatás de�níciója szerint D-ben 1 multiplicitással éppen az 1, π, π2, . . . πP−1

pontok szerepelnek, míg −1 együtthatóval a t̄, πtσ, π2tσ2 , . . . πP−1tσP−1 pon-
tok. Ebb®l leolvasható, hogy deg D = 0, továbbá az 5.3.2. lemmában szerepl®
szorzat éppen NmkP /k(t) reciproka, ami 1. A lemma szerint tehát D valami-
lyen f ∈ K(X)∗ függvény divizora.

Konstruáljuk meg a korábbi módon leírt f -hez tartozó Y görbét (f 6∈
K(X̄)∗2, hiszen a divizorában szerepelnek páratlan együtthatójú pontok).
Mivel az Nm∗(t) orbitjában szerepl® pontokat kP /k b®vítés primitív elemei
adják meg, így ezek halmaza diszjunkt lesz a Nm∗(1)-ben szerepl® pontoktól,
az elágazási pontok száma így 2P , azaz Y génusza g(Y ) = P + 1 = g.
Az f gyökdivizorához tartozó pontok P fokú divizort alkotnak, így I(Y )|P .
Másrészt ahogy már láttuk, P |P (Y )|I(Y ), ezért P (Y ) = I(Y ) = P .

Most legyen m ≥ 2, és jelölje L és L′ k-nak az egyértelm¶en létez® nem
elágazó (m − 1)P , illetve mP fokú b®vítését. Válasszunk az 1.2.7 lemma
szerinti megfelel® elemeket F = kP , L és L′ esetére, ezeket jelölje t, tL, tL′ .
Az m = 2 esetben t és tL egymás konjugáltjai lehetnek, ilyenkor cseréljük ki
t-t t

1+π
-re, tL-t pedig tL(1 + π)-re. Ezzel elérhetjük, hogy t, tL és tL′ konju-

gáltjai mindenképpen különböz®ek legyenek, azaz a Nm∗
kP /k(t), Nm∗

L/k(tL) és
Nm∗

L′/k(tL′) divizorok tartói egymástól diszjunktak.
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Tekintsük ekkor a

D = Nm∗
kP /k(t) + Nm∗

L/k(tL)− Nm∗
L′/k(tL′)

divizort. De�níció szerint D ∈ Div(X), foka pedig 0, hiszen az összeadandók
rendre P , (m−1)P és −mP fokúak. Ahhoz, hogy D függvénydivizor legyen,
még az 5.3.2. lemma szerint azt kell ellen®riznünk, hogy t̄, t̄L és ¯tL′ csavart
Galois-hatással származó �konjugáltjaiból� származó elemek megfelel® szor-
zata (ahol a pólusoknál reciprokot veszünk) 1̄. De ez teljesül, hiszen

P−1∏
i=0

πitσ
i

(m−1)P−1∏
i=0

πitσ
i

L

mP−1∏
i=0

πitσ
i

L′

=
NmkP /k(t) · NmL/k(tL)

NmL′/k(tL′)
= 1

a t, tL, tL′ elemek megválasztásából.
Tehát D = div(f) valamilyen f ∈ K(X), f 6∈ K(X̄)∗2 függvénnyel,

ami így ismét meghatároz egy Y görbét. Az összes elágazási pont száma
P + (m− 1)P + mP = 2mP , így ilyenkor g(Y ) = mP + 1 = g. Azon pontjai
Y -nak, melyek Nm∗

kP /k(t) fölött vannak, elágazóak, így P van bel®lük. Ezek
összege egy k-racionális divizort határoz meg, azaz I(Y )|P . Másrészt ismét
P |P (Y )|I(Y ), így P (Y ) = I(Y ) = P , tehát az I = P esetben a tételt
bebizonyítottuk. ¤

Az I = 2P eset bizonyításához további el®készületeket kell tennünk. Adottak
tehát a g és I = 2P pozitív egészek, és továbbra is m = g−1

P
. Lichtenbaum té-

telének (4.2.1.) (3) állítása szerint m-nek páratlan egésznek kell lennie ahhoz,
hogy (g, I, P ) lokálisan megengedett legyen, ezt tehát mostantól feltételez-
zük. Jelölje L és L′ a k mP , illetve 2mP fokú nem elágazó b®vítését. Ismét az
1.2.7. lemma alkalmazásával megadhatunk olyan s, t ∈ k̄ elemeket, melyekkel
L = kP (s), L′ = kP (t), továbbá NmL/kP

(s) = NmL′/kP
(t) = 1.

Az el®z® eset bizonyításához hasonlóan egy adott D ∈ Div(X) divizorhoz
szeretnénk megfelel® f ∈ K(X)∗ függvényt találni, melyre div(f) = D. A
korábbi lemma az ilyen f létezését garantálta, de az csak k∗-beli elemmel
való szorzás erejéig egyértelm¶, és most ennél pontosabb meghatározásra lesz
szükségünk. Ehhez pedig az 5.1. pontban a Tate-görbénél meghatározott
h függvény lesz segítségünkre, el®tte azonban még tisztáznunk kell, hogy
hogyan térünk át az E q paraméter¶ Tate-görbére. Jelölje tehát ψ a rögzített
X̄ → Ē izomor�zmust (ahol továbbra is γ 7→ ψγ ◦ ψ−1 adja meg azt az 1-
kociklust, amely szerinti csavarással kaptuk X-et). Legyen f̃ az a X̄ →
P1 mor�zmus, melyre a Q 7→ [f(Q), 1] racionális leképezés egyértelm¶en
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kiterjed. Tekintsük a következ® k̄ fölötti görbékre vonatkozó kommutatív
diagramot:

X̄ Ē

P1

........................................................................................ ............
ψ

........................................................................................................................................ .........
...

f̃
.....................................................................................
...
.........
...
h̃

A h ∈ K(Ē)∗ függvényt fogjuk megkonstruálni, amely kiterjed egy h̃ :
Ē → P1 mor�zmusra. Ez a diagram alapján meghatározza a f̃ = h̃ ◦ ψ
mor�zmust, amib®l megkapjuk az f ∈ K(X̄)∗ függvényt. Megfelel®en meg-
választott h esetén az így kapott f valóban Gk-invariáns lesz, továbbá az
el®írt divizorral rendelkezik majd. A h függvényt az 5.1. pontban vizsgált
h = µ

∏
ϑti/ϑsi

alakban állítjuk el®. Nevezetesen legyen σ a Gal(L′/k)
Frobenius-eleme (ez összhangban áll σ korábbi de�níciójával) és jelölje xi a ξσi

valamilyen felemelését k∗-ra, válasszuk például πj-t, ahol j ∈ {0, 1, . . . , P−1}
és i ≡ j mod P . Ezek segítségével válasszuk meg µ-t, si-t és ti-t a követke-
z®képpen:

µ = π,

ti = xi · tσi

,

si = xi · sσi

,

ahol i = 0, 1, . . . , 2mP − 1. Az 5.1.-ben ismertettek miatt ahhoz, hogy h egy
K(Ē)∗-beli függvényt adjon meg, az szükséges, hogy a ti-k és az si-k szorzata
megegyezzen (hiszen ugyanannyi tényez®b®l állnak). Ehhez pedig pontosan
annak kell teljesülnie, hogy

2mP−1∏
i=0

tσ
i

=
2mP−1∏

i=0

sσi

.

A bal oldalon a NmL′/k(t), a jobbon pedig NmL′/k(s) áll. Viszont NmL′/k(t) =
NmkP /k(NmL′/kP

(t)) = 1, és hasonlóan NmL′/k(s) = (NmL/k(s))
2 = 1, tehát

valóban teljesül az egyenl®ség. Ekkor tehát h egy megfelel® függvényt de�-
niál, amib®l f̃ = h̃ ◦ ψ segítségével adhatjuk meg f -et.

5.3.3. lemma. Az így de�niált f függvény K(X)∗-ban van, továbbá

div(f) = Nm∗
L′/k(t)− 2Nm∗

L/k(s) = Nm∗
L′/k(t)− Nm∗

L′/k(s).
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Bizonyítás. El®ször azt látjuk be, hogy f ∈ K(X)∗, amihez elegend® látni,
hogy fσ = f (mert σ generálja a Gal(L′/k) csoportot). Ha u ∈ k̄ tetsz®leges,
akkor fσ(σ(ū)) = f(ū)σ de�níció szerint (ahol σ(ū) a csavart Galois-hatást
jelenti továbbra is), azaz fσ(ū) = f(σ−1(ū))σ. Viszont

fσ(ū) = (h ◦ ψ)σ(ū) = h(ψ(σ−1(ū)))σ = hσ(ψ(σ−1(ū))σ) = hσ(ψσ(ū)),

azaz
fσ = hσ ◦ ψσ = hσ ◦ ξ−1

σ ◦ ψ,

ahol ξσ itt a π-vel való transzlációt jelenti (ugyanis ψσ◦ψ−1 = −ξσ). Elegend®
tehát azt megmutatni, hogy hσ ◦ξ−1

σ = h, vagy ezzel ekvivalensen hσ = h◦ξσ.
Gondoljunk h-re úgy, mint q szerint periodikus függvényre k̄∗-on. Ekkor q ∈ k
miatt σ a következ®képpen hat a ϑ függvényeken:

ϑσ
a(u) = ϑa(u

σ−1

)σ = ϑ

(
uσ−1

a

)σ

= ϑ
( u

aσ

)
,

továbbá
ϑa ◦ ξσ(u) = ϑa(uπ) = ϑ

(uπ

a

)
= ϑa/π(u),

azaz ϑσ
a = ϑaσ és ϑa ◦ ξσ = ϑa/π teljesül minden a ∈ k̄∗ elemmel. Így

hσ

h ◦ ξσ

=
2mP−1∏

i=0

ϑtσi

ϑti/π

ϑsi/π

ϑsσ
i

.

Viszont a P |i indexek kivételével

tσi−1π = (xi−1t
σi−1

)σπ = xi−1πtσ
i

= xit
σi

= ti

teljesül, azaz ilyenkor ti/π = tσi−1, míg

tσlP−1π = π
(
πP−1tσ

lP−1
)σ

= πP tσ
lP

= qtlP .

Így mind a t-s, mind az s-s tényez®k közül a P -vel nem osztható index¶ek
egyszer¶sítés után elt¶nnek, és marad a következ® összefüggés:

hσ

h ◦ ξσ

=
2m−1∏

l=0

ϑqtlP /π

ϑtlP /π

ϑslP /π

ϑqslP /π

.

Viszont ϑ függvényegyenlete miatt

ϑqtlP /π(u) = − uπ

qtlP
ϑtlP/π(u),
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így végül

hσ

h ◦ ξσ

=
2m−1∏

l=0

(
− uπ

qtlP

) (
−qslP

uπ

)
=

2m−1∏

l=0

slP

tlP
= NmL′/kP

(s

t

)
= 1.

Ezzel tehát bebizonyítottuk, hogy f ∈ K(X)∗. Végül a kívánt divizor-
alak egyszer¶en következik abból, hogy h divizora a korábbi megállapításunk
szerint

div(h) =
∑

(t̄i)−
∑

(s̄i) = Nm∗
L′/k(t)−Nm∗

L′/k(s) = Nm∗
L′/k(t)−2Nm∗

L/k(s),

és ψ(ū) = ū miatt f divizora is így áll el®. ¤

Ezek után az el®készít® lépések után visszatérhetünk Sharif konstrukciójához.
Az így de�niált f függvénnyel a korábbiak szerint konstruáljuk meg az Y
görbét, továbbra is ϕ jelölje az Y → X vetítést. Ahogy már említettük, az f
gyökei és pólusai felett lév® pontok kivételével Y (k̄) pontjai (a,Q) párokkal
koordinátázhatók, ahol a ∈ k̄, Q ∈ X(k̄), ϕ((a,Q)) = Q és a2 = f(Q).
Az 5.2.1. tétel bizonyításában (X konstrukciója során) leírtak miatt k(Q)
(a Q-t tartalmazó legkisebb racionális b®vítés) tartalmazza a kP testet. A
következ® lemmára azért lesz szükség, hogy megfontolásaink során ki tudjuk
kerülni azt, hogy f gyökeit és pólusait külön vizsgálni kelljen.

5.3.4. lemma. Legyen Y sima projektív görbe egy k test fölött, S jelölje
Y (k̄)-beli pontok egy véges halmazát. Ha D ∈ Div(Y ), akkor létezik olyan
D′ ∈ Div(Y ), amelyik lineárisan ekvivalens D-vel, továbbá a tartója diszjunkt
az S halmaztól.

Bizonyítás. Legyen S = {P1, P2, . . . , Pr}, és jelölje ni a Pi pont együttha-
tóját D-ben (ami persze 0 is lehet). A K(Y ) függvénytesten a Pi pontokhoz
tartozó lokális gy¶r¶k által megadott diszkrét értékeléseket jelölje vi. Ezek
a függvénytest különböz® diszkrét értékeléseit adják meg, hiszen ellenkez®
esetben a megfelel® lokális gy¶r¶k is megegyeznének, miközben különböz®
maximális ideálok szerint lokalizálunk. El®ször megadunk olyan fi függ-
vényeket, amelyre vi(fi) = 1, továbbá vj(fi) = 0 minden j 6= i indexre.
Ilyen függvényt az 1.1.5. approximációs lemma alkalmazásával határozha-
tunk meg: legyen ugyanis az ottani jelölések szerint αi = ti a Pi pontbeli
lokális paraméter, továbbá αj = 1 a konstans 1 függvény j 6= 1 esetén. A
lemma szerint N = 1-re létezik olyan fi eleme a függvénytestnek, melyre
vj(fi − αj) > N , így vi(fi) = min(vi(fi − ti), vi(ti)) = vi(ti) = 1, továbbá
vj(fi) = min(vj(fi − 1), vj(1)) = vj(1) = 0 j 6= i-re. Ekkor az f =

∏
fni

i
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olyan függvényt ad meg, amely az el®írt Pi pontokban éppen ni multipli-
citású gyökkel vagy pólussal rendelkezik, a D′ = D − div(f) divizor pedig
éppen teljesíti a kívánt feltételeket. ¤

A tétel bizonyításához való utolsó lépésként a következ® lemma pontosan
meghatározza, hogy a már meghatározott X görbéhez egy valamilyen f által
az eddigi módon megkonstruált Y indexe mikor egyezik meg éppen P -vel.

5.3.5. lemma. Az I(Y ) index pontosan akkor P , ha létezik olyan Q ∈ X(k̄),
melyre [k(Q) : kP ] páratlan és f(Q) ∈ k(Q)∗2.

Bizonyítás. El®ször tegyük fel, hogy létezik ilyen Q ∈ X(k̄) pont. Ekkor
a Q-nak megfelel®, egyetlen zárt pontból álló divizort (az ilyen divizort irre-
ducibilisnek nevezzük) D-vel jelölve a Div(X) csoportban, a 2.2.2. állításnak
megfelel®en D-t tekinthetjük a következ® k-racionális Div(X̄)-beli divizor-
nak:

D =
∑

γ∈Gal(k(Q)/k)

(Qγ).

Viszont a feltétel szerint létezik olyan a ∈ k(Q), melyre a2 = f(Q), amivel
tekinthetjük a következ® Div(Ȳ )-beli D′ divizort:

D′ =
∑

γ∈Gal(k(Q)/k)

(aγ, Qγ).

Nyilván ϕ∗(D′) = D és deg D′ = deg D = [k(Q) : k] = lP valamilyen l
páratlan számmal, továbbá a ∈ k(Q) miatt D′ is k-racionális divizor. Ekkor
I(Y )|lP, másrészt a 2.2.4. lemma szerint I(Y )|2I(X) = 2P , tehát valóban
I(Y ) = P .

Az ellenkez® irány bizonyításához tegyük fel, hogy I(Y ) = P . Ekkor
létezik Y -on k-racionális D′ divizor, melynek foka P páratlan többszöröse,
és az el®z® lemma miatt feltehetjük, hogy ez nem tartalmaz f gyökei és
pólusai fölött lév® pontokat. Azt is feltehetjük továbbá, hogy D′ irreducibilis
(hiszen egy ilyen divizort a Galois-hatás szerinti orbitokra szétbontva kell
lennie olyan orbitnak, melynek foka P páratlan többszöröse), deg D′ = lP ,
ahol l páratlan. Ha D′-re a korábbiakkal összhangban ismét Div(Ȳ )-beli
divizorként gondolunk, akkor a következ® alakban írható:

D′ =
∑

γ∈Gal(k((a,Q))/k)

((a,Q)γ).

Viszont (a,Q)γ = (aγ, Qγ), és ha f(Q) 6∈ k(Q)∗2 teljesülne, akkor a Gal(k((a,Q))/k)
Galois-csoportnak lenne olyan másodrend¶ eleme, amely k(Q)-t �xen hagyja,
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de a-t és −a-t megcseréli. Ekkor viszont Gal(k((a,Q)/k), és így D′ foka is
P páros többszöröse lenne (mert k ⊆ kP ⊆ k(Q) ⊆ k((a,Q))), ami ellent-
mondás. Így tehát f(Q) ∈ k(Q)∗2 és k((a,Q)) = k(Q). Ha most vesszük a
D = ϕ∗(D′) ∈ Div(X̄) divizort, akkor

D =
∑

γ∈Gal(k(Q)/k)

(ϕ((a,Q)γ)) =
∑

γ∈Gal(k(Q)/k)

(ϕ((a,Q))γ) =
∑

γ∈Gal(k(Q)/k)

(Qγ).

D tehát szintén irreducibilis divizor, a foka pedig éppen [k(Q) : k] = lP, azaz
[k(Q) : kP ] = l páratlan. Ezzel a lemmát beláttuk. ¤

Az 5.3.1. tétel bizonyítása (I = 2P eset). Adottak tehát a g és I = 2P
egészek, továbbá m = g−1

P
páratlan egész. Az 5.3.3. lemmában megadott

f függvénnyel konstruáljuk meg az eddigiek alapján az Y görbét, melynek
tehát 2mP elágazási pontja van. Emlékezhetünk arra, hogy ilyenkor g(Y ) =
mP + 1 = g, továbbá m páratlansága miatt P (Y ) = P . Lichtenbaum tétele
szerint tehát Y indexe vagy P , vagy 2P . Az el®z® lemma segítségével kizárjuk
az I(Y ) = P esetet. Legyen ugyanis Q ∈ X(k̄) olyan, hogy [k(Q) : kP ]
páratlan. Megmutatjuk, hogy ilyenkor f(Q) 6∈ k(Q)∗2.

Legyen Q = ū a korábbi jelölések szerint, ahol u ∈ k̄∗. Jelölje K a k(Q) és
L testek kompozitumát, azaz k̄-nak azt a legsz¶kebb résztestjét, amely tartal-
mazza mindkett®t. Mivel mind L, mind k(Q) páratlan fokú Galois-b®vítései
kP -nek, a [K : kP ] fok is páratlan. Elegend® tehát azt megmutatnunk, hogy
h(ū) 6∈ K∗2, ahol

h(ū) = π

2mP−1∏
i=0

ϑti(u)

ϑsi
(u)

.

Viszont használva azt, hogy

tmP+i = xmP+it
σmP+i

= (xit
σi

)σmP

= tσ
mP

i ,

illetve ugyanezért smP+i = sσmP

i , a g de�níciójában szerepl® ϑ-s tényez®k
párokba rendezhet®k σmP hatása szerint:

h(ū) = π

mP−1∏
i=0

ϑti(u)ϑσmP

ti
(u)

ϑsi
(u)ϑσmP

si
(u)

Mivel σmP a Gal(L′/L) Galois-csoport nemtriviális eleme, és így a szorzatban
éppen az L′K/K b®vítésb®l származó normák szerepelnek:

h(ū) = π

mP−1∏
i=0

NmL′K/K(ϑti(u))

NmL′K/K(ϑsi
(u))

= πNmL′K/K

(
mP−1∏

i=0

ϑti(u)

ϑsi
(u)

)
.
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Másrészt [K : kP ] páratlanságából következ®en L′K 6= K, hanem egy
valódi másodrend¶ b®vítésr®l van szó, amelyre ezek szerint

h(ū)

π
∈ NmL′K/K(L′K)∗.

Azonban π 6∈ NmL′K/K(L′K)∗, hiszen akkor egy 1/2 értékelés¶ elemnek lenne
a normája. Márpedig ha L′ = L(

√
w) és ugyanígy L′K = K(

√
w), akkor

egy a + b
√

w ∈ L′K elem értékelése csak úgy lehet nem egész, ha a vagy
b értékelése nem egész (hiszen √

w egész értékelés¶, mert L′ nem elágazó
b®vítés), de az 1.2.1. tétel szerint a kiterjesztett értékelés nevez®jében a [K :
kP ] szerepelhet csak, ami pedig páratlan. Ekkor viszont h(ū) sincs a norma
részcsoportjában, amely azonban másodrend¶ b®vítés esetén tartalmazza a
négyzet elemeket, tehát h(ū) 6∈ K∗2.

Az el®z® lemma szerint ilyenkor I(Y ) 6= P , azaz Lichtenbaum tétele miatt
biztosan I(Y ) = 2P = I. Ezzel a bizonyítás végére értünk, hiszen Y kívánt
génusszal, indexszel és periódussal rendelkez® görbe. ¤

Megjegyzés. Itt csak p-adikus testek fölött konstruáltuk meg a megfelel®
görbéket, de Lichtenbaum tétele (4.2.1.) a korábban említett módon általáno-
sabb formában, lokális testek fölött is igaz. Sharif konstrukciója lényegében
változatlan formában megismételhet® tetsz®leges lokális test fölött is, csak a
k alaptest karakterisztikájáról fel kell tenni, hogy 2-t®l különbözik, ugyanis
abban az esetben a 2 fokú ϕ leképezésre vonatkozóan vad elágazási pontok
(wildly rami�ed points) is megjelenhetnek, amelyek módosítják a génusz és
a periódus Riemann�Hurwitz-formula alapján történ® kiszámolását.
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