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Zeolitok és azonos rudhosszusagu

szerkezetek merevsége

Egri Attila

Eotvos Lorand Tudomanyegyetem, Budapest

Kivonat

Merev szerkezetek vizsgalatanal tobbféle merevségi fogalommal taldlkozunk.
Ezek koziil az infinitezimalis merevségre vannak jol kidolgozott médszerek, és
itt taldljuk a legtobb eredményt is. A klasszikus merevség, illetve a globalis
merevség viszont nem vizsgalhaté konnyen algebrai modszerekkel, itt valami
mésra van szikség, méghozzd geometriai megfontoldsokra. Egy &dltalanos
rudszerkezet esetén persze nem tudunk sokat mondani, de ha valamilyen
értelemben specidlis szerkezeteket vizsgdlunk, akkor van remény. Ezek a

specialis szerkezetek a zeolitok lesznek.

1. Bevezetés

A zeolit elnevezés ismeroOs lehet, a foldtudomanyok tertletén kézetek egy specialis
csoportjat nevezik igy. Specialitdsuk az alakjukban rejlik: molekularis felépitésiikben
apro lyukak taldlhatok, de nekiink sokkal fontosabb lesz az, hogy kis eltérésektol el-
tekintve szabalyos tetraéderekbdl allnak. Sot, ennél tobbet is mondhatunk: minden
egyes csucsban pontosan két tetradéder taldlkozik. Ez a két tulajdonsag lesz a zeolit
definicidja. Elso feladatunk ebben a pillanatban mar adott is: 1étezik-e egyaltalan ze-
olit? (Ez egy jé kérdés, hiszen ha ismerjiik is egy kézet felépitését, akkor sem kapunk
rogton egy példat a matematikai értelemben, mert a ”széleken” baj lesz.) A vélasz:
igen, létezik, méghozza van kevés tetraéderbol allo példa is. Ha 2-dimenzidéban is
definialjuk a zeolitot, akkor az elsé kérdés most is a létezés, és amint latni fogjuk
a plusz dimenzié hidnya egy kis kreativitast is igényel. Bar egyszertien adhatunk
példat zeolitra, ha mas tulajdonsagokat is megkoveteliink, akkor a sikban sokkal
nehezebb dolgunk van. Dolgozatomban osszefoglalom az eddigi ismereteket a zeo-
litokrol, illetve tobb, eddig megoldatlan kérdést valaszolok meg, foként geometriai
meggondolasokkal: 1étezik-e nem merev zeolit? [7] (3.3 fejezet); univerzalis globalis

merevség [5] (3.5 fejezet); koztes hdromszog nélkiili zeolit [7] (3.6 fejezet).
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1.1. Merev szerkezetek

Az elindulashoz sziikségiink van néhany definiciora: a szerkezetre, illetve a kiilonb6z6

merevségi tipusokra.

1.1.1. Definicié. d-dimenzids szerkezeten egqy (G, p) pdrt értink, ahol G = (V, E)
eqy grdf, p pedig eqgy V — R? leképezés.

Ugy tekintiink egy szerkezetre, mintha a G grafot egyenes élekkel bedgyaznank R9-
be. Egy él hossza a két csics euklideszi tavolsdga, azaz |p(u) — p(v)|. Egy szerkezet
tehdt nem csak a graftdl fligg, hanem a p bedgyaazastol is. Ezt a p-t a szerkezet re-
alizaciojanak nevezzik. Kiilonbozo realizaciok sokszor hasonld szerkezeteket adnak,

igy bizonyos realizaciokat nem kiilonboztetiink meg;:

1.1.2. Definicié. Két szerkezet (G,p) és (G,q) ekvivalens, ha tetszbleges uv € E
élre |p(u) — p(v)| = [q(u) — q(v)]

1.1.3. Definicié. (G,p) és (G, q) pedig akkor kongruens, ha ez tetszéleges két csicsra
is fenndll, azaz u,v € V esetén |p(u) — p(v)| = |q(u) — q(v)|

Ez utébbi azt jelenti, hogy (G, q) megkaphaté (G, p)-bdl egy Ré-beli izometridval.
Felépitésiikben két kongruens szerkezet tehdt nem kiilonbozik egymastol, mig ekvi-
valens szerkezetek esetén ez lehetséges, mert éllel nem 0sszekotott pontparra nincs
tavolsagi megkotésiink. A gyengébb feltevésbol néha kovetkezik az er6sebb, az ilyen

szerkezeteket globalisan merevnek nevezziik.

1.1.4. Definicié. Egy (G,p) szerkezet globdlisan merev, ha minden vele ekvivalens

(G, q) szerkezet egyben kongruens is vele.

A globalis sz6 arra utal, hogy akdrmilyen masik (tavoli) realizdciét is vesziink, az
teljesen gy néz ki, mint az eredeti. Vannak azonban olyanok is, amelyekre ez csak

lokalisan teljestl:

1.1.5. Definicié. Egy (G,p) szerkezet merev, ha létezik eqy olyan € > 0 szdm,
amelyre ha (G, q) ekvivalens (G, p)-vel, és |p(u) — q(u)| < € minden u € V-re akkor
(G, q) kongruens is (G, p)-vel.

Szemléletesen ez azt jelenti, hogy ha a szerkezet csicsait csak kicsit engedjiik elmo-

zogni, akkor csak kongruens szerkezetet kaphatunk.

1.1. Tétel. Ha (G,p) nem merev, akkor van egy folytonos (differencidlhatd)

"mozgasa’”.



Mozgas alatt egy olyan fiiggvényt értiink, amely minden ¢ idopillanatban megadja
a csucsok egymashoz viszonyitott helyzetét.
A merevség és a globalis merevség nehezen kezelheto, nincs hatékony algoritmus an-
nak eldontésére, hogy egy szerkezet merev-e. Van azonban egy harmadik merevségi
tipus is, ami elott defininidljuk egy szerkezet infinitezimalis mozgasat:

Ha van egy szerkezetnek folytonos (differencidlhaté) mozgasa, akkor annak a

t = 0 pontbeli derivaltja q : V — R? olyan, melyre

(q(u) — q(v)(p(v) —p(v)) =0 Yuv € E

1.1.6. Definicié. Egy, a fenti tulajdonsdggal birs q leképezést a szerkezet infinite-

zimalis mozgdasanak nevezzik.

A forgatasok, és eltolasok is nyilvan ilyenek barmilyen szerkezethez. A kérdés
az, hogy mikor van olyan infinitezimélis mozgdas, ami nem eltolasok és elforgatasok

lineédris kombinéciéja.
1.1.7. Definicié. Egy (G,p) szerkezet merevségi mdtriza:

A G graf minden cstcsdhoz tartozzon d db (dimenziényi) oszlop, minden éléhez
pedig egy sor. Egy uv élhez tartozo sorban az u cstucshoz tartozé oszlopokban a
p(u) — p(v) vektor d db koordindtédja legyen, a v cstcshoz tartozéd oszlopban pedig
p(v) — p(u) koordinatai, minden mds elem a sorban 0. Az egyszeriiség kedvéért az

egy csucshoz tartozé oszlopokat nem jeloljiik kiilon. Matrixunk tehat a kovetkezo:

u (%

RG,p)= w | 0...0 p(u)—pv) 0...0 p(v)—pu) 0...0

R2-ben egy ¢ tehat pontosan akkor infinitezimdlis mozgésa a (G, p) szerkezetnek,
ha R(G,p)-q = 0, azaz ¢ benne van R(G, p) nullterében. Mint lattuk a nulltér mindig
legalabb 3-dimenzids, azaz rang(R(G,p)) < 2|V|— 3.

1.1.8. Definicié. R%-ben (G, p) infinitezimdlisan merev, ha
rang(R(G,p)) = 2|V] -3

1.1.9. Definicié. A (G,p) szerkezetet figgetlennek nevezziik, ha a merevségi mdt-

rizanak sorai figgetlenek.



Mint lathatjuk, akkor lesz egy szerkezet infinitezimélisan merev, ha merevségi
matrixanak a rangja maximalis. A matrixban pedig az van valahogy leirva, hogy a
graf éleit alkotd vektorok kozott mekkora algebrai kapcsolat van. Ez fiigg a szerkezet
realizdcidjatol is. Vannak altalanosabb fogalmak, olyan merevségtipusok, amelyek
nem fiiggnek a konkrét realizaciotol, ezeket generikus merevségnek nevezziik. Csak
megemlitve: itt csak olyan realizaciéit tekintjiikk a szerkezetnek, amely generikus,
azaz nincsenek példaul egy egyenesre es6 pontok, vagy kicsit pontosabban: a pontok
algebrailag fiiggetlenek.

[zelit6iil nézziink par példat kiilonbozé merevségi tulajdonsagd szerkezetre a

sikban.
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1. abra. Példak kiillonboz6é merevségi tulajdonsagu szerkezetekre

Az els6 abran lathaté szerkezet nem merev, mert a graf egyetlen levele tetszéle-
gesen mozoghat. A masodik mar merev, de a harmadik abra bizonyitéka szerint nem
globalisan, mert egy részének tiikrozésével ekvivalens, de nem kongruens szerkezetet
kapunk. A negyedik abréan egy nem infinitezimalisan merev szerkezet lathatd. Az
utolso pedig egy globalisan merev szerkezet. Altalaban is igaz, hogy ha egy szerkezet
alapgrafja egy teljes graf, akkor (mivel minden tavolsag adott) a szerkezet globalisan

merev.



1.2. Laman-tétele

Bizonyitas nélkiil emlitsiink meg egy tételt:
1.2. Tétel. Ha (G,p) infinitezimdlisan merev, akkor merev.

Ez a tétel azért hasznos, mert az infinitezimalis merevség konnyen ellenérizheto egy
rangszamitassal. A tétel megforditasa viszont nem igaz, ahogy ezt az el6z6 példa d,

abraja mutatja.

1.3. Tétel. Ha a (G,p) szerkezet kellben dltaldnos helyzetii (nincs algebrai dssze-
fiiggés a pontok koordindtdi kézétt), akkor a merevség ekvivalens az infinitezimdlis

merevséggel.

Megjegyzés: Ha a G grafhoz van infinitezimélisan merev (G,p) szerkezet, akkor
majdnem minden (G, p) ilyen.

Kérdéstink: ha adott GG, akkor van-e ennek infinitezimalisan merev realizaciéja. Ha
(G, p) infinitezimalisan merev, akkor R(G, p) rangja 2|V|—3. Ekkor van a métrixban
ennyi fliggetlen sor, tehat a kérdésiink ekvivalens azzal, hogy van-e G-nek olyan

2|V| — 3 élii H részgrafja, melynek van fiiggetlen (H,p') realizacidja.
1.2.1. Definicid. G figgetlen, ha létezik fiiggetlen realizdcioja.
1.2.2. Definicié. G merev, ha létezik merev realizdcidja.

1.2.1. Lemma. Ha G fiiggetlen, akkor VX C V-re i(X) < 2|X| — 3, ahol i(X) az

X dltal feszitett élek szama.

Bizonyitas: G fiiggetlen, ezért vegyiink egy fiiggetlen realizaciéjat. Ekkor a me-
revségi matrix sorai fliggetlenek. Tekintsiik most az X-hez tartozo részmétrixot.
Tegyiik fel indirekten, hogy X élszdma nagyobb, mint 2| X | — 3. Ekkor a részmétrix
sorai linearisan osszefiiggnek, de ekkor az eredeti matrix sorai is, hiszen abban ezeket
a sorokat egészitjiik ki nulldkkal. Ez ellentmondads, tehat ¢(X) < 2|X| — 3 minden

X részhalmazra. O

X csucsail

X élei | 0...0 R(G[X],p) 0...0




1.2.3. Definicié. A lemmabeli tulajdonsdggal rendelkezé G grdfot ritka grdafnak ne-

vezzik.

Gerard Laman eredménye az els6 mérfoldko a szerkezetek merevségének a vizsga-
lataban, 6 adta meg elOszor az infinitezimélisan merev és a ritka grafok kapcsolatat
[9]-ban:

1.4. Tétel (Laman). A G = (V, E) grdf pontosan akkor figgetlen R*-ben, ha ritka.

A bizonyitas vazlata:
Az egyik irdany épp az el6z0 lemma, elég tehat a forditott irdanyt belatni, azaz, hogy

ha ritka, akkor fliggetlen.

1.2.2. Lemma. Ha G fuggetlen, akkor Gi s figgetlen, ha v;,v; és vo nem kol-

7
.
G G,

2. abra. 1-foku kiterjesztés

linedrisak.

1.2.3. Lemma. Ha G figgetlen, akkor G is figgetlen, ha v;, v;, v, nem kollinedrisak

€s vy a v;,v; egyenesére esik.

3. abra. 2-foku kiterjesztés

A fenti két miveletet rendre els6foku illetve masodfoku kiterjesztésnek nevezziik.
A lemmak bizonyitasa gy torténik, hogy megmutatjuk a merevségi matrix sorai-
nak a fiiggetlenségét. A miiveletek inverze a leemelés, példa egy harmadfokd pont

leemelésére:

1.2.4. Lemma. Legyen G ritka, d(v) <3, |V| > 3.
a, ha d(v) <2, akkor G — v is ritka

b, ha d(v) = 3, akkor van olyan leemelése v-nek, melyre G, ritka.
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4. dbra. 3-foku pont leemelése

A lemma felhasznédlasaval a Laman-tétel bizonyitasa:

| E|-re vonatkozé teljes indukciéval bizonyitunk, méghozzd egy erésebb allitdst: Azt
latjuk be, hogy létezik olyan (G, p) fliggetlen szerkezet, amelyben a pontok altalanos
helyzetiiek.

e Ha |E| = 1, akkor p(u) # p(v) vélasztassal fiiggetlen, altalanos helyzetii rea-

lizaciot kapunk.

e Altaldnos eset: tegyiik fel, hogy G ritka, {gy az Gsszfokszama legfeljebb 4|V | — 6.
Ekkor van egy legfeljebb 3-ad foku pontja v. Ha d(v) < 2, akkor az indukciés feltevés
miatt 3(G — v, p) fliggetlen, amelyhez a korabbi lemma alapjan ha hozzdveszziik v-t
fiiggetlen szerkezetet kapunk, és persze azt is elérhetjiik, hogy a pontok tovabbra is
altalanos helyzetiiek maradjanak.

Ha d(v) = 3, akkor is az indukcié miatt van egy (G,,p) fiiggetlen, altaldnos hely-
zetll szerkezet. Ehhez ugyancsak egy korabbi lemma alapjan tudjuk egy masodfoku
bévitéssel hozzavenni v-t. De itt v csak az uw egyenesén lehet. A p(u) pontot azon-
ban meg lehet jél valasztani ebben ez esetben is, ahhoz, hogy egy altaldnos helyzeti
szerkezetet kapjunk. [

A kovetkezo eloallitasi tétel értelmében pedig minden ritka grafot egyszeriien meg-
kaphatunk.

1.5. Tétel (Henneberg). G ritka < megkaphats a Ky grafbdl kétféle lépés ismét-
lésével:

a, legfeljebb mdasodfoki pont hozzdvétele

b, 3-foku kiterjesztés

Laman tétele tehat egy konnyen ellendrizhet6 feltételt ad az infinitezimalis merevség
eldontésére. Azonban van a tételnek egy kis szépséghibaja: nevezetesen csak akkor
tudjuk a merevséget ellendrizni, ha ismerjiik a konkrét realizaciét. Ehhez tudnunk
kell minden cstics koordinatait. Néha azonban mar ez is gondot okoz. Léteznek
példak nem szerkeszthetd szerkezetre. Ez még nem is olyan nagy probléma, attol,

hogy egy adott realizaciét nem tudunk megrajzolni korzével és vonalzoval, még a



koordinatait ki tudjuk szamolni. Sok esetben azonban csak magasabb fokd egyen-
let megoldasaként tudnédnk a koordinatédkat egzaktul megadni, ami altaldban nem
lehetséges. A vizsgdléddasunk pedig éppen ilyen specidlis szerkezeteket érint, tehat
egy mas megkozelitést kellett taldlni ahhoz, hogy a merevséget vizsgaljuk. (Nem

véletleniil foglalkuzunk tehat a klasszikus értelemben vett merevséggel.)
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2. Azonos rudhosszusagu szerkezetek

Kezdjiik eloszor egy kevésbé specidlis szerkezetcsoporttal, az azonos ridhossziisagu-
akkal. Az angol elnevezésiik a unit-distance szerkezet, amit gyakran roviditenek UD-
vel. Magyar szakirodalomban nincs erre jol bevalt elnevezés, igy a dolgozatomban
azonos rudhosszisigu szerkezetnek, avagy roviditve AR szerkezetnek fogom nevezni.

A definicié magatdl értetodo:

2.0.4. Definicié. AR szerkezetnek neveziink eqy olyan szerkezetet, amelyben min-

den €l hosszusdaga azonos.

Kényelmi szempontbdl legtobbszor egységnyi hosszisagu élekre gondolunk (mint az

angol elnevezés is sugallja), de el6fordul majd méas azonos hosszuisag is.

2.1. Minél kisebb példak

Ha valaki megad egy grafot, akkor abbdl kivétel nélkiil csinalhatunk egy szerkeze-
tet. Az élek hossza persze véltozatos lehet. Elég nagy megkdtés az, hogy minden
hosszisagnak egységnyinek kell lennie. Egyszerti, kisebb példaknak sem létezik mar
AR realizacidja a sikban, példaul K4-nek sem. Ha K,-bdl kihagyunk egy élt, azt
tudjuk AR mddon realizalni: A 4 pontd példak pont ennek részgrafjai. Ha 5 pontu

5. dbra. Példék AR szerkezetre

példat akarunk, akkor egy otszognek maximum 2 atlojat hizhatjuk be. Hogyan lesz
ebbol merevség? Az el6bbi tipusi példakban rengeteg haromszog lesz.

Egy haromszog onmagaban merev, és ha hozzatesziink még egyet, akkor tovabbra
is merev marad a szerkezet. Tehat ily mdédon eléallithatunk merev AR szerkezetbol
kiindulva nagyobb merev AR szerkezeteket. Egy kozos tulajdonsaga lesz minden
ilyen szerkezetnek az, hogy tartalmaz haromszoget (rdaddsul altalaban elég sokat).
Egy korai eredmény nem csak hogy kevés haromszoggel rendelkezé merev AR szer-
kezetre ad példat, hanem egyenesen azt allitja, hogy van haromszogmentes, me-

rev AR szerkezet. Egy ilyen szerkezet konstrudlasanak két akadélya van: egyrészt
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haromszogmentes grafot kell venni, masrészt AR realizdlhatét. Az elsé kérdést
kénnyen elintézhetjiik, hogy paros grafot vesziink. Ezekben nincs paratlan kor,
tehat haromszog sem lehet. Ilyen példaul Kj o, ami egységhosszu élekkel konnyen
abrazolhato, am trividlisan nem merev; vagy ilyen pl. K33, ami pedig merev, de nem
abrazolhaté egységhosszi élekkel. Ilyen egyszerti (K, ;) példank nem lesz tehdt, de

Hiroshi Maehara mutatott egy elegéans konstrukciét [1] -ben:

2.2. Haromszogmentes, de merev AR szerkezet

2.1. Tétel. Létezik merev AR szerkezet, ami nem tartalmaz hdromszoget.

Bizonyitas: Tekintsiink egy racsot, ami egységnégyzetekbol all. Ez trividlisan nem

merev, a kovetkezo dbra mutatja példaul egy 3 x 5-0s racs deformalasat.

6. dbra. 3 x 5-0s racs deformacidja

Mivel egységnégyzetekbol indultunk ki, ezért a deformacio soran a négyzetekbdl
rombuszok lesznek, azaz tovabbra is igaz lesz, hogy bizonyos (szemkozti) élek par-
huzamosak (példaul p||q). Vegyiink egy 7 x 7-es réacsot, és egészitsiik ki az dbran

lathatd moédon:

b f |
;-;-//;-/
o o A 4
VAR VAR V4
S
ol & 1 o7 &
al e| i| m
c|al k| 71,7
o 1 o | o | o
d h |

7. 4bra. A Z szerkezet

Kihasznéltuk, hogy a 3,4,5 egy Pitagoraszi szamhérmas, igy tovabbra is AR

a szerkezet. Jeloljik ezt Z-vel. A korabban emlitett parhuzamossag miatt eb-
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ben a szerkezetben: al|b||c||d||e|| f|lgllR]lZ||l7||k]|l||m, azaz a P-bél induld vizszintes 1t
valojaban egy egyenes 1t lesz, mert a szomszédos szakaszok parhuzamosak. Ekkor
viszont barmelyik vizszintes 1t is egyenes 1it. Z egy deformécidja soran tehat csak
ilyen szerkezetet kaphatunk. Legyen Z 90°-o0s elforgatottja V. Illesziink Ossze 2 — 2

darabot az abran lathaté modon, legyen a kapott szerkezet [

8. abra. Haromszogmentes, merev AR szerkezet

Z konstrukcidja miatt minden vizszintes Uit egy egyenes szakasz, specidlisan a
két hatarold vizszintes it is. N-re is hasonlét allithatunk: mivel N Z-nek a 90° — os
elforgatottja, ezért itt a fiiggdleges utak lesznek egyenes szakaszok, specialisan a két
széls6 is. Ezért az Osszeillesztés miatt az F' szerkezetnek csak olyan mozgasa lehet,
amelyben a 7 illetve N szerkezetek egy rombuszként deformélédnak.

Vizsgaljuk most meg F' négy sarkaban a szogeket: Minden sarokban kiindulaskor

egy derékszogli haromszog volt, mely két befogdjanak a hossza a deformécié soran
nem valtozott, atfogdja viszont nem feltétleniil maradt egyenes szakasz. Azt azon-
ban biztosan allithatjuk, hogy az atfogd két végpontja nem keriilhetett 5 egységnél
tavolabbra. Ez azt jelenti, hogy minden sarokban a szog legfeljebb derékszog lehet.
Mivel 4 rombuszbdl all minden pillanatban F', ezért a kozépsé csicsnal 1é6v6 szog
épp a négy sarokban 1évo szog Gsszege, kovetkezésképp legfeljebb 4 - 90° = 360°.
De pontosan ennyinek kell lennie, igy sziikségképpen mind a négy rombusz négyzet
maradt, azaz F-nek nem létezik nemtrividlis mozgdsa, vagyis merev.
Megjegyzés: a fenti szerkezet grafja egy paros graf, igy nem csak haromszoget, de
semmilyen pératlan hosszu utat sem tartalmaz. Sajnos azonban a konstrukcié nem
infinitezimalisan merev. Megadhato6 viszont egy infinitezimalisan is merev AR szer-
kezet, amelynem a grafja ugyan nem paros, de tovabbra sem tartalmaz haromszoget:
Annak az eldontése, hogy a fenti szerkezet valéban merev, nagyon egyszeri.

Ha elhagyjuk a két piros szaggatott vonallal jelolt szakaszt, akkor az abra rom-
buszokbol all. Az A-val jelolt pontot szabadon mozgathatjuk, ezaltal valtozik a
két kitlintetett szakaszunk hossza. De a konstrukcié olyan, hogy ez a két szakasz
egyenlo hossz, igy ha az egyik egységnyi, akkor a méasik is. Ez viszont csak egyetlen
esetben teljesiilhet, ha az alul 16v6 zold szakasz egységnyi (ez a szakasz parhuzamos,
és egyenld hosszi az egyik piros szaggatott szakasszal), ekkor a szerkezetet viszont

egyértelmiien megszerkeszthetjiik az alabbi kiindulé alakzatbodl.
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9. abra. Haromszogmentes infinitezimalisan merev AR szerkezet

N

2.3. Adott hosszusagot tartalmazé AR szerkezet
Maehara [2] cikkében az aldbbi érdekes allitdst is belatta:

2.2. Tétel. Tetszbleges o pozitiv algebrai szamhoz taldlhatd olyan R?-beli merev AR

szerkezet, amelyben van két olyan csiucs, melyek tavolsaga éppen .

Késébb e tételét tetszoleges magasabb dimenzidra is igazolta. Nem minden algeb-
rai szam szerkeszthetd persze meg korzovel és vonalzdval, ezért a tétel értelmében
olyan merev AR szerkezet is van, amely nem szerkeszthetd. Erdekes kérdés annak
eldontése, hogy vajon mi az a legkisebb merev AR szerkezet, amely nem szerkeszt-
het6 meg. A valasz nem AR szerkezetre ismert; egy minimalis pontszamu szerkezet

a kovetkezo:

2.4. Merevvé teheto szerkezetek

Lattuk, hogy létezik merev haromszogmentes AR szerkezet. Raadasul ezt ugy kap-
tuk, hogy egy nem merev AR szerkezetetbe illesztettiink 1j csticsokat, és éleket. Egy
nem merev AR szerkezetet tettiink tehat merevvé egységhosszi élek hozzavételével.

Az alabbi tétel szerint ez egy tetszéleges nem merev AR szerkezettel is megteheto:

2.3. Tétel. Tetszdleges AR szerkezet kiegészithetd merev AR szerkezetté. [3]
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10. abra. Nem szerkesztheto szerkezet

Bizonyitas: Hasznéljuk fel az el6z6 tételt: Vegyiink egy nem merev F' AR szer-
kezetet. Rogzitsiik le ennek egy uv egységhosszu élét. Mivel F' nem merev, ezért
van egy olyan z csics, amely mozog az uv élhez képest, azaz pl. az |u — x| tavolsag
véltozik. Mivel a mozgds folytonos, ezért |u — z| is, azaz lesz olyan realizicidja
F-nek, amikor |u — x| € A, (pozitiv algebrai). Ekkor az eléz6 tétel értelmében
van egy olyan merev AR szerkezet, amelyben szerepel az |u — x| tdvolsag. Illessziik
ezt F-hez, ezaltal lerogzitjiikk az |u — z| tdvolsdgot. Ha az igy kapott F” szerke-
zetben az x tovabbra is mozgd pont, akkor az el6bbi gondolatmenetet |v — x|-re is
alkalmazva x-et lerogzitjik uv-hez képest. Ezt minden csicsra elvégezziik, amely
elmozoghat uv-hez képest. Ezaltal tehat egységhosszi élek hozzavételével F-et egy
merev szerkezetetté egészitettiik ki. [

Megjegyzés: a tétel nem csak kétdimenziéban, hanem tetszéleges R%ben is

érvényes.
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3. Zeolitok

Ebben a fejezetben az azonos rudhosszisagu szerkezetek egy specialis osztalyaval
foglalkozunk, a zeolitokkal. A zeolit egy olyan specidlis szerkezet, melyben minden
csucsban két egységszimplex taldlkozik. A nagymértékii szabalyossagbol arra kovet-
keztethetnénk, hogy megismert eredményeinket élesithetjiik, de ez nincs igy. Azért
nincs igy, mert egyszertien mar zeolitot is nehéz konstrudlni. Eloszor példakat és
olyan modszereket néziink meg, amikkel tudunk zeolitokat gyartani. Késobb meg-
vizsgaljuk a zeolitokat merevségi szempontbdl, majd legvégiil néhany megoldatlan

problémaval foglalkozunk.

3.1. Példak

Els6 megkozelitésben csak sikbeli szerkezetekkel foglalkozunk:

3.1.1. Definicié. Zeolitnak olyan szerkezetet nevezink, amely szabdlyos hdromszo-

gekbdl all, és minden cstucsban pontosan két haromszog illeszkedik.

A definicié némi magyarazatra szorul: az, hogy két haromszog talalkozik, nem
jelenti azt, hogy nem lehetnek metszok. Egy altaldnos zeolitban megengedjiik azt,
hogy az élek messék egymast. Mostani vizsgalodasunkat azonban kizardlag olyan
zeolitokra korlatozzuk, amelyekben ez nem fordul eld, s6t mi tobb, azt is szeretnénk
elkeriilni, hogy a szabalyos haromszogeink a csucsoktél eltekintve érintkezzek. Latni
fogjuk, hogy ez egy kulcskérdésben nagyban megneheziti majd a dolgunkat. Fel-
tessziik tovabba azt is, hogy véges sok haromszogiink van. Szép végtelen példak
vannak, de mas iranyu az érdeklodésiink.

A regularitasi tulajdonsagot grafokkal is jellemezhetjiik: a szabalyos hdaromszoge-
ket tekintjiikk a graf csucsainak, a zeolit csucsait pedig a graf éleinek. A graf két
csticsa kozott akkor megy él, ha a megfelel§ szabélyos haromszogek érintkeznek. igy
egy zeolit grafja olyan lesz, hogy minden csiicsban pontosan 3 él taldlkozik. Ilyet
egyaltalan nem nehéz talalni, viszont egy ilyen grafbol nem kapunk mindig zeolitot.
Egy egyszeri példa lehet K. Itt négy olyan haromszognek kellene lennie, ame-
lyek paronként érintkeznek, de ez szabalyos haromszogekkel nem megoldhato. Az
igazsag az, hogy nem csak, hogy 4 haromszogbol allé példa nincs, de a legkisebb is-
mert zeolit is mar 42 haromszoget tartalmaz. Ezt mutatja a kovetkez6 abra. Rogton
latjuk, hogy szép, szimmetrikus a példank, csak gy, mint a kovetkezd, Heiko Har-
borthtél szarmazo klasszikus példa. Mas zeolitok konstrualasdhoz sziikséges ezek

felépitésének az alaposabb megismerése.
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11. abra. Példa zeolitra

12. abra. Harborth példédja

3.2. Zeolitok konstrualasa

Harborth példaban azt latjuk, hogy kisebb részek vannak egymaéds mellé téve, majd
a végén e szerkezet zarodik. Ehhez a zarddashoz arra van sziikség, hogy egy kisebb
modul az egyik irdnyba keskenyedo legyen. Ragadjuk ki a hét modul egyikét:
Négy még parositatlan csics marad, amelyek elhelyezkedése nem egy paral-
lelogramma, igy ha megfelel6 médon rakunk mellé még tobb ilyet, akkor elkezd
szépen gorbiilni az alakzat, némi szerencsével (illetve bizonyos paraméter alkalmas
megvalasztdsdaval) pedig zarddni is fog. Ezzel pedig sikeresen konstruédltunk egy ze-
olitot. Most megnézziik, hogy min mulik Harborth példajanak a létezése, és kozben

kideritjiik azt is, hogy ez az els6 rdnézésre merevnek tiind szerkezet valéban az-e.

3.3. Harborth példajanak tulajdonsagai

A zeolit megszerkesztésének a lépései: Induljunk ki az els6 darabbdl. Itt egy pa-

raméternyi szabadsidgunk van, a feliil 1évé kis hdromszog d6lésszogét (a-t) meg-
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13. dbra. Egy modul

valtoztathatjuk. A madsodik abra egyenesen kovetkezik az el6z0bol egy tengelyes
tiikrozéssel. Tovabblépve megint csak egy tikrozés, és igy tovabb. A végén az
abrank vagy zarddik, vagy nem. Ne felejtsiik el, hogy volt egy kezdeti szabadon
valaszthaté paraméteriink. Nézziik meg, hogy ez milyen hatdssal van a szerkezetre!
Nézziik meg a kiindulé darab nyildsszogét (), a paraméteriink fiiggvényében. Arra
lesz sziikségiink, hogy a nyilasszog a teljesszognek valamilyen paros tortrésze legyen,

hiszen ha ez igy van, akkor a tiikrozések miatt az abrank zarédni fog.

14. dbra. A szerkesztés 1épései

3.3.1. Allitas. A kezdeti modul nyildsszige 2 arcsin(v/3/V/7) — 60°(~ 21.7868°) és
30° kozott tetszdleges értéket felvehet.

Bizonyitas: Vilagos, hogy ¢ a paraméternek folytonos fiiggvénye, igy a Bolzano-
tétel értelmében elég azt megmutatni, hogy ezeket az értékeket felveszi. Nézziik meg
az a = 60° és az a = 120°-hoz tartozé nyilasszogeket!
Az els6 esetben az AF'D haromszog egy szabalyos haromszog fele, igy a D-nél
1év6 szog derékszog, emiatt viszont a C'DF haromszogben a keresett ¢ éppen 30°.
A masodik esetben szamitsuk ki a BFE oldal hosszat. Ez koszinusz-tétellel a

BFE haromszoghdl épp /7. Most ugyanitt egy szinusz-tételt felirva adédik a
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15. dbra. A 60°-0s eset

16. dbra. A 120°-o0s eset

BEF/ = arcsin < 3/ 7). fgy viszont a szimmetria miatt az ADF / is ugyanennyi,
amib6l BC'AZ szamolhato:

BCA/ =180°—2-CED/ = 180° —2-(120° — BEF /) = 2 arcsin < 3/7) —60° O

Jegyezziik meg, hogy ennél tobb is igaz: a ¢(a) a-nak sehol sem konstans
fliggvénye, azaz ha a valtozik, ¢ is valtozik. (A bizonyitds igy torténik, hogy p(«a)-
re lehet explicit képletet adni, majd a derivéltjanak a nullhelyeit megvizsgaljuk.)

Azt kaptuk tehdt, hogy egy modul nyildsszoge a [21.7868°,30] intervallumban
tetszoleges lehet. A 30°-0s eset nem lesz nekiink jé, mert ebben az esetben lenne
atfedés a haromszogek kozott, igy a [21.7868°, 30) intervallumban kell keresni meg-
felel6 szoget. Két példa is lehetséges: 360°/14 ~ 25.7143°, illetve 360°/16 = 22.5°.
Ezekbdl kapunk zeolitot. Az els6 eset lesz ebbol Harborth példéja. Es vajon ez miért

segit a merevség eldontésében? Lassuk:
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3.3.2. Allitas. Harborth példdja merev.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy nem merev, azaz létezik egy nemtrivialis mozgasa.
Emlékezziink, hogy ha a kiindulé6 modul adott, akkor maga a szerkezet is, de ha a
szog nem megfeleld, akkor a szerkesztés sordan nem kapunk zarédo szerkezetet. Mivel
a mozgds soran « sziikségképpen megvaltozik (nemtrividlis a mozgds), igy az elézd
megjegyzésiink miatt ¢ is, és igy nem kaphatunk zarédd szerkezetet. A mozgas
tehat nem létezhet, azaz a zeolit merev.

Hasonl6 konstrukciéknal is ez a helyzet. A jé paraméterértékek diszkréten he-
lyezkednek el, igy minden hasonléan konstrudlt szerkezet merev lesz. Mivel az Gsszes
eddig ismert példa hasonlé szerkezetii volt, igy csak merev zeolitot ismertiink. Azon-

ban létezik nem merev is:

17. 4bra. Példa nem merev zeolitra

3.3.3. Allitas. 4 fenti dbrdn valoban eqy zeolit szerepel, és az nem merev.

Bizonyitas: A konstrukcié Harborth példajara épil: beszirunk két kis hdromszoget,
amit megtehetiink gy, hogy zarédé részt kapjunk (folytonossigi megfontoldsok mi-
att). A nagyobb egységet pedig lemésoljuk 6 példanyban. fgy szerkezetét tekintve

olyan a zeolit, mint egy szabalyos hatszog, ami trivialisan nem merev.
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3.4. Dimenzionovelés

Eddig csak kétdimenziés zeolitokkal foglalkoztunk, lattunk példdat merevre is, és
nem merevre is. A kovetkez6 kérdésiink az, hogy mit mondhatunk magasabb di-
menziéban. A zeolit fogalmat magasabb dimenziéban is értelmezhetjiik: d dimenzids
egységszimplexekbol all, és minden csticsban két szimplex talalkozik. Kérdésiink,
hogy vajon itt is van-e példa mindkét merevségi tipusra. A kérdés egyik felére

konnyen valaszolhatunk, ha felhasznaljuk a kovetkezo dltalanos konstrukciét:

Konstrukcio: Vegytlink egy zeolitot a sikban. Minden szabdlyos haromszogre
allitsunk egy szabalyos tetraédert gy, hogy a 4. csticsok a sik ugyanazon oldalara
essenek. Most csinaljuk meg ezt gy is, hogy a masik oldalra esnek. A 4. csicsoknaél
illessziik 6ket 0ssze. Ekkor konnyen ellendrizhetéen egy térbeli zeolitot kapunk, hi-
szen egyrészt szabélyos tetraédereket kapunk, masrészt minden csics foka 2. (Az
egy sikon 1évoké azért, mert sikbeli zeolitbol indultunk ki, a tobbié pedig azért, mert
minden 4. csticshoz egy masik 4. cstcsot illesztettiink)

Ez a konstrukcié magasabb dimenziéban is miikodik: elmondhatjuk, hogy egy d-
dimenzids zeolitbdl ily médon tudunk eggyel magasabb dimenziésat gyartani. En-
nek az eljarasnak egy hatranya van, méghozza hogy a merevségrol, illetve annak a

megtartasarél nem sokat tudunk mondani. De ez a nem sok is elég lehet:
3.4.1. Allitas. 4 fenti konstrukcio megorzi a nemmerevséget.

Bizonyitas: Az egyszerliség kedvéért csak a sikbdl vald kiterjesztésre bizonyitunk,
a bizonyitas hasonlé a magasabb dimenzios esetre is. Tekintsiik tehat az eredeti szer-
kezet nemtrividlis mozgdsat a sikban. irja le (F(t), G(t)) a csticsok elmozdulasét (F
irja le az = koordinatak, G pedig a y koordinatak megvaltozésait a ¢ idépillanatban).
Ebbol szeretnénk mi 3 dimenziés nemtrivialis mozgast az 1j zeolitra. Egy példa az
(F(t),G(t),0) (azaz a z koordinatat nem véltoztatjuk), hiszen mivel a sikban nem-
trivialis volt a mozgas, ezért a térben sem lesz trivialis, masrészt a zeolit egyben
marad, mert a konstrukcié olyan, hogy minden tetradér tetejére ugyanazt az alak-
zatot tesszik vissza tikrozve. [

Ezéltal tehat csindlhatunk magasabb dimenziés nem merev zeolitokat, hiszen

mar van sikbeli példank.

3.5. Beagyazas magasabb dimenzioba

Vizsgaljuk meg, hogy mi torténik a merevséggel akkor, ha ha a zeolitot egy az egyben

berakjuk egy magasabb dimenziés térbe. Tehat most adott egy d-dimenziés zeolit,
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és annak a d’ dimenzids merevségét vizsgdljuk. Ha a kiindulé szerkezetiink nem volt
merev, akkor ezutan sem lesz, viszont ha merev volt, akkor pedig el6fordulhat, hogy
elég nagy dimenziéban mar lesz nemmerev realizacidja. Belatjuk, hogy ez meg is

torténik, sét a legkisebb ilyen d'-re is adunk felsé becslést.

3.5.1. Globalis merevség

Els6 esetben a globdlis merevséggel foglalkozunk: Megnézziik, hogy héany dimenzids
térben tudunk két kiilonbozé realizaciot talalni. Az dltaldanossag kedvéért nem csak

zeolitokra, hanem AR szerkezetekre mondjuk majd ki az allitast.

3.5.1. Definicidé. Egy d dimenzids szerkezetet univerzalisan globalisan merevnek

mondunk, ha minden d > d dimenzidban csak eqy realizdacidja van.

Egy K, pédaul ilyen, mert barmely két cstics tavolsaga adott, amit dimenziészam
noveléssel sem tudunk kikiiszobolni. De van mas, nemtrivialis példa is univerzalisan

globalisan merev szerkezetre. A zeolitok, s6t az AR szerkezetek viszont nem ilyenek:

3.5.1. Allitas. Legyen (G, p) egy d dimenzids azonos ridhosszisdgu szerkezet, mely-
nek a kromatikus szdma k és amelynek alapgrdfja nem teljes. Ekkor a szerkezetnek

d+ k — 1 dimenzioban létezik két kilonbozo realizacioja.

Bizonyitas: p minden csicshoz ezaltal hozzarendel d db koordinatat. Minden
csuicshoz vegyiink még fel elészor k 1j koordindtat, méghozza az tjak koziil egy darab
legyen 1-es, a tobbi 0. Ha a k szinnel torténo szinezésnél a csics az ¢. osztalyba kertilt,
akkor az 1j koordinatak koziil az i. legyen az 1-es. Nézziik meg hogyan valtozott
két csics tavolsaga. Ha két csics kozott van él, akkor sziikségképpen kiilonbozo
szinosztalyba keriiltek, igy a téavolsdguk v/3 lett, mig azonos szinosztalybelieknél a
tavolsag marad az eredeti.

fgy amennyiben most a szerkezetiinket az origébol \/Lg aranyban nagyitjuk, akkor az
élek hossza 1 lesz, mas tavolsagok viszont megvaltoznak, nevezetesen \% résziikre.
Ez a realizacié kiilonbozik a trividlis bedgyazashoz tartozé realizaciotol (amikor
csupa 0-k lesznek az 1j koordindtak), igy taldltunk két kiilonbozé realizaciot d + k

dimenzidéban.

Ennél azonban taldlhatunk egy kicsit jobbat: az 1j koordinataktol azt vartuk
el, hogy k osztalyba osszdk a csucsokat, azonos osztélybeliek tavolsaga 0, illetve
barmely két kiilonbozo osztalybeli tavolsdga azonos. FEzt egy egységszimplexszel
oldottuk meg k dimenzioban. De ha a szimplexnek k csicsa van, akkor az k — 1
dimenzids, tehat & — 1 koordinataval is megoldhattuk volna. FEzzel tehat 1-gyel

tudjuk csokkenteni a dimenzidszamot.[]
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3.5.1. Kovetkezmény. Tetszioleges d-dimenzios zeolit 3d—1 dimenzioban mdr nem

globdlisan merev.

Bizonyitas: Egy zeolit 2d regularis, igy a kromatikus szama is legfeljebb ugyan-
ennyi. Az elézd tétel szerint tehat d + 2d — 1 = 3d — 1 dimenzidéban létezik két

kiilénbozo realizacidja. [J

3.5.2. Merevség

A globalis merevség utan most azt nézziik meg, hogy vajon kelléen nagy dimenziéban
adhatunk-e nem merev realizaciét. A valasz pozitiv, és mindjart meglatjuk, hogy
alig kell az el6z6 dimenzidészamot novelni, hogy a két kiilonbozo realizaciobdl mar

egy folytonos mozgast is kapjunk.

3.5.2. Allitas. Tetszdleges d-dimenzios AR szerkezet, melynek a kromatikus szdma

k és amelynek az alapgrifia nem teljes, bedgyazhaté R*-ba nem merev modon.

Bizonyitas: Az el6z6 tétel bizonyitasakor arra volt sziikségiink, hogy létezik k pont
R*~_ben, melyek koziil barmelyik ketté tavolsaga egységnyi, és ezzel a k — 1 koor-
dinataval egészitettiik ki a szerkezet eredeti koordinatait. Ahhoz, hogy egy mozgast
kapjuk ennél kicsivel tobbre van sziikségiink: el6szor megint osztalyokba soroljuk
a csucsokat, de most nem k osztalyba, hanem k + 1-be. Megint a szinosztalyokat
tekintjiik, de az egyiket (amelyikben legaldbb két csics szerepel) kettéosztjuk tet-
szOlegesen. (Feltehetjiik, hogy van ilyen szinosztaly, kiilonben csak egy teljes k-as
lehetne). Minden osztalyhoz hozzarendeliink egy R*-beli pontot tigy, hogy azonos
osztalybeliekhez ugyanaz tartozik, két kiilonb6zo osztalyhoz tartozé pont tavolsaga
egységnyi legyen kivéve, hogy a kettévalasztott szinosztalyokhoz tartozé pontok
kozotti tavolsag legyen p. 0 < p < 1. Konnyen ellenérizhetéen megadhatoak a
k-dimenzidés pontok gy, hogy az els6 k darab mindig ugyanaz, a k + 1. pedig
folytonosan véltozik, ahogy p befutja a (0,1] intervallumot. Ekkor ezekkel a ko-
ordinatakkal kiegészitve a szerkezet pontjainak koordinatait, minden p € (0, 1]-re
egy d + k dimenzids beagyazdast kapunk. Mivel a pontok folytonosan valtoznak p

valtozasaval, ezért ezek a bedgyazdsok egy mozgéasat adjak meg a szerkezetnek.

3.5.2. Kovetkezmény. d-dimenzids zeolit bedgyazhaté R3¥-be nem merev médon.

O

Viszgaljuk meg tételeinket a mar jél ismert Harborth-féle példara: tudjuk, hogy
a sikban merev, de nem globalisan merev, a térben viszont mar nem is merev. Az is

konnyt, hogy a kromatikus szama 3, mert két szinnel trividlisan nem szinezheto, de
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harommal mar igen. A tételeink szerint 4-dimenziéban mar biztosan nem globalisan
merev, 5-dimenzioban pedig mar nem is merev. Ez 2 — 2 eltérés, de annyira nem
is vészes, hiszen a tételeink tetszoleges AR szerkezetekrol beszélnek, és emellett
Harborth példaja nem csak hogy zeolit, de nagyfoki szimmetriat is mutat. Vi-
szont annyiban jonak tiinnek a tételeink, hogy a globdlis merevség, és a merevség

hatarszamanak kiilonbségét jol eltalalta.

3.6. Haromszogmentes zeolit

Az elnevezés furcsa lehet, hiszen egy zeolit haromszogekbdl épiil fel. De nézziik
csak meg akarmelyik példankat: mindegyikben talalunk olyan részt, ahol harom kis
haromszog alkot egy nagyobbat, ahol harom kis haromszog kozott keletkezik egy
kis haromszog, ami nem tartozik a zeolithoz. Ebben a fejezetben azzal a megoldat-
lan kérdéssel foglakozunk, hogy létezik-e ilyen, (koztes) haromszégmentes zeolit a
sikban.

A zeolitok konstrualdsanal lattuk, hogy azt szeretjik, amikor egy kis modul
keskenyed6 format mutat, mint amikor egy tiltott nagy haromszog tetején van egy
kisebb, kitarté probalkozas utan is azt tapasztaljuk, hogy bizony sehogy sem tudunk
haromszogmentes modon keskenyed6 format eléallitani. Enyhitstink a feltételeken

egy kicsit: engedjiik meg, hogy a haromszogek érintsék egymast.
3.1. Tétel. Lézetik olyan haromszogmentes zeolit, amelyben nincs dtfedés.

Bizonyitas: Vizsgdljuk meg a kovetkezo kisebb egységet:

18. dbra. Egy egység

Az abran lathaté a képzési szabaly: egy haromszoghdl indulunk ki, annak egyik
csucsdhoz illesztiink egy masikat, majd tiikrozéssekkel kapjuk a folyatatast. Ilyen
modon tetszolegesen hosszu egységet 1étrehozhatunk, ahol az egység hoszzat a szag-
gatott kék szakasz hosszanak tekintjik. Attol fiiggden, hogy hany haromszogbol
allitjuk elo az egységet, az elérhet6 hosszisag egy intervallumon beliil mozog. Ezt az
intervallomot konnyen meg is hatarozhatjuk a két szélsGséges eset megvizsgalasaval:

e Maximalis hosszt akkor kaphatunk, ha a lehetd legjobban kiegyenesitjiik az

egységet, ezt mutatja a kovetkezo abra:
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19. 4bra. Maximaélis hossz

Konnyen lathatoan ha a haromszogek szama 2n, akkor a maximalis hossz n.
e Ha a minimalis tavolsagra vagyunk kivancsiak, akkor pedig minél jobban Gssze

kell nyomni az egységet:

20. abra. Minimalis hossz

[tt eltérés van attol fliggden, hogy egy sorban paros, vagy paratlan sok haromszog

szerepel (legyen ez n). Az abran a paratlan eset van feltiintetve. Egyszer(i szamoldssal

adodik, hogy n paratlan esetén a hossz %\/ 3n? + 1, mig paros n esetén @

A kovetkezo tablazat mutatja, hogy a haromszogek szama hogyan befolyasolja a

lehetséges minimalis és maximélis hosszakat:

n ) 6 7 8 9 10 11 12
min | 4.3589 | 5.1962 | 6.0828 | 6.9282 | 7.8102 | 8.6603 | 9.5394 | 10.3923
max ) 6 7 8 9 10 11 12

Erre azért van sziikség, mert két ilyen egységet akarunk egymaéas mellé illeszteni: Ha
két azonos haromszogszamu egységet tesziink egymas mellé, akkor két problémaba
itkozhetiink: vagy nem lesz keskenyedd a nagyobb egység, azaz ebbdl nem tudunk
zeolitot gyartani, (még akkor sem ha azt is megengednénk, hogy tobb haromszog
cstcsa is egybeessen, vagy hogy oldalak egybeessenek) vagy metszé haromszogek
jelennek meg, amit pedig szintén nem szeretnénk.

fgy elkeriilhetetlen, hogy két kiilonbozé darabszamu egységet hasznéljunk fel.
Ennek viszont az a feltétele, hogy az egységek hosszai lehessenek azonosak, azaz a
fenti tablazat alapjan az intervallumoknak legyen metszete. Jegyezziik meg, hogy
egyaltalan nem vagyunk engedékenyek. Nem engediink meg metszéspontot két

héaromszog oldala kozott, nem engedjiik meg azt sem, hogy két oldal egybeessen,
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22. dbra. Nem keskenyed¢ egység I1.

és az is tiltott, hogy kettonél tobb haromszog csicsa egybeessen. Az egyetlen en-
gedmény, hogy egy csucs eshet egy masik haromszog oldalara. Nevezziik az ilyen
zeolitot megengedettnek. Az intervallumok tehat félig nyiltak, a legkisebb hosszt
nem hasznalhatjuk. Ha megnézziik a tablazatot, akkor egy ideig nincs metszet,
legel6szor az n = 7 és n = 8-hoz tartozéknak nemiires a metszete. Ez a metszetin-
tervallum ebben az esetben elég kicsi lenne, igy tekintsiik inkdbb azn =9 és n = 10
esetet. A metszet a (8.6603,9] intervallum. Ha ebbe esik az n = 9 ill. n = 10-hez
tartozo egység hossza, akkor mindketto 1étezik, és mivel a hosszuk megegyezik Ossze
tudjuk oket illeszteni, lassuk:
Ez a konstrukcié tobb szempontbdl is szerencsés:

- el6szor is keskenyedo: a szimmetria miatt a zold és a piros félegyenes parhuzamos.
A feliil 1évé n = 9-hez tartozé egység azonban nincs teljesen kinyitva (a hossza nem
9), ezért a baloldali lila szakasz hosszabb, mint a jobboldali (szaggatott) lila szakasz,

igy a piros félegyenes és a kék félegyenes metszik egymaést (az dbratdl jobbra).

- a masodik lényeges tulajdonsag pedig természetesen az, hogy tiltott eset nem

all fonn.

3.6.1. Lemma. Tetszdleges h € (8.6603,9) esetén a h hosszhoz tartozo fenti konst-

rukcio megengedett.

Bizonyitas: Azt latjuk be, hogy a kritikus csticsok (a lenti n = 10-hez tartozé
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23. abra. Metsz6 haromszogek

24. abra. Keskenyed6 egység 38 haromszoggel

egység koztes cstcsai) a fenti egységben szereplé haromszogek oldalara esnek. Ha ez
teljesiil, akkor nem lehetnek metszé haromszogek, és a konstrukciéo miatt egybeesés
trividlisan nem lehet.

A piros félegyenest az alsé egység cstcsai b egyenld részre osztjak, mert az egység
eltolasszimmetrikus. Elég tehat belatni, hogy a piros félegyenes a haromszogeket

épp az osztopontokban metszi. Ragadjuk ki az abra lényeges részletét:

25. abra. Az osztopontok illeszkedése

Az dbran X illetve Y a h hosszu szakasz két végpontja, az oszépontok rendre:
P, Q,R és S tovabba A, B,C ill. D a haromszogek megfelel6 csucsai. Legyen a =
ﬂ illetve b = 1@ Ekkor )77 — 53 + 4b. Ekkor egy osztopontbdl a jobboldali
szomszédjaba az d + %I; mutat. fgy példaul )ﬁ’ =d+ %I; De )ﬁ = ﬁ + ﬁ, igy
mivel b = AB, igy P az AB-re esik. SOt azt is megmondhatjuk, hogy AB-t 4 : 1
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aranyban osztja. Hasonléan mutathaté meg a koévetkezd osztopont illeszkedése:
PG = PB+ BC + CQ = b+ d + CQ, amibél kivetkezik, hogy CO = 25 és igy
mivel C'D || b, igy @ illeszkedik C'D-re. Folytatva ezt a gondolatmenetet kapjuk R
és S illeszkedését is.

Nem vagyunk még készen, mert még arra is sziikkség van, hogy az aldbbi abran

lathaté kék haromszog nem metsz bele a pirosba:

26. abra. Metszéspont nincs

Ez konnyen ellenérizhetd, ha megvizsgaljuk a haromszogek megfelel6 oldalainak
a meredekségét. Ez egyuttal bizonyitja a tobbi kritikus illeszkedési pontndl is azt,
hogy nincs metszéspont. [

A lemma értelmében van tehat egy nagyon jo kiindulasi alapunk egy zeolit
elkészitéséhez. (Gondoljunk vissza a zeolitok konstrudldsa fejezetre.) Egyetlen
megvalaszolatlan kérdés maradt, az, hogy tudunk-e zardédéd szerkezetet késziteni.
A lemma biztositja, hogy h-t kedviinkre véltoztathatjuk a (8.6603,9) intervallumon
beliil. Nézziik meg, hogy a 38 haromszoghdl allé egységiinknek mekkora lehet a

szoge:
3.6.2. Lemma. Az eqységink szoge 0° és 3.62° kozott tetszbleges lehet.

Bizonyitas: Jeloljik z-el az egység hosszat. Ekkor a keresett szoget konnyen
kiszamolhatjuk:

A fenti dbran az X AP haromszoghen |XA| = 1,|AP| = 4/5,|XP| = z/5. Igy
a koszinusz-tétellel az @ = X AP/ sz0g szamolhatd (cosa = 41_”‘"2). Az XKL

40

héaromszogben | XK| = |KL| = 1 illetve XKL/ = «, innen |a| = \/”2281. |b] is
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konnyen szamolhaté az AK M haromszogben, hiszen AK M/ = 240° — «. Ha pedig
|a| és [b] is ismert, akkor az egység szdge a sin £ = %= képletb8l megkaphato, és a
fenti kozelitéértékek adédnak. OJ

A lemma alapjan a tétel bizonyitasa: Tegyiik fel, hogy a 38 db-os egységekbol
k db-ot illesztiink Gssze. Ekkor az egész szerkezetnek a szoge a (0°,k - 3.62°) in-
tervallumban tetszoleges értéket felvehet. Mivel 3.62° # 0, ezért létezik olyan

a € (0°,3.62°) és elég nagy k ugy, hogy 360° =k -«.

A végs6 konstrukciéban a 3.62°-0s értékre nincs is sziikségiink. Elég lett volna
tetszolegesen kicsi o érték is, hiszen annak elég nagy szdmszorosa mar nagyobb, mint

360. Azért szamoltuk ki mégis, hogy becslést adhassunk a haromszogek szaméra:

3.6.1. Kovetkezmény. Létezik megengedett zeolit, amely legfeljebb 3800 hdrom-

s20gbol dll.

Bizonyitas: A fenti konstrukciéoban pontosan ennyi talalhato.

Ez a konstrukcié adta az otletet a mar korabban emlitett megoldatlan probléméahoz:

alfa

A1 A2

3.6.1. Definicié. Az abrdn ldthato szerkezetet a konnyebb hivatkozds érdekében ne-

vezziik H szerkezetnek (a H beti utal arra, hogy hosszikds).
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Egy ilyen szerkezetet két paraméter hataroz meg: egyrészt az, hogy hany db
haromszogbdl all, mésrészt pedig az, hogy az els6é haromszogpar mekkora szoget zar
be egymassal. A H szerkezet mindig paros sok haromszogbodl éll, legyen ez az érték
2n. Nevezziik a szerkezet darabszamanak ennek a felét, azaz n-et.

A H szerkezet szogének pedig ne az elso két haromszog altal bezart szoget nevezziik,
hanem az abran lathaté A, A; X Z-et.

3.2. Tétel. Létezik koztes haromszogektol mentes sikbeli zeolit.

&S oo
YYryYyy 4
| 91914

v

27. dbra. A konstrukecid

Bizonyitas: Tekintsiik az abran lathato konstrukeiét. Ez lesz a kiindulasi alap.
El6szor is nézziik meg, hogy ez az alakzat hogyan késziilt! A korabbi 38-as egységhez
hasonlé a felépitése, de lathatd, hogy kozépen két haromszoget szétvalasztottunk.
Emlékezziink, hogy ha ezeket nem nyitnank szét, akkor illeszkedést tapasztalnank.
Tovabba nézziik meg, hogy ha csak ezt a kis részt nézziik, akkor keskenyedé-e a
szerkezet! A vélasz igen: vegyilink egy 38-as egységet, ez keskenyedik. Ha ezt csak
egy picit nyitjuk ki, akkor ez a keskenyedés tovabbra is fenntarthaté. Ha a 38-as
egység szoge egy (0, ) intervallumban mozoghatott, akkor a mostani alakzat szoge
is. Legyen a feliil 1évé H szerkezet szoge a. Egy a-hoz nem biztos, hogy tartozik
megfelel 38-as szerkezet, de mint korabban lattuk, van megfelelé6 o (olyan « lesz
jo, melyre a fenti H szerkezet hossza eleme a (8.6603,9) intervallumnak). A lenti
H szerkezet szoge legyen . Ha nem nyitnank szét a kordbbi konstrukciot, akkor
B egyértelmiien meghatarozott lenne « altal, de most ezt is valtoztathatjuk. A
valtoztatas azzal jar, hogy az egység szoge valtozik. Ha ezt a szoget ¢-vel jeloljiik,
akkor tehat azt mondhatjuk, hogy ¢ a-tdl és (-tdl fiigg (rdaddsul mint azt a geo-
metriai konstrukcié mutatja: mindkett6t6l folytonosan).

A szerkezet masodik fele az alabbiak szerint készil: szeretnénk, ha a két széls6
egyenes kozti rész ismétlddne, ezért a tovabbi haromszogeket gy helyezziik el, hogy
egy-egy csucsuk a megfelel egyenesre essen (a forgatdssal kapjuk meg a csicshoz
tartozé mésik haromszoget). A kérdés az, hogy ami az dbrdn nem is latszik: a
jobb végen vajon talalkozik-e két haromszogcesucs, vagy rossz a konstrukcid, és

egymasbametszenek.
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A feladatunk tehat kettos: olyan « és (8 értékeket kell megadnunk, melyre a végén
illeszkedést tapasztalunk, illetve arra is sziikség van, hogy k - ¢ = 360° legyen vala-
milyen k egészre (zar6dé legyen a szerkezet a forgatdsnél).

Legyen
O:p—{a|3IB:e(e,f) =}

® tehat megadja azon a-kat, melyekre van ¢ szogli konstrukcié. Konnyen el-
lenérizhetd, hogy ®(p) Osszefiiggd minden -re, illetve, hogy a szdmosséga végtelen,

kivéve a maximalis ¢ és a ¢ = 0 esetet.

3.6.3. Lemma. Legyen ¢ és a € (o) adott. Ekkor megadhatd olyan 3, melyre

az eqyséqg szoge pg.

Bizonyitas: Ha pg-hoz van szerkezet, akkor trividlisan van megfelel6 (8 is. [J

Rogzitsiink le egy ¢ szoget, és nézziik meg a szerkezet jobboldali végén a zarodast!
Szamoljuk ki ehhez a pontok koordinatéait. Helyezziik a szerkezetet koordindtarend-
szerbe az dbran lathaté médon. (Az OA, jeldli ki az z-tengelyt).

Az U-val jelolt utolsé haromszog mar nem része a fenti H szerkezetnek, igy annak a
jobbszéls6 cstcsa (C') nem is esik az z-tengelyre. Legyen a COAyZ = ¢ (magyardn
CO és az x-tengely &ltal bezart szog, és ezt jeloljik COx/-el is). e-nal egyiitt «
és [ mar meghatarozza az egységet, mert kiilon-kiilon a H szerkezetek meg vannak
hatarozva « és [ altal, csak ezek egymashoz viszonyitott helyzete a kérdés, és ezt
adja meg €.

Létszdlag sok szabad paraméteriink van, azonban ez nincs igy: a d(C, D) tdvolsdgnak
egységnyinek kell lennie illetve az egység szoge ¢. Harom paraméter, két feltétel,
varhatoan tehat lesz alkalmas konfiguracié. Ennek eldontésére szamoljuk ki a val-

tozdk kozti Osszefiiggéseket! O az origd, ennek a koordinatéi tehat (0, 0)

“ AVATAN AYAYS
1> A =

E1 E2 e egyenes

A C pont koordindtait abbdl tudjuk meghatarozni, hogy kiszamoljuk az OC' szakasz
hosszat, és tudjuk, hogy OC' ¢ szoget zar be az z-tengellyel:
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|OC|: Mivel a lenti H szerkezethez tartozé szog 3, igy szogfiiggvényekkel konnyen
adédik ez a tdvolsdg: 1/(9cosB)? + (sinfB)? = /80cos?3+ 1. Innen a C ko-

ordinatait ugy kapjuk meg a legegyszeriibben, ha gy tekintiink ra, mint ha a

C'(|0C|,0) pont origd koriili e szogli elforgatottja lenne.

Kovetkez6 1épésben meghatarozzuk az E pontot: Az E pont nem més, mint a
C pont D koriili 60°-os elforgatottja. A D pont pedig a C-hez hasonléan szintén
szogfiiggvények segitségével adhaté meg: D(9cos o, sin ). frjuk fel, milyen feltételt
kapunk e-ra azaltal, hogy d(C, D) = 1. Jeldljik C’-vel a C meréleges vetiiletét az

x-tengelyre, hogy konnyebben hivatkozhassunk bizonyos szogekre.

DOCZ = DOC'"Z+ C'OC4L = DOC'Z + ¢, ahonnan € = DOCZ — DOC"/Z. Mivel
a D(9 cos «, sin ) pontot kiszamoltuk, igy szogfiiggvényekkel konnyen kapjuk, hogy
tan C'OD/ = e

9cosa”

A DOC Z-et az OC D /A\-bél koszinusz-tétellel kapjuk meg: cos DOC/ = ‘OC‘QQTcl)%ﬁgz)l‘Dc‘z.
|0C| = 1/80cos2 3+ 1, |OD| = v/80cos2a + 1 és |DC| = 1, ezdltal:

2 2 1
DOCZzarccos( 80 cos® av 4 80 cos” 3 + )

24/(80cos? o + 1)(80 cos? 3 + 1)

Most mar meg van minden adatunk e-hoz:

80 cos? o + 80 cos? 3 + 1 <sina )
€ = arccos — arctan
24/(80cos? o + 1) (80 cos? 3 + 1) Cos &

A szerkezet ¢ szoge az e és az f altal bezart szog. f|x-tengely, igy ez épp az

x-tengely és e altal bezart szoggel egyezik meg.

28. abra. szogek szamolédsa

Hasznaljuk ki, hogy C a I'V. negyedben helyezkedik el, ezaltal az x-tengely és e
szoge: xe/ = 0Cel —xOCL = 0OCel — ¢
OBs||e, igy mivel C' az OBy és az e egyenesek kozé esik, ezért a OCes/ = ByOCZ.
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A B,OCZ a C'OD/-hoz hasonldéan szamolhaté ki, csak « helyett 5 lesz:

sin 3
B,OC/ = arctan (QCOSB)

Ezéltal a ¢ = OCeZ — ¢ képletbdl:

80cos? a+ 80cos? B+ 1 < sin o ) ( sin 3 )
(© = — arccos +arctan +arctan
2y/ ) 9

(80 cos? v + 1)(80cos? 8 + 1 COS (v 9cos 3

Tehat ¢ a-tol és [-tdl a fentiek szerint fligg. Kénnyen megvizsgalhato, hogy ha ¢-t

lerogzitjiik, akkor adott a-ra egyértelmiien létezik megfelel6 5. [.

Nem vagyunk még készen. Szamoljunk tovabb, hogy megnézhessiik mit mondha-

tunk a szerkezet jobboldali részérol!

Az F pont a f egyenesen van, méghozza az FE-t6l egységnyi tavolsdgra. Azt is
latjuk, hogy az E-tol "jobbra”, tehat konnyen meghatarozhatjuk F-et igy, mint az
E kozéppontu egységsugari kor és az f egyenes megfelel6 metszéspontja. Az f egye-
nes egyenlete y = sin(60°+«). Minden tovabbi lépésben forgatds, metszéspont, vagy
tavolsag meghatarozasa szerepel, amelyeket akdar kézzel is konnyen elvégezhetiink,
én a maple szamitogépes programot haszndltam. A tovabbi lépések:

A G pont koordinatainak meghatarozasa: A G; pont nem maés, mint az F-nek az
E korili —60°-os elforgatottja.

Legyen dy a G és az f egyenes tavolsaga, illetve legyen d; a (G; és az e egyenes

tavolsaga.

A szerkezet jobboldali részén talalhaté Hj szerkezet v szoge tehat meghatarozott
d; éltal. (cos (30° — ) = d)

A paramétereket tgy kell megvalasztanunk, hogy Hj3 valamelyik paros sokadik
csucsa az f egyenesre essen, mert ekkor lesz minden csticsnak pérja a konstrukciéban.

Azt, hogy valamelyik G; az f-re esik-e, az alabbi médon donthetjiik el:

3.6.4. Lemma. Legyen adott eqy H-tipusiu szerkezet, a hozzdtartozo szog pedig le-
gyen . Tegyik fel, hogy a szerkezettdl dy kezdeti tdvolsdgra fut eqy vele ¢ szoget
bezaro f egyenes. Ekkor annak a sziikséges és elégséges feltétele, hogy a szerkezet

valamelyik pdros sokadik csicsa az f-re esik az, hogy:

dy
2n cos vy

sin g = valamely n € N-re
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Bizonyitas: d(Gii2,G;) = 2cosy majd a cos -t felirjuk a megfelel6 derékszogii
haromszogben (G111 M /A-ben, ahol M az f és a g metszéspontja, 11 pedig Gy
meroleges vetiilete f-re. [

Osszesen tehat annyit kell megnézni, hogy ha egy adott c-ra meghatdrozzuk
a hozzatartozé (-t, és kiszamoljuk n-et, az egész-e. Ezt a kovetkezoképpen lehet
eldonteni: Vélasszuk pl. -t ¢; = 7/320-nak és keressiik elszor meg kozelitéleg
az « és [ értékeket a programmal. Vizsgdljuk meg p(«, 5) és N(«, §) viselkedését.
Ezutan vegytink fel ay, aw, ag, auy, B1, B2, B3, Ba értékeket tigy, hogy p(ay, f1) < ¢ <
o(ag, Ba), plas, B3) < ¢ < p(ay, Bs), illetve N(aq, f1) < No < N(as, f3), N(ag, B2) <
Ny < N(ay, fy) teljesiiljon (Ng = 48 vélasztassal). Ekkor a ¢ folytonossidga miatt
az [(aq, 1), (g, P2)] szakaszon lesz olyan pont, melyre ¢(a, 3) értéke épp ¢;. Ha-
sonléan az [(as, B3), (au, B4)] szakaszra. Ekkor viszont van egy a két pontot 6sszekotd
folytonos gorbe, amelyen ¢ értéke végig ¢;. Ugyanezt a masik két szakaszra eljatszva
kapunk egy folytonos gorbét, melyen N értéke végig 48. A kettének pedig a-k és
B-k vélasztasa miatt van metszete, ez pedig bizonyitja, hogy van a paramétereknek

megfelel6 értéke.

048 | 0.48 | 0.49 | 0.49  0.2174 | 0.2178 | 0.2544 | 0.2548

A részletes szamitasok megtalalhatéak a mellékletben.
Az aldabbiakban lathaté a megszerkesztett konstrukcié egy-egy részlete, illetve a
végén a zardédas. A teljes abra a szakdolgozathoz mellékelt CD-n megtalalhato

tobbféle felbontasban. A konstrukcié 34240 haromszoget tartalmaz.

29. abra. A teljes konstrukcio egy részlete
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31. dbra. A konstrukcié egy masik részlete

Nyitott kérdések

Mi az a legkisebb AR szerkezet, ami nem szerkeszthet6?

Talaljunk infinitezimalisan merev paros AR szerkezetet a sikon!

Taldljunk egy altaldnos konstrukciét R%-ben hiromszogmentes merev szerke-

zetre!

Keressiink minél kisebb példat koztes haromszogektdl mentes zeolitral

Keressiink magasabb dimenziéban merev koztes szimplext6l mentes zeolitot!

Keressiink nem forgésszimmetrikus zeolitot!
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Fluggelék



[ >
;Maple ujrainditésa.
> restart:w th(geonetry):
| origd szokasos definicioja
> point(origo,0,0):
coordi nat es(ori go);
i [0,0]
;a D pont meghatarozasa
> poi nt (poi nt D, 9*cos(al pha), si n(al pha)):
coor di nat es(poi ntD);
[9 cos(a), sin(a) ]

> point (poi nt TC, sqrt (80*cos(beta)”"2+1), 0):
coor di nat es(poi nt TC) ;

i [\/ 80005([.’))2—0-1,0]
> angl el: =arctan(si n(al pha)/ (9*cos(al pha)));

1 sin(a)
anglel = arctan| — ————
! ¢ ( 9 cos(a) J
> angl e2 :=arctan(sin(beta)/(9*cos(beta)));
angle2 = arctan 1 M
9 cos(B)

(al pha)*2+1) *sqrt (80*cos(beta)~2+1)));
80 cos((x)2+80 cos(B)2+1

i \/80 cos((x)2+l \/80 cos(B)2+1

> epsilon := delta-angl el;

80 cos(oc)2+80 cos(B)2+1

1
o= —
arccos[ 5

[ 1 [ |
g€ =arccos| — — arctan 3

i \/8Ocos(oc)2+1 \/80005([3)2+1
> phi: =angl e2- epsi | on;

sin( o)

cos(

. 2 2
0= arctan(% MJ arccos[% 80 cos( o) +80cos(B)” +1
cos(B) \/ 80 cos(oc)2 +1 \/ 80 cos(B)2 +1
+arctan(L M]
9 cos(a)

> rotation(pointC, point TC, epsi |l on, cl ockw se):
coor di nat es(poi nt C);

|

o

)

;a C pont meghatarozasa (TC elforgatottja) a szerepl szogek kiszamitdsa (alpha,beta,epsilon,phi)

_> del t a: =ar ccos((80*cos(al pha)~2+80*cos(beta)"2+1)/ (2*sqrt (80*cos

|

(0))

(0]

(©))

(C))

(©))

()

@)

®

®



2 2
1
\/80 cos(B)2—|—1 cos| arccos % 80 cos(a)_ +80 cos(B) + Q)
2 2
\/80 cos(o)” +1 \/80005([3) +1
— arctan L sm(oc) R
9 cos(a)
2 1 SOcos(a)2+8OCos(B)2+1
—\/ 80 cos(B)” + 1 sin| arccos 5
\/ 80 cos(oc)2 +1 \/ 80 cos([i)2 +1
_ arctan| L sin(e)
9 cos(a)
:Az E pont meghatarozasa
> rotation(pointE, pointC, Pi/3, counterclockw se, pointD):
coor di nat es(poi ntE);
(10)

80 cos(oc)2+80 cos(B)2+l ]

L \/ 80 cos(B)2 +1 cos{arccos[i
2 2 \/80 cos(oc)2+1 \/80COS(B)2+1

2 2

+gcos(0c) L [

—\/ 80 cos(B)2—|—1 sin

[ 1 80 cos((x)2+80 cos(B)z—i-l J
arccos| —
\/80 cos(oc)2+1 \/80 cos(B)2+1

—arctan[1 sin(a) ]—sin(oc)]\/?,

9 cos(a)

2 2
% [\/ 80 coS(B) +1 cos[arccos[ I 80 cos(a)” +80 cos(B)” + 1 ]
\/SOcos oc)2+1 \/SOCOS(B)2+1

— arctan L m -9 cos 3
9 cos( oc)
1

80 cos(oc)2 + 80 cos(B)2 +1

- %\/80 cos([3) +1 sm[arccos[ 5

\/SOCos(oc)2+1 \/80 cos(B)2+1

+L sin (o)

— arctan
5 ;

9 cos(a)

;technikai jelleg szamitasok, az f egyenes egyenletének meghatarozasa, az F pont meghatarozasa
> yl: ="yl :circle(circleE [pointE 1],[x1,y1]);
circleE an

_> [ ine(lineF,yl=sin(Pi/3+al pha),[x1,yl]);



lineF 12)
> circl eEEQU: =Equati on(circl eE):
> | i neFEQU: =Equati on(li neF);

lineFEQU := - % V3 cos(o) — % sin(o) +yI=0 (13)
[ > FY: =sol ve(l i neFEQU, y1);
FY:= % V3 cos(a) + % sin( o) (14)
_> y1l: =FY,
yl = % V3 cos(a) + % sin (o) 15)

> xs:=[sol ve(circl eEEQU, x1)]:
> point (poi ntF, xs[1],yl);
yl:="yl":

i pointF (16)
;Graﬁkus abrazolashoz A1,A2,...A9 pontok meghatarozasa
> poi nt (poi nt Al, 1*cos(al pha), sin(al pha)):
poi nt ( poi nt A2, 2*cos(al pha), 0):
poi nt ( poi nt A3, 3*cos(al pha), sin(al pha)):
poi nt ( poi nt A4, 4*cos(al pha), 0):
poi nt ( poi nt A5, 5*cos(al pha), si n(al pha)):
poi nt ( poi nt A6, 6*cos(al pha), 0):
poi nt (poi nt A7, 7*cos(al pha), si n(al pha)):
poi nt ( poi nt A8, 8*cos(al pha), 0):
| point(pointA9, 9*cos(al pha), sin(al pha)):
| G pont kiszamitasa
> rotation(pointGl, pointF, Pi/3,clockw se, pointE);
i pointGl a7
;segédﬁiggvények definicidja (alpha és phi fiiggvényében meg lehet adni beta-t és epsilont is)
> Eps: =(al pha, beta)-> arccos((1/2)*(80*cos(al pha)”2+80*cos(beta)
N2+1)/ (sqrt (80*cos(al pha)*2+1) *sqrt (80*cos(beta)”2+1)))-arctan(
(1/9)*sin(al pha)/cos(al pha));

50 cos(0)” + 50 cos(B) "+ 1 ] __annan(_thggggg_) (18)
80 cos(0)” + 1 \/ 80 cos(B)” + 1

1
Eps = —arccos| —

_>»Ph::(alpha,beta)—>arctan((1/9)*sin(beta)/cos(beta))—arccos((l/Z)
*(80*cos(al pha)"2+80*cos(beta)*2+1)/ (sqrt (80*cos(al pha)"2+1)*
sqrt (80*cos(beta)”2+1)))+arctan((1/9)*sin(al pha)/cos(al pha));
. 2 2
Ph = (o, B)—)arctan(% M] — arccos % 80 cos(o)” +80cos(B)” + 1 19)
cos(B) \/80 cos(oc)2+1 \/80 cos(B)2+1




1
t -
+ arc an[ 9

sin o) j

cos(a)

> betaF := proc (fii,x)
return(fsolve(Ph(x,y)=fii,y));
end proc;
betaF .= proc( fii, x) return fsolve(Ph(x,y) =fii,y) end proc

_>»epsiI0nF c= (fii,x)->Eps(x, betaF(fii,x));
epsilonk := ( fii, x) — Eps(x, betaF( fii, x) )

[Tt allitjuk be alphat, és phi-t (az elnevezés azért mas, mert néhany valtozonév mar foglalt)
| Majd a hozzatartozo béta és epszilon kiszamitasa

> al pha: =0. 4835311059539632853968292322761106193285352203665;
fiii:=Pi/320;
o :=0.4835311059539632853968292322761106193285352203665
1

I fiii = 320 s

> beta: =betaF(fiii,al pha);
B:=0.23136982981163913509828922180615198562748177751374

> epsilon: =epsilonk(fiii,al pha);

€:=0.016353074935119823526411057933832761658881401483851

Segedpontok felvitele, ezeknek az elforgatottja lesz majd B1,B2,...B8
> poi nt (poi nt BB1, 1*cos(beta), -sin(beta)):

poi nt ( poi nt BB2, 2*cos(beta), 0):

poi nt ( poi nt BB3, 3*cos(beta), -sin(beta)):

poi nt ( poi nt BB4, 4*cos(beta), 0):

poi nt ( poi nt BB5, 5*cos(beta), -sin(beta)):

poi nt ( poi nt BB6, 6*cos(beta), 0):

poi nt ( poi nt BB7, 7*cos(beta), -sin(beta)):

poi nt ( poi nt BB8, 8*cos(beta), 0):
| poi nt (poi nt BB9, 9*cos(beta), -si n(beta)):

> rotation(pointBl, poi nt BB1, phi, count ercl ockwi se) :
rotation(poi nt B2, poi nt BB2, phi, count er cl ockwi se):
rotati on(poi nt B3, poi nt BB3, phi, count er cl ockwi se):
rotation(poi nt B4, poi nt BB4, phi, count er cl ockwi se):

(20)

21

(22)

(23)

24



rotati on(poi nt B5, poi nt BB5, phi, count er cl ockw se):
rotation(poi nt B6, poi nt BB6, phi , count er cl ockwi se) :
rot ation(poi nt B7, poi nt BB7, phi , count er cl ockwi se) :
rotation(poi nt B8, poi nt BB8, phi, count er cl ockwi se):
rotation(poi nt B9, poi nt BB9, phi, count er cl ockwi se):

[Az e egyenes meghatarozasa az E1,E2 segédpontokkal
[>»rotation(pointEl,pointBl,Pi/3,cIockmﬁse):

> rotation(pointE2, pointB2,Pi/3,clockw se, pointBl);
pointE?2 25)

_>-Iine(lineE,[pointEl,pointEZ],[x,y]);
lineE (26)

;Teschnikai jelleg szamités, az e és f egyenes abrazolasdhoz

> | i neEEQU: =sol ve(Equation(lineE),y);
I i neFEQU: =sol ve( Equation(lineF),yl);

lineEEQU = 0.0098177924667856934900942326325530823443577519378798 x
—0.95765027382412444862314226546254391746674334693934

i lineFEQU :=0.99919739830919942579932318762301301551540647051458 27

;Néhény pont megjelenitése a koordinatarendszerben

> points:=[[coordinates(origo)[ 1], coordinates(origo)[2]],
[ coordi nates(poi nt Al)[ 1], coordi nat es(poi nt Al)[ 2] ], [ coordi nat es
(poi nt A2)[ 1], coordi nat es(poi nt A2)[2]], [ coordi nat es(poi nt A3)[1],
coordi nat es(poi nt A3)[ 2]], [ coordi nat es(poi nt A4)[ 1], coordi nat es
(pointA4)[2]],[coordinates(pointA5)[1], coordi nates(pointA5)[2]],
[ coordi nat es(poi nt A6) [ 1], coor di nat es(poi nt A6) [ 2]], [ coordi nates
(poi nt A7) [ 1], coordi nat es(poi nt A7)[ 2] ], [ coordi nat es(poi nt A8)[1],
coordi nat es(poi nt A8)[2]],[coordi nates(pointD)[ 1], coordi nat es
(pointD)[2]],[coordi nates(pointC)[1], coordinates(pointC)[2]],
[ coordi nates(poi ntE)[ 1], coordi nates(pointE)[2]],[coordi nates
(pointF)[1], coordi nates(pointF)[2]],][coordinates(pointGl)[1],
coordi nat es(poi nt GL) [ 2]], [ coordi nat es(poi nt B1)[ 1], coor di nat es
(pointBl)[2]],[coordinates(pointB2)[1], coordi nates(pointB2)[2]],
[ coordi nat es(poi nt B3) [ 1], coordi nat es(poi nt B3)[ 2]], [ coordi nates
(poi ntB4)[ 1], coordi nates(pointB4)[2]],[coordi nates(pointB5)[1],
coordi nat es(poi nt B5)[ 2] ], [ coordi nat es( poi nt B6) [ 1], coor di nat es
(pointB6)[2]],[coordinates(pointB7)[1], coordi nates(pointB7)[2]],
[ coordi nates(poi nt B8)[ 1], coordi nat es(poi nt B8)[ 2] ], [ coordi nat es




L

(poi ntE1)[ 1], coordi nates(pointELl)[2]],[coordi nates(pointE2)[1],

coordi nates(poi ntE2)[2]]]:

_>-plot([points,lineEEQU,IineFEQU],x:O..12,sty|e:[point,line,line],

col or=[red, green, bl ue], scal i ng=constrai ned);

> gammma: =ar csi n(dl)-Pi/3;

0,8 = &
3 & 4 & &
03 P P e T T : 1
-0.63 2 4 8 10 12
d 1ésd 2 tavolsdgok meghatarozasa

> d1: =eval f (di stance(poi ntGL, | ineE));
i dl :=0.93178765967128203233574275321214122845804011804361 (28)

> d2: =eval f (di stance(poi ntGL, | i neF));
d2 :=0.93158068392079738738669483080682056523763473502027 29)

| a gamma sz0g kiszdmitasa (gamma név védett, ezért gammma az elnevezés)

1

gammma = 1.1993067559617578763497750500819403328725252381316 — 3 T 30)



[ A kérdéses kritikus n értékénck kiszamitésa
> Nval ue: =d2/ (2*si n( phi ) *cos(gammma) ) ;
47.445776791410485544628727741628254258256687810316

Nvalue = 1
sin(1.1993067559617578763497750500819403328725252381316 + 3 nj

> eval f (Nval ue);
i 48.000000000000000000000000000000000000000000002415
> p := proc (pointABC.: point2d)
| ocal x,y:
x: =coor di nat es( poi nt ABC) [ 1] :
y: =coor di nat es( poi nt ABC) [ 2] :
return eval f([x,y]);
end proc;
p = proc(pointABC::point2d)
local x, y;
x := geometry.-coordinates( pointABC)[1];
y := geometry:-coordinates( pointABC) [2];
return evalf ([x, y])
| end proc
> p2:= proc (listofpoints)
return [seq(p(listofpoints[i]),i=1..nops(listofpoints))];
end proc;

[[0.88535880513651560143874033737168081945767014602671,
0.46490836319348073809183105934995078647248458294915 ],
[1.7707176102730312028774806747433616389153402920534, 0. ],
[2.6560764154095468043162210121150424583730104380801,
0.46490836319348073809183105934995078647248458294915 ],
[3.5414352205460624057549613494867232778306805841068, 0. ],
[4.4267940256825780071937016868584040972883507301336,
0.46490836319348073809183105934995078647248458294915 1],
[5.3121528308190936086324420242300849167460208761603, 0.],
[6.1975116359556092100711823616017657362036910221870,
0.46490836319348073809183105934995078647248458294915]]

> rotation(pointE3, pointB3,Pi/3,clockw se, poi ntB2):
rotation(point E4, poi nt B4, Pi /3, cl ockw se, poi nt B3):
rotation(point E5, poi nt B5, Pi /3, cl ockwi se, poi nt B4):
rotation(poi nt E6, poi nt B6, Pi /3, cl ockwi se, poi nt B5):
rotation(point E7, poi nt B7, Pi /3, cl ockwi se, poi nt B6):

p2 = proc(listofpoints) return [seq(p (listofpoints[i]),i=1 ..nops(listofpoints))] end proc
> p2([ poi nt Al, poi nt A2, poi nt A3, poi nt A4, poi nt A5, poi nt A6, poi nt A7]);

31
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>

rotation(point E8, poi nt B8, Pi /3, cl ockwi se, poi nt B7):
rotation(point E9, poi nt B9, Pi /3, cl ockwi se, poi nt B3):

tri:= proc (ppl, pp2, pp3)
return p2([ppl, pp2, pp3, ppl]);
end proc;
tri ;= proc(ppl, pp2, pp3) return p2([ppl, pp2, pp3, ppl]) end proc (36)
koord: = proc (pontlista)
return [seq([p(pontlistal[i])[1],p(pontlistal[i])[2]],1=1..nops
(pontlista))];
end proc;

koord = proc( pontlista ) (37)

return [seq([p(pontlista[i])[1], p(pontlistali])[2]],i=1..nops(pontlista)) ]

| end proc

tri(origo, pointEl, pointBl);

[[0.,0.], [0.29747460890122956629231212585827955323535599403727, 38)

-0.95472972984979393658537913198082620216678657154489 ],
[0.97555750424879060385293282509764845444537525375789,
-0.21974429663559166629582642114616460791620406744398 ], [0., 0.]]

rotation(pointF1, poi nt Al, Pi /3, count ercl ockwi se):

rotation(point F2, poi nt A2, Pi /3, count er cl ockwi se, poi nt Al):
rotation(point F3, poi nt A3, Pi / 3, count er cl ockw se, poi nt A2) :
rotation(poi ntF4, poi nt A4, Pi /3, count er cl ockwi se, poi nt A3):
rotation(pointF5, poi nt A5, Pi /3, count ercl ockwi se, poi nt A4):
rotation(poi nt F6, poi nt A6, Pi / 3, count er cl ockwi se, poi nt A5) :
rotation(point F7, poi nt A7, Pi /3, count er cl ockwi se, poi nt A6) :
rotation(poi nt F8, poi nt A8, Pi /3, count er cl ockwi se, poi nt A7) :
rotation(poi nt F9, poi nt A9, Pi /3, count er cl ockw se, poi nt A8):

Pontok listakba rendezése az abrazolas miatt:

apont nevek: =[ cat (pointA, 1..9)]:

apont ok: =[ seq(apont nevek[i],i=1..9)]:

bpont nevek: =[ cat (pointB, 1..9)]:

bpont ok: =[ seq( bpont nevek[i],i=1..9)]:

azpont nevek: =[ cat (poi nt 2A, 1. .9)]:

azpont ok: =[ seq(refl ecti on(a2pont nevek[i], apontok[i],|ineF),i=1.
.9)]:

b2pont nevek: =[ cat (poi nt 2B, 1..9)]:

b2pont ok: =[ seq(refl ecti on(b2pont nevek[i], bpontok[i],lineF),i=1



| .9)]:
> pl ot ([ koord(apontok), koor d( bpont ok) , koor d(a2pont ok) , koord
(b2pont ok) ], x=0.. 10, scal i ng=constrai ned);

2 \/\/\/\/
1,5

0,5

> epont nevek: =[cat (pointE, 1..9)]:
> epont ok: =[ seq(epontnevek[i],i=1..9)]:

> eepont nevek: =[ cat (pointEe, 1..96)]:

> eepont ok: =[ seq(eepont nevek[i],i=1..96)]:

> pl ot ([ koord(apont ok), koor d( bpont ok) , koor d(a2pont ok) , koord
(b2pont ok) ], x=0.. 10, styl e=[ poi nt, poi nt, poi nt, poi nt, point],
scal i ng=const rai ned) ;



2 ¢ - & °
1,5
1
0,5 & & & & &
03 T = PR P P T P 1
2 4 6 8 10
X

gpont nevek: =[ cat (poi nt G 1..97)]:

gpont ok: =[ seq(gpont nevek[i],i=1..97)]:

for i froml1l to 95 by 2 do:

poi nt (gpont nevek[i +2], p(gpontok[i])[ 1] +2*cos( phi ) *cos(gammma), p
(gpontok[i])[ 2] +2*si n(phi)*cos(gammm)) :

gpont ok[ i +2] : =gpont nevek[i +2]:

end do:

for i from2 to 96 by 2 do:

poi nt (seged, p(gpontok[i-1])[1] +cos(phi), p(gpontok[i-1])[2]+sin
(phi)):

rotation(gpont nevek[i], seged, ganmma, cl ockwi se, gpont ok[i-1]):
gpont ok[ i ]: =gpont nevek][i]:

end do:

pl ot ([ koor d(apont ok), koor d( bpont ok) , koor d( a2pont ok) , koord
(b2pont ok) , koor d( gpont ok) ], x=80. . 100, styl e=poi nt, scal i ng=



constrai ned);
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> for i froml to 96 do:
rotation(eepontnevek[i], gpontok[i+1],Pi/3,clockw se, gpontok[i]):
eepont ok[i]: =eepont nevek[i]:
end do:

> pl ot ([ koor d(apont ok), koor d( bpont ok) , koor d(a2pont ok) , koor d

(b2pont ok) , koor d( eepont ok) , koor d( gpont ok) ], x=0. . 100, styl e=poi nt,
scal i ng=constrai ned) ;
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g2pont nevek: =[ cat (poi nt 2G 1..97)]:

g2pont ok: =[ seq(refl ecti on(g2pont nevek[i], gpontok[i],lineF),i=1
.97 ]

e2pont nevek: =[ cat (poi nt 2E, 1. .9)]:

e2pont ok: =[ seq(refl ecti on(e2pont nevek[i], epontok[i],lineF),i=1

.9)]:

ee2pont nevek: =[ cat (poi nt 2Ee, 1. .96) ] :

ee2pont ok: =[ seq(refl ecti on(ee2pont nevek[i], eepontok[i],lineF),i=
1..96)]:

pl ot ([ koor d( apont ok) , koor d( bpont ok) , koor d( a2pont ok) , koord
(b2pont ok) , koor d( epont ok) , koor d( gpont ok) , koor d( e2pont ok) , koord
(g2pont ok) ], x=0. . 10, styl e=poi nt, scal i ng=constr ai ned);
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;>»fpontnevek:z[cat(pointF,l..9)]:
| > fpontok: =[seq(fpontnevek[i],i=1..9)]:

> pl ot ([ koord(apont ok), koor d( bpont ok) , koor d(f pont ok) , koord
(a2pont ok) , koor d( b2pont ok) , koor d( epont ok) , koor d( gpont ok) , koord
(e2pont ok) , koor d(g2pont ok) ], x=0. . 100, styl e=poi nt, scal i ng=
constrai ned);
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trianglesl: =[seq(tri(origo,origo,origo),i=1..9)]:
triangles2: =[seq(tri(origo,origo,origo),i=1..9)]:
triangl es3:=[seq(tri(origo,origo,origo),i=1..9)]:
triangl es4: =[seq(tri(origo,origo,origo),i=1..9)]:
triangl es5: =[seq(tri(origo,origo,origo),i=1..96)]:
triangl es6: =[seq(tri(origo,origo,origo),i=1..96)]:

triangles7:=[seq(tri(origo,origo,origo),i=1..4)]:
trianglesl[1]:=tri(origo, pointAl, pointFl):

for i from2 to 9 do:

trianglesl[i]:=tri(apontok[i], apontok[i-1],fpontok[i]):
end do:

triangles2[1]:=tri(origo, pointBl, pointEl):

for i from2 to 9 do:
triangles2[i]:=tri(bpontok[i], bpontok[i-1], epontok[i]):
end do:

reflection(origo2,origo,lineF):



refl ection(point2C pointC, |ineF):

refl ection(point2E, pointE, |ineF):

| reflection(point2D, pointD|ineF):

> plot([trianglesl[],triangles2[],!lineEEQJ, x=0..10, scaling=
constrained);
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| > triangles3[1]:=tri(origo2, pointFl, a2pontok[1]):
> for i from2 to 9 do:
triangles3[i]:=tri(a2pontok[i], a2pontok[i-1],fpontok[i]):
| end do:
> plot([trianglesl[],triangles2[],triangles3[],!|ineEEQJ, x=0.. 10,
scal i ng=constrai ned);
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| > triangles4[1]:=tri(origo2, e2pontok[1], bZ2pontok[1]):
> for i from2 to 9 do:
triangles4[i]:=tri(b2pontok[i], b2pontok[i-1], e2pontok[i]):
| end do:
> plot([trianglesl[],triangles2[],triangles3[],triangles4[],
[ i neEEQU] , x=0. . 10, scal i ng=constr ai ned) ;
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> triangles7[1]:=tri (pointD, poi ntC, pointE):
triangles7[2]:=tri(pointE, pointGl, pointF):
triangles7[3]:=tri(point2D, poi nt 2C, poi nt 2E) :
| triangles7[4]:=tri(point2E, g2pont ok[ 1], poi nt F):

> plot([trianglesl[],triangles2[],triangles3[],triangles4[],
triangles7[],!ineEEQY , x=0.. 10, scal i ng=constrai ned);
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> for i froml to 96 do:
triangles5[i]:=tri(gpontok[i], gpontok[i+1], eepontok[i]):
end do:
for i froml to 96 do:
triangles6[i]:=tri(g2pontok[i], g2pontok[i+1], ee2pontok[i]):
end do:

> plot([trianglesl[],triangles2[],triangles3[],triangles4[],
triangles5[],triangles6[],triangles7[]],x=00..105, scaling=
constrai ned, resol uti on=800) ;
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_> plot([trianglesl[][][].triangles2[],triangles3[],triangles4[],
triangles5[],triangles6[],triangles7[]],x=00..105, scaling=




constrai ned, resol uti on=800) ;
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_>'pIot([trianglesl[],trianglesZ[],triangIesB[],triangles4[],
triangles5[],triangles6[],triangles7[],!ineEEQU, |ineFEQJ, x=0.
. 15, scal i ng=constr ai ned, resol uti on=800) ;
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_> i ntersection(pointQlineElineF);
| pointO 39)
> koord([pointQ);
[[199.31646332446748897491163103906332184027106959488, (40)
0.999197398309199425799323187623013015515406470514591]

> detail (pointOQ;
name of the object pointO
form of the object point2d

coordinates of the point [199.31646332446748897491163103906332184027106959488, 0.9991973983091994

_> det ai | (gpont ok[ 97]);
name of the object pointG97

form of the object point2d

coordinates of the point |102.42701492906849117037007590245494088750024313905 + 1.999903617918656




> eepont ok;
[pointEel, pointEe2, pointEe3, pointEed, pointEe3, pointEeb6, pointEe7, pointEeS, pointEe9, 43)

pointEel(, pointEel 1, pointEel2, pointEel 3, pointEel4, pointEel5, pointEel 6, pointEel 7,
pointEel8, pointEel9, pointEe2(, pointEe2 1, pointEe22, pointEe23, pointEe24, pointEe?2)5,
pointEe26, pointEel7, pointEe28, pointEe29, pointEe30, pointEe3 1, pointEe32, pointEe33,
pointEe34, pointEe35, pointEe36, pointEe37, pointEe38, pointEe39, pointEe40, pointEe4 1,
pointEe42, pointEe43, pointEe44, pointEe45, pointEe46, pointEe47, pointEe48, pointEe49,
pointEe50, pointEe5 1, pointEe52, pointEe5 3, pointEe54, pointEe5 5, pointEe56, pointEe57,
pointEe58, pointEe59, pointEe60, pointEe61, pointEe62, pointEe63, pointEe64, pointEe6)5,
pointEe66, pointEe67, pointEe68, pointEe69, pointEe70, pointEe7 1, pointEe72, pointEe73,
pointEe74, pointEe75, pointEe76, pointEe77, pointEe78, pointEe79, pointEe80, pointEeS 1,
pointEe82, pointEe§3, pointEe84, pointEe85, pointEe86, pointEe87, pointEe88, pointEe89,
pointEe90, pointEe91, pointEe92, pointEe93, pointEe94, pointEe95, pointEe96 ]

| > with(plots):
| phi grafikus megjelenitése

> contourplot (' Ph(x,y)"',x=0.4..0.5,y=0.2..0.3,filledregi ons=true,
grid=[ 100, 100], cont our s=20, scal i ng=constr ai ned) ;
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