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Természettudományi Kar
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3.4. Dimenziónövelés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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Zeolitok és azonos rúdhosszúságú

szerkezetek merevsége

Egri Attila

Eötvös Loránd Tudományegyetem, Budapest

Kivonat

Merev szerkezetek vizsgálatánál többféle merevségi fogalommal találkozunk.

Ezek közül az infinitezimális merevségre vannak jól kidolgozott módszerek, és

itt találjuk a legtöbb eredményt is. A klasszikus merevség, illetve a globális

merevség viszont nem vizsgálható könnyen algebrai módszerekkel, itt valami

másra van szükség, méghozzá geometriai megfontolásokra. Egy általános

rúdszerkezet esetén persze nem tudunk sokat mondani, de ha valamilyen

értelemben speciális szerkezeteket vizsgálunk, akkor van remény. Ezek a

speciális szerkezetek a zeolitok lesznek.

1. Bevezetés

A zeolit elnevezés ismerős lehet, a földtudományok területén kőzetek egy speciális

csoportját nevezik ı́gy. Specialitásuk az alakjukban rejlik: molekuláris feléṕıtésükben

apró lyukak találhatók, de nekünk sokkal fontosabb lesz az, hogy kis eltérésektől el-

tekintve szabályos tetraéderekből állnak. Sőt, ennél többet is mondhatunk: minden

egyes csúcsban pontosan két tetradéder találkozik. Ez a két tulajdonság lesz a zeolit

defińıciója. Első feladatunk ebben a pillanatban már adott is: létezik-e egyáltalán ze-

olit? (Ez egy jó kérdés, hiszen ha ismerjük is egy kőzet feléṕıtését, akkor sem kapunk

rögtön egy példát a matematikai értelemben, mert a ”széleken” baj lesz.) A válasz:

igen, létezik, méghozzá van kevés tetraéderből álló példa is. Ha 2-dimenzióban is

definiáljuk a zeolitot, akkor az első kérdés most is a létezés, és amint látni fogjuk

a plusz dimenzió hiánya egy kis kreativitást is igényel. Bár egyszerűen adhatunk

példát zeolitra, ha más tulajdonságokat is megkövetelünk, akkor a śıkban sokkal

nehezebb dolgunk van. Dolgozatomban összefoglalom az eddigi ismereteket a zeo-

litokról, illetve több, eddig megoldatlan kérdést válaszolok meg, főként geometriai

meggondolásokkal: létezik-e nem merev zeolit? [7] (3.3 fejezet); univerzális globális

merevség [5] (3.5 fejezet); köztes háromszög nélküli zeolit [7] (3.6 fejezet).

3



1.1. Merev szerkezetek

Az elinduláshoz szükségünk van néhány defińıcióra: a szerkezetre, illetve a különböző

merevségi t́ıpusokra.

1.1.1. Defińıció. d-dimenziós szerkezeten egy (G, p) párt értünk, ahol G = (V,E)

egy gráf, p pedig egy V → Rd leképezés.

Úgy tekintünk egy szerkezetre, mintha a G gráfot egyenes élekkel beágyaznánk Rd-

be. Egy él hossza a két csúcs euklideszi távolsága, azaz |p(u)− p(v)|. Egy szerkezet

tehát nem csak a gráftól függ, hanem a p beágyaazástól is. Ezt a p-t a szerkezet re-

alizációjának nevezzük. Különböző realizációk sokszor hasonló szerkezeteket adnak,

ı́gy bizonyos realizációkat nem különböztetünk meg:

1.1.2. Defińıció. Két szerkezet (G, p) és (G, q) ekvivalens, ha tetszőleges uv ∈ E

élre |p(u)− p(v)| = |q(u)− q(v)|

1.1.3. Defińıció. (G, p) és (G, q) pedig akkor kongruens, ha ez tetszőleges két csúcsra

is fennáll, azaz u, v ∈ V esetén |p(u)− p(v)| = |q(u)− q(v)|

Ez utóbbi azt jelenti, hogy (G, q) megkapható (G, p)-ből egy Rd-beli izometriával.

Feléṕıtésükben két kongruens szerkezet tehát nem különbözik egymástól, mı́g ekvi-

valens szerkezetek esetén ez lehetséges, mert éllel nem összekötött pontpárra nincs

távolsági megkötésünk. A gyengébb feltevésből néha következik az erősebb, az ilyen

szerkezeteket globálisan merevnek nevezzük.

1.1.4. Defińıció. Egy (G, p) szerkezet globálisan merev, ha minden vele ekvivalens

(G, q) szerkezet egyben kongruens is vele.

A globális szó arra utal, hogy akármilyen másik (távoli) realizációt is veszünk, az

teljesen úgy néz ki, mint az eredeti. Vannak azonban olyanok is, amelyekre ez csak

lokálisan teljesül:

1.1.5. Defińıció. Egy (G, p) szerkezet merev, ha létezik egy olyan ε > 0 szám,

amelyre ha (G, q) ekvivalens (G, p)-vel, és |p(u)− q(u)| < ε minden u ∈ V -re akkor

(G, q) kongruens is (G, p)-vel.

Szemléletesen ez azt jelenti, hogy ha a szerkezet csúcsait csak kicsit engedjük elmo-

zogni, akkor csak kongruens szerkezetet kaphatunk.

1.1. Tétel. Ha (G, p) nem merev, akkor van egy folytonos (differenciálható)

”mozgása”.
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Mozgás alatt egy olyan függvényt értünk, amely minden t időpillanatban megadja

a csúcsok egymáshoz viszonýıtott helyzetét.

A merevség és a globális merevség nehezen kezelhető, nincs hatékony algoritmus an-

nak eldöntésére, hogy egy szerkezet merev-e. Van azonban egy harmadik merevségi

t́ıpus is, ami előtt defininiáljuk egy szerkezet infinitezimális mozgását:

Ha van egy szerkezetnek folytonos (differenciálható) mozgása, akkor annak a

t = 0 pontbeli deriváltja q : V → R2 olyan, melyre

(q(u)− q(v))(p(u)− p(v)) = 0 ∀uv ∈ E

1.1.6. Defińıció. Egy, a fenti tulajdonsággal b́ıró q leképezést a szerkezet infinite-

zimális mozgásának nevezzük.

A forgatások, és eltolások is nyilván ilyenek bármilyen szerkezethez. A kérdés

az, hogy mikor van olyan infinitezimális mozgás, ami nem eltolások és elforgatások

lineáris kombinációja.

1.1.7. Defińıció. Egy (G, p) szerkezet merevségi mátrixa:

A G gráf minden csúcsához tartozzon d db (dimenziónyi) oszlop, minden éléhez

pedig egy sor. Egy uv élhez tartozó sorban az u csúcshoz tartozó oszlopokban a

p(u) − p(v) vektor d db koordinátája legyen, a v csúcshoz tartozó oszlopban pedig

p(v) − p(u) koordinátái, minden más elem a sorban 0. Az egyszerűség kedvéért az

egy csúcshoz tartozó oszlopokat nem jelöljük külön. Mátrixunk tehát a következő:

u v

R(G, p) = uv




...
...

0 . . . 0 p(u)− p(v) 0 . . . 0 p(v)− p(u) 0 . . . 0
...

...




R2-ben egy q tehát pontosan akkor infinitezimális mozgása a (G, p) szerkezetnek,

ha R(G, p)·q = 0, azaz q benne van R(G, p) nullterében. Mint láttuk a nulltér mindig

legalább 3-dimenziós, azaz rang(R(G, p)) ≤ 2|V | − 3.

1.1.8. Defińıció. R2-ben (G, p) infinitezimálisan merev, ha

rang(R(G, p)) = 2|V | − 3

1.1.9. Defińıció. A (G, p) szerkezetet függetlennek nevezzük, ha a merevségi mát-

rixának sorai függetlenek.
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Mint láthatjuk, akkor lesz egy szerkezet infinitezimálisan merev, ha merevségi

mátrixának a rangja maximális. A mátrixban pedig az van valahogy léırva, hogy a

gráf éleit alkotó vektorok között mekkora algebrai kapcsolat van. Ez függ a szerkezet

realizációjától is. Vannak általánosabb fogalmak, olyan merevségt́ıpusok, amelyek

nem függnek a konkrét realizációtól, ezeket generikus merevségnek nevezzük. Csak

megemĺıtve: itt csak olyan realizációit tekintjük a szerkezetnek, amely generikus,

azaz nincsenek például egy egyenesre eső pontok, vagy kicsit pontosabban: a pontok

algebrailag függetlenek.

Ízeĺıtőül nézzünk pár példát különböző merevségi tulajdonságó szerkezetre a

śıkban.

1. ábra. Példák különböző merevségi tulajdonságú szerkezetekre

Az első ábrán látható szerkezet nem merev, mert a gráf egyetlen levele tetszőle-

gesen mozoghat. A második már merev, de a harmadik ábra bizonýıtéka szerint nem

globálisan, mert egy részének tükrözésével ekvivalens, de nem kongruens szerkezetet

kapunk. A negyedik ábrán egy nem infinitezimálisan merev szerkezet látható. Az

utolsó pedig egy globálisan merev szerkezet. Általában is igaz, hogy ha egy szerkezet

alapgráfja egy teljes gráf, akkor (mivel minden távolság adott) a szerkezet globálisan

merev.
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1.2. Laman-tétele

Bizonýıtás nélkül emĺıtsünk meg egy tételt:

1.2. Tétel. Ha (G, p) infinitezimálisan merev, akkor merev.

Ez a tétel azért hasznos, mert az infinitezimális merevség könnyen ellenőŕızhető egy

rangszámı́tással. A tétel megford́ıtása viszont nem igaz, ahogy ezt az előző példa d,

ábrája mutatja.

1.3. Tétel. Ha a (G, p) szerkezet kellően általános helyzetű (nincs algebrai össze-

függés a pontok koordinátái között), akkor a merevség ekvivalens az infinitezimális

merevséggel.

Megjegyzés: Ha a G gráfhoz van infinitezimálisan merev (G, p) szerkezet, akkor

majdnem minden (G, p) ilyen.

Kérdésünk: ha adott G, akkor van-e ennek infinitezimálisan merev realizációja. Ha

(G, p) infinitezimálisan merev, akkor R(G, p) rangja 2|V |−3. Ekkor van a mátrixban

ennyi független sor, tehát a kérdésünk ekvivalens azzal, hogy van-e G-nek olyan

2|V | − 3 élű H részgráfja, melynek van független (H, p′) realizációja.

1.2.1. Defińıció. G független, ha létezik független realizációja.

1.2.2. Defińıció. G merev, ha létezik merev realizációja.

1.2.1. Lemma. Ha G független, akkor ∀X ⊆ V -re i(X) ≤ 2|X| − 3, ahol i(X) az

X által fesźıtett élek száma.

Bizonýıtás: G független, ezért vegyünk egy független realizációját. Ekkor a me-

revségi mátrix sorai függetlenek. Tekintsük most az X-hez tartozó részmátrixot.

Tegyük fel indirekten, hogy X élszáma nagyobb, mint 2|X| − 3. Ekkor a részmátrix

sorai lineárisan összefüggnek, de ekkor az eredeti mátrix sorai is, hiszen abban ezeket

a sorokat egésźıtjük ki nullákkal. Ez ellentmondás, tehát i(X) ≤ 2|X| − 3 minden

X részhalmazra. �

X csúcsai

X élei 0 . . . 0 R(G[X], p) 0 . . . 0
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1.2.3. Defińıció. A lemmabeli tulajdonsággal rendelkező G gráfot ritka gráfnak ne-

vezzük.

Gerard Laman eredménye az első mérföldkő a szerkezetek merevségének a vizsgá-

latában, ő adta meg először az infinitezimálisan merev és a ritka gráfok kapcsolatát

[9]-ban:

1.4. Tétel (Laman). A G = (V,E) gráf pontosan akkor független R2-ben, ha ritka.

A bizonýıtás vázlata:

Az egyik irány épp az előző lemma, elég tehát a ford́ıtott irányt belátni, azaz, hogy

ha ritka, akkor független.

1.2.2. Lemma. Ha G független, akkor G1 is független, ha vi, vj és v0 nem kol-

lineárisak.

2. ábra. 1-fokú kiterjesztés

1.2.3. Lemma. Ha G független, akkor G2 is független, ha vi, vj, vk nem kollineárisak

és v0 a vi, vj egyenesére esik.

3. ábra. 2-fokú kiterjesztés

A fenti két műveletet rendre elsőfokú illetve másodfokú kiterjesztésnek nevezzük.

A lemmák bizonýıtása úgy történik, hogy megmutatjuk a merevségi mátrix sorai-

nak a függetlenségét. A műveletek inverze a leemelés, példa egy harmadfokú pont

leemelésére:

1.2.4. Lemma. Legyen G ritka, d(v) ≤ 3 , |V | ≥ 3.

a, ha d(v) ≤ 2, akkor G− v is ritka

b, ha d(v) = 3, akkor van olyan leemelése v-nek, melyre Gv ritka.
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4. ábra. 3-fokú pont leemelése

A lemma felhasználásával a Laman-tétel bizonýıtása:

|E|-re vonatkozó teljes indukcióval bizonýıtunk, méghozzá egy erősebb álĺıtást: Azt

látjuk be, hogy létezik olyan (G, p) független szerkezet, amelyben a pontok általános

helyzetűek.

• Ha |E| = 1, akkor p(u) 6= p(v) választással független, általános helyzetű rea-

lizációt kapunk.

• Általános eset: tegyük fel, hogy G ritka, ı́gy az összfokszáma legfeljebb 4|V | − 6.

Ekkor van egy legfeljebb 3-ad fokú pontja v. Ha d(v) ≤ 2, akkor az indukciós feltevés

miatt ∃(G− v, p) független, amelyhez a korábbi lemma alapján ha hozzáveszzük v-t

független szerkezetet kapunk, és persze azt is elérhetjük, hogy a pontok továbbra is

általános helyzetűek maradjanak.

Ha d(v) = 3, akkor is az indukció miatt van egy (Gv, p) független, általános hely-

zetű szerkezet. Ehhez ugyancsak egy korábbi lemma alapján tudjuk egy másodfokú

bőv́ıtéssel hozzávenni v-t. De itt v csak az uw egyenesén lehet. A p(u) pontot azon-

ban meg lehet jól választani ebben ez esetben is, ahhoz, hogy egy általános helyzetű

szerkezetet kapjunk. �
A következő előálĺıtási tétel értelmében pedig minden ritka gráfot egyszerűen meg-

kaphatunk.

1.5. Tétel (Henneberg). G ritka ⇔ megkapható a K2 gráfból kétféle lépés ismét-

lésével:

a, legfeljebb másodfokú pont hozzávétele

b, 3-fokú kiterjesztés

Laman tétele tehát egy könnyen ellenőŕızhető feltételt ad az infinitezimális merevség

eldöntésére. Azonban van a tételnek egy kis szépséghibája: nevezetesen csak akkor

tudjuk a merevséget ellenőŕızni, ha ismerjük a konkrét realizációt. Ehhez tudnunk

kell minden csúcs koordinátáit. Néha azonban már ez is gondot okoz. Léteznek

példák nem szerkeszthető szerkezetre. Ez még nem is olyan nagy probléma, attól,

hogy egy adott realizációt nem tudunk megrajzolni körzővel és vonalzóval, még a
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koordinátáit ki tudjuk számolni. Sok esetben azonban csak magasabb fokú egyen-

let megoldásaként tudnánk a koordinátákat egzaktul megadni, ami általában nem

lehetséges. A vizsgálódásunk pedig éppen ilyen speciális szerkezeteket érint, tehát

egy más megközeĺıtést kellett találni ahhoz, hogy a merevséget vizsgáljuk. (Nem

véletlenül foglalkuzunk tehát a klasszikus értelemben vett merevséggel.)
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2. Azonos rúdhosszúságú szerkezetek

Kezdjük először egy kevésbé speciális szerkezetcsoporttal, az azonos rúdhosszúságú-

akkal. Az angol elnevezésük a unit-distance szerkezet, amit gyakran rövid́ıtenek UD-

vel. Magyar szakirodalomban nincs erre jól bevált elnevezés, ı́gy a dolgozatomban

azonos rúdhosszúságú szerkezetnek, avagy rövid́ıtve AR szerkezetnek fogom nevezni.

A defińıció magától értetődő:

2.0.4. Defińıció. AR szerkezetnek nevezünk egy olyan szerkezetet, amelyben min-

den él hosszúsága azonos.

Kényelmi szempontból legtöbbször egységnyi hosszúságú élekre gondolunk (mint az

angol elnevezés is sugallja), de előfordul majd más azonos hosszúság is.

2.1. Minél kisebb példák

Ha valaki megad egy gráfot, akkor abból kivétel nélkül csinálhatunk egy szerkeze-

tet. Az élek hossza persze változatos lehet. Elég nagy megkötés az, hogy minden

hosszúságnak egységnyinek kell lennie. Egyszerű, kisebb példáknak sem létezik már

AR realizációja a śıkban, például K4-nek sem. Ha K4-ből kihagyunk egy élt, azt

tudjuk AR módon realizálni: A 4 pontú példák pont ennek részgráfjai. Ha 5 pontú

5. ábra. Példák AR szerkezetre

példát akarunk, akkor egy ötszögnek maximum 2 átlóját húzhatjuk be. Hogyan lesz

ebből merevség? Az előbbi t́ıpusú példákban rengeteg háromszög lesz.

Egy háromszög önmagában merev, és ha hozzáteszünk még egyet, akkor továbbra

is merev marad a szerkezet. Tehát ily módon előálĺıthatunk merev AR szerkezetből

kiindulva nagyobb merev AR szerkezeteket. Egy közös tulajdonsága lesz minden

ilyen szerkezetnek az, hogy tartalmaz háromszöget (ráadásul általában elég sokat).

Egy korai eredmény nem csak hogy kevés háromszöggel rendelkező merev AR szer-

kezetre ad példát, hanem egyenesen azt álĺıtja, hogy van háromszögmentes, me-

rev AR szerkezet. Egy ilyen szerkezet konstruálásának két akadálya van: egyrészt
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háromszögmentes gráfot kell venni, másrészt AR realizálhatót. Az első kérdést

könnyen elintézhetjük, hogy páros gráfot veszünk. Ezekben nincs páratlan kör,

tehát háromszög sem lehet. Ilyen például K2,2, ami egységhosszú élekkel könnyen

ábrázolható, ám triviálisan nem merev; vagy ilyen pl. K3,3, ami pedig merev, de nem

ábrázolható egységhosszú élekkel. Ilyen egyszerű (Kn,k) példánk nem lesz tehát, de

Hiroshi Maehara mutatott egy elegáns konstrukciót [1] -ben:

2.2. Háromszögmentes, de merev AR szerkezet

2.1. Tétel. Létezik merev AR szerkezet, ami nem tartalmaz háromszöget.

Bizonýıtás: Tekintsünk egy rácsot, ami egységnégyzetekből áll. Ez triviálisan nem

merev, a következő ábra mutatja például egy 3× 5-ös rács deformálását.

6. ábra. 3× 5-ös rács deformációja

Mivel egységnégyzetekből indultunk ki, ezért a deformáció során a négyzetekből

rombuszok lesznek, azaz továbbra is igaz lesz, hogy bizonyos (szemközti) élek pár-

huzamosak (például p‖q). Vegyünk egy 7 × 7-es rácsot, és egésźıtsük ki az ábrán

látható módon:

7. ábra. A Z szerkezet

Kihasználtuk, hogy a 3, 4, 5 egy Pitagoraszi számhármas, ı́gy továbbra is AR

a szerkezet. Jelöljük ezt Z-vel. A korábban emĺıtett párhuzamosság miatt eb-

12



ben a szerkezetben: a‖b‖c‖d‖e‖f‖g‖h‖i‖j‖k‖l‖m, azaz a P -ből induló v́ızszintes út

valójában egy egyenes út lesz, mert a szomszédos szakaszok párhuzamosak. Ekkor

viszont bármelyik v́ızszintes út is egyenes út. Z egy deformációja során tehát csak

ilyen szerkezetet kaphatunk. Legyen Z 90◦-os elforgatottja N . Illeszünk össze 2− 2

darabot az ábrán látható módon, legyen a kapott szerkezet F :

8. ábra. Háromszögmentes, merev AR szerkezet

Z konstrukciója miatt minden v́ızszintes út egy egyenes szakasz, speciálisan a

két határoló v́ızszintes út is. N -re is hasonlót álĺıthatunk: mivel N Z-nek a 90◦−os
elforgatottja, ezért itt a függőleges utak lesznek egyenes szakaszok, speciálisan a két

szélső is. Ezért az összeillesztés miatt az F szerkezetnek csak olyan mozgása lehet,

amelyben a Z illetve N szerkezetek egy rombuszként deformálódnak.

Vizsgáljuk most meg F négy sarkában a szögeket: Minden sarokban kiinduláskor

egy derékszögű háromszög volt, mely két befogójának a hossza a deformáció során

nem változott, átfogója viszont nem feltétlenül maradt egyenes szakasz. Azt azon-

ban biztosan álĺıthatjuk, hogy az átfogó két végpontja nem kerülhetett 5 egységnél

távolabbra. Ez azt jelenti, hogy minden sarokban a szög legfeljebb derékszög lehet.

Mivel 4 rombuszból áll minden pillanatban F , ezért a középső csúcsnál lévő szög

épp a négy sarokban lévő szög összege, következésképp legfeljebb 4 · 90◦ = 360◦.

De pontosan ennyinek kell lennie, ı́gy szükségképpen mind a négy rombusz négyzet

maradt, azaz F -nek nem létezik nemtriviális mozgása, vagyis merev.

Megjegyzés: a fenti szerkezet gráfja egy páros gráf, ı́gy nem csak háromszöget, de

semmilyen páratlan hosszú utat sem tartalmaz. Sajnos azonban a konstrukció nem

infinitezimálisan merev. Megadható viszont egy infinitezimálisan is merev AR szer-

kezet, amelynem a gráfja ugyan nem páros, de továbbra sem tartalmaz háromszöget:

Annak az eldöntése, hogy a fenti szerkezet valóban merev, nagyon egyszerű.

Ha elhagyjuk a két piros szaggatott vonallal jelölt szakaszt, akkor az ábra rom-

buszokból áll. Az A-val jelölt pontot szabadon mozgathatjuk, ezáltal változik a

két kitüntetett szakaszunk hossza. De a konstrukció olyan, hogy ez a két szakasz

egyenlő hosszú, ı́gy ha az egyik egységnyi, akkor a másik is. Ez viszont csak egyetlen

esetben teljesülhet, ha az alul lévő zöld szakasz egységnyi (ez a szakasz párhuzamos,

és egyenlő hosszú az egyik piros szaggatott szakasszal), ekkor a szerkezetet viszont

egyértelműen megszerkeszthetjük az alábbi kiinduló alakzatból.
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9. ábra. Háromszögmentes infinitezimálisan merev AR szerkezet

2.3. Adott hosszúságot tartalmazó AR szerkezet

Maehara [2] cikkében az alábbi érdekes álĺıtást is belátta:

2.2. Tétel. Tetszőleges α pozit́ıv algebrai számhoz található olyan R2-beli merev AR

szerkezet, amelyben van két olyan csúcs, melyek távolsága éppen α.

Később e tételét tetszőleges magasabb dimenzióra is igazolta. Nem minden algeb-

rai szám szerkeszthető persze meg körzővel és vonalzóval, ezért a tétel értelmében

olyan merev AR szerkezet is van, amely nem szerkeszthető. Érdekes kérdés annak

eldöntése, hogy vajon mi az a legkisebb merev AR szerkezet, amely nem szerkeszt-

hető meg. A válasz nem AR szerkezetre ismert; egy minimális pontszámú szerkezet

a következő:

2.4. Merevvé tehető szerkezetek

Láttuk, hogy létezik merev háromszögmentes AR szerkezet. Ráadásul ezt úgy kap-

tuk, hogy egy nem merev AR szerkezetetbe illesztettünk új csúcsokat, és éleket. Egy

nem merev AR szerkezetet tettünk tehát merevvé egységhosszú élek hozzávételével.

Az alábbi tétel szerint ez egy tetszőleges nem merev AR szerkezettel is megtehető:

2.3. Tétel. Tetszőleges AR szerkezet kiegésźıthető merev AR szerkezetté. [3]
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10. ábra. Nem szerkeszthető szerkezet

Bizonýıtás: Használjuk fel az előző tételt: Vegyünk egy nem merev F AR szer-

kezetet. Rögźıtsük le ennek egy uv egységhosszú élét. Mivel F nem merev, ezért

van egy olyan x csúcs, amely mozog az uv élhez képest, azaz pl. az |u− x| távolság

változik. Mivel a mozgás folytonos, ezért |u − x| is, azaz lesz olyan realizációja

F -nek, amikor |u − x| ∈ A+ (pozit́ıv algebrai). Ekkor az előző tétel értelmében

van egy olyan merev AR szerkezet, amelyben szerepel az |u− x| távolság. Illesszük

ezt F -hez, ezáltal lerögźıtjük az |u − x| távolságot. Ha az ı́gy kapott F ′ szerke-

zetben az x továbbra is mozgó pont, akkor az előbbi gondolatmenetet |v − x|-re is

alkalmazva x-et lerögźıtjük uv-hez képest. Ezt minden csúcsra elvégezzük, amely

elmozoghat uv-hez képest. Ezáltal tehát egységhosszú élek hozzávételével F -et egy

merev szerkezetetté egésźıtettük ki. �
Megjegyzés: a tétel nem csak kétdimenzióban, hanem tetszőleges Rd-ben is

érvényes.

15



3. Zeolitok

Ebben a fejezetben az azonos rúdhosszúságú szerkezetek egy speciális osztályával

foglalkozunk, a zeolitokkal. A zeolit egy olyan speciális szerkezet, melyben minden

csúcsban két egységszimplex találkozik. A nagymértékű szabályosságból arra követ-

keztethetnénk, hogy megismert eredményeinket éleśıthetjük, de ez nincs ı́gy. Azért

nincs ı́gy, mert egyszerűen már zeolitot is nehéz konstruálni. Először példákat és

olyan módszereket nézünk meg, amikkel tudunk zeolitokat gyártani. Később meg-

vizsgáljuk a zeolitokat merevségi szempontból, majd legvégül néhány megoldatlan

problémával foglalkozunk.

3.1. Példák

Első megközeĺıtésben csak śıkbeli szerkezetekkel foglalkozunk:

3.1.1. Defińıció. Zeolitnak olyan szerkezetet nevezünk, amely szabályos háromszö-

gekből áll, és minden csúcsban pontosan két háromszög illeszkedik.

A defińıció némi magyarázatra szorul: az, hogy két háromszög találkozik, nem

jelenti azt, hogy nem lehetnek metszők. Egy általános zeolitban megengedjük azt,

hogy az élek messék egymást. Mostani vizsgálódásunkat azonban kizárólag olyan

zeolitokra korlátozzuk, amelyekben ez nem fordul elő, sőt mi több, azt is szeretnénk

elkerülni, hogy a szabályos háromszögeink a csúcsoktól eltekintve érintkezzek. Látni

fogjuk, hogy ez egy kulcskérdésben nagyban megneheźıti majd a dolgunkat. Fel-

tesszük továbbá azt is, hogy véges sok háromszögünk van. Szép végtelen példák

vannak, de más irányú az érdeklődésünk.

A regularitási tulajdonságot gráfokkal is jellemezhetjük: a szabályos háromszöge-

ket tekintjük a gráf csúcsainak, a zeolit csúcsait pedig a gráf éleinek. A gráf két

csúcsa között akkor megy él, ha a megfelelő szabályos háromszögek érintkeznek. Így

egy zeolit gráfja olyan lesz, hogy minden csúcsban pontosan 3 él találkozik. Ilyet

egyáltalán nem nehéz találni, viszont egy ilyen gráfból nem kapunk mindig zeolitot.

Egy egyszerű példa lehet K4. Itt négy olyan háromszögnek kellene lennie, ame-

lyek páronként érintkeznek, de ez szabályos háromszögekkel nem megoldható. Az

igazság az, hogy nem csak, hogy 4 háromszögből álló példa nincs, de a legkisebb is-

mert zeolit is már 42 háromszöget tartalmaz. Ezt mutatja a következő ábra. Rögtön

látjuk, hogy szép, szimmetrikus a példánk, csak úgy, mint a következő, Heiko Har-

borthtól származó klasszikus példa. Más zeolitok konstruálásához szükséges ezek

feléṕıtésének az alaposabb megismerése.
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11. ábra. Példa zeolitra

12. ábra. Harborth példája

3.2. Zeolitok konstruálása

Harborth példában azt látjuk, hogy kisebb részek vannak egymás mellé téve, majd

a végén e szerkezet záródik. Ehhez a záródáshoz arra van szükség, hogy egy kisebb

modul az egyik irányba keskenyedő legyen. Ragadjuk ki a hét modul egyikét:

Négy még párośıtatlan csúcs marad, amelyek elhelyezkedése nem egy paral-

lelogramma, ı́gy ha megfelelő módon rakunk mellé még több ilyet, akkor elkezd

szépen görbülni az alakzat, némi szerencsével (illetve bizonyos paraméter alkalmas

megválasztásával) pedig záródni is fog. Ezzel pedig sikeresen konstruáltunk egy ze-

olitot. Most megnézzük, hogy min múlik Harborth példájának a létezése, és közben

kideŕıtjük azt is, hogy ez az első ránézésre merevnek tűnő szerkezet valóban az-e.

3.3. Harborth példájának tulajdonságai

A zeolit megszerkesztésének a lépései: Induljunk ki az első darabból. Itt egy pa-

raméternyi szabadságunk van, a felül lévő kis háromszög dőlésszögét (α-t) meg-
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13. ábra. Egy modul

változtathatjuk. A második ábra egyenesen következik az előzőből egy tengelyes

tükrözéssel. Továbblépve megint csak egy tükrözés, és ı́gy tovább. A végén az

ábránk vagy záródik, vagy nem. Ne felejtsük el, hogy volt egy kezdeti szabadon

választható paraméterünk. Nézzük meg, hogy ez milyen hatással van a szerkezetre!

Nézzük meg a kiinduló darab nýılásszögét (ϕ), a paraméterünk függvényében. Arra

lesz szükségünk, hogy a nýılásszög a teljesszögnek valamilyen páros törtrésze legyen,

hiszen ha ez ı́gy van, akkor a tükrözések miatt az ábránk záródni fog.

14. ábra. A szerkesztés lépései

3.3.1. Álĺıtás. A kezdeti modul nýılásszöge 2 arcsin(
√

3/
√

7)− 60◦(≈ 21.7868◦) és

30◦ között tetszőleges értéket felvehet.

Bizonýıtás: Világos, hogy ϕ a paraméternek folytonos függvénye, ı́gy a Bolzano-

tétel értelmében elég azt megmutatni, hogy ezeket az értékeket felveszi. Nézzük meg

az α = 60◦ és az α = 120◦-hoz tartozó nýılásszögeket!

Az első esetben az AFD háromszög egy szabályos háromszög fele, ı́gy a D-nél

lévő szög derékszög, emiatt viszont a CDF háromszögben a keresett ϕ éppen 30◦.

A második esetben számı́tsuk ki a BE oldal hosszát. Ez koszinusz-tétellel a

BFE háromszögből épp
√

7. Most ugyanitt egy szinusz-tételt feĺırva adódik a
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15. ábra. A 60◦-os eset

16. ábra. A 120◦-os eset

BEF∠ = arcsin
(√

3/7
)

. Így viszont a szimmetria miatt az ADF∠ is ugyanennyi,

amiből BCA∠ számolható:

BCA∠ = 180◦−2 ·CED∠ = 180◦−2 ·(120◦−BEF∠) = 2 arcsin
(√

3/7
)
−60◦ �

Jegyezzük meg, hogy ennél több is igaz: a ϕ(α) α-nak sehol sem konstans

függvénye, azaz ha α változik, ϕ is változik. (A bizonýıtás úgy történik, hogy ϕ(α)-

re lehet explicit képletet adni, majd a deriváltjának a nullhelyeit megvizsgáljuk.)

Azt kaptuk tehát, hogy egy modul nýılásszöge a [21.7868◦, 30] intervallumban

tetszőleges lehet. A 30◦-os eset nem lesz nekünk jó, mert ebben az esetben lenne

átfedés a háromszögek között, ı́gy a [21.7868◦, 30) intervallumban kell keresni meg-

felelő szöget. Két példa is lehetséges: 360◦/14 ≈ 25.7143◦, illetve 360◦/16 = 22.5◦.

Ezekből kapunk zeolitot. Az első eset lesz ebből Harborth példája. És vajon ez miért

seǵıt a merevség eldöntésében? Lássuk:
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3.3.2. Álĺıtás. Harborth példája merev.

Bizonýıtás: Tegyük fel, hogy nem merev, azaz létezik egy nemtriviális mozgása.

Emlékezzünk, hogy ha a kiinduló modul adott, akkor maga a szerkezet is, de ha a

szög nem megfelelő, akkor a szerkesztés során nem kapunk záródó szerkezetet. Mivel

a mozgás során α szükségképpen megváltozik (nemtriviális a mozgás), ı́gy az előző

megjegyzésünk miatt ϕ is, és ı́gy nem kaphatunk záródó szerkezetet. A mozgás

tehát nem létezhet, azaz a zeolit merev.

Hasonló konstrukcióknál is ez a helyzet. A jó paraméterértékek diszkréten he-

lyezkednek el, ı́gy minden hasonlóan konstruált szerkezet merev lesz. Mivel az összes

eddig ismert példa hasonló szerkezetű volt, ı́gy csak merev zeolitot ismertünk. Azon-

ban létezik nem merev is:

17. ábra. Példa nem merev zeolitra

3.3.3. Álĺıtás. A fenti ábrán valóban egy zeolit szerepel, és az nem merev.

Bizonýıtás: A konstrukció Harborth példájára épül: beszúrunk két kis háromszöget,

amit megtehetünk úgy, hogy záródó részt kapjunk (folytonossági megfontolások mi-

att). A nagyobb egységet pedig lemásoljuk 6 példányban. Így szerkezetét tekintve

olyan a zeolit, mint egy szabályos hatszög, ami triviálisan nem merev.
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3.4. Dimenziónövelés

Eddig csak kétdimenziós zeolitokkal foglalkoztunk, láttunk példát merevre is, és

nem merevre is. A következő kérdésünk az, hogy mit mondhatunk magasabb di-

menzióban. A zeolit fogalmat magasabb dimenzióban is értelmezhetjük: d dimenziós

egységszimplexekből áll, és minden csúcsban két szimplex találkozik. Kérdésünk,

hogy vajon itt is van-e példa mindkét merevségi t́ıpusra. A kérdés egyik felére

könnyen válaszolhatunk, ha felhasználjuk a következő általános konstrukciót:

Konstrukció: Vegyünk egy zeolitot a śıkban. Minden szabályos háromszögre

álĺıtsunk egy szabályos tetraédert úgy, hogy a 4. csúcsok a śık ugyanazon oldalára

essenek. Most csináljuk meg ezt úgy is, hogy a másik oldalra esnek. A 4. csúcsoknál

illesszük őket össze. Ekkor könnyen ellenőŕızhetően egy térbeli zeolitot kapunk, hi-

szen egyrészt szabályos tetraédereket kapunk, másrészt minden csúcs foka 2. (Az

egy śıkon lévőké azért, mert śıkbeli zeolitból indultunk ki, a többié pedig azért, mert

minden 4. csúcshoz egy másik 4. csúcsot illesztettünk)

Ez a konstrukció magasabb dimenzióban is működik: elmondhatjuk, hogy egy d-

dimenziós zeolitból ily módon tudunk eggyel magasabb dimenziósat gyártani. En-

nek az eljárásnak egy hátránya van, méghozzá hogy a merevségről, illetve annak a

megtartásáról nem sokat tudunk mondani. De ez a nem sok is elég lehet:

3.4.1. Álĺıtás. A fenti konstrukció megőrzi a nemmerevséget.

Bizonýıtás: Az egyszerűség kedvéért csak a śıkból való kiterjesztésre bizonýıtunk,

a bizonýıtás hasonló a magasabb dimenziós esetre is. Tekintsük tehát az eredeti szer-

kezet nemtriviális mozgását a śıkban. Írja le (F (t), G(t)) a csúcsok elmozdulását (F

ı́rja le az x koordináták, G pedig a y koordináták megváltozásait a t időpillanatban).

Ebből szeretnénk mi 3 dimenziós nemtriviális mozgást az új zeolitra. Egy példa az

(F (t), G(t),0) (azaz a z koordinátát nem változtatjuk), hiszen mivel a śıkban nem-

triviális volt a mozgás, ezért a térben sem lesz triviális, másrészt a zeolit egyben

marad, mert a konstrukció olyan, hogy minden tetradér tetejére ugyanazt az alak-

zatot tesszük vissza tükrözve. �
Ezáltal tehát csinálhatunk magasabb dimenziós nem merev zeolitokat, hiszen

már van śıkbeli példánk.

3.5. Beágyazás magasabb dimenzióba

Vizsgáljuk meg, hogy mi történik a merevséggel akkor, ha ha a zeolitot egy az egyben

berakjuk egy magasabb dimenziós térbe. Tehát most adott egy d-dimenziós zeolit,
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és annak a d′ dimenziós merevségét vizsgáljuk. Ha a kiinduló szerkezetünk nem volt

merev, akkor ezután sem lesz, viszont ha merev volt, akkor pedig előfordulhat, hogy

elég nagy dimenzióban már lesz nemmerev realizációja. Belátjuk, hogy ez meg is

történik, sőt a legkisebb ilyen d′-re is adunk felső becslést.

3.5.1. Globális merevség

Első esetben a globális merevséggel foglalkozunk: Megnézzük, hogy hány dimenziós

térben tudunk két különböző realizációt találni. Az általánosság kedvéért nem csak

zeolitokra, hanem AR szerkezetekre mondjuk majd ki az álĺıtást.

3.5.1. Defińıció. Egy d dimenziós szerkezetet univerzálisan globálisan merevnek

mondunk, ha minden d′ ≥ d dimenzióban csak egy realizációja van.

Egy Kn pédául ilyen, mert bármely két csúcs távolsága adott, amit dimenziószám

növeléssel sem tudunk kiküszöbölni. De van más, nemtriviális példa is univerzálisan

globálisan merev szerkezetre. A zeolitok, sőt az AR szerkezetek viszont nem ilyenek:

3.5.1. Álĺıtás. Legyen (G, p) egy d dimenziós azonos rúdhosszúságú szerkezet, mely-

nek a kromatikus száma k és amelynek alapgráfja nem teljes. Ekkor a szerkezetnek

d+ k − 1 dimenzióban létezik két különböző realizációja.

Bizonýıtás: p minden csúcshoz ezáltal hozzárendel d db koordinátát. Minden

csúcshoz vegyünk még fel először k új koordinátát, méghozzá az újak közül egy darab

legyen 1-es, a többi 0. Ha a k sźınnel történő sźınezésnél a csúcs az i. osztályba került,

akkor az új koordináták közül az i. legyen az 1-es. Nézzük meg hogyan változott

két csúcs távolsága. Ha két csúcs között van él, akkor szükségképpen különböző

sźınosztályba kerültek, ı́gy a távolságuk
√

3 lett, mı́g azonos sźınosztálybelieknél a

távolság marad az eredeti.

Így amennyiben most a szerkezetünket az origóból 1√
3

arányban nagýıtjuk, akkor az

élek hossza 1 lesz, más távolságok viszont megváltoznak, nevezetesen 1√
3

részükre.

Ez a realizáció különbözik a triviális beágyazáshoz tartozó realizációtól (amikor

csupa 0-k lesznek az új koordináták), ı́gy találtunk két különböző realizációt d + k

dimenzióban.

Ennél azonban találhatunk egy kicsit jobbat: az új koordinátáktól azt vártuk

el, hogy k osztályba osszák a csúcsokat, azonos osztálybeliek távolsága 0, illetve

bármely két különböző osztálybeli távolsága azonos. Ezt egy egységszimplexszel

oldottuk meg k dimenzióban. De ha a szimplexnek k csúcsa van, akkor az k − 1

dimenziós, tehát k − 1 koordinátával is megoldhattuk volna. Ezzel tehát 1-gyel

tudjuk csökkenteni a dimenziószámot.�
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3.5.1. Következmény. Tetszőleges d-dimenziós zeolit 3d−1 dimenzióban már nem

globálisan merev.

Bizonýıtás: Egy zeolit 2d reguláris, ı́gy a kromatikus száma is legfeljebb ugyan-

ennyi. Az előző tétel szerint tehát d + 2d − 1 = 3d − 1 dimenzióban létezik két

különböző realizációja. �

3.5.2. Merevség

A globális merevség után most azt nézzük meg, hogy vajon kellően nagy dimenzióban

adhatunk-e nem merev realizációt. A válasz pozit́ıv, és mindjárt meglátjuk, hogy

alig kell az előző dimenziószámot növelni, hogy a két különböző realizációból már

egy folytonos mozgást is kapjunk.

3.5.2. Álĺıtás. Tetszőleges d-dimenziós AR szerkezet, melynek a kromatikus száma

k és amelynek az alapgráfja nem teljes, beágyazható Rd+k-ba nem merev módon.

Bizonýıtás: Az előző tétel bizonýıtásakor arra volt szükségünk, hogy létezik k pont

Rk−1-ben, melyek közül bármelyik kettő távolsága egységnyi, és ezzel a k − 1 koor-

dinátával egésźıtettük ki a szerkezet eredeti koordinátáit. Ahhoz, hogy egy mozgást

kapjuk ennél kicsivel többre van szükségünk: először megint osztályokba soroljuk

a csúcsokat, de most nem k osztályba, hanem k + 1-be. Megint a sźınosztályokat

tekintjük, de az egyiket (amelyikben legalább két csúcs szerepel) kettéosztjuk tet-

szőlegesen. (Feltehetjük, hogy van ilyen sźınosztály, különben csak egy teljes k-as

lehetne). Minden osztályhoz hozzárendelünk egy Rk-beli pontot úgy, hogy azonos

osztálybeliekhez ugyanaz tartozik, két különböző osztályhoz tartozó pont távolsága

egységnyi legyen kivéve, hogy a kettéválasztott sźınosztályokhoz tartozó pontok

közötti távolság legyen p. 0 < p ≤ 1. Könnyen ellenőŕızhetően megadhatóak a

k-dimenziós pontok úgy, hogy az első k darab mindig ugyanaz, a k + 1. pedig

folytonosan változik, ahogy p befutja a (0, 1] intervallumot. Ekkor ezekkel a ko-

ordinátákkal kiegésźıtve a szerkezet pontjainak koordinátáit, minden p ∈ (0, 1]-re

egy d + k dimenziós beagyazást kapunk. Mivel a pontok folytonosan változnak p

változásával, ezért ezek a beágyazások egy mozgását adják meg a szerkezetnek.

3.5.2. Következmény. d-dimenziós zeolit beágyazható R3d-be nem merev módon.

�

Viszgáljuk meg tételeinket a már jól ismert Harborth-féle példára: tudjuk, hogy

a śıkban merev, de nem globálisan merev, a térben viszont már nem is merev. Az is

könnyű, hogy a kromatikus száma 3, mert két sźınnel triviálisan nem sźınezhető, de
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hárommal már igen. A tételeink szerint 4-dimenzióban már biztosan nem globálisan

merev, 5-dimenzióban pedig már nem is merev. Ez 2 − 2 eltérés, de annyira nem

is vészes, hiszen a tételeink tetszőleges AR szerkezetekről beszélnek, és emellett

Harborth példája nem csak hogy zeolit, de nagyfokú szimmetriát is mutat. Vi-

szont annyiban jónak tűnnek a tételeink, hogy a globális merevség, és a merevség

határszámának különbségét jól eltalálta.

3.6. Háromszögmentes zeolit

Az elnevezés furcsa lehet, hiszen egy zeolit háromszögekből épül fel. De nézzük

csak meg akármelyik példánkat: mindegyikben találunk olyan részt, ahol három kis

háromszög alkot egy nagyobbat, ahol három kis háromszög között keletkezik egy

kis háromszög, ami nem tartozik a zeolithoz. Ebben a fejezetben azzal a megoldat-

lan kérdéssel foglakozunk, hogy létezik-e ilyen, (köztes) háromszögmentes zeolit a

śıkban.

A zeolitok konstruálásánál láttuk, hogy azt szeretjük, amikor egy kis modul

keskenyedő formát mutat, mint amikor egy tiltott nagy háromszög tetején van egy

kisebb, kitartó probálkozás után is azt tapasztaljuk, hogy bizony sehogy sem tudunk

háromszögmentes módon keskenyedő formát előálĺıtani. Enyh́ıtsünk a feltételeken

egy kicsit: engedjük meg, hogy a háromszögek érintsék egymást.

3.1. Tétel. Lézetik olyan háromszögmentes zeolit, amelyben nincs átfedés.

Bizonýıtás: Vizsgáljuk meg a következő kisebb egységet:

18. ábra. Egy egység

Az ábrán látható a képzési szabály: egy háromszögből indulunk ki, annak egyik

csúcsához illesztünk egy másikat, majd tükrözéssekkel kapjuk a folyatatást. Ilyen

módon tetszőlegesen hosszú egységet létrehozhatunk, ahol az egység hoszzát a szag-

gatott kék szakasz hosszának tekintjük. Attól függően, hogy hány háromszögből

álĺıtjuk elő az egységet, az elérhető hosszúság egy intervallumon belül mozog. Ezt az

intervallomot könnyen meg is határozhatjuk a két szélsőséges eset megvizsgálásával:

• Maximális hosszt akkor kaphatunk, ha a lehető legjobban kiegyeneśıtjük az

egységet, ezt mutatja a következő ábra:
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19. ábra. Maximális hossz

Könnyen láthatóan ha a háromszögek száma 2n, akkor a maximális hossz n.

• Ha a minimális távolságra vagyunk ḱıváncsiak, akkor pedig minél jobban össze

kell nyomni az egységet:

20. ábra. Minimális hossz

Itt eltérés van attól függően, hogy egy sorban páros, vagy páratlan sok háromszög

szerepel (legyen ez n). Az ábrán a páratlan eset van feltüntetve. Egyszerű számolással

adódik, hogy n páratlan esetén a hossz 1
2

√
3n2 + 1, mı́g páros n esetén

√
3n
2

.

A következő táblázat mutatja, hogy a háromszögek száma hogyan befolyásolja a

lehetséges minimális és maximális hosszakat:

n 5 6 7 8 9 10 11 12

min 4.3589 5.1962 6.0828 6.9282 7.8102 8.6603 9.5394 10.3923

max 5 6 7 8 9 10 11 12

Erre azért van szükség, mert két ilyen egységet akarunk egymás mellé illeszteni: Ha

két azonos háromszögszámú egységet teszünk egymás mellé, akkor két problémába

ütközhetünk: vagy nem lesz keskenyedő a nagyobb egység, azaz ebből nem tudunk

zeolitot gyártani, (még akkor sem ha azt is megengednénk, hogy több háromszög

csúcsa is egybeessen, vagy hogy oldalak egybeessenek) vagy metsző háromszögek

jelennek meg, amit pedig szintén nem szeretnénk.

Így elkerülhetetlen, hogy két különböző darabszámú egységet használjunk fel.

Ennek viszont az a feltétele, hogy az egységek hosszai lehessenek azonosak, azaz a

fenti táblázat alapján az intervallumoknak legyen metszete. Jegyezzük meg, hogy

egyáltalán nem vagyunk engedékenyek. Nem engedünk meg metszéspontot két

háromszög oldala között, nem engedjük meg azt sem, hogy két oldal egybeessen,
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21. ábra. Nem keskenyedő egység I.

22. ábra. Nem keskenyedő egység II.

és az is tiltott, hogy kettőnél több háromszög csúcsa egybeessen. Az egyetlen en-

gedmény, hogy egy csúcs eshet egy másik háromszög oldalára. Nevezzük az ilyen

zeolitot megengedettnek. Az intervallumok tehát félig nýıltak, a legkisebb hosszt

nem használhatjuk. Ha megnézzük a táblázatot, akkor egy ideig nincs metszet,

legelőször az n = 7 és n = 8-hoz tartozóknak nemüres a metszete. Ez a metszetin-

tervallum ebben az esetben elég kicsi lenne, ı́gy tekintsük inkább az n = 9 és n = 10

esetet. A metszet a (8.6603, 9] intervallum. Ha ebbe esik az n = 9 ill. n = 10-hez

tartozó egység hossza, akkor mindkettő létezik, és mivel a hosszuk megegyezik össze

tudjuk őket illeszteni, lássuk:

Ez a konstrukció több szempontból is szerencsés:

- először is keskenyedő: a szimmetria miatt a zöld és a piros félegyenes párhuzamos.

A felül lévő n = 9-hez tartozó egység azonban nincs teljesen kinyitva (a hossza nem

9), ezért a baloldali lila szakasz hosszabb, mint a jobboldali (szaggatott) lila szakasz,

ı́gy a piros félegyenes és a kék félegyenes metszik egymást (az ábrától jobbra).

- a második lényeges tulajdonság pedig természetesen az, hogy tiltott eset nem

áll fönn.

3.6.1. Lemma. Tetszőleges h ∈ (8.6603, 9) esetén a h hosszhoz tartozó fenti konst-

rukció megengedett.

Bizonýıtás: Azt látjuk be, hogy a kritikus csúcsok (a lenti n = 10-hez tartozó
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23. ábra. Metsző háromszögek

24. ábra. Keskenyedő egység 38 háromszöggel

egység köztes csúcsai) a fenti egységben szereplő háromszögek oldalára esnek. Ha ez

teljesül, akkor nem lehetnek metsző háromszögek, és a konstrukció miatt egybeesés

triviálisan nem lehet.

A piros félegyenest az alsó egység csúcsai 5 egyenlő részre osztják, mert az egység

eltolásszimmetrikus. Elég tehát belátni, hogy a piros félegyenes a háromszögeket

épp az osztópontokban metszi. Ragadjuk ki az ábra lényeges részletét:

25. ábra. Az osztópontok illeszkedése

Az ábrán X illetve Y a h hosszú szakasz két végpontja, az oszópontok rendre:

P,Q,R és S továbbá A,B,C ill. D a háromszögek megfelelő csúcsai. Legyen ~a =
−−→
XA illetve ~b =

−→
AB. Ekkor

−−→
XY = 5~a + 4~b. Ekkor egy osztópontból a jobboldali

szomszédjába az ~a+ 4
5
~b mutat. Így például

−−→
XP = ~a+ 4

5
~b. De

−−→
XP =

−−→
XA+

−→
AP , ı́gy

mivel ~b = AB, ı́gy P az AB-re esik. Sőt azt is megmondhatjuk, hogy AB-t 4 : 1
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arányban osztja. Hasonlóan mutatható meg a következő osztópont illeszkedése:
−→
PQ =

−−→
PB +

−−→
BC +

−→
CQ = 1

5
~b + ~a + CQ, amiből következik, hogy

−→
CQ = 3

5
~b és ı́gy

mivel CD ‖ ~b, ı́gy Q illeszkedik CD-re. Folytatva ezt a gondolatmenetet kapjuk R

és S illeszkedését is.

Nem vagyunk még készen, mert még arra is szükség van, hogy az alábbi ábrán

látható kék háromszög nem metsz bele a pirosba:

26. ábra. Metszéspont nincs

Ez könnyen ellenőŕızhető, ha megvizsgáljuk a háromszögek megfelelő oldalainak

a meredekségét. Ez egyúttal bizonýıtja a többi kritikus illeszkedési pontnál is azt,

hogy nincs metszéspont. �
A lemma értelmében van tehát egy nagyon jó kiindulási alapunk egy zeolit

elkésźıtéséhez. (Gondoljunk vissza a zeolitok konstruálása fejezetre.) Egyetlen

megválaszolatlan kérdés maradt, az, hogy tudunk-e záródó szerkezetet késźıteni.

A lemma biztośıtja, hogy h-t kedvünkre változtathatjuk a (8.6603, 9) intervallumon

belül. Nézzük meg, hogy a 38 háromszögből álló egységünknek mekkora lehet a

szöge:

3.6.2. Lemma. Az egységünk szöge 0◦ és 3.62◦ között tetszőleges lehet.

Bizonýıtás: Jelöljük x-el az egység hosszát. Ekkor a keresett szöget könnyen

kiszámolhatjuk:

A fenti ábrán az XAP háromszögben |XA| = 1, |AP | = 4/5, |XP | = x/5. Így

a koszinusz-tétellel az α = XAP∠ szög számolható
(

cosα = 41−x2
40

)
. Az XKL

háromszögben |XK| = |KL| = 1 illetve XKL∠ = α, innen |a| =
√

x2−1
20

. |b| is
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könnyen számolható az AKM háromszögben, hiszen AKM∠ = 240◦−α. Ha pedig

|a| és |b| is ismert, akkor az egység szöge a sin ϕ
2

= a−b
2x

képletből megkapható, és a

fenti közeĺıtőértékek adódnak. �
A lemma alapján a tétel bizonýıtása: Tegyük fel, hogy a 38 db-os egységekből

k db-ot illesztünk össze. Ekkor az egész szerkezetnek a szöge a (0◦, k · 3.62◦) in-

tervallumban tetszőleges értéket felvehet. Mivel 3.62◦ 6= 0, ezért létezik olyan

α ∈ (0◦, 3.62◦) és elég nagy k úgy, hogy 360◦ = k · α. �

A végső konstrukcióban a 3.62◦-os értékre nincs is szükségünk. Elég lett volna

tetszőlegesen kicsi ϕ érték is, hiszen annak elég nagy számszorosa már nagyobb, mint

360. Azért számoltuk ki mégis, hogy becslést adhassunk a háromszögek számára:

3.6.1. Következmény. Létezik megengedett zeolit, amely legfeljebb 3800 három-

szögből áll.

Bizonýıtás: A fenti konstrukcióban pontosan ennyi található.

Ez a konstrukció adta az ötletet a már korábban emĺıtett megoldatlan problémához:

3.6.1. Defińıció. Az ábrán látható szerkezetet a könnyebb hivatkozás érdekében ne-

vezzük H szerkezetnek (a H betű utal arra, hogy hosszúkás).
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Egy ilyen szerkezetet két paraméter határoz meg: egyrészt az, hogy hány db

háromszögből áll, másrészt pedig az, hogy az első háromszögpár mekkora szöget zár

be egymással. A H szerkezet mindig páros sok háromszögből áll, legyen ez az érték

2n. Nevezzük a szerkezet darabszámának ennek a felét, azaz n-et.

A H szerkezet szögének pedig ne az első két háromszög által bezárt szöget nevezzük,

hanem az ábrán látható A2A1X∠-et.

3.2. Tétel. Létezik köztes háromszögektől mentes śıkbeli zeolit.

27. ábra. A konstrukció

Bizonýıtás: Tekintsük az ábrán látható konstrukciót. Ez lesz a kiindulási alap.

Először is nézzük meg, hogy ez az alakzat hogyan készült! A korábbi 38-as egységhez

hasonló a feléṕıtése, de látható, hogy középen két háromszöget szétválasztottunk.

Emlékezzünk, hogy ha ezeket nem nyitnánk szét, akkor illeszkedést tapasztalnánk.

Továbbá nézzük meg, hogy ha csak ezt a kis részt nézzük, akkor keskenyedő-e a

szerkezet! A válasz igen: vegyünk egy 38-as egységet, ez keskenyedik. Ha ezt csak

egy picit nyitjuk ki, akkor ez a keskenyedés továbbra is fenntartható. Ha a 38-as

egység szöge egy (0, x) intervallumban mozoghatott, akkor a mostani alakzat szöge

is. Legyen a felül lévő H szerkezet szöge α. Egy α-hoz nem biztos, hogy tartozik

megfelelő 38-as szerkezet, de mint korábban láttuk, van megfelelő α (olyan α lesz

jó, melyre a fenti H szerkezet hossza eleme a (8.6603, 9) intervallumnak). A lenti

H szerkezet szöge legyen β. Ha nem nyitnánk szét a korábbi konstrukciót, akkor

β egyértelműen meghatározott lenne α által, de most ezt is változtathatjuk. A

változtatás azzal jár, hogy az egység szöge változik. Ha ezt a szöget ϕ-vel jelöljük,

akkor tehát azt mondhatjuk, hogy ϕ α-tól és β-tól függ (ráadásul mint azt a geo-

metriai konstrukció mutatja: mindkettőtől folytonosan).

A szerkezet második fele az alábbiak szerint készül: szeretnénk, ha a két szélső

egyenes közti rész ismétlődne, ezért a további háromszögeket úgy helyezzük el, hogy

egy-egy csúcsuk a megfelelő egyenesre essen (a forgatással kapjuk meg a csúcshoz

tartozó másik háromszöget). A kérdés az, hogy ami az ábrán nem is látszik: a

jobb végen vajon találkozik-e két háromszögcsúcs, vagy rossz a konstrukció, és

egymásbametszenek.
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A feladatunk tehát kettős: olyan α és β értékeket kell megadnunk, melyre a végén

illeszkedést tapasztalunk, illetve arra is szükség van, hogy k · ϕ = 360◦ legyen vala-

milyen k egészre (záródó legyen a szerkezet a forgatásnál).

Legyen

Φ : ϕ→ {α | ∃ β : ϕ(α, β) = ϕ}

Φ tehát megadja azon α-kat, melyekre van ϕ szögű konstrukció. Könnyen el-

lenőŕızhető, hogy Φ(ϕ) összefüggő minden ϕ-re, illetve, hogy a számossága végtelen,

kivéve a maximális ϕ és a ϕ = 0 esetet.

3.6.3. Lemma. Legyen ϕ0 és α ∈ Φ(ϕ0) adott. Ekkor megadható olyan β, melyre

az egység szöge ϕ0.

Bizonýıtás: Ha ϕ0-hoz van szerkezet, akkor triviálisan van megfelelő β is. �

Rögźıtsünk le egy ϕ szöget, és nézzük meg a szerkezet jobboldali végén a záródást!

Számoljuk ki ehhez a pontok koordinátáit. Helyezzük a szerkezetet koordinátarend-

szerbe az ábrán látható módon. (Az OA2 jelöli ki az x-tengelyt).

Az U -val jelölt utolsó háromszög már nem része a fenti H szerkezetnek, ı́gy annak a

jobbszélső csúcsa (C) nem is esik az x-tengelyre. Legyen a COA2∠ = ε (magyarán

CO és az x-tengely által bezárt szög, és ezt jelöljük COx∠-el is). ε-nal együtt α

és β már meghatározza az egységet, mert külön-külön a H szerkezetek meg vannak

határozva α és β által, csak ezek egymáshoz viszonýıtott helyzete a kérdés, és ezt

adja meg ε.

Látszólag sok szabad paraméterünk van, azonban ez nincs ı́gy: a d(C,D) távolságnak

egységnyinek kell lennie illetve az egység szöge ϕ. Három paraméter, két feltétel,

várhatóan tehát lesz alkalmas konfiguráció. Ennek eldöntésére számoljuk ki a vál-

tozók közti összefüggéseket! O az origó, ennek a koordinátái tehát (0, 0)

A C pont koordinátáit abból tudjuk meghatározni, hogy kiszámoljuk az OC szakasz

hosszát, és tudjuk, hogy OC ε szöget zár be az x-tengellyel:
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|OC|: Mivel a lenti H szerkezethez tartozó szög β, ı́gy szögfüggvényekkel könnyen

adódik ez a távolság:
√

(9 cos β)2 + (sin β)2 =
√

80 cos2 β + 1. Innen a C ko-

ordinátáit úgy kapjuk meg a legegyszerűbben, ha úgy tekintünk rá, mint ha a

C ′(|OC|, 0) pont origó körüli ε szögű elforgatottja lenne.

Következő lépésben meghatározzuk az E pontot: Az E pont nem más, mint a

C pont D körüli 60◦-os elforgatottja. A D pont pedig a C-hez hasonlóan szintén

szögfüggvények seǵıtségével adható meg: D(9 cosα, sinα). Írjuk fel, milyen feltételt

kapunk ε-ra azáltal, hogy d(C,D) = 1. Jelöljük C ′-vel a C merőleges vetületét az

x-tengelyre, hogy könnyebben hivatkozhassunk bizonyos szögekre.

DOC∠ = DOC ′∠+C ′OC∠ = DOC ′∠+ ε, ahonnan ε = DOC∠−DOC ′∠. Mivel

a D(9 cosα, sinα) pontot kiszámoltuk, ı́gy szögfüggvényekkel könnyen kapjuk, hogy

tanC ′OD∠ = sinα
9 cosα

.

ADOC∠-et azOCD4-ből koszinusz-tétellel kapjuk meg: cosDOC∠ = |OC|2+|OD|2−|DC|2
2|OC||OD| .

|OC| =
√

80 cos2 β + 1 , |OD| =
√

80 cos2 α + 1 és |DC| = 1, ezáltal:

DOC∠ = arccos

(
80 cos2 α + 80 cos2 β + 1

2
√

(80 cos2 α + 1)(80 cos2 β + 1)

)

Most már meg van minden adatunk ε-hoz:

ε = arccos

(
80 cos2 α + 80 cos2 β + 1

2
√

(80 cos2 α + 1)(80 cos2 β + 1)

)
− arctan

(
sinα

9 cosα

)

A szerkezet ϕ szöge az e és az f által bezárt szög. f‖x-tengely, ı́gy ez épp az

x-tengely és e által bezárt szöggel egyezik meg.

28. ábra. szögek számolása

Használjuk ki, hogy C a IV. negyedben helyezkedik el, ezáltal az x-tengely és e

szöge: xe∠ = OCe∠− xOC∠ = OCe∠− ε
OB2‖e, ı́gy mivel C az OB2 és az e egyenesek közé esik, ezért a OCe∠ = B2OC∠.
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A B2OC∠ a C ′OD∠-höz hasonlóan számolható ki, csak α helyett β lesz:

B2OC∠ = arctan

(
sin β

9 cos β

)

Ezáltal a ϕ = OCe∠− ε képletből:

ϕ = − arccos

(
80 cos2 α + 80 cos2 β + 1

2
√

(80 cos2 α + 1)(80 cos2 β + 1)

)
+arctan

(
sinα

9 cosα

)
+arctan

(
sin β

9 cos β

)

Tehát ϕ α-tól és β-tól a fentiek szerint függ. Könnyen megvizsgálható, hogy ha φ-t

lerögźıtjük, akkor adott α-ra egyértelműen létezik megfelelő β. �.

Nem vagyunk még készen. Számoljunk tovább, hogy megnézhessük mit mondha-

tunk a szerkezet jobboldali részéről!

Az F pont a f egyenesen van, méghozzá az E-től egységnyi távolságra. Azt is

látjuk, hogy az E-től ”jobbra”, tehát könnyen meghatározhatjuk F -et úgy, mint az

E középpontú egységsugarú kör és az f egyenes megfelelő metszéspontja. Az f egye-

nes egyenlete y = sin(60◦+α). Minden további lépésben forgatás, metszéspont, vagy

távolság meghatározása szerepel, amelyeket akár kézzel is könnyen elvégezhetünk,

én a maple számı́tógépes programot használtam. A további lépések:

A G1 pont koordinátáinak meghatározása: A G1 pont nem más, mint az F -nek az

E körüli −60◦-os elforgatottja.

Legyen d2 a G1 és az f egyenes távolsága, illetve legyen d1 a G1 és az e egyenes

távolsága.

A szerkezet jobboldali részén található H3 szerkezet γ szöge tehát meghatározott

d1 által. (cos (30◦ − γ) = d1)

A paramétereket úgy kell megválasztanunk, hogy H3 valamelyik páros sokadik

csúcsa az f egyenesre essen, mert ekkor lesz minden csúcsnak párja a konstrukcióban.

Azt, hogy valamelyik Gi az f -re esik-e, az alábbi módon dönthetjük el:

3.6.4. Lemma. Legyen adott egy H-t́ıpusú szerkezet, a hozzátartozó szög pedig le-

gyen γ. Tegyük fel, hogy a szerkezettől d2 kezdeti távolságra fut egy vele ϕ szöget

bezáró f egyenes. Ekkor annak a szükséges és elégséges feltétele, hogy a szerkezet

valamelyik páros sokadik csúcsa az f -re esik az, hogy:

sinϕ =
d2

2n cos γ
valamely n ∈ N-re
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Bizonýıtás: d(Gi+2, Gi) = 2 cos γ majd a cosϕ-t feĺırjuk a megfelelő derékszögű

háromszögben (G1T1M 4-ben, ahol M az f és a g metszéspontja, T1 pedig G1

merőleges vetülete f-re. �
Összesen tehát annyit kell megnézni, hogy ha egy adott α-ra meghatározzuk

a hozzátartozó β-t, és kiszámoljuk n-et, az egész-e. Ezt a következőképpen lehet

eldönteni: Válasszuk pl. ϕ-t ϕ1 = π/320-nak és keressük először meg közeĺıtőleg

az α és β értékeket a programmal. Vizsgáljuk meg ϕ(α, β) és N(α, β) viselkedését.

Ezután vegyünk fel α1, α2, α3, α4, β1, β2, β3, β4 értékeket úgy, hogy ϕ(α1, β1) < ϕ <

ϕ(α2, β2), ϕ(α3, β3) < ϕ < ϕ(α4, β4), illetveN(α1, β1) < N0 < N(α3, β3), N(α2, β2) <

N0 < N(α4, β4) teljesüljön (N0 = 48 választással). Ekkor a ϕ folytonossága miatt

az [(α1, β1), (α2, β2)] szakaszon lesz olyan pont, melyre ϕ(α, β) értéke épp ϕ1. Ha-

sonlóan az [(α3, β3), (α4, β4)] szakaszra. Ekkor viszont van egy a két pontot összekötő

folytonos görbe, amelyen ϕ értéke végig ϕ1. Ugyanezt a másik két szakaszra eljátszva

kapunk egy folytonos görbét, melyen N értéke végig 48. A kettőnek pedig α-k és

β-k választása miatt van metszete, ez pedig bizonýıtja, hogy van a paramétereknek

megfelelő értéke.

α1 α2 α3 α4

0.48 0.48 0.49 0.49

β1 β2 β3 β4

0.2174 0.2178 0.2544 0.2548

A részletes számı́tások megtalálhatóak a mellékletben.

Az alábbiakban látható a megszerkesztett konstrukció egy-egy részlete, illetve a

végén a záródás. A teljes ábra a szakdolgozathoz mellékelt CD-n megtalálható

többféle felbontásban. A konstrukció 34240 háromszöget tartalmaz.

29. ábra. A teljes konstrukció egy részlete
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30. ábra. Az illeszkedések

31. ábra. A konstrukció egy másik részlete

3.7. Nyitott kérdések

1. Mi az a legkisebb AR szerkezet, ami nem szerkeszthető?

2. Találjunk infinitezimálisan merev páros AR szerkezetet a śıkon!

3. Találjunk egy általános konstrukciót Rd-ben háromszögmentes merev szerke-

zetre!

4. Keressünk minél kisebb példát köztes háromszögektől mentes zeolitra!

5. Keressünk magasabb dimenzióban merev köztes szimplextől mentes zeolitot!

6. Keressünk nem forgásszimmetrikus zeolitot!
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23. Metsző háromszögek . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
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29. A teljes konstrukció egy részlete . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
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Függelék



(5)(5)

(7)(7)

(4)(4)

(6)(6)

(2)(2)

(9)(9)

(8)(8)

(1)(1)

(3)(3)

 Maple újraindítása.
restart:with(geometry):

origó szokásos definíciója
point(origo,0,0):

coordinates(origo);

a D pont meghatározása
point(pointD,9*cos(alpha),sin(alpha)):

coordinates(pointD);

a C pont meghatározása (TC elforgatottja) a szerepl szögek kiszámítása (alpha,beta,epsilon,phi)
point(pointTC,sqrt(80*cos(beta)^2+1),0):

coordinates(pointTC);

angle1:=arctan(sin(alpha)/(9*cos(alpha)));

angle2 :=arctan(sin(beta)/(9*cos(beta)));

delta:=arccos((80*cos(alpha)^2+80*cos(beta)^2+1)/(2*sqrt(80*cos

(alpha)^2+1)*sqrt(80*cos(beta)^2+1)));

epsilon := delta-angle1;

phi:=angle2-epsilon;

rotation(pointC,pointTC,epsilon,clockwise):

coordinates(pointC);



(10)(10)

(12)(12)

(9)(9)

(11)(11)

Az E pont meghatározása
rotation(pointE,pointC,Pi/3,counterclockwise,pointD):

coordinates(pointE);

technikai jelleg számítások, az f egyenes egyenletének meghatározása, az F pont meghatározása
y1:='y1':circle(circleE,[pointE,1],[x1,y1]);

circleE

line(lineF,y1=sin(Pi/3+alpha),[x1,y1]);



(18)(18)

(12)(12)

(14)(14)

(15)(15)

(17)(17)

(16)(16)

(19)(19)

(9)(9)

(13)(13)

lineF

circleEEQU:=Equation(circleE):

lineFEQU:=Equation(lineF);

FY:=solve(lineFEQU,y1);

y1:=FY;

xs:=[solve(circleEEQU,x1)]:

point(pointF,xs[1],y1);

y1:='y1':
pointF

Grafikus ábrázoláshoz A1,A2,...A9 pontok meghatározása
point(pointA1,1*cos(alpha),sin(alpha)):

point(pointA2,2*cos(alpha),0):

point(pointA3,3*cos(alpha),sin(alpha)):

point(pointA4,4*cos(alpha),0):

point(pointA5,5*cos(alpha),sin(alpha)):

point(pointA6,6*cos(alpha),0):

point(pointA7,7*cos(alpha),sin(alpha)):

point(pointA8,8*cos(alpha),0):

point(pointA9,9*cos(alpha),sin(alpha)):

G pont kiszámítása
rotation(pointG1,pointF,Pi/3,clockwise,pointE);

pointG1
segédfüggvények definíciója (alpha és phi függvényében meg lehet adni beta-t és epsilont is)

Eps:=(alpha,beta)-> arccos((1/2)*(80*cos(alpha)^2+80*cos(beta)

^2+1)/(sqrt(80*cos(alpha)^2+1)*sqrt(80*cos(beta)^2+1)))-arctan(

(1/9)*sin(alpha)/cos(alpha)); 

Ph:=(alpha,beta)->arctan((1/9)*sin(beta)/cos(beta))-arccos((1/2)

*(80*cos(alpha)^2+80*cos(beta)^2+1)/(sqrt(80*cos(alpha)^2+1)*

sqrt(80*cos(beta)^2+1)))+arctan((1/9)*sin(alpha)/cos(alpha));



(12)(12)

(24)(24)

(9)(9)

(19)(19)

(21)(21)

(22)(22)

(20)(20)

(23)(23)

betaF := proc (fii,x)

return(fsolve(Ph(x,y)=fii,y));

end proc;

epsilonF := (fii,x)->Eps(x,betaF(fii,x));

Itt állítjuk be alphát, és phi-t (az elnevezés azért más, mert néhány változónév már foglalt)
Majd a hozzátartozó béta és epszilon kiszámítása

alpha:=0.4835311059539632853968292322761106193285352203665;

fiii:=Pi/320;

beta:=betaF(fiii,alpha);

epsilon:=epsilonF(fiii,alpha);

Segédpontok felvitele, ezeknek az elforgatottja lesz majd B1,B2,...B8
point(pointBB1,1*cos(beta),-sin(beta)):

point(pointBB2,2*cos(beta),0):

point(pointBB3,3*cos(beta),-sin(beta)):

point(pointBB4,4*cos(beta),0):

point(pointBB5,5*cos(beta),-sin(beta)):

point(pointBB6,6*cos(beta),0):

point(pointBB7,7*cos(beta),-sin(beta)):

point(pointBB8,8*cos(beta),0):

point(pointBB9,9*cos(beta),-sin(beta)):

rotation(pointB1,pointBB1,phi,counterclockwise):

rotation(pointB2,pointBB2,phi,counterclockwise):

rotation(pointB3,pointBB3,phi,counterclockwise):

rotation(pointB4,pointBB4,phi,counterclockwise):



(12)(12)

(27)(27)

(26)(26)

(9)(9)

(19)(19)

(25)(25)

rotation(pointB5,pointBB5,phi,counterclockwise):

rotation(pointB6,pointBB6,phi,counterclockwise):

rotation(pointB7,pointBB7,phi,counterclockwise):

rotation(pointB8,pointBB8,phi,counterclockwise):

rotation(pointB9,pointBB9,phi,counterclockwise):

Az e egyenes meghatározása az E1,E2 segédpontokkal
rotation(pointE1,pointB1,Pi/3,clockwise):

rotation(pointE2,pointB2,Pi/3,clockwise,pointB1);
pointE2

line(lineE,[pointE1,pointE2],[x,y]);
lineE

Teschnikai jelleg számítás, az e és f egyenes ábrázolásához
lineEEQU:=solve(Equation(lineE),y);

lineFEQU:=solve(Equation(lineF),y1);

Néhány pont megjelenítése a koordinátarendszerben
points:=[[coordinates(origo)[1],coordinates(origo)[2]],

[coordinates(pointA1)[1],coordinates(pointA1)[2]],[coordinates

(pointA2)[1],coordinates(pointA2)[2]],[coordinates(pointA3)[1],

coordinates(pointA3)[2]],[coordinates(pointA4)[1],coordinates

(pointA4)[2]],[coordinates(pointA5)[1],coordinates(pointA5)[2]],

[coordinates(pointA6)[1],coordinates(pointA6)[2]],[coordinates

(pointA7)[1],coordinates(pointA7)[2]],[coordinates(pointA8)[1],

coordinates(pointA8)[2]],[coordinates(pointD)[1],coordinates

(pointD)[2]],[coordinates(pointC)[1],coordinates(pointC)[2]],

[coordinates(pointE)[1],coordinates(pointE)[2]],[coordinates

(pointF)[1],coordinates(pointF)[2]],[coordinates(pointG1)[1],

coordinates(pointG1)[2]],[coordinates(pointB1)[1],coordinates

(pointB1)[2]],[coordinates(pointB2)[1],coordinates(pointB2)[2]],

[coordinates(pointB3)[1],coordinates(pointB3)[2]],[coordinates

(pointB4)[1],coordinates(pointB4)[2]],[coordinates(pointB5)[1],

coordinates(pointB5)[2]],[coordinates(pointB6)[1],coordinates

(pointB6)[2]],[coordinates(pointB7)[1],coordinates(pointB7)[2]],

[coordinates(pointB8)[1],coordinates(pointB8)[2]],[coordinates



(12)(12)

(30)(30)

(9)(9)

(19)(19)

(28)(28)

(29)(29)

(pointE1)[1],coordinates(pointE1)[2]],[coordinates(pointE2)[1],

coordinates(pointE2)[2]]]:

plot([points,lineEEQU,lineFEQU],x=0..12,style=[point,line,line],

color=[red,green,blue],scaling=constrained);

x
2 4 6 8 10 12

0

 d_1 és d_2 távolságok meghatározása
d1:=evalf(distance(pointG1,lineE));

d2:=evalf(distance(pointG1,lineF));

a gamma szög kiszámítása (gamma név védett, ezért gammma az elnevezés)
gammma:=arcsin(d1)-Pi/3;



(35)(35)

(12)(12)

(33)(33)

(9)(9)

(19)(19)

(34)(34)

(31)(31)

(32)(32)

A kérdéses kritikus n értékének kiszámítása
Nvalue:=d2/(2*sin(phi)*cos(gammma));

evalf(Nvalue);
48.000000000000000000000000000000000000000000002415

p := proc (pointABC::point2d)

local x,y:

x:=coordinates(pointABC)[1]:

y:=coordinates(pointABC)[2]:

return evalf([x,y]);

end proc;

p2:= proc (listofpoints)

return [seq(p(listofpoints[i]),i=1..nops(listofpoints))];

end proc;

p2([pointA1,pointA2,pointA3,pointA4,pointA5,pointA6,pointA7]);

rotation(pointE3,pointB3,Pi/3,clockwise,pointB2):

rotation(pointE4,pointB4,Pi/3,clockwise,pointB3):

rotation(pointE5,pointB5,Pi/3,clockwise,pointB4):

rotation(pointE6,pointB6,Pi/3,clockwise,pointB5):

rotation(pointE7,pointB7,Pi/3,clockwise,pointB6):



(12)(12)

(37)(37)

(38)(38)

(36)(36)

(19)(19)

(9)(9)

rotation(pointE8,pointB8,Pi/3,clockwise,pointB7):

rotation(pointE9,pointB9,Pi/3,clockwise,pointB8):

tri:= proc (pp1,pp2,pp3)

return p2([pp1,pp2,pp3,pp1]);

end proc;

koord:= proc (pontlista)

return [seq([p(pontlista[i])[1],p(pontlista[i])[2]],i=1..nops

(pontlista))];

end proc;

tri(origo,pointE1,pointB1);

rotation(pointF1,pointA1,Pi/3,counterclockwise):

rotation(pointF2,pointA2,Pi/3,counterclockwise,pointA1):

rotation(pointF3,pointA3,Pi/3,counterclockwise,pointA2):

rotation(pointF4,pointA4,Pi/3,counterclockwise,pointA3):

rotation(pointF5,pointA5,Pi/3,counterclockwise,pointA4):

rotation(pointF6,pointA6,Pi/3,counterclockwise,pointA5):

rotation(pointF7,pointA7,Pi/3,counterclockwise,pointA6):

rotation(pointF8,pointA8,Pi/3,counterclockwise,pointA7):

rotation(pointF9,pointA9,Pi/3,counterclockwise,pointA8):

Pontok listákba rendezése az ábrázolás miatt:

apontnevek:=[cat(pointA,1..9)]:

apontok:=[seq(apontnevek[i],i=1..9)]:

bpontnevek:=[cat(pointB,1..9)]:

bpontok:=[seq(bpontnevek[i],i=1..9)]:

a2pontnevek:=[cat(point2A,1..9)]:

a2pontok:=[seq(reflection(a2pontnevek[i],apontok[i],lineF),i=1.

.9)]:

b2pontnevek:=[cat(point2B,1..9)]:

b2pontok:=[seq(reflection(b2pontnevek[i],bpontok[i],lineF),i=1.



(12)(12)

(9)(9)

(19)(19)

.9)]:

plot([koord(apontok),koord(bpontok),koord(a2pontok),koord

(b2pontok)],x=0..10,scaling=constrained);
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epontnevek:=[cat(pointE,1..9)]:

epontok:=[seq(epontnevek[i],i=1..9)]:

eepontnevek:=[cat(pointEe,1..96)]:

eepontok:=[seq(eepontnevek[i],i=1..96)]:

plot([koord(apontok),koord(bpontok),koord(a2pontok),koord

(b2pontok)],x=0..10,style=[point,point,point,point,point],

scaling=constrained);
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(9)(9)

(19)(19)
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gpontnevek:=[cat(pointG,1..97)]:

gpontok:=[seq(gpontnevek[i],i=1..97)]:

for i from 1 to 95 by 2 do:

point(gpontnevek[i+2],p(gpontok[i])[1]+2*cos(phi)*cos(gammma),p

(gpontok[i])[2]+2*sin(phi)*cos(gammma)):

gpontok[i+2]:=gpontnevek[i+2]:

end do:

for i from 2 to 96 by 2 do:

point(seged,p(gpontok[i-1])[1]+cos(phi),p(gpontok[i-1])[2]+sin

(phi)):

rotation(gpontnevek[i],seged,gammma,clockwise,gpontok[i-1]):

gpontok[i]:=gpontnevek[i]:

end do:

plot([koord(apontok),koord(bpontok),koord(a2pontok),koord

(b2pontok),koord(gpontok)],x=80..100,style=point,scaling=



(12)(12)

(9)(9)

(19)(19)

constrained);

80 85 90 95 100
0
1
2

for i from 1 to 96 do:

rotation(eepontnevek[i],gpontok[i+1],Pi/3,clockwise,gpontok[i]):

eepontok[i]:=eepontnevek[i]:

end do:

plot([koord(apontok),koord(bpontok),koord(a2pontok),koord

(b2pontok),koord(eepontok),koord(gpontok)],x=0..100,style=point,

scaling=constrained);



(12)(12)

(9)(9)

(19)(19)
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g2pontnevek:=[cat(point2G,1..97)]:

g2pontok:=[seq(reflection(g2pontnevek[i],gpontok[i],lineF),i=1.

.97)]:

e2pontnevek:=[cat(point2E,1..9)]:

e2pontok:=[seq(reflection(e2pontnevek[i],epontok[i],lineF),i=1.

.9)]:

ee2pontnevek:=[cat(point2Ee,1..96)]:

ee2pontok:=[seq(reflection(ee2pontnevek[i],eepontok[i],lineF),i=

1..96)]:

plot([koord(apontok),koord(bpontok),koord(a2pontok),koord

(b2pontok),koord(epontok),koord(gpontok),koord(e2pontok),koord

(g2pontok)],x=0..10,style=point,scaling=constrained);
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(9)(9)

(19)(19)
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fpontnevek:=[cat(pointF,1..9)]:

fpontok:=[seq(fpontnevek[i],i=1..9)]:

plot([koord(apontok),koord(bpontok),koord(fpontok),koord

(a2pontok),koord(b2pontok),koord(epontok),koord(gpontok),koord

(e2pontok),koord(g2pontok)],x=0..100,style=point,scaling=

constrained);
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(19)(19)

(9)(9)
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triangles1:=[seq(tri(origo,origo,origo),i=1..9)]:

triangles2:=[seq(tri(origo,origo,origo),i=1..9)]:

triangles3:=[seq(tri(origo,origo,origo),i=1..9)]:

triangles4:=[seq(tri(origo,origo,origo),i=1..9)]:

triangles5:=[seq(tri(origo,origo,origo),i=1..96)]:

triangles6:=[seq(tri(origo,origo,origo),i=1..96)]:

triangles7:=[seq(tri(origo,origo,origo),i=1..4)]:

triangles1[1]:=tri(origo,pointA1,pointF1):

for i from 2 to 9 do:

triangles1[i]:=tri(apontok[i],apontok[i-1],fpontok[i]):

end do:

triangles2[1]:=tri(origo,pointB1,pointE1):

for i from 2 to 9 do:

triangles2[i]:=tri(bpontok[i],bpontok[i-1],epontok[i]):

end do:

reflection(origo2,origo,lineF):



(12)(12)

(9)(9)

(19)(19)

reflection(point2C,pointC,lineF):

reflection(point2E,pointE,lineF):

reflection(point2D,pointD,lineF):

plot([triangles1[],triangles2[],lineEEQU],x=0..10,scaling=

constrained);

x
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triangles3[1]:=tri(origo2,pointF1,a2pontok[1]):

for i from 2 to 9 do:

triangles3[i]:=tri(a2pontok[i],a2pontok[i-1],fpontok[i]):

end do:

plot([triangles1[],triangles2[],triangles3[],lineEEQU],x=0..10,

scaling=constrained);
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triangles4[1]:=tri(origo2,e2pontok[1],b2pontok[1]):

for i from 2 to 9 do:

triangles4[i]:=tri(b2pontok[i],b2pontok[i-1],e2pontok[i]):

end do:

plot([triangles1[],triangles2[],triangles3[],triangles4[],

lineEEQU],x=0..10,scaling=constrained);
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triangles7[1]:=tri(pointD,pointC,pointE):

triangles7[2]:=tri(pointE,pointG1,pointF):

triangles7[3]:=tri(point2D,point2C,point2E):

triangles7[4]:=tri(point2E,g2pontok[1],pointF):

plot([triangles1[],triangles2[],triangles3[],triangles4[],

triangles7[],lineEEQU],x=0..10,scaling=constrained);
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for i from 1 to 96 do:

triangles5[i]:=tri(gpontok[i],gpontok[i+1],eepontok[i]):

end do:

for i from 1 to 96 do:

triangles6[i]:=tri(g2pontok[i],g2pontok[i+1],ee2pontok[i]):

end do:

plot([triangles1[],triangles2[],triangles3[],triangles4[],

triangles5[],triangles6[],triangles7[]],x=00..105,scaling=

constrained,resolution=800);
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plot([triangles1[][][],triangles2[],triangles3[],triangles4[],

triangles5[],triangles6[],triangles7[]],x=00..105,scaling=



(12)(12)

(9)(9)

(19)(19)

constrained,resolution=800);
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plot([triangles1[],triangles2[],triangles3[],triangles4[],

triangles5[],triangles6[],triangles7[],lineEEQU,lineFEQU],x=0.

.15,scaling=constrained,resolution=800);
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(40)(40)
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(42)(42)
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intersection(pointO,lineE,lineF);
pointO

koord([pointO]);

detail(pointO);

name of the object pointO

form of the object point2d

coordinates of the point

detail(gpontok[97]);

name of the object pointG97

form of the object point2d

coordinates of the point
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eepontok;

with(plots):

phi grafikus megjelenítése

contourplot('Ph(x,y)',x=0.4..0.5,y=0.2..0.3,filledregions=true,

grid=[100,100],contours=20,scaling=constrained);
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