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Bevezetés

Egy A algebra tetsz6leges kifejezésfiiggvénye minden n € N-re meg6rzi A™ min-
den részalgebrajat, azaz megériz minden A-val kompatibilis relaciot. Tudjuk, hogy
ha A véges algebra, akkor barmely olyan véges valtozés fiiggvénye, ami minden
n € N-re meg6rzi A" minden részalgebrajat, valojaban egy kifejezéstiiggvénye A-
nak|3, 9|.

Azt mondjuk, hogy egy algebra osszes kifejezésfiiggvényeinek halmazat megha-
tarozza relaciok valamilyen halmaza, ha az algebra tetszdleges fiiggvénye pontosan
akkor kifejezésfiiggvény, ha megé6rzi ezen relaciok mindegyikét.

Felmeriil a kérdés, vajon véges sok véges valtozos relacio altal is jellemezhetd-
e, meghatarozhato-e egy algebra Osszes kifejezésfiiggvényének a halmaza? Ha igen,
nevezziik az algebrat végesen reléltnak vagy véges relaciés fokinak.

Példaul véges halok kifejezéstiiggvényei véges sok relacioval meghatarozhatoak|2].
Ellenben a ({0, 1}, —) kételem implikacio-algebrahoz nem adhato meg ilyen relaciok
véges halmaza|7, 17|.

A csoportokat tekintve ismert, hogy minden véges csoport véges relacios foka[1].
Mivel egy véges csoport kifejezés-ekvivalens a bel6le szarmazoé félcsoporttal, mindket-
tének ugyanaz a foka. Tovabbi példak is ismertek véges relacios foki félcsoportokras:
minden véges félhalo|6] és minden véges derékszogl koteg|s, 8| ilyen tulajdonsag.

Davey, Jackson, Pitkethly és Szabd 2011-ben igazolta, hogy minden véges nil-
potens félcsoport és minden véges kommutativ félcsoport véges relacios foktu. Bebi-
zonyitottak tobbek kozott azt is, hogy ugyanez igaz az egyik otelemi Rees-métrix-
félcsoportra. Ehhez a félcsoporthoz egy egyvaltozos miveletet hozzavéve példat ad-
tak egy olyan unér félcsoportra, aminek végtelen a relacios foka|7].

Peter Mayr kevéssel késGbb igazolta tobbek kézott, hogy minden véges 3-nilpotens
monoid és minden véges Clifford-félcsoport relacios foka véges. Tovabba els6ként si-
keriilt példat mutatnia olyan véges (hatelemt) félcsoportra, aminek végtelen a foka.
Ez egy egységelemmel kibovitett Rees-matrix-félcsoport[15].

Szakdolgozatom elsé fejezetében roviden ismertetem a Rees-matrix-félcsoportok

meghatéarozasast, valamint Steve Seif és Szabé Csaba munkéja [19] alapjan bemu-



rs s

sz0l.
A masodik fejezetben elGszor altalanosan foglalkozom a relacios fokkal. Majd

ismertetek a fenti példak koziil néhanyat.

Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkdszonni témavezetém, Szabo Csaba odaadé munkajat, a nagyon
érdekes problémafelvetést, a rengeteg ram forditott id6t, valamint azt, hogy 6szton-
z0tt, lelkesitett és irdanyitott a feladataim elvégzésében. Tovabba készonom Estélyi
Istvannak, hogy egyiitt gondolkodott velem a problémékon, Pongracz Andrasnak
Al esetére vonatkozo hasznos Otletét, és barataimnak a sok segitséget, amit t6liik

kaptam.



1. fejezet

Rees-matrix-félcsoportok

1.0.1 Definici6: Legyen I és A két nem iires halmaz, és P = (py;) egy |A] X |I|-es
matrix a nullelemmel kibévitett G csoport (G U {0}) felett, melynek minden sora
és oszlopa tartalmaz legalabb egy 0-t6] kiilonboz6 elemet. Az (I x G x A) U {0}
halmazt az alabbi modon definidlt szorzassal Rees-méatrix-félcsoportnak nevezziik és
MO[G; T, A; P] = ((I x G x A) U{0}, -)-lel jeloljiik:

(Z.) gp)\jhv /u)v ha Pxj 7é 07

i: 7A ' .aha =
(1,9, A) - (J, b ) {o, ha s, — 0,

A P matrixra hasznéljuk a szendvicsmatrix, a G csoportra a struktiracsoport

elnevezést is.

A Rees-matrix-félcsoportoknak létezik egy szendvicsméatrixos reprezentacidja is.
Ekkor M°[G; I, A; P] elemei legyenek az |I| x |Al-es, legfeljebb egy nemnulla ele-
met tartalmazo matrixok. A félesoportbeli szorzast a szendvicsmatrix beiktatéasaval,
egyszerd matrixszorzasként definidljuk: A- B = APB. Ez a szorzat értelmes, szintén
eleme a félcsoportnak, és a matrixok szorzasanak asszociativitdsabol kovetkezik a
most bevezetett miivelet asszociativitasa.

A két definiciéval valoban izomorf félcsoportokat kapunk. A 0 elemnek feleljen
meg a 0 matrix, kiilonben (7, g, \)-nak az a matrix, melyben az i-edik sor A-adik eleme
g, és a matrix 0sszes tobbi eleme 0. Kénnyen ellenérizhetd, hogy ez a hozzarendelés
val6ban mitivelettarto.

Egyszertibb strukturat kapunk, ha a G csoport egyelemii: G = {1}. Ekkor (i, 1, \)
helyett az [i, A] jelolést hasznaljuk.

Szakdolgozatomban két sokat vizsgalt, fontos Rees-matrix-félcsoporttal foglalko-

Z0om.
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1.0.2 Definicié: Legyen G = {1}, I = A = {1,2}. Ha P = ( - >7 akkor

MO{1};{1,2},{1,2}; P] jele Ay [7]. Ha P = (; (1)

akkor M°[{1};{1,2}, {1, 2}; I]-t By-vel jeloljiik, és Brandt-félcsoportnak nevezziik.

) = [ az identitdsmatrix,

11
Az A, félesoportot szoktak az ( Lo ) szendvicsmatrixszal is megadni [13],

konnyen lathato, hogy a két félcsoport izomorf. Altalanosan is igaz, hogy ha a szend-
vicsmatrix két sorat (vagy oszlopat) felcseréljiik egymassal, az eredetivel izomorf
Rees-matrix-félcsoportot kapunk [21].

B, pedig izomorf azon 2 x 2-es méatrixok félcsoportjaval, melyekben legfeljebb

egy darab 1-es szerepel és a tobbi helyen 0 all. Azaz

s () o) () G

Az [i,\] elem pont annak a métrixnak felel meg, melyben az (i, \) helyen 1 all,
mashol pedig 0 (i, A € {1,2}).

Ha A,-t, illetve Bo-t kib6vitjiik az 1 egységelemmel, akkor az igy kapott hatelemii
félcsoportot rendre Al-gyel, illetve Bl-gyel jeldljiik.

1.1. Teljesen 0-egyszerii félcsoportok

1.1.1 Definici6: Legyen S egy félcsoport. S egy nem iires I részhalmazat balide-
alnak nevezziik, ha minden s € S és x € I esetén sx € I, azaz SI C I. Hasonléan [
jobbideal, ha minden s € S és x € I esetén xs € I, azaz IS C I. I (kétoldali) ideal,
ha bal- és jobbideal is.

Nyilvan minden bal- és jobbidedl részfélcsoport is egyben. S maga is egy ideal.

Egy I bal-, jobb- vagy kétoldali ideal valodi ideal, ha nem egyenls S-sel.

1.1.2 Definici6: Egy S félcsoport egyszert, ha nincs valodi ideélja.

Ha 0 € S, akkor {0} idealja S-nek, ezért csak a 0-t nem tartalmazoé félcsoportok

lehetnek egyszertek.

1.1.3 Definici6: Egy 0-t is tartalmazo S félecsoport 0-egyszerd, ha pontosan két
idealja van ({0} és S) és S? # {0}.



Egy tetszéleges S félcsoport idempotens elemein megadhatunk egy részbenren-
dezést: ha e és f idempotensek, akkor e < f pontosan akkor, ha ef = fe = e.
Konnyen ellenérizhets, hogy ez a relacié valoban részbenrendezés. Ha 0 € S, ak-
kor 0 a felcsoport (egyetlen) legkisebb idempotens eleme. Egy félcsoport nemnulla

idempotens elemei koziil a legkisebbeket primitiveknek nevezziik.

1.1.4 Definici6: Egy S félcsoport teljesen 0-egyszeri, ha 0-egyszert és létezik pri-

mitiv idempotens eleme.

1.1.5 Tétel: (Rees) Az MO[G; I, A; P] Rees-matrix-félcsoport teljesen 0-egyszerti.
Minden teljesen 0-egyszerti félcsoport izomorf egy Rees-matrix-félesoporttal[10, 3.2.3.
Tétel].

Kombinatorikus teljesen 0-egyszerii félcsoportok alatt pedig olyan Rees-matrix-

félcsoportokat értiink, amelyek struktiracsoportja egyelemt.

1.2. Rees-matrix-félcsoportok kifejezései
1.2.1 Lemma: Legyen R = M°[G; I, A; P] egy Rees-matrix-félcsoport. Ekkor:

1. Barmely a; € R,1 < j < n elemekre a; - --- - a, = 0 akkor és csak akkor, ha
létezik k, 1 < k < n, hogy arars1 = 0.

2. Ha aj:(ij,gj,)\j) (1 S]Sn) és al-----an:(i,g,/\) 7&07 akkor ¢ = 4, és
A=A\,

3. Ha G = {1}, akkor minden s,t € R, s # 0,t # 0 parra létezik u,v € R ugy,
hogy usv =t.

BI1zONYITAS: Az elsG két allitas egyszertien kovetkezik a szorzas definiciojabol.
A 3. bizonyitasahoz legyen s = [i, A], t = [j, p]. Véalasszunk ki P 4. oszlopabol és A.
sorabol egy-egy nemnulla elemet, ilyenek léteznek. Azaz legyen x és k olyan, hogy
Pri = Pae = L. Igy az u = [j, k] és v = [k, u] vélasztassal teljesiil, hogy usv =t.

Az A, feletti kifejezéseket vizsgalva minden termhez hozzarendeliink egy grafot.
t(z1,...x,) esetén legyen B(t) az a paros graf, melynek a ,felsg” osztalyaban 1évé
csucsait jeloljiik wq,us, ... u,-nel, az ,alsd” osztalydban lévéket pedig vy, ve, ... vp-
nel. A fels6 és also cstcsok reprezentaljak a valtozok elsé és méasodik koordinatajat
(x; = [us,vi]). A v; és u; cstcsok kozott pontosan akkor fusson él, ha x;z; részszo
t-ben, azaz ha x; koveti x;-t valahol a szoban. Példaul a t(z1, z2, x3) = T123022373

kifejezéshez az alabbi graf tartozik:



U1 u u3

® .y O3

Legyen P olyan métrix, amely csak 0-t és 1-t tartalmaz. Ekkor I'p jeloli azt a
paros grafot, aminek P az incidencia méatrixa. I'p csiicsai P sorainak és oszlopainak
az indexei, és az i. oszlopnak megfelel6 cstics pontosan akkor van Osszekdtve a .
sornak megfelel§ cstcesal, ha P(\,i) = 1. Ha S egy egyelemi csoport feletti Rees-
matrix-félcsoport, akkor a szendvicsméatrixa altal meghatarozott paros grafra a I'g

jelolést is hasznaljuk. Példaul I'4,:

o >

o o)

Az S-beli t(xq,...x,) 520 tetsz6leges (S \ {0})" feletti kiértékelése megad egy
f leképezést V(B(t))-b6l V(I's)-be. Ha az x; = [ug, vy] valtozoba az [i, A] elemet
helyettesitjiik, akkor legyen f(uy) =i és f(vx) = A

1.2.2 Lemma: A t kifejezés egy kiértékelése akkor és csak akkor nem 0, ha a kiér-

tékeléshez tartozo f fiiggvény egy B(t) — I's grafhomomorfizmus.

BIZONYITAS: Az el6z6 1.2.1. Lemma 1. pontja alapjan ¢(aq, . .., a,) akkor és csak
akkor nem 0, ha nem létezik olyan zyx; részszava t-nek, amire ara; = 0 (1 < k, 1 < n).
Azaz, ha nem létezik xpx; részszo tugy, hogy P(Ag, i) = 0, ahol ax = [ig, M), @y =
[ir, \i] és P jeloli S szendvicsméatrixat. Tekintsiik B(t) két olyan vy, és wu; cstcsat,
melyek kozott fut él, ez pont azt jelenti, hogy x; koveti valahol x;-t t-ben. Tehét az
f kiertékelési fiiggvényt véve P(f(vg), f(u)) # 0, azaz f(vy) és f(w;) is Ossze van
éllel kotve. 0O

Tetszoleges 0-t tartalmazo S félesoport feletti ¢(z1, . . ., x,) kifejezés esetén Z(p)-
vel jeloljiik ¢ zérushalmazat, azon S-beli rendezett n-esek halmazat, melyekre a ki-
fejezés értéke 0: Z(p) = {(ay,...,a,) € S"|t(ay,...,a,) = 0}.

1.2.3 Lemma: Legyen t; és ty két A, feletti kifejezés. Ekkor Z(t1) = Z(to) akkor
és csak akkor, ha B(ty) = B(t2).

B1ZONYITAS: Az 1.2.2. Lemma alapjan Z(t,) pontosan akkor egyezik meg Z(t5)-

vel, ha minden olyan f kiértékelési fiiggvényre, ami B(t1) minden csticsahoz ugyanazt



rendeli, mint B(ty) azonos indexi csucséhoz, f : B(ty) — 4, akkor és csak akkor
grafhomomorfizmus, ha f: B(ty) — ['4, is az.

Tegyiik fel, hogy B(t;) # B(ts). Ekkor feltehetjiik, hogy létezik egy vy é1 B(ty)-
ben, ami nem éle B(ty)-nek. Definidljuk a ¢ fiiggvényt a kovetkezképpen:

1, hai=k, 1, hai=1,
o(v;) == . o(u;) = .
2, hai#k, 2, hai#1l.

Ez a ¢ leképezés homomorfizmus B(ty)-bdl T'4,-be, de nem homomorfizmus
B(t1)-bol T 4,-be. Tehat Z(t1) # Z(t2)

Most tegyiik fel, hogy létezik olyan (ai,...,a,), amire ti(ay,...,a,) # 0, de
to(ai,...,a,) = 0. Ez a behelyettesités olyan ¢ kiértékelési fiiggvényt hataroz meg,
amire ¢ : B(t;) — I'4, grafhomomorfizmus, de ¢ : B(ty) — 'y, nem. Igy létezik
B(ty)-nek olyan éle, amihez nincs él hozzarendelve I 4,-ben. Ez az él nem lehet benne

B(t1)-ben, azaz a két graf valoban kiilénb6z6.

O

1.2.4 Tétel: Legyen t; = a1 ---- -, ésto = yp - -+ - Y, két Ay feletti kifejezés.
Ekkor t; =ty akkor és csak akkor, ha:

Loz = y;
2. Ty = Ym;
3. B(t1) = B(ts).

B1zoNYITAS: ElGszor tegyiik fel, hogy teljesiil a harom feltétel két t és to ki-
fejezésre. Ekkor az 1. pontbdl és az 1.2.3. Lemmabol kovetezik, hogy t; = 0 akkor
és csak akkor, ha to = 0. Ha pedig egy kiértékelésnél egyik kifejezés értéke sem 0,
akkor a 2. és 3. pont, valamint az 1.2.1. Lemma miatt egyenld az értékiik.

Ha pedig t; = to, akkor teljesiil az 1. tulajdonsag az 1.2.3. Lemma szerint.
Tovabba tegyiik fel indirekt, hogy x; # y;. Vegyiik a kovetkezG behelyettesitést:
r1 = [1,2], z; = [2,2] minden 1 < ¢ < n-re és y; = [2,2] minden 1 < j < m-
re. Ekkor t; = [1,2] # [2,2] = t,, ellentmondéashoz jutottunk. Hasonlo modon a
3. feltétel is egyszertien igazolhato.

[

Az A] feletti kifejezések ekvivalenciajanak eldontéséhez ujabb fogalmakat és je-
161éseket vezetiink be. Jeloljiik r(¢)-vel (illetve b(t)-vel) a ¢ szoban szerepls valtozok
azon sorrendjét, amelyben megjelennek ¢-ben a jobb (illetve bal) iranybol olvasva.
Legyen z és y két (nem feltétleniil kiilonb6z6) valtozo. A valtozoknak egy H halmaza

Osszekoti z-et y-nal a t kifejezésben, ha az xy szorzat részszava annak a szonak, amit

9



ugy kapunk, hogy t-bdl toroljiik a H-beli valtozok osszes eléfordulésat. Legyen A, .,
az Osszes olyan tartalmazéisra nézve minimalis halmaz halmaza, amely Gsszekoti -
et y-nal t-ben. Példaul ¢t = xoxsrsror x3x4T0m129 esetén r(t) = (xq,x1, T4, x3),
(t) = (zo,73,21,%), Atagay = {{22}}, Aty = {0}, Aty = Hast {71}},
At gy s = {0}, At gy 2y =0, sth.

1.2.5 Tétel: Legyen t; = @y -+« - T, €8ty = y1 - -+ - Yy két Al feletti kifejezés.
Ekkor t; =ty akkor és csak akkor, ha:

1. r(ty) = r(te);
3. minden z és y valtozora: Ay, 4, = Aty zy-

B1zoNYITAS: Tegyiik fel, hogy t; = t,. Ekkor a két kifejezés A, felett is ek-
vivalens, igy teljesiil az el6z6 1.2.4. Tétel 2. feltétele: x1 = y;. Az x1 = y; = 1
helyettesitésbil és ismét az Ao feletti ekvivalencia-feltételbél azt kapjuk, hogy a
két szoban balr6l a masodikként megjelend valtozok is ugyanazok. Ezt az eljarast
folytatva azt kapjuk, hogy [(t1) = [(t2). Hasonloan igazolhato, hogy r(t1) = r(t2).

Tovabba, ha léteznek = # y valtozok gy, hogy Ay, .y # Aty ey, € két halmaz
szimmetrikus differencidja nem iires. Vegyiink egy tartalmazasra nézve minimalis
U halmazt A ., A Ay, .,-bOl Feltehetjiik, hogy U € Ay, ., Legyen z = [2,1],
y =[1,2], z; = 1 minden x; € U esetén és z; = [2,2] kiilénben. Ekkor azt kapjuk,
hogy t; = 0, mivel xy részszava annak a kifejezésnek, amit gy kapunk ¢;-bél, hogy
toroljiik az Osszes U-beli valtozot. Masrészt pedig to # 0, mert z-et nem fogja y
kovetni a to-b6l hasonloan kapott kifejezésben, azaz [2, 1]-et nem fogja [1, 2] kévetni
a kiértékelésnél. Ha létezik valamilyen x valtozé ugy, hogy Ay ». # Aty ws, akkor
ugyanezt kapjuk arra a behelyettesitésre, amikor x = [1,1], ; = 1 minden z; € U
esetén és x; = [2, 2] kiilonben.

A forditott irdnyhoz legyen t1(s1,...,8,) = 0 és ta(s1,...,5,) # 0. Ekkor az
1.2.1. Lemma 1. pontja szerint létezik s; és s; gy, hogy s;s; = 0 és létezik az
x;, x; parnak legalabb egy olyan eléfordulasa ¢1-ben, hogy minden z; és z; kozotti
valtozoba 1-et helyettesitettiink, de t5-ben z; nem koveti z;-t Ggy, hogy csak olyan
valtozok valasztjak el Gket, amik 1-et vettek fel értékiil. Azon x; és x; k6zotti valtozok
halmazat, amelyekbe 1-et helyettesitettiink, jeloljiik U-val. Minden ilyen, tartalma-
zasra nézve minimdlis U halmaz benne lesz A, ;o \ Aty a,.0,-ben.

Ha pedig se t1(s1,. .., Sn), se ta(s1,...,s,) értéke nem 0, akkor az 1. és 2. pontbol
kovetkezik, hogy t1(s1,...,8,) = ta(s1,...,S,). Ugyanis akarmelyik valtozo helyébe

irtunk is 1-est, az azonos megjelenési sorrend garantalja, hogy mindkét szorzatban

10



ugyanaz az elsd, illetve utolsé 1-t6l kiilonbozs sy, illetve s;. Igy az 1.2.1. Lemma

2. pontja alapjan valoban ugyanaz a két kifejezés értéke.

11



2. fejezet

Relaci6s fok

Legyen A = (A;F) egy tetszleges algebra. A 0Osszes kifejezésfiiggvényeinek
(termfiiggvényeinek) halmazat Clo(A)-val jeloljiik, ez A egy klonja. A n-valtozos
kifejezésfiiggvényeinek halmazat Clo,(A) jeldli.

Egy f : A" — A leképezés meg6rzi A egy k-valtozds p relacidjat, ha minden
(T14y T2,y oy Thi) € p (1 <i < m) esetén

(f(rl,la 1,2, ---’7”1,n), f(7’2,1,7’2,2’ ooy 7“2,n)7 ey f(Tk,h k25 -, Tkn)) € p.

Masképp: jelolje (A; f) azt az algebrat az A alaphalmazon, amelynek egyetlen
miivelete az f. f megérzi p-t, ha p részalgebraja az (A; f)¥ direkt hatvanynak. Azt
is mondjuk, hogy a p relacio kompatibilis az f fiiggvénnyel. Es p kompatibilis A-val,
ha részalgebraja A*F-nak.

Vegyiik észre, hogy Clog(A) részalgebraja A4*-nak. Azt mondjuk, hogy f : A" —
A megérzi Clog(A)-t, ha minden ¢y, ..., g, € Clog(A) esetén a fiiggvények kompo-
zicioja:

floivgn) : AA—= A e f(ai(z),....0.(2))

eleme Clog(A)-nak.

A kérdés, amit vizsgalok, az, hogy vajon létezik-e véges sok p1, po, ..., pg relacio
A-n, melyekre egy f : A" — A leképezés pontosan akkor kifejezésfiiggvénye A-nak,
ha megdrzi az Osszes p; (1 < i < d) relaciot. Azaz Clo(A) meghatarozhato-e véges

sok relacio altal?

2.0.6 Definicié: Az A algebra relacios foka véges, ha Clo(A) meghatarozhato A
véges sok valtozos relacidinak egy véges halmazaval. Ilyenkor azt mondjuk, A végesen
relalt. Kiilénben pedig A relacios foka végtelen.

Ha minden véges valtozos leképezés A-n egy kifejezésfiiggvénye A-nak (azaz A
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primal algebra), akkor A relacios foka 0. Kiilonben, ha A relacios foka véges, akkor
ez a fok a legkisebb olyan d € N, amelyre A d-véltozos relaciéi meghatarozzak
Clo(A)-t.

A kovetkez6 lemma segitségével direkt Gton megmutathato egy algebréarol, hogy

véges relacios fokda.

2.0.7 Lemma: Legyen d € N és A egy véges algebra. A kivetkezGk ekvivalensek:
1. A relécios foka legfeljebb d;

2. minden n € N-re, ha egy f : A" — A hozzarendelés megegyezik egy kifeje-
zésfiiggvénnyel minden olyan S C A, halmazon, melyre |S| < d, akkor f egy
kifejezésfiiggvénye A-nak.

Altalaban egy kevésbé direkt modszert hasznalnak a relacios fok vizsgalatakor,
melynek a most bevezetésre keriils fogalom az alapja.

Legyen n € N és 1,n jelélje az {1,2,....,n} n-elemi halmazt. 1,n minden «
ekvivalenciarelaciojara definidljuk az & : 1,n — 1, n leképezést gy, hogy &(i) legyen
a legnagyobb szam i « szerinti blokkjaban. k& < n esetén Eqy(n)-nel jelsljiik 1,n
Osszes k darab blokkbol 4ll6 ekvivalenciarelacivinak halmazat.

Legyen V egy varietds, legyen k < n, k,n € N és tekintsiink egy n-valtozos
t(xy,...,x,) kifejezést (termet, szot) V felett. Minden o € Eqy(n) megad egy 1]
n-valtozos t,, kifejezést t-bol azaltal, hogy azonositjuk az a szerint azonos blokkban
16v6 valtozokat: to (@1, ..., 2y) = t(Taq1), - - - Ta(n))-

A k =n—1 esetben, ha « azt az Eq,,_,(n)-beli ekvivalenciarelaciot jeldli, amely
i-t és j-t azonositja (i < j < n), akkor egy t n-valtozos kifejezés esetén t, helyett a
ti; jelolést hasznaljuk. Azaz ¢;; az a sz6, amit agy kapunk ¢-b6l, hogy x;-t mindenhol
xj-re cseréljiik.

Vegyiik az Osszes ilyen k-blokki ekvivalenciarelacidhoz tartozo kifejezést: az n-
valtozos kifejezések F; := {to(x1,...,2,)|a € Eq,(n)} halmazat a t-bdl szarmazo

(n, k)-séméanak nevezziik. F; kielégiti a kovetkez6 két feltételt:

minden a € Eq;(n) esetén: V =t (z1,...,2,) = ta(Ta)s - - - Tam)); (2.1)

minden «, 8 € Eq,(n),y = aV f-ra: V |= ta(@50), - - -, Tym)) = ta(T50), - - -5 T5(n))-
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2.1-et abbdl kapjuk, hogy minden 1 < i < n-re &(&(i)) = &(7). 2.2 pedig azért
igaz, mert ooy =~ = o, igy minden 1 < i < n-re a(5(i)) = B(3(i)).

2.0.8 Definicié: Legyen k,n € N, k < n. AV varietéas egy (n, k)-séméja n-valtozos
kifejezéseknek egy olyan {t,(z1,...,z,)|a € Eq(n)} indexelt csaladja, melyben 2.1
és 2.2 teljesiil. V két (n, k)-sémaja, {s.|a € Eq,(n)} és {t.|a € Eq,(n)}, ekvivalens,
ha minden a € Eq,(n)-ra V |= s, = t,. V egy (n, k)-séméija kifejezésbdl szarmazik,

ha ekvivalens F;-vel valamilyen n-valtozos t kifejezésre.

Legyen k,n € N, k < n, f: A" — A egy fliggvény. Minden o € Eq,(n)-ra
igy definidljuk az f, : A" — A leképezést: fo(ay,...,a,) := flaaq),---,0am)) A
k =mn — 1 esetben hasonloéan f, helyett a f;;-t frunk.

Ha f : A" — A megérzi A egy p relaciojat, akkor természetesen minden o €
Eq,(n) esetén f, is megérzi p-t. Ha f egy kifejezésfiiggvénye A-nak, akkor f, is az.

Azt mondjuk, hogy egy f : A" — A fiiggvény fiigg az i. valtozojatol (x;-tdl),
ha létezik (ay,...,a,) és (by,...,b,) € A" Ggy, hogy a; = b; minden j € 1,n\ {i}
esetén és f(ay,...,a,) # f(by,...,b,). Példaul az i. projekcio fiigg x;-t6l, de nem
fligeg a tobbi valtozotol.

Vegyiik észre, hogy o € Eq,(n) esetén f, legfeljebb k darab véltozojatol fiigg.

2.0.9 Lemma: Legyen A egy véges algebra, jelolje V(A) az A altal generalt va-
rietast. Legyen F = {to(z1,...,2z,.)|a € Eqy(n)} V(A) egy (n,k)-séméja, ahol
|A| <k < n. Ekkor:

1. Egyértelmtien létezik egy f : A" — A leképezés, melyre minden o € Eqy(n)

esetén f, = tA.

2. Ez az f akkor és csak akkor n-valtozos kifejezésfiiggvénye A-nak, ha az F

(n, k)-séma kifejezésbdl szarmazik.

B1ZONYITAS: Az 1. allitashoz tekintsiink egy tetszéleges (aq, ..., a,) € A™ n-est.
Mivel |A] < k < n, a;-k koziil néhany megegyezik egyméssal, pontosabban létezik
legalabb egy olyan o € Eqy(n), hogy (a1, ..., an) = (aaq), - - -, Gam))- Igy tetszoleges
[+ A" — A fiiggvényre f(ai,...,a,) = f(aaq),---,0am)) = falar, ..., a,). Tehat
egyetlen fiiggvény létezhet, amely az 1. pontbeli tulajdonsagot teljesiti, az, amelyet
igy definidlunk: legyen f(ay,...,a,) := t2(ay,...,a,). Meg kell mutatnunk, hogy
a definici6 fiiggetlen attol, hogy az (ai,...,a,) = (@aq),- -, aam))-t kielégité a-k
koziil melyiket valasztjuk.

Legyen p ez az ekvivalenciarelacio 1,n-en: (i,j) € p < a; = a;. Legyen a, 3 €

Eqg(n), melyekre «, 5 C p. Ekkor v := oV 8 C p. Felhasznalva, hogy az F (n, k)-
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sémara teljesiil a 2.2 tulajdonsag:

t?(al, Ce Q) = tg(a&(l), e ,ary(n)) = t?(a@(l), . ,a&(n)) = tﬁA(al, Cey )

Tehat f valoban fiiggetlen o valasztasatol.
Innen a 2. alliths mar nyilvanvalbéan teljesiil. Ha ez az f kifejezésfiiggvénye A-
=tA

nak, azaz f valamilyen kifejezésre, akkor F ekvivalens F;-vel. Ha pedig F egy

t kifejezésb6l szarmazik, az egyértelmiség miatt f = t4.

O

2.0.10 Tétel: Legyen A egy véges algebra. A relacios foka akkor és csak akkor

véges, ha létezik olyan k > |A|, melyre az alabbi ekvivalens feltételek teljesiilnek:
1. minden n > k-ra V(A) minden (n, k)-séméaja kifejezésbdl szarmazik;
2. minden n > k-ra V(A) minden (n,n — 1)-sémaja kifejezésbdl szarmazik;

3. minden n > k-ra, ha egy f : A" — A leképezés esetén minden a € Eq,(n)-ra
fo i A" — A kifejezésfiiggvénye A-nak, akkor f is az;

4. minden n > k-ra, ha egy f: A" — A leképezés esetén minden i < j < n parra
fij + A" — A kifejezésfiiggvénye A-nak, akkor f is az.

Tovabbé, ha A relacios foka d, akkor a feltételek teljesiilnek k& = |A|%-nel; és ha a
fentiek fennallnak valamilyen k > |A| mellett, akkor A relacios foka legfeljebb |A|*.

B1zoNYITAS: Jablonskii bizonyitotta, hogyha A relacios foka d, akkor a 3. allités
teljesiil k = |A|%-vel, és ha létezik a 3. tulajdonsigot kielégits k természetes szam,
akkor A relacios foka legfeljebb |A|*.[11] Rosenberg és Szendrei eredményei alapjan
a 3. és 4. feltétel ekvivalens egymassal.[18] Megmutatjuk, hogy ha k > |A|, akkor 1.
< 3. Annak a bizonyitasa, hogy 2. < 4., teljesen analog.

1. = 3.: Tegyiik fel, hogy az 1. tulajdonsag teljesiil, és tekintsiink egy f : A" — A
leképezést, amelyre igaz, hogy minden a € Eqg(n)-hoz létezik egy t,(x1,...,x,)
gy, hogy f, = t2. Aszerint az indoklds szerint, amivel 2.1-et és 2.2-t is igazol-
tuk, fo(z1,..., @) = fa(Taq)s - Tam) €8 fa(@iq), - T3m) = fa(T30)s - - Tam)
(a, B € Eqi(n),y = aVvp). Tehat F = {to(z1,...,z,)|a € Eq,(n)} egy (n, k)-sémaja
V(A)-nak. A tétel 1. allitdsa miatt F egy t kifejezésbdl szarmazik. A 2.0.9. Lemma

= tA, azaz f valoban kifeje-

1. pontjaban megfogalmazott egyértelmiiség alapjan f
zésfiiggvény.
3. = 1.: Tegyiik fel, hogy a 3. allitas igaz. Legyen n > k és tekintsiik V(A) egy

tetszbleges F = {to(21,...,2,)|a € Eq,(n)} (n, k)-séméjat. A 2.0.9. Lemma szerint
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egyértelmien létezik egy f : A™ — A fiiggvény tgy, hogy f, = t2 minden a € Eq,(n)
esetén. A 3. pont alapjan f kifejezésfiiggvénye A-nak. Tehat a 2.0.9. Lemma 2. pontja

miatt F valoban kifejezésbdl szarmazik.

O

2.0.11 Definici6é: A véges algebra, melynek véges a relacios foka. A kifejezésfoka

legyen az a legkisebb k > | A|, ami kielégiti az el6z6 tétel feltételeit.

Egy algebra relacios foka akkor és csak akkor véges, ha a kifejezésfoka is véges.
Ezért nem okoz probléméat ha a végesség kérdését vizsgalva egyszertien csak fokrol

beszéliink.

2.0.12 Tétel: Ha két véges algebra ugyanazt a varietst generalja, és az egyik véges

foku, akkor a masik is.

B1ZONYITAS: Legyen A és B két véges algebra, melyekre V(A), és tegyiik fel,
hogy A foka véges. Ekkor a 2.0.10. Tétel 2. pontja teljesiil valamilyen k > |A|-ra, és
igy teljesiil &’ := max(k,|B|)-ra is. Ez pedig azzal ekvivalens, hogy B foka véges.

Tehat a véges foktsag egy varietas-tulajdonsag, csakigy mint példaul a véges

azonossagbazis létezése.

2.0.13 Megjegyzés: Amikor azt vizsgaljuk, hogy egy véges A algebra teljesiti-e a
2.0.10. Tétel 4. feltételét, feltehetjiik, hogy f : A” — A mindegyik valtozojatol fiigg.
Ellenkez6 esetben abbol, hogy minden 1 < i < j < n-re f;; : A" — A kifejezés-
fiiggvény, rogton kovetkezne, hogy f is az. Ugyanis tegyiik fel, hogy f nem fiigg az

1. valtozojatol valamilyen 1 < i < n-re, ekkor f; ;11 = f, tehat f kifejezésfiiggvény.

Ha pedig f nem fiigg az n. valtozojatol, akkor minden (aq,...,a,) € A™ esetén
f(ala ce 7an) = f(aly ooy Qp—2,0n—1, a'n—l) = fn—l,n(ala ceey Ap—2, Qp, an—1)7 ezért f
kifejezésfiiggvény.

2.0.14 Lemma: Legyen A egy véges algebra. Tegyiik fel, hogy létezik m € N ugy,
hogy A minden kifejezésfiiggvénye legfeljebb m darab valtozojatol fiigg. Ekkor A
kifejezésfoka legfeljebb max (m + 2, |A|).

B1zoNYITAS: Leellendrizziik, hogy a 2.0.10. Tétel 4. feltétele teljesiil-e. Legyen
n > |A| és f: A" — Aolyan, hogy f;; kifejezéstiiggvénye A-nak minden 1 <i < j <
n esetén. Bebizonyitjuk, hogy ha f nem kifejezésfiiggvénye A-nak, akkor n < m+2.
Az elézé 2.0.13. Megjegyzés szerint f mindegyik valtoz6jatol fiigg. Ekkor Willard
eredménye alapjan létezik 1 < ¢ < j < n ugy, hogy f;; legalabb n — 2 valtozotol
fiigg.|22] Mivel f;; kifejezéstiiggvény, n — 2 < m, igazoltuk az allitast. O
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2.0.15 Lemma: Legyen A egy véges halmaz, n > |A| + 1 és f: A" — A egy fiigg-
vény. Ha f flige a k. valtozojatol valamely 1 < k < n-re, akkor léteznek kiilonb6z6

i,j € 1,n\ {k} indexek tgy, hogy fi; fiigg a k. valtozdjatol.

B1ZONYITAS: A definicié szerint léteznek (aq,...,a,) és (by,...,b,) rendezett
n-esek A"-ben tgy, hogy a; = b; minden [ € 1,n \ {k} esetén és f(ay,...,a,) #
f(b1,...,b,). Mivel n > |A|+1, a skatulyaelv alapjan a;-k koziil vagy legalabb 3 vagy
legalabb 2-2 megegyezik egymassal. Ezért létezik két egymastol és k-tol kiilonbozé
i és j index, melyekre b; = a; = a; = b,. Igy fijlar, ... a,) = flar,...,a,) #
f(br, ..., by) = fij (b1, ..., by), azaz f;; figg a k. valtozojatol. O

2.1. Rees-matrix-félcsoportok foka

2.1.1. A,

Ismét megfeleltetiink minden A, feletti kifejezésnek egy grafot, de kicsit mas-
képp, mint az 1.1. szakaszban tettiik. Nevezziink be-ki-grafnak egy véges irdnyi-
tott grafot megkiillonboztetett ,be” és ki’ csucsokkal. Egy t(z1,...,x,) kifejezés-
hez rendeljiik hozza azt a G, be-ki-grafot, amelynek {zq,xs,...,2,} a cstcshal-
maza, a ,be” és ki’ csiicsal a t szoban szerepld elsG és utolsé valtozok és z;-bol
pontosan akkor fusson ¢l x;-be, ha z;x; részszava t-nek (i,j € 1,n). Példaul a

t(x1, ..., T5) = ToxyT5T1 L2124y szOh07 az alabbi graf tartozik:

()

2 T4

.Il <~ .$5 .$3

Egy be-ki-graf akkor és csak akkor szarmazik egy kifejezésbél, ha létezik olyan
irdnyitott séta a ,be” csicsbol a ki’ csicsba, ami a graf minden élén legalabb egyszer
athalad. Egy ilyen sétat szosétanak fogunk hivni.

Barmely t(zy,...,x,) kifejezés és a 1,n feletti ekvivalenciarelacio esetén a
t(®aq), - - - Tam)) szohoz tartozd graf megkaphato gy, mint a Gy graf képe az xj, —
Tak) leképezésnél.

Trahtman bebizonyitotta, hogy két A, feletti sz6 pontosan akkor ekvivalens, ha

ugyanaz a be-ki-graf tartozik hozzajuk|20].

2.1.1 Tétel: A, kifejezésfoka 5.
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B1zoNYITAS: Bebizonyitjuk, hogy teljesiil a 2.0.10. Tételben megfogalmazott 2.
feltétel. Tehat legyen n > 5 és tekintsiik V(A,) egy tetszbleges F = {t;;(z1,...,2,)|1 <
i <j<n} (n,n—1)-sémajat. Be akarjuk latni, hogy F kifejezésbdl szarmazik.

A t;j(xq, ..., x,) kifejezéshez tartozo be-ki-grafot jelolje Gy;, ennek {xq, ..., x,}\
{z;} a csticshalmaza. Abbol, hogy F kielégiti a 2.2 feltételt, kovetkezik a Gy; grafok

koévetkezd tulajdonsiga:

o 1 <i<j<nreésl <k <l < n-re jelolje v azt a legkisebb ekvivalencia-
relaciot 1, n-en, amire (i,7) € v és (k,1) € . Ekkor G;; képe az xy — x50

leképezést véve ugyanaz, mint Gy képe a xy — x50 leképezésnél.

Mivel n > 5, konny(i belatni, hogy ez a tulajdonsig biztositja egy olyan G
be-ki-graf létezését az {x1,...,z,} csicshalmazon, amelyre teljesiil, hogy minden
1 <i < j <nesetén az a be-ki-graf, amit G-bdl az z; és x; csticsok Osszevonasival
kapunk, az G;;. Valoban, ha valamelyik G;-ben x,, a ,be” cstics és x, a, ki” cstcs, ahol
p,r & {k, 1}, akkor G-ben is ugyanez teljesiil. Tetsz6leges Gy;-bdl az is leolvashato,
hogy G-ben milyen az z, és x, csiics Osszekottetése, ahol s,t ¢ {k,1}. Es ha két
tij és ty szohoz tartozo graf kiilonbozéképpen hataroznd meg G valamely részét,
az ellentmondana a fenti tulajdonsidgnak: G;; és Gy képe kiilonbozne a v szerinti
Osszevonéasnél.

A bizonyitas tovabbi részében belatjuk, hogy létezik szoséta G-ben, ezért G egy
t(zy, ..., ) kifejezésbol szarmazik. Igy F ekvivalens Fj-vel, és ezt akartuk igazolni.

A tovabbiakban kiilonb6z6 u,v € V(G) cstcsokra G,,-val jeloljiik azt a be-ki-
grafot, amit u és v Osszevonasaval kapunk G-bél. Egy ilyen grafot G Osszevont vagy

Osszehuzott képének nevezek.

2.1.2 Allitas: Legyen G egy tetszéleges be-ki-graf legalabb 4 csticesal, |V (G)| > 4.
Tegyiik fel, hogy G minden Gsszehiizott képében létezik szoséta. Ekkor G-ben is

létezik szoséta.

B1ZONYITAS: Az el6z6 gondolatmenethez, amellyel megkaptuk G éleit a Gy, gra-
fokbol, legalabb 4 csicsra volt sziikségiink. Valamint itt egy konkrét példa, miért
szitkséges a |V(G)| > 4 feltétel:
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Elgszor tegyiik fel, hogy létezik egy z € V(G) cstics, aminek 0 a foka. Valasszunk
egy tetszlleges u € V(G)\{z}-t. Ekkor G, egy szosétaja nyilvan megad egy szosétat
G-ben.

Ezutan tegyiik fel, hogy létezik G-ben egy C' iranyitott kor, ami nem csak egy
hurok. Azaz létezik uv él C-ben, amire u # v. G, egy szésétaja a C kor segitségével
kénnyen kiterjeszthets G szdsétajava.

Tehat feltehetjiik, hogy G nem tartalmaz 0 fokua csicsokat és koroket. Konstru-
aljunk egy G’ irdnyitott grafot G-bdl azaltal, hogy vessziik az él-relacio reflexiv és
tranzitiv lezartjat. Igy G’ egy rendezett halmaz lesz. Jelolje 0 és 1 rendre G ,be” és

,ki” csticsat.
1. 0 és 1 rendre G’ legkisebb és legnagyobb eleme.

Legyen u € V(G) \ {0}. Kell taldlnunk egy iranyitott sétat G-ben 0-bol u-ba.
Valasszunk ki egy v € V(G) \ {0,u} csicsot. Mivel a 0 csics foka nem 0, Gy,
szOsétaja muszaj tartalmazzon egy Ow élt G-b6l, valamilyen w # 0-ra. Feltehetjiik,
hogy u # w. Most egy szoséta Gg,,-ben megad egy G-beli sétat 0-bol u-ba. Hasonldéan
igazolhatjuk, hogy 1 G’ legnagyobb eleme.

2. Ha az u < v csucsok szomszédosak G’-ben, akkor G, kormentes.

Vegyiik észre, hogy 1étezik uv él G-ben. Indirekt tegyiik fel, hogy létezik egy C' kor
G -ben. Feltehetjiik, hogy C' nem tartalmazza az uu hurkot. C-b&l nem keletkezik
kér G-ben, ezért C-nek tartalmaznia kell a — v = u — b alaki részsétat, ahol av és
ub ¢l G-ben. De ebbdl az kovetkezik, hogy létezik G-ben legalabb 2 hosszu 1t u-bol

v-be, ami ellentmond annak, hogy az u < v csiicsok szomszédosak G’-ben.

G egy Osszehtuzott képét nevezziik linedrisnak, ha nem mas mint egy irdnyitott
ut 0-bol 1-be, esetleg néhany hurokkal egyiitt. G’-ben szomszédos u < v cstcsokra
tudjuk, hogy G,,-ben létezik szoséta és GG, krmentes, tehat biztosan linearis is.

Mivel G’ egy korlatos rendezett halmaz, aminek az elemszama legalabb 4, létezik
olyan a, z € V(G), hogy 0 < a # z < 1. Abbol, hogy Gy, és G, linearis, egyszeriien
kovetkezik, hogy G is linearis. Vagyis 1étezik szoséta G-ben, kész vagyunk.

2.1.2. B!

2.1.3 Lemma: Jeldlje K, a teljes irdnyitott grafot az 1,n csticshalmazon, amely
nem tartalmaz hurokélt (n > 2). Létezik w irdnyitott séta K,-en az alabbi tulaj-

donsagokkal:

1. w (1,2,...,n)nel kezd6dik és ér véget;
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2. w athalad K, minden élén legalabb egyszer;
3. minden i € 1,n-re az i és i+1 csticsok valtakozo sorrendben szerepelnek w-ben;

4. minden olyan i, j € 1,n péarra, amelyre |i—j| > 1, létezik i-nek két elsfordulasa

w-ben gy, hogy nem szerepel kozottiik j.

Példaul Ksraaw = (1,2,3,1,2,1,3,2,3,1,2,3) séta rendelkezik a kivant tulaj-
donsagokkal.

B1ZONYITAS: n szerinti teljes indukcioval bizonyitjuk az allitast.

n = 2re w = (1,2,1,2) megfelel.

Tegyiik fel, hogy n > 3 és u egy megfelel§ tulajdonsagt séta K,,_i-en.

A wy, ..., w; sétakra és cstcsokra (wy, . .., w;)-lel jeloljiik azt a sétat, amit wy, ..., w;
Osszeftizésével kapunk.

Legyenek uq,...,u, olyan sétak, amik n — 1-ben érnek véget, de kiilonben nem
haladnak at n — 1-en, agy, hogy v = (uy,...,u,,1,...,n—1).

Minden 1 <7 <n —2-relegyen v; :=(1,...,i—1,n—1,i,n,i+1,...,n—2).

Legyen

w = (ug,n, U, My o Upyy 1,200 0 — 2,01, 02, .., U0, — L, 12,00 ).

Azt allitjuk, hogy ez a séta rendelkezik a keresett tulajdonsagokkal.
Az 1. tulajdonsag nyilvanvaléan teljesiil.

Vagjuk szét w-t vy elsé két csucsa kozott két részre, w = (wy, wo):

wy = (ug,m,ug, My . Uy, 1,200 —2,n — 1),
wy = (1,n,2,3,...,n —2,v9,...,0p0,n—1,n,1,2,... n).

wi-et gy kaptuk u-bol, hogy néhény helyre beillesztettiik n-et. Tehat az induk-
cios feltevés miatt K, ;1 Osszes éle szerepel wi-ben, leszamitva az (n—1,14) alakuakat
(1 < i < n —2). Utébbiak azonban részei vy, ..., v,_s-nek. lgy méar csak az n-be
és n-bdl futo élek meglétét kell leellendrizni. 1 < i < n — 2-re (n,7) megtalalhatod
wi-ben, (i,n) pedig v;-ben. A fennmarad6 (n,n — 1) és (n — 1,n) élek pedig részei
(Up_2,n — 1,n)-nek. Ezzel belattuk, hogy w teljesiti a 2. tulajdonsagot.

1 <3 <n-—2esetén az indukcios feltevés miatt ¢ és ¢ + 1 valtakozo sorrendben
koveti egymast wi-ben, méghozza ¢ + 1-gyel zarul ¢ és ¢ + 1 alternédld sorozata. ws-
ben ¢ kordbban szerepel, mint ¢ + 1, valamint ¢ és ¢ + 1 itt is valtakoz6 sorrendben
szerepel. n — 1 és n szintén valtakozva fordul el w-ben. Igy a 3. tulajdonsagot is

leellendriztik.
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Legyen 4,7 € {1,...,n — 1} ugy, hogy |i — j| > 1. Az indukcios feltevés miatt
letezik két i wp-ben gy, hogy nincs kozottiik j. (1,2,...,n — 2,v;) tartalmaz két
1-est ugy, hogy nem all kozottik n. 2 < ¢ < n — 2-re (v;_1,v;) tartalmaz két i-t,
amit nem valaszt el n. Végezetiil a (v,_o,n—1,n)-ben 1év6 (n,n—1,n) olyan része a
sétdnak, ahol a két n cstcs kozott 1,...,n — 2 egyike sem szerepel. Azaz w valéban

kielégiti a 4. tulajdonsagot is, a lemméat belattuk.

2.1.4 Tétel: B relacios foka végtelen.

B1zONYITAS: Legyen n > 3 tetszbleges. A 2.1.5. Tétel bizonyitasdhoz hasonléan
megadunk egy f n-valtozos leképezést Bi-n, ami nem kifejezésfiiggvény, de minden
1 <i<j<nre f;; az. Igy a 2.0.10. Tétel 4. feltétele miatt Bl nem végesen relalt.

Legyen f : (Bi)" — B2 az alabbi fiiggvény:

(

r1xe - -+ -z, haze{0,[1,1],[2,2],1}",
[1,1], haz € {([1,2],[2,1],1,...,1),(1,[1,2],[2,1],1,...,1),...,
o) = (1,...,1,[1,2],(2,1]), ([2,1],1,...,1,[1,2])},
e 2, 2], haxe{([271],[1,2},1,... 1),(1,[2,1],[1,2],1,...,1),...,
(1, L1210, 1,2)), (1,21, 1 [2, 1),
0, kulonben.

\

f nem kifejezésfiiggvény. Tegyiik fel indirekt, hogy az, és valamilyen ¢ kifejezésbdl
szarmazik. Mivel f értéke nem valtozik, ha a valtozokat ciklikusan permutéaljuk,
feltehetjiik, hogy t xi-gyel kezdédik. Ekkor f([2,1],1,...,1,[1,2]) € [2,1] - B, ami
ellentmond annak, hogy f([2,1],1,...,1,[1,2]) = [1,1].

Legyen 1 <1 < j <n, megmutatjuk, hogy f;; kifejezésfiiggvény.

Legyen w = (wy,ws,...,w;) egy olyan séta K,-en, ami rendelkezik az el6z6
lemmaban felsorolt tulajdonsagokkal (wq,ws, ..., w; € 1,n). Legyen g : (B3)" — Bs

az alabbi kifejezésfiiggvény:

G(T1, o X)) 1= Ty - Ty - Ty

Ekkor
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( 129 - -+ - o, haz e {0,[1,1],[2,2],1}",
1, 1], ha z € {([1,2],[2,1],1,...,1),(1,[1,2],[2,1],1,...,1),...,
s TR
=) 12,2, hage{([2,1],[1,2],1,..., 1), (1,[2,1],[1,2,1,...,1),...,
(1, 12,1, [1,2])3,
\ 0, kiilénben.

Ez valoban igy van, ha barmelyik valtoz6 értéke 0, vagy az Osszesé 1. Tovabba
az els6 esetben, ha 1-en kiviil [1, 1] és [2,2] koziil csak az egyik szerepel a valtozok
értékei kozott, [1,1] - [1,1] = [1,1] és [2,2] - [2,2] = [2,2] miatt g(x) = [1,1] vagy
[2,2], csakugy mint xixs - -+ - z,. Ha pedig [1, 1]-et és [2,2]-t is helyettesitiink a
valtozok helyére, g(x) és xqxg - -+ - x, értéke is 0 lesz [1,1] - [2,2] = [2,2] - [1,1] =0
és e két elem imént emlitett idempotens tulajdonsiga miatt.

A maésodik és harmadik esetben azért teljesiil az egyenlGség, mert w-ben a szom-
szédos cstucsok valtakozo sorrendben kovetik egymast, a nagyobbik indexii szere-
pel utoljara, [1,2] - [2,1] = [1,1], [1,1] - [1,2] = [1,2] stb. &s [2,1] - [1,2] = [2,2],
[2,2] - [2,1] = [2,1] stb.

Kiilsnben pedig ¢B2(z) = 0 valoban. Ugyanis, ha csak l-est és csak egy [1,2]-t
vagy egy [2,1]-t helyettesitiink, ez adédik abbdl, hogy minden valtoz6 t6bb mint
kétszer szerepel a szorzatban, és [1,2]-[1,2] = 0 vagy [2,1]-[2,1] = 0. Ha az 1-eseken
kiviil pontosan egy-egy koordinataba helyettesitiink [1,2]-t és [2, 1]-t, de ezek nem
szomszédosak, akkor a w séta 4. tulajdonsidga miatt a szorzatnak része lesz majd
1,2]-1----- 1-[1,2] = 0 is. Ha egynél tobb valtozo helyére is [1,2] vagy [2, 1] keriil,
akkor azért igaz az &llitds, mert w-ben mindegyik él szerepel, és [1,2] - [1,2] = 0,
[2,1] - [2,1] = 0. Ha pedig [1,2] vagy [2,1] és [1,1] vagy [2,2] egyszerre szerepel a
behelyettesitésben, [1,2]-[1,1] =0, [2,2]-[1,2] =0, [2,1] - [2,2] = 0, [1,1]-[2,1] = 0
miatt lesz g(z) = 0.

z € (Bj)"-re legyen:

2
hi]( ) 9( 'L'+17"‘7Ij—17xj7xj+17"'7xn—17xnax17x27"'7'1:1'—271;1'—1)‘

At allitjuk, hogy fi; = hee.

fijlop 2, = h§2|{0,[171]7[ 2,13 az el6z6hoz hasonlé megfontolassal.

Legyen z € (B3)"\ {0, [1,1],[2,2],1}". Tegyiik fel, hogy f;;(z) # 0. Ekkor létezik
k k' € 1,n\{i,j} agy, hogy k+1 = k' (mod n), (zx, zx) € {([1,2],[2,1]), ([2,1],[1,2])}
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és x, = 1 1zr1inden u e 1,n\ {j,/{:, K'Y Igy fij(z) = ap - ap = hgé(g) Hason-
loan, ha hi*(z) # 0, akkor hif(z) = fis(w). Bazel belattuk, hogy minden z €
(B3)"\{0,[1,1],[2,2],1}"™ esetén is f;;(z) = h% (x). fi; valoban kifejezéstiiggvény.

O

2.1.3. A}

Jeloljiik Ab-vel azt az unér félcsoportot, amit 4gy kapunk, hogy Aot kib6vitjik
a kovetkez6 ' egyvaltozos mivelettel: 0 := 0 és [i, 5] := [j,1]. Vegyiik észre, hogy

Al-ben teljesiil az (ry) ~ y'z’ azonossag.

2.1.5 Tétel: A) relacios foka végtelen.

B1zONYITAS: Legyen n > 5, n € N rogzitett. Megadunk egy olyan f: A} — A,
fiiggvényt, ami nem kifejezéstiiggvénye Al-nek, de barmely 1 <i < j <n esetén f;;
az. Igy a 2.0.10. Tétel 4. pontja szerint A} végtelen relacios fok.

Definidljuk az f : A} — A, fiiggvényt a kovetkezSképpen:

[2,2], ha létezik 1 <1 < n gy, hogy a; # 0
flag,...,a,) = és ap = [2,2] minden k # [-re,

0, kiilonben.
2.1.6 Allitas: f nem kifejezésfiiggvénye Al-nek.

B1ZONYITAS: Legyen t egy tetszéleges n-valtozos kifejezés A, felett, megmutat-
juk, hogy f # t2. Mivel Al-ben teljesiil, hogy (zy)’ =~ y'z’, feltehetjiik, hogy t egy
félcsoportbeli kifejezés az X UX' valtozohalmaz felett. t vagy az x; vagy az x] valtozo-
val ér véget valamilyen 1 <[ < n-re. Definialjuk (bq,...,b,) € Ab-et igy: b := [1, 1]
és by := [2,2] minden k # [ esetén. Ekkor f(bi,...,b,) = [2,2] # t22(by,...,b,).
Tehat f valoban nem kifejezésfiiggvény. 0O

Azt, hogy az fi; leképezések kifejezésfiiggvények, egy irdnyitott graf segitségé-
vel latjuk be. Tekintsiik a valtozok X := {xi,...,x,} halmazat, és vegyiik hozza
az X' := {af,..., 2} halmazt. Legyen G az az iranyitott graf, melynek XUX’ a
csucshalmaza, és barmely két csticsa kozott mindkét iranyban fut él, kivéve azo-
kat a csicsokat, melyeknek ugyanaz az als6 indexiik. Vegyiik észre, hogy G erGsen
Osszefiiggd, azaz barmely két csticsa kézott mindkét irdnyban létezik iranyitott séta.
Tovabba minden csticsnak ugyanaz a ki- és a be-foka. Igy G-ben létezik Euler-kor.

Tetsz6leges 1 < j < n-re legyen w; a csticsok sorozata G egy olyan Euler-

korében, amely x;-ben kezddédik és z;-ben ér véget. w;-t tekinthetjiik 4gy, mint az
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unér félcsoport egy kifejezését az X valtozohalmaz felett. Most minden 1 <1 < j <

n-re készitsiik el a w;; szo6t w;-bol tgy, hogy x;-t mindenhol z;-re cseréljiik.

2.1.7 Allitas: Minden 1 < i < j < n esetén fi; megegyezik a w{?é kifejezésfiigg-

vénnyel.

BIZONYITAS: Rogzitsik 1 < i < j < n-et és legyen a = (a1,...,a,) € AJ.
El6szor nézziik azt az esetet, amikor fi;(a) = [2,2]. Ekkor a; = [2,2] és létezik [ <n
ugy, hogy a; # 0 és a,, = [2,2] minden k ¢ {i,[} esetén. Vegyiik észre, hogy minden
b e Ay \ {0}-re teljesiil Al-ben, hogy [2,2]-b-[2,2] = [2,2] = [2,2] -V -[2,2]. EbbOI és
abbdl, hogy w;;-ben x;-t és x;—t leszamitva nem kovetkezik egymés utan két azonos
als6 indext valtozo, azt kapjuk, hogy wgé (a) =[2,2] = fij(a).

Most feltehetjiik, hogy fi;(a) = 0. Ekkor fennall az alabbi harom eset valame-
lyike:

1. a; = 0 valamilyen k # i-re. Igy nyilvan wgf/? (a) = 0= fi;(a).

2. ay # [2,2] és a; # [2,2] kiilénbozo k,l € 1,n )\ {i} esetén. Ekkor az apa;, aay,
ag,ay, ay,a; szorzatok kozil legalabb egy 0-val egyenlé Al-ben. Mivel xpz;, @),
xx) és x).x; mindegyike eléfordul w;;-ben, wgé (a) =0 = fi;(a).

3. a; # [2,2]. Ekkor legalabb egy az a;a); és a’ja; szorzatok koziil O-val egyenls Aj-
ben. Mivel w;-ben szerepel z;7; és x}x; is, wi-nek része az x;2’; és az x’x; kifejezés
is. Ezért wgé (a) =0 = fi;(a).

|

Ebbgl a két allitasbol a 2.0.10. Tétel 4. pontja alapjan kovetkezik, hogy Af
relacios foka végtelen. Masrészt, ahogy azt a 2.0.10. Tétel bizonyitdsaban is emli-
tettiik, tetszéleges f : A" — A fliggvény esetén {f,|a € Eq,(n)} is teljesiti a 2.1
és 2.2 feltételt. Mivel itt mindegyik f;j7 = w# kifejezésfiiggvény, megadtunk egy
F =A{wij(z1,...,2,)|1 <i<j<n} (n,n—1)-sémat V(AS)-ben. A 2.0.9. Lemma
szerint F nem kifejezésbdl szdrmazik, igy a 2.0.10. Tétel 2. pontjara is hivatkozhat-

nank.

2.1.4. Al

Tovabbra sem ismert azonban annak a félcsoportnak a foka, amit A,-bol kapunk

az egységelem hozzavételével.

2.1.8 Probléma: Véges-e Al relacios foka?

Peter Mayr &tlete, amivel BY végtelen relacios fokat igazolta, a koordinatdk cik-

likus szétvagasa, itt sajnos nem miikodik. Ugyanis tegyiik fel, hogy mégis talaltunk
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a 2.1.4. Tétel bizonyitasdhoz hasonléan egy megfelel§ f hozzarendelést, ami nem ki-
fejezéstiiggvény, egy g kifejezésfiiggvényt, és a valtozoknak valamilyen ciklikus szét-
vagasat és esetleg négyzetre emelését ugy, hogy fi; = hz{?%

Tegyiik fel, hogy n paros, és vegyiik azt az a = (ay,...,a,) € (A" elemet,
amiben an = [2,2], a, = [2,1] és a; = 1 minden i € T,n — 1 \{ } esetén. Neézziik
a hﬁé kifejezésfiiggvényt. Abbol, hogy [2,1] - [2,1] = [2,1], [2,2] - [2,2] = [2,2],
2,1] - [2,2] = [2,2], [2,2] - [2,1] = [2,1] és az 1.2.1. Lemmabol kovetkezik, hogy
h‘f;( ) = [2,1] vagy = [2,2] attol fuggoen hogy a szorzatban mi az utols6 1-t6l
kiilénb6z6 elem. Tegyiik fel, hogy hL2 (a) =1[2,1].

Ekkor azonban nézziik a ha® kifejezésfiiggvény értékét az a helyen. Itt [2, 1]

5+1,5+2
és [2,2] szerepe pont felcserélédik, tehat azt kapjuk, hogy h”+1 n+2( a) = [2,2].
Azonban amiatt, hogy a1 = as = azy1 = azye = 1, teljesiilnie kell annak, hogy
2,1] = fi2(a) = f(a) = foi1,242(a) = [2,2], ami ellentmondas.

Hasonléan belathatjuk, hogy a 2.1.4. Tétel bizonyitasanak modszere nem miiko-
dik olyan egyelem1 csoportok feletti, egységelemmel bévitett Rees-métrix-félesoportok
esetén, amelyek szendvicsmatrixaban van olyan sor vagy oszlop, amely egynél tobb
1-est tartalmaz. Tehat csak akkor miikodik ez a mddszer, ha az adott Rees-matrix-

félcsoport izomorf azzal, amely szendvicsmatrixa az egységmatrix.

Viszont az 1.2.5. Tételben megfogalmazott ekvivalenciafeltétel taldn segithet a
relacios fok vizsgalatanal.

Ugyanis, tegyiik fel, hogy adott egy F = {t;;(z1,...,2,)|1 <i<j <n} (n,n—
1)-séméja V(AL)-nek. Ez azt jelenti, hogy minden 1 < i < j < n-re és minden
1 <k < < n-re ismerjiik a valtozok [(t;), r(t;;) sorrendjeit, valamint az Ay, 4, o,
halmazokat. Meg lehet-e ezekbdl hatarozni ((¢)-t, r(f)-t és az A;,, ., halmazokat
ugy, hogy F a t kifejezésb6l szarmazzon?

A valtozok t-beli megjelenési sorrendjei legaldbb 4 valtozo esetén konnyen megha-
tarozhatoak. Legyen xzy, x;, xp, x, négy kiilonboz6 valtozoja t(xq,. .., x,)-nek (n >
4). Tekintsiik azokat a kifejezéseket, amiket ¢-b6l az ezen valtozok alkotta parok
osszevondsaval kapunk. Ezek kozott biztosan lesz olyan t;; (i,5 € {k,I,p,r} kii-
16nboz6ek), hogy [(t;;) els6 két eleme kiilonbozik z;-t6l. Ekkor ez a két valtozo
megegyezik [(t) els6 két tagjaval. Jeloljiik Sket xi-gyel és xo-vel. Ezutan [(t12)-bdl
egyértelmiien megkapjuk a t6bbi valtozo megjelenési sorrendjét balrol olvasva. r(t)
is hasonldéan meghatarozhat6 ugyanennek a 4 valtozéonak a felhasznalasaval. Vegyiik
észre, hogy legfeljebb 6 darab 6sszevont kifejezést kellett megvizsgalnunk a sorrendek
megallapitasahoz.

Az A, ., halmazrendszerek meghatarozasa kicsit bonyolultabb. Bér, ha létezik

1 <k <1 <ngy, hogy z és x; nem szerepel egyik Ay, ., z,-beli halmazban sem,
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akkor Ay, o, = Atz Altalaban nem ilyen egyszerl a helyzet.

2.1.9 Allitas: Barmilyen n > 4 esetén létezik 1 < i < j < n és olyan t(x1,...,2,)
kifejezésbdl szarmazo (n,n — 1)-séma, amelybdl tetszélegesen kivalasztva két szot,
azok nem hatéarozzak meg egyértelmten A; ., ,-t. Azaz két Osszevont kifejezésbdl
még nem hatarozhaté meg Ay 4, o, -

B1ZONYITAS: Az egyszeriiség kedvéért legyen ¢ = 1 és j = 2.

Példaul tekintsiink egy olyan sémat, amelyben
minden 1 <i < j <nesetén Ay o 0, = {2;} U {{z, wi}|k, L € {i,5}}, (2.3)

Atu,rj,m = {@}, Atzj,rhrj = {Q)}v At127r27r2 = {Q)} (24)

Most, ha kiilonb6z6 ¢, j, k, I-re kivélasztjuk a ¢;; és ti; szavakat, akkor az Atij,mm—
ben és A, 4, «,-ben szereplé halmazokat megkaphatnank példaul a kovetkezd két

halmazrendszer mindegyikébdl:

{{xp,x,«}|p 7é T} és {{xpa $T}|p 7é T} \ {ZEZ', xk}v {xhxl}v {xﬁ $k}7 {xj’xl}'

Mindkét halmazrendszerben teljesiil, hogy egyik halmaz se része a masiknak, azaz
mindkettd megfelelne A, ,, ,,-nek. Tehat ¢;;-b6l és t;-b6l nem tudjuk egyértelmien
meghatarozni A, ;, 4,-t.

Hasonléan, ha kiilonboz6 ¢, j, k-ra kivalasztjuk a t;; és t;, kifejezéseket, akkor
ezek alapjan példaul a kovetkezd halmazrendszereket nem fogjuk tudni megkiilon-

boztetni:

g ar}p # v} es {ai, a5} {mi, o} U {{ap, ar }p # 4,7 # 1}

Ha kiilonboz6 ¢, j, k-ra a t;, és tj; kifejezéseket valasztjuk, akkor példaul a ko-

vetkez$ halmazrendszerek lesznek megkiilonboztethetetlenek:

Hzp, 2 dlp # v} & {{ap, 2 }p # 73\ {wi, 25}

Ha kiilonboz6 4, 7, k-ra a t;; és tj; kifejezéseket valasztjuk, akkor példaul a kovet-

kez6 halmazrendszerek lesznek megkiilonboztethetetlenek:

Hap, 2} p 7 v} & {{ap, wrtp # 73 \ i, 21}
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Ha Atij7x17x2—t és Atlj,xjm—t vizsgaljuk, akkor pedig példaul az a két ¢, és t
kifejezés lesz megkiilonboztethetetlen, amelyekre Ay, 4, o, = {{zp, 2z, }p # 7} és t;1-
ben valahol z; megel6zi xo-t, valamint Ay, ;. », = {x;}U{{zr, z1}k, 1 & {i,5}} és to-
ben valahol z; megel6zi zo-t. Az 6sszes fennmaradé esetben is hasonléan igazolhato,
hogy nem hatarozhaté meg bel6liik A, ;, ,.

Viszont vilagos, hogy létezik kifejezés tigy, hogy a belGle szdrmaz6 séméban tel-
jesiilon a 2.3. és 2.4. feltétel:

t .= T1X3T4T2T1X5X3L2X1X3LELL - - - L1 XpLypX o« T1Xpn—2Xn-1L2X 1T Tp—2L2L1Tn—1Ln L2,

azaz t-ben x1 és xo kozOott minden kiilonboz6 valtozopar szerepel, és mindegyik
21-t6l és xo-t6l kiilonb6z6 valtozd megel6zi valahol x5-t, illetve koveti valahol z1-et.

[
De legalabb 5 valtozo esetén 3 kifejezésfiiggvénybol mar meghatérozhato A o, o,

2.1.10 Allitas: Legyenn > 5ési,j € 1, n. Ekkor tetszéleges (n, n—1)-séma esetén,

a séma 3 tagjabol egyértelmien elGéallithaté az A; ., ., halmazrendszer.

BizONYITAS: Tekintsiik az X = {xz1,...,x,} viltozohalmaz 5 kiilonb6z6 elemét.
Ezek kozil legalabb 3 kiilonbozik x;-t6l és x;-t6l, jeloljik ezeket xp-val, x-lel és
Typ-mel.

Sorra fogjuk venni a valtozok halmazanak 6sszes részhalmazat, és mindrél eldont-
jiik, hogy eleme-e A;,, ,.-nek vagy sem. Ehhez tekintsiik a részhalmazok valamilyen
tartalmazas szerinti névekvG sorrendjét, azaz kezdjiink az iires halmazzal, és egy
tetszdleges halmaz csakis akkor keriiljon sorra, ha el6tte mar minden valodi részhal-
maza szerepelt. Igy, ha belatjuk egy H halmazrol, hogy H € At z;2;, akkor az 6t
tartalmazo H' O H halmazokat mar nem kell vizsgalni, hiszen ezek nem lehetnek
benne Ay, . -ben.

Tehét vegyiink egy tetszéleges H € P(X) halmazt, és tegyiik fel, hogy a sorrend-
ben el6tte all6 halmazok mindegyikét megvizsgaltuk mar. Ha volt olyan részhalmaza,
ami szerepelt A, ,.-ben, akkor H ¢ A,,, . . Ezért feltehetjiik, hogy egyik valodi
részhalmaza sem minimadlis 0sszekoté halmaza z;-nek és xj-nek.

Az, x, 2, valtozok kozott vagy 1étezik legaldbb kettd ami eleme H-nak, vagy
letezik legalabb ketts, ami nem. Tegytik fel, hogy xx,x; ¢ H. Ekkor nyilvin H €
Aty 000, akkor és csak akkor, ha H € A4, o,

Most tegyiik fel, hogy xy,v; € H, azt éllitjuk ekkor is igaz, hogy H € A;g, 4,
pontosan akkor, ha a H-bol z és x; Osszevonasaval kapott halmaz eleme Ay, 4, ;-

nek. Az egyik irdnyhoz nézziik azt az esetet, amikor H € Ay, .. Ekkor, ha a H-bol
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Ty és 1y Osszevonasdval kapott halmaz, azaz H \ {z;} nem lenne eleme A, 4, . -
nek (ha k < 1), akkor mivel H \ {z}} nyilvan &sszekiti z,-t és x;-t ty-ben, csakis az
lehetne, hogy létezik olyan M C H\{z;} valodi részhalmaz, ami benne van A, 4, 2,-
ben. Azonban annak az M’ € P(X) halmaznak, amibél az z;, = x; azonositéssal
M-et kaptuk, minden eleme egyben H-nak is eleme. Ezaltal M’ valodi része H-nak
és M' € Ay, o;, ami ellentmondéas. A mésik irdnyhoz tegyiik fel, hogy a H-bol xy,
és x; Osszevonasaval kapott halmaz eleme Ay, .. . -nek, azaz mivel z; € H \ {z},
H\ {z} € A4y zi0,- H \ {z1}-t az alabbi halmazok valamelyikébdl kaptuk a két
valtozo azonositésa soran: H \ {z}, H \ {z;} vagy H. De az els6 két halmaz valodi
része H-nak, azaz roluk mér tudjuk, hogy nem elemei A; ;, ;. -nek, tehat H € Ay 4, o,
Ezzel belattuk, hogy H pontosan akkor minimalis 6sszek6t6 halmaza x;-nek és
xj-nek t-ben, ha a H-bol x;, és x; 6sszevonasaval kapott halmaz minimalis 6sszekotd
halmaza z;-nek és x;-nek ty-ben. Ezaltal a ty, tey, és i, kifejezés felhasznalasaval
egyértelmiien meghatarozhatod A, .-
O
S6t, kiilonbozé {i, j} parokat véve a hozzajuk tartozé Ay, ., halmazok megha-
tarozhatok ugyanabbol a 3 ti, tem, tin kifejezésbdl akkor, ha xp-tol, x;-t6l és x,,-t61
kiilonb6z6 valtozok 6sszekot¢ halmazaira vagyunk kivancsiak. Ha nem, akkor pedig
5 valtozd esetén még 7 kifejezésfiiggvényre van sziikségiink, n > 6 valtozo esetén
pedig még 3-ra. Osszesen tehat n = 5 valtozo esetén az (5,4)-séma 10, azaz mind-
egyik, tagjabol, n > 6 valtozo esetén pedig az (n,n — 1)-séma 6 tagjabol biztosan

meghatdrozhato a teljes {A; 4, ., } halmazrendszer.

i,j€Ln
Ezzel a 2.1.8. kérdést gy fogalmaztuk at, hogyha n > 5 esetén tekintjiik V(A2)
tetszoleges (n,n—1)-séméjahoz tartozo (t)-t,r(t)-t és A, 4, .-t minden i, j € 1, n-re,

akkor létezik-e olyan t kifejezés, amely pont ilyen tulajdonsaga?

2.2. Kotegek foka

2.2.1 Definicié: Egy olyan félcsoportot, amiben teljesiil az 12 ~ z azonossag (azaz

minden elem idempotens), kotegnek neveziink. Egy koteg:
o derékszogii, ha ryz ~ xz is teljesiil benne;
e balregularis, ha xyx ~ xy;
e jobbregularis, ha zyr ~ yx;

e regularis, ha ryrzex ~ ryzx.

28



Egy derékszogi koteg minden kifejezésfiiggvénye legfeljebb 2 valtozojatol fiigg,

ezért a 2.0.14. Lemmat alkalmazva a kovetkezG megfigyelést kapjuk:

2.2.2 Allitas: Minden S véges derékszogii kiteg végesen relalt, és legfeljebb max (4, |S|)

a kifejezésfoka.

2.2.3 Definicié: Egy olyan kommutativ félcsoportot, amiben teljesiil az 2?2 ~ z

azonossag, félhalonak neveziink.

Legyen S egy tetszsleges félcsoport. S egy kétvaltozos p relacioja balkompatibilis
(az S-beli szorzassal), ha minden a,b,z € S esetén (a,b) € p-bol kovetkezik, hogy
(za, zb) € p. Jobbkompatibilis, ha minden a, b, z € S esetén (a, b) € p-bol kovetkezik,
hogy (az,bz) € p. Tovabba kompatibilis, ha minden a,b,c,d € S-re abbol, hogy
(a,b) € p és (c,d) € p kovetkezik, hogy (ac,bd) € p. A definici6 egybecseng az

algebrakra megfogalmazottakkal.

2.2.4 Definicié: S egy (bal-, jobb-) kompatibilis ekvivalenciarelaciojat (bal-, jobb-

) kongruencianak nevezziik.

Legyen a S egy eleme. Az a-t tartalmazo legsziikebb balideal Sa N {a}. Jeloljiik
ezt L(a)-vel, és nevezziik az a altal generalt {6 balidealnak. Hasonloan definialjuk az
a altal generalt f6 jobbidealt és fGidealt: R(a)-t és J(a)-t.

2.2.5 Definicié: Legyen L, R és J a kovetkez§ ekvivalenciarelacidja S-nek:

alb <= L(a) = L(b),
aRb <= R(a) = R(b),
aJb <= J(a) = J(b).
Ezeket a relaciokat Green-féle (ekvivalencia)relacioknak nevezziik.

A definiciokbol egyszertien adodik a kovetkezs észrevétel.

2.2.6 Megjegyzés: L jobbkongruencia, R pedig balkongruencia.

A kovetkez6 lemma Peter Mayr kézirataban tetszéleges balregularis kotegre volt
kimondva. Azonban észrevettem (és gy tudom, korabban mar & is rajott), hogy a
bizonyitas nem miikodik abban az esetben, ha a koteg nem kommutativ és teljesiil

benne a zxy ~ zyr azonossag. Ezért az eredményeit kissé megszoritva kozlom.

2.2.7 Definicié: Egy koteg balnormalis, ha teljesiil benne a zzy =~ zyxr azonossag,

illetve jobbnormalis zyz ~ yxz esetén.
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2.2.8 Lemma: Legyen S egy véges balregularis, vagy kommutativ vagy nem bal-

normadlis kiteg. Ekkor S kifejezésfoka legfeljebb max (4, |S| + 1).

B1zONYITAS: Vegyiik észre, hogy minden t xq, ..., z,-t6l fliggd S-feletti kifeje-
zésre létezik egy 7 permutacio 1, n-en ugy, hogy t ekvivalens Tr()* e Tr(n)-nel.

Mivel S koteg, a Green-féle J relacio egy kongruenciaja S-nek, és igy S/J
felhalo.[10, 4.1.3. Tétel| Feltehetjiik, hogy [S/J| > 1, kiilonben S derékszogi lenne
[10, 4.4.1. Tétel] és a 2.2.2. Allitasbol kévetkezne a lemma.

Legyen n > max (4, |S| + 1) és f : S™ — S olyan fiiggvény, amire minden 1 < i <
J < nesetén f;; kifejezésfiiggvény és f mindegyik valtozojatol fiigg. Megmutatjuk,
hogy f is kifejezésfiiggvény.

Tetszéleges 1 < k < [ < m < n-re tekintsiik S-nek azt a 4-valtozos leképezését,
amit agy kapunk f-bél, hogy a k., [. és m. koordinatdjaba rendre xp-t, x;-t és x,,-t

irunk, az 6sszes tobbi koordinatajaba pedig ugyanazt, az ezektdl kiilonb6z6 valtozot:

9Tk, T, Ty 2) 1= f(2y e 2 Ty 2y oo 20T 2y ey 2, Ty 2y ey 2.

Mivel n > 4, g megegyezik valamelyik f;;-vel, azaz kifejezésfiiggvény, tehat vala-
milyen u x;, x;, 2, z valtozok feletti kifejezésbdl szdrmazik.

Tetszoleges a € S esetén jeloljiik J,-val az a-t tartalmazd J-szerinti ekvivalen-
ciaosztalyt. Az |S/J| elemszaméra tett feltétel miatt létezik a,b € S tugy, hogy
Jo, > J,, a félhalobeli rendezés szerint. Mivel g kifejezésfiiggvény, S elemeinek idem-
potencia miatt f(a,...,a) = a. Tovabbéa a 2.0.15. Lemmat alkalmazva azt kapjuk,

hogy f(a,...,a,b,a,...,a) € J,. Ezért

g az x, T; és x,, valtozok mindegyikétdl fiigg. (2.5)

Ebbél és a baloldali regularitasbol kovetkezik, hogy ha g-ben x,, helyére is z-t
irunk, azaz kiilénb6z6 1 < k < | < n indexekre tekintjiik a kovetkezs 3-valtozos

fiiggvényét S-nek:

h(g, 1, 2) = f(2y 00 20Ty 2y oy 2,80, 250, 2),

akkor h(zy,zy, 2) a zopx), TRzx), TRTZ, 20Tk, T 2T Vagy Tixgz kifejezés vala-
melyikébdl szarmazik.

Definiéljuk a < rendezést 1, n-en a kovetkezSképpen: legyen k < [, ha h(xy, 1y, 2)
zxpx-bol, xzx-bo6l vagy xrx;2-b6l szarmazik, azaz balrél olvasva z, megelézi x;-t.

Ha S kommutativ, akkor a < rendezés reflexiv lezartja, < univerzilis relacioja

1, n-nek.

30



Ha S nem kommutativ, < egy teljes (linearis) rendezése 1, n-nek. Mivel S nem
balnormaélis, h(zg, x;, 2) nem szarmazhat a zxx; és a zxzy, kifejezésbdl is. Ha pedig
h(zg, x;, z) megegyezne xy, és x; sorrendjének szempontjabol két kiilonb6zé tipusa, de
nem az el6bbi kifejezésfiiggvénnyel, az idempotenciat és balregularitast felhasznalva
azt kapnank, hogy S kommutativ. Példaul, ha zyz ~ yzx teljesiilne, akkor az = a,
y = z = b helyettesitésbdl az jonne ki, hogy ab = ba minden a,b € S esetén. A tobbi
eset is hasonloan ellendrizhets. Ezzel igazoltuk a < rendezés antiszimmetriajat.

Ha pedig &k < [ és | < m, akkor a g(xg,x;, T, 2)-t meghatérozo széban z,,
helyére is z-t irva, azt kapjuk, hogy balrdl olvasva xj el6bb jelenik meg, mint x;,
ugyanakkor ha xy-t cseréljiik z-re, abbol az jon ki, hogy x; megel6zi x,,-et. Ezért az
x; valtozot x,,-mel feliilirva lathatjuk, hogy k < m, azaz a tranzitivitas is teljesiil.

Igy < valéban teljes rendezés.

Ezért mindkét esetben létezik olyan permutacioja 1, n-nek: {1,...,n} = {i1,..., i,

hogy i1 <19 < --- < i,. Legyen t : S™ — S az alabbi kifejezéstiiggvény:

Ly, ooy @y) =Xy oo - Ty,

n

Bebizonyitjuk, hogy f = t5. Legyen (ai, ..., a,) € S™ tetsz6leges. Mivel k > |S|,
létezik 1 <1 < m < n agy, hogy a; = a,,. A 2.5 észrevétel alapjan fy, figg x,,-t6l
és rp-t6l minden k € 1,n \ {I,m} esetén.

Ha S kommutativ, akkor f,, a Hz‘efn\{l} x; kifejezésbdl szarmazik, és f(aq, ..., ay)
fim(ar, ... a,) =t5(ay, ..., a,).

Tegyiik fel, hogy S nem kommutativ és fi,,, egy v kifejezésbdl szarmazik.

2.2.9 Allitas: Legyen i € T,n\ {l,m}. v-ben balrol olvasva x; akkor és csak akkor

jelenik meg el6bb, mint x,,, ha i <[ és i < m.

B1zoNYITAS: Ha @ < [ és ¢ < m, akkor abban a kifejezéshen, amit gy kapunk
a g(x;, Ty, Tm, 2)-et meghatarozé termbdl, hogy x; helyett mindenhol z,,-et irunk,
balrol olvasva x; el6bb szerepel, mint x,,. Mivel ezt a kifejezésfiiggvényt tgy kapjuk
fim-b6l, hogy azonositjuk az 6sszes x;-t6l és x,,-t6l kiillonbo6z6 valtozot, x; megel6zi
Tm-et v valtozoinak baloldali megjelenési sorrendjében is.

Ha [ < ¢ vagy m < i, akkor az el6bbi médon definialt kifejezésben balrél olvasva

T el6bb szerepel, mint x;. Az el6z6 gondolatmenet alapjan ugyanez teljesiil v-ben

1S. O

Ebbél kbvetkezik, hogy fi, = t5 . Igy f(ai,...,an) = fim(ar, ..., a,) =t5(ay,. ..,

Tehat f valoban kifejezésfiiggvény. ezzel belattuk, hogy S kielégiti a 2.0.10. Tétel 4.
feltételét.
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A lemma igaz jobbregularis, de nem kommutativ esetben nem jobbnormélis ko-

tegekre is, ez hasonléan bizonyithato.

2.2.10 Tétel: Legyen S olyan véges regularis koteg, amire S/R vagy kommutativ

vagy nem balnormalis. Ekkor S végesen relalt.

B1zONYITAS: Legyen S egy véges regularis koteg. Ekkor a Green-féle £ és R
relaciok kongruenciai S-nek tgy, hogy S/L jobbregularis, S/R balregularis, tovabba
S S/L és S/R szubdirekt szorzata.|16, V.1.3. Megjegyzés|

Az el6z6 lemma bizonyitasahoz hasonléan itt is feltehetjiik, hogy |S/J| > 1,
kiilonben S derékszogi lenne és alkalmazhatnank a 2.2.2. Allitast.

Legyen f egy olyan n-valtozos fiiggvény S-en, ami megérzi L-t, R-t és Clomax (1,5]+1)(S)-
t. Azt allitjuk, hogy f € Clo(S).

Mivel S/R balregularis, az el6z6 2.2.8. Lemma alapjan létezik olyan s kifejezés,
hogy minden a € S™ esetén (f(a),s5(a)) € R. Hasonléan létezik ¢ kifejezés gy,
hogy minden a € S" esetén (f(a),t5(a )) e L. Tegyijk fel, hogy f mindegyik koor-
2.0.15. Lemmabdl azt kapjuk, hogy az a leképezés, amit f modulo J hataroz meg,
szintén minden koordinatajatol fiigg. J tartalmazza L-t és R-t. Igy f modulo £
és f modulo R is fiigg minden koordindtajatol. Azaz s-ben és t-ben is szerepel az
X1, ..., T, valtozok mindegyike.

Legyen a € S". Mivel S/R balregularis, (s5(a)t5(a), s5(a)) és (s5(a), f(a)) € R.

Hasonloan (s%(a)t%(a), 5(a)) es (1°(a), f(a)) € L. Igy (s°(a)t5(a), f(a)) € R A L.
Mivel R A L S diagonalis relacidja, f = (st)S.

O
Korabban mar azt is bebizonyitottak, hogy véges félhalok és derékszogi kotegek

relacios foka véges. A kovetkez§ altalanos kérdésre azonban még nem ismert a valasz:

2.2.11 Probléma: Minden véges koteg végesen relalt?
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