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Bevezetés

Differencidlgeometriai tanulmanyaink folyaméan elgszor az E"+! euklideszi térbe agya-
zott n-dimenziés Riemann-sokasdgokkal taldlkozunk. Megismerkediink ezek jellemz&ivel,
tulajdonsagaival, vizsgaljuk e sokasigok gorbiileteit. Vizsgalataink soran taladlkozhatunk
azzal a (szemléletiink alapjan egyaltalan nem meglepd) tétellel, hogy ha egy M C E"+!
n-dimenziés Riemann-sokasig konvex, akkor szekciondlis gorbiiletei tetszéleges pontjaban
nemnegativak. A szakdolgozat célja e tétel altalanositasi lehetGségének vizsgalata kiilon-
boz6 tipusu feliletcsaladokon.

Attekintjiik, mi térténik, ha a Riemann-sokasig az R?H térbe, az Gn. Lorentz-vektor-
térbe agyazott (ezt a teret tigy nyerjiik, hogy az R"T! vektorteret az egyik koordinatairany-
ban negativ definit, a t6bbiben pozitiv definit skalarszorzattal latjuk el). Megvizsgéljuk,
mit mondhatunk akkor, ha a befoglalé térbél szarmazé skalaris szorzat az M sokasag érin-
t6terein nem pozitiv definit, azaz maga az M nem Riemann-sokasig. Végiil kiterjesztjiik
az eredményt metrikus terek egy olyan osztalydra, melyen gorbiiletfogalom bevezethetd.

Az els6 fejezetben a Riemann-sokasagok fogalmanak egy éltalanositasi lehetGségével
foglalkozunk. Olyan sokasagokat vizsgalunk, melynek érintényalabjéan olyan (0,2) tipusa
sima tenzormez§ adott, mely nem feltétleniil pozitiv definit. Minddssze annyit kéveteliink
meg a tenzormezdorél, hogy semelyik pontjaban ne legyen elfajuld, és a ,negativ irdnyok
szama" a sokasig minden érintSterében megegyezzen. Az ilyen sokasagokat nevezziik szemi-
Riemann sokasagoknak.

Megmutatjuk, hogy Riemann-geometriabol ismert fogalmaink (konnexio, gorbiileti ten-
zor, masodik alapforma, szekcionélis gorbiilet) kiilonosebb véltoztatas nélkiil atviheték a
szemi-Riemann esetre is. Konkrét példakat latunk nevezetes szemi-Riemann sokasagokra,
megvizsgaljuk ezek topologiai és gorbiileti tulajdonsagait. E fejezetnek nem célja a benne
kimondott tételek igazolasa, ezek legtobbje a Riemann eset mintajara egy az egyben elvé-
gezhets. Részletes kifejtése a témanak megtalalhato a [3] konyvben.

A maésodik fejezetben megvizsgaljuk, hogy egy Riemann-sokasig konvexitasa milyen
gorbiileti tulajdonsidgokat von maga utan. Belatjuk a kozismert allitast: ha egy E"+! eukli-
deszi térbe dgyazott n-dimenziés Riemann-sokasig adott p pontjaban konvex, akkor p-ben
az Osszes szekciondlis gorbiilet nemnegativ.

Megmutatjuk hogy az el6zé allitasban a befoglalo R™! vektortéren vett metrikanak
fontos szerepe volt. Igazoljuk ugyanis, hogy ha egy M konvex Riemann-sokasag R?H—be
agyazott, akkor szekciondlis gorbiiletei minden pontjaban nempozitivak. Fejezetiink végén
belatjuk, hogy az allitas kis mddositasokkal szemi-Riemann feliileteken is igaz.

A harmadik részben tovabbi altalanositast készitiink els. Olyan R?H—be agyazott n-
dimenziés 6sszefiiggd topologikus sokasidgokat vizsgilunk, melyek nem feltétleniil siméak.
A vizsgalandd sokasdgokra két tovabbi feltételt tesziink. Egyrészt legyenek térszertek,
azaz barmely tdmaszhipersikjuk térszerd legyen. Masrészt legyenek konvexek, azaz legye-

nek osszefiiggdek, és a feliilet elhagyasa a befoglald teret két Osszefliggéségi komponensre



bontsa, amelyek koziil az egyik konvex.

Megmutajuk, hogy az ilyen feliilleteken metrikat vezethetiink be gérbeivhosszak infi-
muma segitségével. Belatjuk azt is, hogy a definialt metrika ugyanazt a topologiat gene-
rélja, mint a befoglalé térbdl szarmazé altértopologia.

Ugyanebben a fejezetben bevezetjiik metrikus tereknek egy olyan osztalyat, az tigyne-
vezett geodetikus metrikus terekét, amelyekre a (Riemann-sokasiagokon ismert) gorbiilet-
fogalom gorbiileti egyenlGtlenségek segitségével kiterjeszthetd.

Egy metrikus teret geodetikusnak neveziink, ha két tetszéleges pontja, p és ¢ kozt
d(p, q) hosszusagn gorbe hiuzhato (a gorbe ivhosszat mint kizelitd torottvonalak limeszét
értelmezziik). Definidljuk egy geodetikus metrikus tér C'AT'(0) gorbiileti tulajdonsagat.
Ha ez a tulajdonsig a téren csak lokélisan &ll fenn, akkor a teret < 0 Alekszandrov-
gorbiiletlinek nevezziik.

Megvizsgaljuk a CAT'(0) tulajdonsag néhany lényeges kivetkezményét, majd kimond-
juk azt a tételt, amely a hagyomanyos és az 4j gorbiiletfogalmunk egyezését mutatja. F tétel
szerint egy M Riemann-sokasig pontosan akkor < 0 Alekszandrov-gorbiileti, ha tetszéle-
ges p € M-beli szekciondlis gorbiiletei nempozitivak. Belatjuk, hogy tetsz6leges konvex tér-
szerd R?H—beli hiperfeliilet geodetikus metrikus tér, tehat beszélhetiink az Alekszandrov-
gorbiiletérsl.

A negyedik fejezetben kiterjesztjiik a gorbiilet és a konvexitéas kapcsolatardl szol6 téte-
liinket nem sima feliiletek esetére. Elsg lépésként a konvex térszert hiperfeliileteket sima
(konvex, térszert) hiperfeliiletek sorozataval kozelitjiik, a kozelits feliileteket konvolacio
alkalmazasaval allitjuk el§. Belatjuk, hogy a kozelits feliiletek metrikidja a limeszfeliilet
metrikdjdhoz konvergal. Ennek segitségével bizonyitjuk a szakdolgozat legfontosabb ered-
ményét:

Tetszdleges R?H—beli konvex térszerd hiperfelilet C AT (0) tulajdonsdgii.

Az 6t6dik fejezet kozépiskolaban alkalmazhato, konvexitassal kapcsolatos feladatokat

tartalmaz.

K6sz6netnyilvanitas

Koszonetet szeretnék mondani témavezetémnek, Moussong Géabornak a témajavasla-
tért, azért, hogy segitségére mindig szamithattam. Nagy hal4dval tartozom neki észrevétele-
iért, a bizonyitasokban nyujtott ttmutatasaiért, amely nélkiil e munkat nem tudtam volna
elkésziteni.

Halas lehetek tovabba nagyon sok baratomnak, kollégamnak, korabbi tanaromnak, és
nem utolsé sorban a csalddomnak, akik mind hozzajarultak valamivel (kbzvetve vagy koz-

vetleniil) e dolgozat megirasdhoz.



1. Metrika, konnexi6, gorbiilet

1.1. Szemi-Riemann sokasiagok

Legyen M egy sima sokasag, p pontbeli érintSterst jelolje T),M. Riemann-sokasagnak
neveziink egy sokasdgot, ha minden p € M-re létezik T, M-en egy olyan pozitiv definit
skalaris szorzat ( , ), amely siman fiigg p-t6l.

Masképp megfogalmazva, egy Riemann-sokasag olyan sima sokasag, melyen adott egy
(0,2) tipusu pozitiv definit tenzormezd. Els§ célunk megvizsgalni, hogy hogyan véltoznak
kozismert differencialgeometriai fogalmaink (kovarians derivalas, szekcionalis gorbiilet, We-
ingarten leképzés), ha az érintGtereken értelmezett skalarszorzat nem pozitiv definit.

Tekintsiik 4t el@szor a bilinearis fiiggvényrdl ismert elnevezéseket.

Egy V vektortéren adott egy b szimmetrikus bilinearis fliggvény. Fz a fliggvény
e pozitiv (negativ) definit, ha Vb # 0 esetén b(v;v) >0 (< 0).

e pozitiv (negativ) szemidefinit, ha Vb # 0 esetén b(v;v) >0 (< 0).

e nemelfajuld, ha rogzitett v esetén b(v;w) =0 Vw-re, akkor v = 0.

1.1. Definici6. Legyen adott eqy V vektortéren eqy b szimmetrikus bilinedris fiigguény. Le-
gyen n azon k lermészetes szamok mazimuma, melyekhez lélezik olyan W C 'V k dimenzios

altér, amelyen b|W negativ definit. Ezt az értéket a b indexének nevezziik.

Nyilvanvalé, hogy ha b indexe 0, akkor b pozitiv szemidefinit. Ha b indexe dim(V),
akkor b negativ definit.

1.2. Definicié. Szemi-Riemann sokasdgnak neveziink eqy M sima sokasdgot, ha T M-en

adott egy olyan nemelfajuls g (0,2) tipusi tenzormezd, melynek indeze konstans.

Megjegyzés: Vilagos, hogy ha g indexe 0, akkor (M, g) egy Riemann-sokasag.
Kiilén elnevezést fogunk hasznélni annak megkiilonbéztetésére, hogy egy érintévektor

onmagéval vett skalaris szorzatdnak mi az elGjele.

1.3. Definici6. Egy 0 # v € T,M érintévektor
o térszerd, ha g(v,v) >0
o fényszerd, ha g(v,v) =0
e iddszerd, ha g(v,v) <0

Egy adott pont érintéterében a fényszert vektorok halmazat fénykapnak nevezziik, és

a tovabbiakban A-val jeloljiik .



1.2. Metrika és koordinata rendszer

Legyen M egy n dimenziés sokasag, melynek U C M egy koordinatakdrnyezete. Legye-

nek az x!

,...x™ fiiggvények a koordinataleképzések, és jeldlje a belslilk szarmazd érinté-
vektormezdket 0y ... 0,. Vizsgaljuk meg, hogy irhato fel g az U koordnidtakdrnyezetben.
Ha V =Y v'0; és W = Y w'0; TM-beli vektormezék és g;; = g(9;,9;) (1 <i,7 < n),

akkor

g(V,W) = Zgijviwj azaz g = Z gijdaci ® dx’
Vil4gos, hogy g szimmetrikus volta miatt g;; = gji.
Példa: Tekintstink R™-re mint sokasdgra, melynek térképe az identitas. Ekkor minden
p € R re létezik egy kanonikus izomorfizmus R" és T,R™ kizt, mely egy V(v!...v")
vektort a Vj, = Y 0'0; érint6térbeli vektorba visz. Ha R™-t a szokasos pozitiv definit skalaris
szorzattal 1latjuk el, Riemann-sokasdgot kapunk. Lassuk most el R"-t a kdvetkezs skaléris

szorzassal:

glv, W) =(V, W) = —Zs:viwi + Zn: g

i=1 i=s+1
Az igy nyert sokasag szemi-Riemann sokasag lesz, melynek indexe s. Ezt a sokasagot
nevezziik szemi-Euklideszi térnek, a tovabbiakban R -sel jeloljiik.

A szemi-Euklideszi téren a metrika igen egyszerd alakot 6lt. Legyen

1 hal<i<s
g; =
' 1 has+1<i<n

Tehat igaz a kovetkezs Osszefiiggés:
g= Z gidzt @ da’

1.3. A Lorentz-vektortér

Kiemelked&en fontos az olyan szemi-Riemann sokasagok szerepe, melyek tenzor-metrikija
1 indext, ezek az un. Lorentz-sokasagok. Erintéterei tehat olyan vektorterek, melyeken a
skalaris szorzat 1 indext. Az ilyen vektortereket Lorentz-vektortereknek hivjuk, ezek képe-
zik fejezetiink témajat.

Legyen tehat (V; g) egy Lorentz-vektortér, W pedig V altere. Els6 célunk a vektorokra

bevezetett osztalyzast kiterjeszteni alterekre. Nevezziik a tovabbiakban W-t:
e térszertinek, ha g|W pozitiv definit.
e id@szertinek, ha g|W 1 indexti nem degenerélt.

o fényszertinek, ha g|W degeneralt.



Az elnevezés jogossidgat az adja, hogy ha egy vektor térszert, akkor az altala generalt
egy dimenziés altér is térszerd, stb. Eszrevehetjiik azt is, hogy egy Lorentz-vektortérbeli
idGszerd vektor direkt kiegészitd altere mindig térszerd. S6t, ez altalanosabban is igaz,
egy W idGszerd altér direkt kiegészitdje mindig térszerd. Ennek értelmében kolecsondsen
egyértelmi megfeleltetést 1étesithetiink a térszert és idGszert alterek kozt.

Az id6szerd alterek a kovetkezdképp jellemezhetdk:

1.4. Allitas. Legyen W egy > 2 dimenzids altér egy Lorentz-vektortérben. Ekkor az aldb-

biak ekvivalensek:
1. W iddszeri.
2. W tartalmaz két linedrisan figgetlen fényszerd vektort.

3. W tartalmaz iddszerd vektort.

Bizonyitds:

1. = 2. Ha W id6&szerd, akkor ey, . . ., e, ortonormélt bézisa pontosan 1 id6szert vektort
tartalmaz, legyen ez e;. Ekkor e; + e2 és e; — ey két fiiggetlen fényszerd vektor.

2. = 3. Ha u és v linearisan fiiggetlen fényszerd vektorok, akkor skalaris szorzatuk nem
lehet nulla, ellenkez6 esetben W tartalmazna két dimenzios elfajulo alteret. g(u+v, u+v) =
2g(u,v), g(u—v,u—v) = —2g(u, v), tehat u+wo illetve u—v koziil tehat valamelyik biztosan
fényszer.

3. = 1. Legyen v egy id@szerd vektor. Ekkor v direkt kiegészitGjén a skalaris szorzat
pozitiv definit. Tehat W valéban 1 indexti. l

Hasonl6 feltétel W fényszertiségére is megfogalmazhato.

1.4. Kovarians derivalas

A kovarians derivalas nagyon hasonléan miikddik szemi-Riemann tereken, mint Riemann-
sokasagokon, a definicié egy az egyben atvehets. Ervénybe marad a kovetkezs alapvetd

tétel:

1.5. Tétel. Egy M szemi-Riemann sokasdgon egyértelmiden létezik V konnexio, mely lel-

jesiti az aldbbi két tulajdonsdgot:
1. [V,W]=VyW - VyV
2. X(V,W) = (VxV, W) +(V,VxW),

ahol VW, X € TM tetszdleges vektormezdk. E konnexido neve az M sokasdghoz tartozo

Lewi-Civita konnexio.

A tétel a Riemann eset mintajara bizonyithato.



1.6. Definici6. Legyen az R? tér természetes koordindtarendszere ul, ... u™, valamint

V =Y 0'0; és W =Y w'd; legyen két vektormezd az R? sokasdgon. Ekkor a
VW =Y V(W
képlettel nyert konnexid neve temészetes konnexio.

Ahhoz, hogy belassuk, hogy az igy nyert tenzor valéban konnexid, ellenérizni kell a

konnexié-tulajdonsagokat, ez egyszertien megtehetd.

1.7. Allitas. Az R? tér, mint sokasdg Levi-Civita konnezidja éppen a természetes konne-

T10.

Bizonyitds: Mivel az 1.5. tétel szerint a Levi-Civita konnexié egyértelmi, ezért elég ellen-

drizni, hogy az ott szerepls két tulajdonsig teljesiil-e a természetes konnexioéra:
) VyW=VyV =) VW3- > WVHo;=> (VW) =W (V) = [V,IV]

2) X(V,W) =X _ aVW) =) aX(VIW'+Y &V X(W') = (VxV,W)+(V,VxW)

Tehat az allitas igaz. B
Fejezetiink végén megemlitjiik, hogy a Ffj Christoffel-szimbolumok szintén valtoztatas

nélkiil bevezetheték, és fennéll rajuk a

ozt aa:j oz!

. Z kzagﬂ d9i1 392‘]‘

egyenldség. Ebbdl kozvetleniil kovetkezik, hogy R -en mint sokasagon az dsszes Christoffel-

szimbo6lum 0.

1.5. Kovarians derivalas beagyazott feliileteken

Legyen M egy szemi-Riemann sokasig, melynek M részsokasiga. Jelolje M Levi-Civita
konnexidjat V. A kovarians derivalas lehet@séget adott arra, hogy egy adott T'M-beli vek-
tormez6t egy masik T'M-beli vektormez§ szerint derivalni tudjuk. Fzzel mérhettiik egy
érint6vektormezd elmozdulasat egy adott irdnyban.

Ha azonban beédgyazott feliiletet tekintiink, akkor nem csak érintévektormezdék elmoz-
dulésat akarjuk megfigyelni, tetszéleges M-beli vektormezt szeretnénk derivalni M-beli
vektormez§ szerint a részsokasig pontjaiban. Tehat szeretnénk egy olyan T'M x TM —TM
fliggvényt gyartani, amely hasonléan viselkedik, mint egy konnexi6. Ezt a kivetkez6képpen
tehetjlik meg:

Legyenpe M,V € TM, valamint W € T M. Vegyiik p-nek egy M-beli U koordinéta-
kérnyezetét, U-ra V siman kiterjeszthets. A kiterjesztett V vektormez6 szerint mar tudjuk

W -t kovaridnsan derivalni:

Vv W = VoW lunar



Temészetesen kérdéses, hogy a fenti képlet fiiggetlen-e a kiterjesztéstdl, illetve a koor-

dinatakdrnyezettsl.

1.8. Allitas. A VyW vektormezsé joldefinidlt, és érvényben maradnak rd o Levi-Civita

konnexid tulajdonsdgai.

A %VW vektormezd persze nem feltétleniil lesz M érint&vektormezije, ezért két kom-
ponensre bonthatoé:
6\/W = tan %VW + ﬁva,

ahol tan 6VW € T, M, valamint 6\/—1/1/l € TpML

Fzen a ponton meg kell 4llnunk egy megjegyzés erejéig. Megszokhattuk ugyanis, hogy
pozitiv definit skalarszorzat esetén a fenti felbontas mindig mkddik. Szemidefinit esetben
azonban vannak olyan vektorok, amelyek merélegesek énmagukra. Fzek benne vannak sajat
n — 1 dimenziés kiegészit6 alteriikben, azaz a két altér direkt 6sszege nem adja ki a teljes
teret. Hogy VyW fenti felbontasa meégis mindig megtehetd, az alabbi linearis algebrai

lemma biztositja:

1.9. Lemma. Legyen V vektortér egy nemelfajuld skaldris szorzattal. Ekkor eqy W C V
altér pontosan akkor nemelfajuld, ha V=W @ W=.

Mivel a szemi-Riemann sokasdgokat dgy definidltuk, hogy érint6teriikdn a skaléris szor-
zas nemelfajuld, ezért alkalmazhatjuk a lemmat. Ezzel megindokoltuk a fenti felbontés
jogossagat.

Térjiink vissza a felbontashoz, illetve az abban szerepld tagokhoz. Az érintd irdanyu
komponens nem hordoz 1j informaciét a feliiletrél, belathato, hogy ha W € T M akkor
tan Vy W = Vy W, ahol V M Levi-Civita konnexi6jat jeloli. Késébb latni fogjuk, hogy a

meréleges irdnyd annél inkabb, ezért erre kiilon elnevezést hasznalunk:

1.10. Definicio. A [I(V, W) = Vy Wi formuldval definidlt TMQTM — TM* figgvényt

mdsodik alapformdnak nevezzik.

Koénnyen lathatd, hogy a mésodik alapforma bilinearis a fliggvények f6l6tt és szimmet-
rikus.
1.6. Gorbiilet, szekcionalis gorbiilet

Egy fejezettel ezel6tt lattuk, hogy a Levi-Civita konnexié definidlhat6 szemi-Riemann
esetben is, semmi akadalya tehat a gorbiiletet szokasos médon definidlni, mely csak ezeket

a fogalmakat hasznalta.

1.11. Definicié. Egy M szemi-Riemann sokasdg Riemann-gérbiilete az
R:T°M - TM RxyZ=VxyZ—[VxZ,VyZ]

képlettel nyert (1,3) tipusi tenzormezd, ahol V az M-hez tartozé Levi-Civita konnexid.
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Ervényben maradnak a Riemann esetbdl ismert azonossigok (X, Y, Z, W vektormezdk):
1. RxyZ =—RyxZ

2. (RxyZ,V) = —(RxyV, Z)

3. RxyZ+ RyzX +RzxY =0

4. (Rxy Z,V)=(RzvX,Y)

A szekcionalis gorbiilet definici6ja is valtozatlan: ha II T,M 2 dimenzi6s altere (érin-
tGsikja), tovabba u, v II egy bazisa, akkor
(Rywv, w)

(v, V) {(w, w) — (v, w)?

K(II) :=

Belathato, hogy K (II) fiiggetlen IT bazisanak valasztasatol. Igaz tovabba, hogy ha egy
adott p € M pontban K(II) =0 V II érintésikra, akkor R = 0 p-ben.

A masodik alapforma segit minket bedgyazott feliiletek gérbiiletének és szekcionalis gor-
biiletének kiszamitasaban. A kovetkezd tételben leirt azonossagot nevezziik Gauss egyen-

letnek:

1.12. Tétel. Legyen M az M szemi-Riemann sokasdg részsokasdga, Riemann-gorbileteik
R és }~2, M mdsodik alapformdja pedig I1. Ekkor tetszdleges V., W, X, Y T M -beli vektor-

mezdk esetén igaz az aldbbi egyenldség:

(RywX,Y) = (Ryw X, Y) + (I1(V, X),II(W,Y)) = (II(V,Y), IL(W, X)).
Ez atfogalmazhat6 a szekcionélis gdrbiiletekre is:

1.13. Kovetkezmény. Legyen II C T,M két dimenzids altér, bdzisa v, w, jelolje K az
M -bels, K a M-beli szekciondlis gorbilét. Ekkor igaz a kévetkezd:

K(v,w) = K(v,w) + (LI (v,0), 1 (w, w)) — (I (v,w), [1(0, w))

(v, V) {(w, w) — (v, w)?

Fontos latnunk, hogy sem a Levi-Civita konnexi6, sem pedig a Riemann-gorbiilet nem
fligg a bedgyazastol. Ez azt jelenti, hogy a szekcionalis gorbiiletek is fliggetlenek a bedgya-
zastol, izometria-invaridnsak. Ez a kovetkezmény éppen Gauss hires tétele, a Theorema

Egregium.

1.7. Szemi-Riemann hiperfeliiletek

Ha adott egy M szemi-Riemann sokasag, részsokasigai kozt kiemelten fontos szerepet
jatszanak az 1 kodimenziojuak. Ezeket nevezziik szemi-Riemann hiperfeliileteknek. Az 1
kodimenzi6 azt is jelenti, hogy T, M direkt kiegészitéje 1 dimenzios altér. Ez az 1 dimenzio
fontos informécidt hordoz a hiperfeliileten 1év6 skalaris szorzat indexérdl, ez indokolja a

kovetkezs elnevezeést:
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1.14. Definicidé. Egy szemi-Riemann hiperfelillet € normdl-eldjele
o +1, ha (z,2) > 0 minden z normdlvektorra.
o —1, ha (z,2z) <0 minden z normdlvektorra.

Meg kell gondolnunk, hogy a z normalvektor énmagéval vett skalaris szorzata lehet-e
0. T, M- rél tudjuk, hogy rajta a skaldris szorzat nem elfajuld, tehat az 1.9. lemma miatt
Tp]\7 =T,M & Tle. A lemma ujbol alkalmazaséval nyerjiik, hogy Tle sem elfajulé.
Azt kaptuk tehét, hogy tetszéleges normalvektor dnmagéaval vett skalaris szorzata nem
lehet 0.

Vilagos az is, hogy ha a feliilet egy p pontbeli normélvektorara (z, z) > 0, akkor ez igaz
bérmely p-beli norméalvektorra. S6t, tetszéleges pontbeli normalvektorra is, hisz az M-
en 1év§ metrika mindeniitt ugyanolyan indextd. Tehat a normal-elgjel a feliiletre jellemzé
allando.

Hiperfeliiletek esetén nem csak az érintétérre merdleges vektorok vizsgalata lesz konnyebb,
hanem az eddig tanult fogalmak is jobban kezelhetévé vilnak. Ehhez sziikségiink van a ko-

vetkez6 definicioras:

1.15. Definicié. Legyen az M C M szemi-Riemann hiperfeliilet eqy pontja p, U normdlis
egyséquektormezd M-en. Ekkor az Sp(v) = —V,U dsszefiiggéssel definidlt T,M — Tp]\7

leképzést M C M hiperfeliilet U-hoz tartozé Weingarten operdtorinak nevezzik.

Megjegyzés: Ha adott egy V vektormez6, akkor az el6z6 kovarians derivilas minden
pontban elvégezhets, igy tenzormez6t kapunk. Ezt is szokds Weingarten-operatornak ne-
vezni, ebben az esetben az S(V') jelolést hasznaljuk.

A kovetkez§ allitas mutatja a Weingarten-leképzés hasznossagat, valamint azt, hogy az

operator valdéjaban M érint6terébe képez.

1.16. Allitas. Tetszdleges V,W € TM esetén igazak az aldbbiak:
1. Sp(V) € T,M és S énadjungdlt.
2. (S(V), W) = {11(V,W),U)

Bizonyitds: Az (U,U) = 1 Osszefiiggést derivalva kapjuk, hogy 2(6\/(], U) = 0, azaz
6VU érintd.

(S(V),W) = —(VyU,W) = (VyW,U) = (II(V,W),U), ezzel a méasodik allitést is
igazoltuk. 2)-bél, és I1 szimmetridjabol kovetkezik, hogy S 6nadjungélt. B

A 2. egyenl6ségbdl kovetkezik, hogy II(v,w) = e(Sv,w)U. Ez azt jelenti, hogy ha a
sokasagon rogzitiink egy normélis vektormez6t, akkor a masodik alapforma adott vektor-
parra egy szammal, (Sv,w)-tal jellemezhets, azaz a masodik alapforma egy (2,0) tipusa
tenzormez6nek tekinthets. Ezt a tenzormezst hagyoményosan B-vel szokas jelolni.

A 2.-es egyenlétlenség felhasznalasaval a Gauss-egyenlet a kovetkez6képpen irhato:
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~ vV, U w,w) — vw2
K(v,w):K(v,w)—i—a(S’ J(Sw, w) = (5 ’2> . (1)

<1), ’U> <U), U)> - <’U, w>
1.8. Hiperfeliiletek R""!'-be agyazva

Ebben a fejezetben attekintjiik, hogy hogyan alakulnak az el6z6 fejezetben kapott ered-
mények, ha a befoglalé tér R2T1. Adott tehat egy n-dimenziés szemi-Riemann hiperfeliilet
R+ 1_ben, jelélje a tovabbiakban a koordinatazo leképezéseket u (R™ — M fiiggvény).

Elgszor a mésodik alapforma B matrixat vizsgaljuk. Adott pontban az érintéteret a
O ... 0yu vektorok generdljék, tehat a B matrixhoz a Vy,0; derivaltakat kell megha-
tarozni. A szemi-Euklideszi tér Levi-Civita konnexidjat mar targyaltuk korabban. Ebbél
tudjuk, hogy a kivant kovaridans derivilasok éppen masodrendd parcidlis derivalast jelen-

tenek. Ebbé6l kapjuk az alabbi Osszefiiggést:

1.17. Allitas. Adott pontban a mdsodik alapforma U normdlis eqységuektormezéhez tar-
tozé B mdtrizdt a

bij = <8i8ju, U) (2)

formula frja le, ahol u o térképezd leképzés.

Megjegyzés: A normalis egységvektormezdre lokalisan két vilasztas lehetséges. Fzek koziil
azt, szokés valasztani, amellyel a Oju, ..., 0yu, U bazis a tér egy természetes orientéciojat
adja.

Nézziik most a Weingarten-leképezést. Sp(v)-t a —V,U képlettel definialtuk, azaz nor-
mélis vektormez6t derivaltunk v irdnyban. Ezt igy is megtehetjiik: vesziink egy o : I — M
paraméteres gorbét, melyre teljesiil, hogy a(tg) = p, o/(t9) = v. Ebben az esetben a

kovaridns derivalds nem maés, mint egy gorbe menti derivalas:

Sp(v) = ~V,U = —(U o)/ (to)-

Ebbél a megkdzelitésbdl kapjuk az alabbi fontos allitdst a Weingarten-operatorra:

1.18. Allitas. Ha o : I — M egy paraméteres giorbe, melyre teljesil, hogy a(tg) =
p, G(to) = v, akkor
(@(to), Up) = (Sp(v),v) = I (v,v).

Bizonyitds: Az el6z6 megallapitas szerint —(Sp(v),v) = ((Uoa) (to), c(to)). A Leibniz

szabaly hasznélataval a kovetkezét kapjuk:
_<SP<U)7 ’U> = <(U © Od)/(to), Oé(t())> =

= (U e a),&(1) (to) — (U 0 alto), &(to)) = —(d(to), Up),
Az utolso egyenléségben azt hasznaltuk fel, hogy Uoa és o/ (t) merdlegesek a gérbe mentén

(az egyik érint6, a masik normalvektor), azaz skalarszorzatuk 0. Ezzel az allitast belattuk.
|
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Nézziik meg, hogyan alakul a Gauss egyenlet az R?F1-be dgyazott esetben! Az 1. egyen-
letbsl a K (v, w) tag kiesik, igy ebben az esetben a gorbiilet B méatrixabol és a metrikabol
szamolhatjuk.

Tovabb egyszertisddik a helyzet, ha a befoglalé tér R3 (azaz a szekcionalis gorbiilet a
szorzatgorbiilet maga), hiszen a szamlalo éppen det(B), a nevezs pedig det(G), ahol G a

metrika matrixa, formulaval

B detB
~ detG’

1.9. Nevezetes feliiletek

Sok olyan n-dimenziés Riemann-sokasaggal talalkozhatunk, melyet egy f : R — R
fiiggvény értékeinek dsképeként nyeriink. Példaul az f(z) = 23 + ... 22 41 fiiggvény r2-hez
tartozé Gsképeként épp az r sugart n-dimenzidés gdbmbdt kapjuk. Ebben a fejezetben azt
szeretnénk megvizsgalni, hogy milyen szemi-Riemann feliileteket kaphatunk fiiggvényérté-
kek &sképeiként, ha a befoglalé teriink R?*1. Hogy valéban hiperfeliiletekrsl lesz sz6, a

kévetkezos tétel biztositja:

1.19. Tétel. Legyen egy f : RV — R sima fiigguény tetszéleges értéke c. Ekkor M =
f~(c) pontosan akkor szemi-Riemann sokasdg, ha M minden pontjdban <g7"ad(f), grad(f)> >
0 vagy <grad(f),grad(f)> < 0. Ekkor M normdleldjele épp <g7“ad(f),grad(f)> eldjele és
az U = grad(f)/|grad(f)| képlettel definidlt vektormezé M normdlis egységuektormezdje.

Megjeqyzések:

1. A tételben grad(f) # 0 feltétel méar elegendd ahhoz, hogy sima hiperfeliiletet kap-
junk.

2. Ha M osszefiiggs, akkor a <grad( f), grad( f)> > 0 feltétel helyett értelemszertien
elegendd a <grad(f),g7“ad(f)> # 0 feltétel.

A kovetkezékben R?T! néhany hiperfeliiletét szeretnénk vizsgalni. A gémbhoz hason-

16an induljunk ki most is a befoglalé tér metrikajabol. Legyen tetszéleges u € R esetén
flu) = (usu) = ei(u’)?

Ellenérizziik le, hogy erre a fliggvényre teljesiilnek-e a tétel feltételei!

grad(f)(u) = (12ul, ... e, 12u™t1), ami azt jelenti, hogy

(grad(f), grad(f)) =Y (ei)*4(u')*.

Azaz, ha x # 0, akkor a f~!(x) tulajdonsagi R?T!-beli pontok valéban szemi-Riemann

feliiletet alkotnak.

1.20. Definici6. Legyen n > 2 egész szdm, f pedig legyen az elébb definidlt figgvény.
Ekkor az S™(r) = f=1(r?) képlettel definidlt hiperfeliiletet v sugari pszeudoszférinak vagy

de-Sitter gombnek nevezzik.
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1.21. Definici6. Legyen n > 2 egész szam, f pedig legyen az elébb definidlt fiigguvény. Ekkor
az H* {(r) = f~1(—r?) képlettel definidlt hiperfelilletet r sugari pszeudohiperboloidnak

nevezzik.

1. abra. A két dimenzios pszeudoszféra és pszeudohiperboloid

Megjeqyzések:

1. A most definialt feliiletcsaladokba beletartoznak jol ismert Riemann-sokasagok, hi-

szen S™ = S épp az n dimenzids gomb, H™ = H|} pedig a hiperbolikus tér.

2. Konnyen lathato, hogy az indexelés informéciét ad a metrikarol, azaz S7, illetve H

indexe éppen s.

A 1.19. tétel segitségével egyben megkapjuk a feliiletek egy normélis egységvektor-
mezGjét is. Ha P a helyvektormezd, akkor az el6bbi szamolés szerint grad(f) = 2P, azaz
az U = P/r vektormezd normalis egységvektormezs. Szintén ebbdl a tételbsl kovetkezik,
hogy a pszeudoszféra normél-elGjele +1, a pszeudo-hiperboloidé pedig —1.

Vizsgaljuk meg, mekkora ezeknek a feliileteknek a gorbiilete! Ehhez a Gauss-egyenlet
szerint a Weingarten-operatort kellene kiszamolnunk.

Legyen V € TM vektormez§, ekkor
_ _ - , 1
SV)=- P/r)y=-1 ig P =—1 Vo, P=-1 '0; = —=V.
(V) = =Vu(Pfr) = =1/r¥s 0, P = =1/r Y vi¥o P = ~1/r Y vits = —

Ez azt jelenti, hogy a Weingarten leképezés az identitas konstansszorosa. Ha ezt az ered-

ményt behelyettesitjiik az 1. egyenletbe, a kovetkez6 eredményt kapjuk:

1.22. Allitas. Az S7(r) pszeudoszféra 1/r% konstans gorbiiletd, mig a H?(r) pszeudohi-

perboloid —1/r% konstans gorbiiletd feliilet.
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A gorbiiletek kiilonb6z6 elGjele azt mutatja, hogy a két feliiletcsalad 1ényegesen kiilén-
béz6, izometria még csak lokalisan sem képzelhetd el koztiik. Metrikdjuk kozt mégis erés
kapcsolat fedezhetd fel. Ez a kapcsolat ramutat arra is, hogy miért csak elGjelben tér el a

feliiletek gorbiilete.

1.23. Allitas. A o : R — RZiH o(P1y- - yPnt1) = (Pst1y- -+ Pnt1,P1s - - - Ps) fligg-
vény antiizometria ST (r) és H]'_(r) kizt, azaz olyan diffeomorfizmus, melyre tetszdleges

v,w € TSP (r) vektorok esetén teljesil, hogy (v,w) = —(do(v),do(w)) .

Bizonyitds: Azt fogjuk beldtni, hogy a fliggvény a befoglalo terek kézt antiizometria,
és a ket felliletet egymasba viszi. Vilagos, hogy a koordnidtacsere diffeomorfizmus. Az
antiizometria belatasdhoz elég csak R?TLbeli vektorokat vizsgalni, hisz ott a pontonkénti
érint6terek mind azonosithatok a befoglald térrel. Vegyiink tehat két vektort, u, v-t R2H!-
bol. Ekkor

(u,v) = —iui’ui + i Wl (do(u),do(v) = iuivi — z”: ul v
i=1 i=1

i=s+1 i=s+1
Ezzel egyben azt is igazoltuk, hogy a leképzés egy S7 (r)-beli pontot valoban H]!_(r)-belibe
visz. W
Eddig a feliiletek differencidlgeometriai tulajdonsagait vizsgaltuk, nem foglalkoztunk
még topologidjukkal. A kovetkezd allitas azt mutatja, hogy a pszeudoszféranak és a pszeu-
dohiperboloidnak nem csak a gorbiileti tulajdonsagai frhatdak le nagyon egyszertien, hanem

topoldgidjuk is.

1.24. Allitas. Az S™(r) pszeudoszféra diffeomorf az R® x S"=% térrel, a H?_,(r) pszeu-
dohiperboloid pedig az S° x R"™% térrel.

Bizonyitds: A fent targyalt antiizometria miatt elég csak a pszeudoszféra esetével fog-
lalkoznunk, ezek kozt is elég csak az egység ,sugarat” vizsgalni. Feladatunk egy olyan
diffeomorfizmust gyartani, mely egy (z,p) € R® x S"¢ parhoz SI-beli pontot rendel.
Legyen

U(@,p) = (21, x, (L4 @) o1 L4 [2)Ppngr ) € R x RPFITS x REFL
Vizsgéljuk meg, hogy ¢ valoban S7-be rendel:
(W, p), v (z,p) = —|z[* + (L +]z) - 1=1

Koénnyen lathato, hogy ¥ akdrhanyszor differencidlhatd, és létezik inverze, tehat valéban

diffeomorfizmus S7 és R® x S™7* kozt. B
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1.10. A fénykip

Az el6z6 fejezetben nem foglalkoztunk azzal, hogy milyen halmazt alkotnak azok a
pontok, melyek az f(u) = > e;(u?)? fiiggvény 0-hoz tartozoé dsképei. Masképp fogalmazva,
mit alkotnak az 6nmagukra meré&leges vektorok.

Viladgos, hogy az 1.19. tétel szerint nem kaphatunk szemi-Riemann feliiletet, hiszen
(grad(f),grad(f)) = 0 az egész feliileten. Azonban az origot kivéve minden pontban igaz,
hogy grad(f) # 0. Tehat azon R?"!-beli p # 0 pontok, melyekhez tartozé helyvektorok
onmagukra mer@legesek, az 1.19. tétel utdni megjegyzés szerint hiperfeliiletet alkotnak. A
korabbiakkal 6sszhangban ezt a feliiletet, illetve vektorhalmazt fénykapnak nevezziik és
A-val jeloljiik.

Az el6z6 fejezetben vizsgéaltuk a pszeudoszféra és a pszeudohiperboloid topoldgiai struk-

tarajat, tegyiik meg most ezt a fénykiappal is.
1.25. Allitas. A A € R fénykip diffeomorf az (RS \ 0) x S5 térrel.

Bizonyitds: Most olyan 1 leképzést kell taldlnunk, mely egy (z,p) € R¥\ 0) x S"~¢
pérhoz rendel egy fénykipbeli elemet. Legyen ¢ a kivetkezd:

Y(x,p) = (z, |zlp) € R x R,

Ekkor
(Y(z,p),¥(z,p)) = —|z] + [z| = 0.

FEz a leképzés akarhanyszor derivalhato, invertalhaté, tehat diffeomorfizmus, és a fenti
egyenlet szerint valéban a fénykipba képez. B

Megjegyzés: Szembetting az allitdsban a hasonlésag a pszeudoszféra, a pszeudohiper-
boloid és a fénykup topolégikus struktirdja kozt. Ez nem véletlen, hiszen a fénykupra,
mint a pszeudoszféra illetve a pszeudohiperboloid hatarhelyzetére is tekinthetiink (a skala-
ris szorzés elromlik a hataratmenetnél). Ez a hatarhelyzet koti 6ssze - vilasztja el az el6z6
fejezetben latott két feliiletcsaladot.

A féenykip elvalaszto tulajdonsagét kicsit precizebben is megfogalmazzuk. Ha vesziink
egy p € S és egy q € H] pontot, akkor mindenképp létezik az 6sszek6ts szakaszukon
egy fénykupbeli elem. Ezt a valos fiiggvvényekre vonatkoz6 Bolzano-tétel indokolja. A
t— (t-p+(1—t)-q,t-p+(1—1t)-q) fliggvény folytonos, egyik végpontjaban pozitiv, méasikban
negativ értéket vesz fel. Ekkor viszont valahol 0-t is felvesz, ez csak egy fénykupbeli helyen

lehetséges.
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2. Gorbilet és konvexitas sima feliileteken

2.1. Alapfogalmak

Konvexitasrél halmaz és részhalmazainak viszonylataban beszélhetiink, ennek sokasa-
gok esetén két utja lehet. Egyrészt beszélhetiink konvex halmazokrél magéan a sokasigon,
geodetikusok és exponencialis leképzés segitségével. Masrészt beszélhetiink arrél, hogy egy
sokasag részsokasaga mikor konvex. Ebben a fejezetben ezt az utat kovetjiik, befoglald te-
riink R?*! lesz. Jegyezziik meg, hogy ezesetben a bedgyazott M sokasag pontjaira egyben,

mint a befoglalé tér vektoraira is tekinthetiink.

2.1. Definicié. Egy M C R hiperfeliilet konver, ha minden p € M pontjdra teljesiil,
hogy M-et tartalmazza az egyik T, M dltal meghatdzozott féltér, azaz

Vge M: (¢q—p,N(p) >0 wagy (q—p,N(p)) <0,

ahol N(p) egy, a TyM érintétérre merdleges vektor.

A definiciéban szerepld féltereket H; -szal, és H,, -szal jeloljiik. Szigortan konvexnek
akkor nevezilink egy hiperfeliiletet, ha a definicioban egyenl@ség csak a p pontban teljesiil.

Beszélhetiink ezen kivil pontbeli konvexitasrol is:

2.2. Definicié. Egy M C R hiperfeliilet konvex p € M pontjdban, ha p-nek létezik

olyan kéornyezete, amely mint sokasdg konvex.

Felmeriil a kérdés, hogy ha egy felillet minden pontjaban konvex, akkor globalisan

konvex-e. Erre a valasz nemleges, a logaritmikus spirél ellenpéldat szolgaltat.

2.2. Konvexitas és a Weingarten-operator a Riemann esetben

Ebben a fejezetben belatjuk, hogy konvexitas és gorbiilet kézt szoros kapcsolat all fenn.
Korabban lattuk, hogy a Gauss-gérbiilet a masodik alapforma segitségével szamithato,
ezért elgszor ezzel foglalkozunk. A kovetkez6kben a mésodik alapformara, mint (0, 2) tipusi

tenzorra fogunk tekinteni, ez a korabban lefrtak miatt megtehetd.

2.3. Allitas. Legyen M olyan R™1-beli hiperfeliilet, mely konvez egy p pontjdban. Ekkor

a hiperfelillet mdsodik alapformdja szemidefinit p-ben.

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy a p € M egy K C M kornyezete a HJ féltérben van,
azaz Vq € K : <q — D, N(p)> > 0. A 1.18. tételt akarjuk hasznalni, ehhez vilasszunk egy
a : I — K paraméteres gorbét, melyre teljesiil, hogy a(0) = p, ,&(0) = v. Definialjuk a

h: I — R egyvaltozos, valos értékd fiiggvényt a kivetkezdképpen:

h(t) = (a(t) —p, N(p))
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Ekkor tudjuk, hogy h(t) > 0 Vt € I, és h(0) = 0 , tehat h-nak 0-ban minimuma van.
Node ekkor

I1(v,v) = (&(0), N(p)) = (h)(0) = 0.

Ha a kezdeti feltevéstinkkel ellentétben a p pont K C M kornyezete a H” féltérben van,
akkor a h fiiggvénynek 0-ban maximuma van, azaz az utolsd egyenlGtlenségben biztosan
< 0 szerepel. Ezzel az allitast bebizonyitottuk.

Megjegyzés: Az allitas azt is kimondja, hogy ha a hiperfeliilet konvex, akkor masodik
alapformaja minden pontjaban szemidefinit.

Nézziik meg mint mond az allitas valos fiiggvényekre. Adott egy f: R™ — R fliggvény.
Ekkor M = graph(f) sokasagot alkot az R™*! térben, melynek térképe u : (x1,...,2,) —
(x1,...,2n, f(z)). Nézzilk meg, hogyan 4ll el6 a méasodik alapforma B matrixa. A 2. egyen-
let szerint ehhez a (0;0;u, N) skalaris szorzatot kellene kiszamolnunk.

Vilagos, hogy 0;0;u = (0,...,0,0;0;f), hatra van tehat egy normalvektormezd kisza-
mitésa. M-re tekinthetiink gy is, mint a g : R" — R (21,...,Zp41) = Tpy1 — f(T1.. . 2p)
fiiggvény 0-hoz tartozé Gsképe, azaz M = g~1(0). Tlyen elallitds esetén grad(g) M-en

normalis vektromezst alkot.

N = grad(g) = (=01f, -+ = Ouf,1).
Allitsuk el6 a masodik alapforma B méatrixat:

0;0;
b = (010 V) = (0.....0.003). grad(s)radg)) = 2L

Igaz tehét a kovetkezd:

2.4. Allitas. Ha egy f : R® — R konvex figguény konver egy pontjdban, akkor ott a

mdsodrendd parcidlis derivdltakbol dllé Hesse-mdtrixz szemidefinit.
A 2.3. allitdsnak 1ényeges kovetkezménye van a szekciondlis gorbiiletekre nézve.

2.5. K6vetkezmény. Legyen M olyan R"1-beli Riemann-hiperfeliilet, mely konvex eqy p

pontjaban. Ekkor a p-beli szekciondlis gorbiiletek nemnegativak.

Bizonyitds: Korabban leirtak alpjan a K(v,w) = <Sz)vv3><f$quuw>>:<f£>§”>2 kifejezést kell

kiszamolni. A nevezérsl tudjuk a Cauchy-Schwarz egyenlétlenség alapjan, hogy pozitiv.
Az el6z6 allitasbol az is kévetkezik, hogy a masodik alapforma szemidefinit.

Ha pozitiv szemidefinit, akkor a Cauchy-Schwarz egyenl6tlenséget alkalmazva azt kap-
juk, hogy a szamlalé > 0, azaz a gorbiilet pozitiv vagy 0. Ha negativ szemidefinit, akkor
ellentettjére alkalmazva a Cauchy-Schwarz egyenl@séget azt kapjuk, hogy a szamlalo szintén
> 0, tehat ugyanez elmondhaté. Fzzel az allitast igazoltuk. B

Felmeriilhet a kérdés hogy igaz-e az allitas megforditasa, azaz ha egy sokasag egy p
pontjaban a mésodik alapforma szemidefinit, akkor konvex-e a feliilet p-ben. A vilasz

nemleges, tekintsiik a kévetkez6 példat:
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Legyen az f(x,y) = x* — y? fiiggvény grafikonja a sokasagunk (azaz a térképezd u
leképzés (z,y) — (z,y, 2% —y?)). Vilagos, hogy a sokasag az origoban nem konvex. Nézziik
meg itt a masodik alapforma matrixat! 9, ;u = (0,0, 1222), 9, yu = (0,0, 423 —2y), d, ,u =
(0,0, —2). Origoban megfelels normalis vektor az N=(0,0,1). Ebbél azt kapjuk, hogy a B
0

0
matrix a 0 pontban: < ), ami szemidefinit.

2.3. A szemi-Riemann eset

Az €l6z6 fejezetben targyalt allitasok gyakorlatilag mind véltozatlanul atvihetdk a

szemi-Riemann esetre is. Tekintsiik at ezeket.

2.6. Allitas. Legyen M R beli hiperfeliilet konvex egy p pontjaban. Ekkor a hiperfeliilet

mdsodik alapformdja szemidefinit p-ben.

Bizonyitds: Fgy az egyben lemésolhaté a Riemann-eset bizonyitésa, hiszen ott csak azt
hasznaltuk ki, hogy a megfelel§ gérbe a féltérben marad, valamint a valds fiiggvényekrél
52016 ismereteinket. W

Igaz marad az allitas kovetkezménye is:

2.7. Kévetkezmény. Ha M egy R?T'-beli Riemann-hiperfeliilet konver egy p pontjdban,
akkor ott a szekciondlis gorbiletek nem vdlthatnak eldjelet (azaz egyforma eldjeliek, esetleg
0-k).

Bizonyitds: Ebben az esetben a K(v,w) = 5<SEJUU3)<Z§$£>:(7<JS;)1§>2 kifejezést kell vizsgal-

nunk. A Weingarten operatorrdl ugyanigy tudjuk, hogy szemidefinit, ezért a tort értéke
nemnegativ, € pedig a feliiletre jellemz6 adlland6. Ebb6l azt is lathatjuk, hogy a szekciondlis
gorbiiletek elGjele csak a feliilet normal-elGjelétsl fiigg. A

Fontos szerepet jatszik a tovabbiakban az alabbi kovetkezmény:

2.8. Kovetkezmény. Ha eqy M C ]RTlH'l hiperfeliilet érintdterei térszerdek, és M konvex

egy p pontjdban, akkor a p-beli szekciondlis gorbiiletek nempozitivak.
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3. Nem sima feliiletek gorbiilete

3.1. Bevezetés

A tovibbiakban olyan R?H—beli n-dimenzios sszefiiggd topologikus sokasdgokkal fo-
gunk foglalkozni, amelyek nem feltétleniil simak. Altalanositjuk rajuk a hagyoméanyos gor-

biiletfogalmat, és megvizsgaljuk kapcsolatat a konvexitassal.

3.1. Definicio. Egy M C R hiperfelillet konvex, ha Gsszefiiggd, és a feliletet RY b6l
elhagyva a tér két dsszefiiggdségi komponensre esik szét, melyek kézil az egyik konvex. Ezt

a konvex halmazt a tovdbbiakban Kr-mel jelolyik.

3.2. Definicié. Egy M konvex hiperfeliilet térszerd, ha Kas tartalmazza a felilet barmely

pontjdhoz tartozo zdrt pozitiv fénykipot, a fénykiup csicspontjdt kivéve.

A definici6 szemléletes tartalma az, hogy a feliileten valé elmozdulas irdnya a fénykapon
kiviil esik, azaz térszerd.

Jegyezziik meg, hogy ugyanigy nevezhetnénk egy konvex hiperfeliiletet térszertinek ak-
kor is, ha Kjs tartalmazza a feliilet barmely pontjaba tartoz6 zart negativ fénykuapot.
Ez azonban semmi Gjdonsiagot nem hozna, hiszen egy ilyet tiikrézve az x,41 = 0 sikra

(izometria), egy, a definicionak megfelels feliiletet kapunk.

3.3. Definicio. Egy M konvez hiperfelilet hirjdan a hiperfeliilet két tetszdleges pontja kézti

zart szakaszt értjuik.

3.4. Allitas. Az aldbbi dllitdsok ekvivalensek:
1. M térszerd.
2. M bdrmely hirja térszeru.

3. M térszerd, akkor bdrmely tamaszhipersikja is térszerd.

Bizonyitds:

1. = 3. Tegyiik fel, hogy p € M pontban létezik nem térszertd tamaszhipersik. Ekkor
trividlis, hogy a p-beli fénykip nem lehet teljes egészében Kjps-ben.

3. = 2. Tegyiik fel, hogy a gorbének létezik nem térszerd huarja, legyenek végpontjai
p és q. Vegyilik a p-re és g-ra illeszkedd fiiggtleges két dimenzids sikot. Ennek metszete
M-mel egy folytonos gorbe. E gorbének van olyan tdmaszegyenese, amely parhuzamos
a pq szakasszal, legyen az egyenes kiézOs pontja a feliilettel . Ekkor van olyan z-beli
tamaszhipersik, melynek része a tdmaszegyenes. Ez ellentmondés, hisz egy térszerd hipersik
minden részegyenese is sziikségszertien térszerd.

2. = 1. Ha lenne olyan p pont, amelybe allitott fénykip belemetsz a feliiletbe, a

metszéspontot p-vel 6sszekotve nem térszerd hurt kapnank. H
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Fejezetiink végén megjegyezziik, hogy ha adott egy tetszéleges R?H—beli hiperfeliilet,
akkor az, mint altér, topologiat 6rokol a befoglald térbsl. A kovetkezdkben latni fogjuk,
hogy konvex és térszertd felilleten gyarthatunk olyan metrikat, mely ekvivalens ezzel a

topologiaval.

3.2. Metrika a feliileten

Ahhoz, hogy a feliileten metrikat definidlhassunk, el@szér a feliilet gérbéinek ivhosszat
fogjuk meghatarozni, ez 4all fejezetiink els§ részében.

A gorbéket torottvonalakkal kozelitjiik szokds szerint. A torottvonalak a feliiletnek
olyan hurjaibdél &llnak, melyek térszerti egyeneseket hataroznak meg. Ez egyben azt is je-
lenti, hogy a szakaszokon kiilon-kiilén tudunk tavolsagot mérni az 6rokolt euklideszi metrika
segitségével. Ha Osszeadjuk a szakaszok hosszait, megkapjuk a téréttvonal hosszat.

A befoglalé teriink az R’f“, amelyen a metrika indefinit. Ez azt eredményezheti, hogy
ha finomitjuk a felosztast, a keletkezett toréttvonal hossza révidebb lehet, mint a durvabb

felosztasu torottvonalé. A kovetkezd allitas ezt pontositja.

3.5. Allitas. Legyenek A, B, C olyan Ri-beli pontok, melyek térszerd egyenesket feszitenek
ki, és megfeleld elsé koordindtdikra a1 < by < c1. Ekkor igaz lesz a forditott hdromszdg-

egyenlétlenség, azaz mindig fenndll az AB + BC < AC dsszefiiggés.

2. abra. A forditott haromszogegyenlGtlenség

Bizonyitds: Feltehets, hogy A az origoban van, hisz az eltolds izometria. A B pont

koordinatai legyenek (b1, b2), C-é (c1,c2). A kovetkezét kell igazolni:

e —02>\/b2—b2+\/01—b1 CQ—bQ)

A szamolas vaza a kovetkezs:

\/cl—cg—\/b2—62>\/cl—b1 (c2 — b2)” /?
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\/(C% - C%)\/(b% —b3) < c1by — caby /?
(2
—C%b% — C%b% S —2Clb102b2

0 < (c1b2 — 0251)2

(1) Meg kell viszgélnunk, hogy a kifejezés miért pozitiv, hiszen csak ekkor ekvivalens
4talakitds a négyzetreemelés. A kifejezés pontosan akkor pozitiv, ha ¢ — 3 > b — b3.
Rogzitett B esetén a feltételt kielégits C' pontok az 2% — y? = b? — b3 egyenletii hiperbola
altal hatarolt, a 2. abran jelzett teriileten vannak. Am, ha BC térszeri és by < c¢;, akkor
ez teljesiil.

(2) Hasonloan meg kell gondolnunk, hogy miért pozitiv a kifejezés. Tudjuk, hogy |c1| >
|ca|, valamint |by| > |ba|, emiatt c1b1 = |ci||b1] > |ca||b2] > cobe, azaz tényleg pozitiv a
kifejezés.

Ezzel az Allitast belattuk. B

Megjegyzés: A bizonyitasbol az is leolvashaté, hogy az allitasban egyenlGség csak akkor
fordul els, ha c1by — coby = 0. Atalakitva % = 2—;, ami azt jelenti, hogy AB és AC iranya
megegyezik, azaz a harom pont egy egyenesbe esik.

Az elgz6 allitdsnal tobbet is elmondhatunk:

3.6. Allitas. Ha A, B,C az el626 dllitdsbeli pontok és B-t fiiggdlegesen lefele mozgatjuk
dgy, hogy tovdbbra is térszerd szakaszokat kapjunk, akkor az AB + BC' hossz csokken.

Bizonyitds: A hosszfiigvényt paraméteresen felirva és derivalva az el§z6héz hasonld
szamolassal adodik az eredmény. B

Sziikséglink lesz a tovabbiakban a kdvetkez§ jelolésekre: ha p és ¢ pontok a feliileten,
akkor

Ip,alls = vV (pr — @)%+ + (P — @)% — (Prt1 — Gns1)?

Ipsdlle = V(1 —a)2+ -+ (Pn— )2 + (Prs1 — Gns1)?
19y allo ==V (p1 — @)% + -+ (P — qn)2.

Ezzel jeloljik tehat a két pont szemi-euklideszi, euklideszi, és a vizszintes hipersikra vett

vetiileteik euklideszi tavolsagat.
3.7. Allitas. Tetszbleges p,q € M esetén
I, alls < llp,qllo < [, alle
Térjiink ra gorbék ivhosszanak meghatarozaséara:

3.8. Definicié. A ~ : [a,b] — M gérbe rektifikdlhatd, és twhossza L(7), ha Ve > 0-hoz
30 > 0, hogy tetszdleges olyan a = tg < t1 < ... < t, = b felosztdasra, melyre t; — t;_1 <
0 (i=1...n), teljesiil, hogy

> ) = v(t)ll, — L()| < e
1
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Az euklideszi eset bizonyitasat kis mértékben modositva kapjuk a kévetkezd tételt:

3.9. Allitas. Ha M sima hiperfeliilet, v : [a,b] — M sima gorbéje, és || (t)||s integrdl-
hato, akkor ~ rektifikdlhatd, és L(y) = ff 17/ (2)]] sdt.

Gorbék ivhossza segitségével mar definidlhatjuk a feliilet két tetszSleges pontjanak téa-

volsagat:
3.10. Definicio. Tetszdleges p,q € M esetén
d(p,q) = mf{L(’y)‘ v p,q kézti rektifikdlhato gdrbe}

Elgszor is lassuk be, hogy barmely két pontot kot 6ssze rektifikdlhato gorbe. Erre sziik-
ség van, kiilénben el6fordulhatna, hogy az iireshalmaz infimumat vessziik, ami végtelen

tavolsagokat eredményezne.

3.11. Lemma. Egy konvex térszerd hiperfelilet bdrmely két pontja kiozt létezik rektifikdl-
hato gorbe.

Bizonyitds: Ha p és g a feliilet két pontja, akkor a rajuk illeszkedd fliggéleges két
dimenzio6s sik folytonos v gérbében metszi a felilletet. A 3.5. allitas szerint v tetszéleges
felosztasahoz tartozé toréttvonal hossza < |[|p, q||s. Eszerint a gorbe korlatos valtozasi,
azaz rektifikalhato.

Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy adott p, q pontokhoz és tetszéleges € > 0-hoz mindig
talalhatunk olyan M-beli csucsokkal rendelkezé tordttvonalat, melynek hossza < d(p, q)+e¢.
Keressiink ugyanis egy olyan gorbét, amelynek eltérése a tavolsagtol €/3, majd ezt a gorbét
kozelitsiik olyan tordttvonallal, mely hosszanak eltérése a gorbéétdl szintén /3. Nyilvan

egy ilyen torottvonal megfelels lesz.
3.12. Tétel. Az gy definidlt tavolsdg metrikdt hatdroz meg.
Bizonyitds:

1. d(a,b) > 0. Ez természetesen igaz, mert egy goérbe hossza nemnegativ, a tavolsag

meg nemnegativ szdmok infimuma, ami szintén nemnegativ.
2. d(a,b) = d(b,a) trivialis.

3. d(a,b) + d(b,c) > d(a,c) VYa,b,c € M. Tegyiik fel, hogy d(a,b) + d(b,c) < d(a,c)
valamely a,b,c € M-re. Ha az eltérés a két oldal kozt e, akkor d(a,b)-t és d(b, c)-t két
gorbével e/3-nyira megkozelitve, és azokat Gsszeftizve olyan gorbét kapunk, melynek

hossza kisebb, mint d(a, ¢), ami ellentmondés.

4. d(a,b) = 0 = a = b. Tegytik fel, hogy a és b olyan nem egybeesé pontok, melyek
tavolsédga 0. Ezzel ekvivalens, hogy létezik tetsz6legesen rovid tordttvonal a és b kozt.

Az ellentmondés igazolasahoz sziikségiink lesz néhany fogalomra és lemmara.
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3.13. Definici6. Legyen két RT -beli pontunk X (w1, ..., Zn, Tni1) 65 Y (Yis - -+ s Uny Ynt1),
az dltaluk meghatdrozott egyenest jeldlje e. Ha az e egyenes fliggbleges, meredeksége legyen

00, ha pedig nem fiiggdleges, meredekségén a kovetkezd szamot értsiik:

(yn+1 - xn+1)2
me =m(X,Y) =
‘ ( ’ ) \/(yl_x1)2+--'(yn_xn)2
Vegytik észre, hogy a kifejezés éppen az egyenesen vett fiiggéleges és vizszintes (n-
dimenzios) elmozdulas hanyadosa. Fogalmunk annyiban tér el a két dimenzios meredek-
ségfogalomtél, hogy most nem beszéliink negativ meredekségrsl. Konnyti meggondolni to-
vabba, hogy a definicié j6, nem fordulhat el§, hogy egy egyenes két kiilonb6z6 pontparjabél

kiindulva kiilonb6z8 meredekségeket kapunk.

3.14. Allitas.

2 2 2
b alls = /llps alle? — (m(pa)?lIp, all.”,

ahol m(pq) a pq egyenes meredeksége.

Bizonyitds: Eszrevételiink kozvetleniil kovetkezik a meredekség definiciojabol. B
Vegyiik észre, hogy ha egy feliilet térszerd, akkor hirjai meredekségeinek szuprémuma
< 1. A kovetkezd két lemma ezt az észrevételt annyival egésziti ki, hogy egy kompakt

halmazon beliil ez a szuprémum hatarozottan kisebb 1-nél.

3.15. Lemma. Legyen az M hiperfeliletnek p egy pontja, K C M pedig p-t tartalmazd
kompakt halmaz. Ekkor
my = sup {m(pq)lq € K} <1

Bizonyitas: Az &llitas igazolasdhoz sziikségiink lesz a kovetkezs fiiggvényre: f: K —
R g — m(pq). Ez a fiiggvény nyilvan folytonos a p pontot kivéve. Tegyiik fel, hogy a
fenti szuprémum értéke 1. Ekkor létezik olyan ¢; pontsorozat, mely mentén az m(pg;)
meredekségek 1-hez konvergilnak. Ennek a ¢; sorozatnak létezik torlédaspontja K-ban,
legyen ez r. Két esetet kell megkiilonbdztetniink.

1. Ha r # p, akkor f folytonossaga miatt a pr har meredeksége 1 lenne, ami ellentmon-
das.

2. Ha p = r. Ekkor a pq; egyenesek sorozatabol kivalaszthat6 konvergens részsorozat.
Feleltessiik meg ugyanis az egyenesek iranyait egy p koriili euklideszi egységgémb elemeinek.
Ezeknek van torlodaspontja a gébmbon. A torloédaspont meghataroz egy irdnyt, és ezzel egy
olyan p-n atmeng érintGegyenest, amely része a p-beli fénykapnak. Ez szintén ellentmondés.
|

3.16. Lemma. Legyen az M hiperfeliletnek K eqy kompakt részhalmaza. Ekkor

sup{m(pq)|p,q € K} <1
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Bizonyitds: Az el6z6 lemma eredményét hasznaljuk. Legyen Mer : K — R p — m,,.
Kénnyen lathato, hogy ez egy folytonos fiiggvény K-n, igy ott felveszi maximumét. Ez a

maximum mindenképp < 1. B

3.17. Lemma. Adott az M hiperfeliilet eqy K kompakt részhalmazdban két pont, p és q.
Ha egy p és q kézti tordtivonal végig K-ban halad, akkor a tordttvonal hossza legaldbb
IIp, qllv V1 — S2, ahol S az el626 dllitdsban kapott meredekség-szuprémum (és egyben maxi-

Bizonyitds: Jelolje a tordttvonalak szakaszainak végpontjait p = p° p',...p"

Nézziik elészor a pt, p! tavolsagot.

o , 2 A N2 , N
Hp‘yp’Hsz\/@ﬁ—p{) +~-+<p%—p%) —(pzﬂ—f#m) >

. W? ) ot (- p) -5 (0 p) = VIS

Becsiiljiik most a torottvonal hosszat:

1% pH s+ " s = V1= 8% (% o + -+ [ 27 ) = [lp, allov/T = S2.

Az utolso lépésben az n dimenzids euklideszi téren hasznaltunk haromszog-egyenlétlenséget,
amivel az allitast belattuk. B

Most kialakitott foglamaink és lemméink mar lehetévé teszik allitasunk bizonyitasat:
3.18. Tétel. Ha adott p,q € M és p # q, akkor d(p,q) # 0

Bizonyitds: Legyen H az a zart henger, melynek forgastengelye egy fiigg6leges, p-n
atmend egyenes, p koriili alapgémbjének sugara pedig ||p, q||,. Messiik el ezt a hengert a
feliilettel, igy egy kompakt K halmazt kapunk. A K halmaz két pontja kozt halad6é hurok
meredekségeinek létezik 1-nél kisebb szuprémuma, jeldlje ezt S. Tegyiik fel, hogy létezik
tetszblegesen révid y térottvonal p és g kozt.

1. Ha egy torottvonal nem lép ki K-bol, akkor hossza legalabb ||p, ¢|l,v/1 — S? az el6z6
lemma szerint (S-t most ehhez a K halmazhoz valasztjuk), tehat nem lehet tetszélegesen
rovid.

2. Ha egy torottvonal kilép K boél, akkor a kovetkezét tehetjiik. Induljon v p-bél, a
K hatarat el6szor atléps szakaszénak végpontjait jelolje x és y (Id. a 3. abra). Tekint-
sitk az xy egyenesre illeszked§ filigg6leges 2 dimenzios sikot, ennek van kozds egyenese a
hengerpalésttal, legyen ez e. Az e egyenesnek létezik M-mel metszéspontja, legyen ez u.
Ekkor ||p, ully = ||p, q||v- Tudjuk tovabba a 3.5. allitasbol, hogy ||z, ulls + ||u, ylls < ||z, y||s-
Ha kicseréljiikk v-ban az xy szakaszt xu-ra és uy-ra, akkor a toréttvonalat réviditjiik. Vi-
szont a tordttvonal u-ig terjedd részének hosszat becsiilhetjiik alulrol a ||p, ull,v/1 — S2 =
Ip, qllov/1 — S2 kifejezéssel. A teljes toréttvonal ennél biztosan hosszabb, amivel az allitast
belattuk. B
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Megjegyzés: A bizonyitasbol azt is megkaptuk, hogy

d(p,q) = |Ip,allo vl — 52, (3)

ahol S a fent kapott meredekség-szuprémum.
A most keletkezett metrika a feliileten egy topoldgiat general. Szeretnénk belatni hogy

ez a topoldgia azonos a befoglald térbdl 6rokolt topologiaval.
3.19. Allitas. Az M felilet R?H—bé’l orokdlt, és metrikdbdl szdrmazo topoldgidja azonos.

Bizonyitds: A metrikabol szarmazd topoldgiat a tetszbleges sugari és kézépponti met-
rikus nyilt gdmbok generaljak, az 6rokolt topolégianak pedig tgy kaphatjuk bézisat, ha
vessziik az n + 1 dimenzioés euklideszi nyilt gdmbok metszeteit M-mel (a tovabbiakban
ezeket csak egyszeriien euklideszi gomboknek nevezziik).

Elszor azt bizonyitjuk, hogy ha vesziink egy R sugara nyilt metrikus gémbot (Bg), és
annak egy belsé g pontjat, akkor 1étezik ¢ kozéppontt euklideszi gomb, mely része Br-nek
is. Mivel ¢ belsé pont, ezért 1étezik olyan g koriili metrikus gémb, mely része Br-nek, legyen
ez B,. Tudjuk, hogy tetszbleges x € M esetén d(q,z) < ||¢,z|le. Ez azt jelenti, hogy ha
llg, z||e < r, akkor d(q,z) < r, azaz ha x bels6 pontja az r sugart, ¢ kézéppontu euklideszi
gémbnek, akkor belsé pontja az r sugart, ¢ kézépponti metrikus gémbnek is. Ez igazolja,
hogy a g kozéppont, r sugart euklideszi gémb része Br-nek. Ezzel az ekvivalencia egyik
irdnyat bebizonyitottuk.

Kovetkezzen a masik irdny. Vegylink egy R sugara p kézépponti euklideszi By gémbdt.
Tetszéleges ¢ € M N B ponthoz kell taldlnunk olyan g kdzépponta nyilt metrikus gombot,
mely része Br-nek. A fenti gondolatmenet szerint feltehets, hogy p = ¢. Tudjuk, hogy Bgr
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két pontja kdzt htzdédé hurok meredekségei feliilrél becsiilhet6k valamilyen S < 1 szdmmal
(vegyiik Bp lezartjat). S6t, a 3. egyenletbdl azt is tudjuk, hogy tetszéleges © € Br pontra
Ip, )| 252% < ||p, z]|lsV/1 — §2 < d(p, ). Tehat ha d(p,z) < RAFS akkor |,z < R.
7”2_52 sugar( metrikus gémbnek, akkor
eleme Bpr-nek is. Ezzel belatuk, hogy a p kézépponti, RY 1552 sugart metrikus gémb része
BR—nek. |

Fejezetiink végén megjegyezziik, hogy ha M sima feliilet, akkor a most bevezetett met-

Ez azt jelenti, hogy ha z eleme a p koézépponti R

rika egyezik a Riemann-metrikabdl szarmazoéval. Ez a 3.9. allitas kovetkezménye.

3.3. Geodetikus metrikus terek

Most targyalt feliileteinken gorbiiletet szeretnénk értelmezni, ehhez sziikségiink lesz a

geodetikus metrikus terek fogalmara.

3.20. Definicié. Legyen I egy zdrt intervallum, X, d pedig egy metrikus tér. Egy~v: I —
X gorbe geodetikus, ha tetszdleges s,t € I pontok esetén

d(f)/(s)?r}/(t)) = |S - t|7
azaz vy izometrikus bedgyazdsa az intervallumnak.

3.21. Definicidé. Eqy v I — X gorbe lokdlisan geodetikus, ha tetszdleges t € I pontjanak

van olyan kornyezete, melyre v-t lesziikitve geodetikust kapunk.

Vegyiik észre, hogy Riemann-sokasagok esetén nem minden geodetikus vonal marad
geodetikus ebben az 1j értelemben. Vegytlink példaul egy m-nél hosszabb zart f6korivet az
egységgdmbon, ennek végpontjaindl nem igaz a fenti egyenldség. Hagyoményos geodetiku-

sainkra az mondhaté el, hogy lokalisan geodetikusak az 1j értelemben.

3.22. Definicié. Egy (X,d) metrikus tér geodetikus, ha Vp,q € X esetén létezik olyan ~y
gorbe a két pont kézt, hogy

L(v) = d(p, 9),

ahol L(7y) a gorbe kordbban tdrgyalt ivhosszdt jelils.
Megjeqyzés:

1. Vegyiik észre, hogy egy Riemann-sokasag nem feltétleniil lesz geodetikus metrikus
tér, ilyen példaul R?\0 a szokdsos euklideszi metrikéval. Viszont ha egy M Riemann-

sokasig geodetikusan teljes, akkor M geodetikus metrikus tér is egyben.
2. Ha ~ egy, a definici6 feltételét teljesits gorbe, akkor sziikségképpen geodetikus.

3. Ha X geodetikus metrikus tér, akkor sziikségképpen Gsszefiiggs.
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3.23. Definicié. Egy (X,d) metrikus tér r-geodetikus, ha Vp,q € X, d(p,q) < r esetén

létezik Oket 0sszekotd geodetikus.

Vilagos, hogy a > 1 dimenziés egységgdmb éppen m-geodetikus, az r sugard gémb
pedig rm geodetikus lesz. A tovabbmenetelhez sziikségiink lesz az Arzeld-Ascoli tétel egyik

valtozatara.

3.24. Allitas (Arzela-Ascoli). Legyen f.(x) egy [a,b] — X fiigguénysorozat. Ha létezik
egy olyan K C X kompakt halmaz, hogy fn(x) € K VYn € N és x € [a,b] eselén, és
az fn fiigguények egyenld mértékben egyenletesen folytonosak, akkor a fiigguénysorozatnak

kivdlaszthaté egyenletesen konvergens részsorozata.
3.25. Tétel. Egy konvex térszerd hiperfelilet mindig geodetikus metrikus tér.

Bizonyitds: Vegyiik a feliilet tetsz6leges p és g pontjat. Ezek tavolsdgat, mint gorbe-
hosszak infimumat értelmeztiik, tehat létezik egy olyan v, : [a,b] — M gorbesorozat, hogy
Tn(a) = p,n(b) = b Vn és lim, o0 L(7y) = d(p,q) Ezekrdl a kozelits gorbékrsl konnyen
latszik, hogy egyenl6 mértékben egyenletesen folytonosak. Ha beladtnank tehét, hogy a
gorbék egy M-beli kompakt halmazon beliil mozognak, akkor lenne egyenletesen konver-
gens részsorozatuk. Ennek az egyenletesen konvergalé gorbesorozatnak lenne pontonként

hatarértéke, mégpedig egy folytonos gorbe, melynek ivhossza épp d(p, q).

3.26. Lemma. Létezik olyan K C M kompakt halmaz és N € N, hogy tetszéleges t € [a,b]
és N < n esetén fp(t) € K.

Bizonyitds: Vegylik a p kozéppontt, 2 - d(p,q) sugara zart metrikus gombot. Ez a
halmaz a topolégidk ekvivalencidja miatt kompakt, és egy olyan gorbe, melynek ivhossza
< 3/2-d(p, q), nem léphet ki bel6le. Ezzel a lemmét belattuk, a lemma bizonyitasaval pedig
tételiinket is igazoltuk.l

3.4. A CAT(0) tulajdonsagu terek

Ratériink a gorbiiletfogalom bevezetésére geodetikus metrikus terekben. Mivel nincs
keziinkben a differencalasi apparatus, mas eszkdzhoz kell nytlnunk. Nem lehet redlis cé-
lunk az sem, hogy geodetikus metrikus terek minden pontjaban gorbiiletet értelmezziink.
Gondoljunk arra, hogy a felliletnek lehetnek ,cstcsai”, ahol a gorbiiletfogalom épeszi kiter-
jesztése aligha lehetséges, tehat a gorbiiletfogalmat lokalisan szeretnénk értelmezni. ElGszor
a < 0 gorbiilet esetét targyaljuk.

A differencidlapparatus hianyat terek osszehasonlitasaval potoljuk. Osszehasonlitasi
térnek konstans O gorbiiletd feliiletet szeretnénk hasznalni, mégpedig az euklideszi sikot.
Felmeriilhet a kérdés, hogy miért éppen ezt vilasztjuk a konstans 0 gorbiiletd feliletek
koziil. Erre az euklideszi sik kitiintetett szerepe adja a valaszt a konstans 0 gorbiiletti 2 di-

menzi6s feliiletek kozt. Tudjuk ugyanis, hogy egyediil ez teljes és egyszeresen Osszefiiggs az
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ilyen tulajdonsagu feliiletek kozt. S6t, minden més 2 dimenzids teljes, dsszefiiggd, konstans

0 gorbiileti feliilet elgallithat6é, mint az euklideszi sik faktora.

3.27. Definicidé. Legyen X geodetikus metrikus tér. Egy X-beli hdromszégon X hdrom

pontjinak, és harom, a pontokat pironként 6sszekitd geodetikus szakaszdnak unidjdt értjik.

3.28. Definicié. Legyen X geodetikus metrikus tér, A\(p,q,r) pedig legyen egy X -beli hd-
romszog. A A(p,q,r) R2-beli Gsszehasonlitdsi hdromszégén olyan R2-beli p*, q*,r* pont-
hdarmast, és ket 0sszekotd geodetikus szakaszokat értiink, melyekre teljesiil, hogy d(p,q) =
d*(p*q*), d(q,r) = d*(q¢*,r*), valamint d(r,p) = d*(r*, p*), ahol d*( , ) az euklideszi sikon
mért tdvolsdg.

A Az(q,r) pedig legyen az 0sszehasonlitdsi hdromszog p-nél fekvd belsd szdge.

Vegyiik észre, hogy 0sszehasonlitasi hdromszog mindig létezik és izometria erejéig egy-
értelmid. Fontos lesz a tovabbiakban az is, hogy az eredeti és az 6sszehasonlitasi haromszog
megfelel§ oldalai egymaésnak izometridval megfeleltethetGek, hisz azok egyforma hosszi

geodetikusok.

4. abra. Osszehasonlitasi hdromszog és C AT (0)-egyenl6tlenség

3.29. Definicié. Egy X metrikus tér CAT(0) tulajdonsdgi, ha
1. X geodetikus metrikus tér.

2. Teljesiil a CAT(0)-egyenlétlenség (Id. 4. dbra), miszerint tetszéleges X -beli T hdrom-

szog, és bdarmely x,y € T esetén teljesiil az
d(z,y) < d*(z", y")

osszefiiggés, ahol d* az euklideszi tdvolsdg, és x*, y* az x-nek és y-nak megfeleld

pontok az ésszehasonlitdsi hdromszdgben.
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Megjegyzés: Ha X C'AT(0) tulajdonsagu, akkor X egyben geodetikus metrikus is, tehat

biztosan Osszefiiggs.

3.30. Definicio. Egy X metrikus tér Alekszandrov-gérbiilete < 0, ha a tér minden pont-
janak van CAT(0) tulajdonsdgi kornyezete.

A tovabbiakban szeretnénk megvizsgalni a definicié néhany ekvivalens alakjat.

3.31. Allitas. Legyen X geodetikus metrikus tér. Az aldbbiak ekvivalensek:
1. X CAT(0) tulajdonsdgi.

2. Tetszileges X-beli A(p,q,r) és © € [qr] esetén d(p,z) < d(p*,x*), ahol p*,z* a

megfeleld pontok az dsszehasonlitdsi hdromszigben.

3. Tetszdleges X -beli \(p,q,r) és x € [pq], y € [p,r| esetén
Z5(w,y) < Z5(q,7)

Bizonyitds vdzlata: Az 1 = 2 irdny trividlis, elgszor belatjuk az 2 = 1 irdnyt, majd az
1 & 3 ekvivalenciat.

2 = 1 Vegyiink egy x € [q,r] és egy y € [p,q] pontot. A CAT(0) tulajdonsag igazola-
sahoz elég belatnunk, hogy d(x,y) < d*(x*,y*). A A(p,x,r) dsszehasonlitasi haromszog-
ben z-nek és y-nak megfelel§ pontok tavolsaga nyilvan legfeljebb d(x,y). Vegyiik ezutan a
A(p, q,r) Osszehasonlitasi haromszogét. Tudjuk, hogy ha két haromszog két oldala meg-
egyezik, akkor a harmadik oldal abban nagyobb, amelyben a két egyezs oldal altal kozrezart
sz0g nagyobb. Ez igazolja az &ll{tast.

1 <= 3 Legyen A(p,q,7) X-beli haromszdg, = € [pq], y € [p, r]. Vegyiik A(p, q,7) R%-
beli 6sszehasonlitasi haromszogét (A*(p*, ¢*,7*)), benne az x és y pontoknak feleljen meg
x* és y*. Vegyiik ezen kiviil A(p, z,y) R%-beli dsszehasonlitasi haromszogét (A (p', 2, y')).
Tudjuk, hogy ekkor d(p,x) = d(p*,xz*) = d(p’, 2’), valamint d(p,z) = d(p*,y*) = d(p', ).
Ezek szerint az R2-beli A(p'2’,y') és AN*(p*, x*, y*) két oldala megegyezik. Hasznéljuk fel is-
mét, hogy ha két haromszog két oldala megegyezik, akkor a harmadik oldal abban nagyobb,
amelyben a két egyez6 oldal dltal kozrezart szog nagyobb. Eszerint d(x*,y*) > d(2/,y')
pontosan akkor teljesiil, ha /5(q,7) > Z5(x,y). Mivel d(z,y) = d(z',y'), az ekvivalenciat
belattuk. H

Egy negyedik, kozismert atfogalmazashoz sziikségiink lesz egy ujabb szégfogalomra.

3.32. Definici6. Legyen X metrikus tér, melynek v : [0,a] — X és v : [0,0] = X
k6z0s kezddpontu geodetikusai, azaz v1(0) = v2(0). Tekintsik a x v1(s), v2(t) ponthdrmas
dsszehasonlitdsi hdaromszogét az R? téren, jelolje az dsszehasonlitdsi hdromszog x*-ndl lévd
szogét afs,t) (Id 5. dbra). A két geodetikus, 1 és vo Alekszandrov-szogén a kovetkezdt
értyik:
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Z(y1,72) = limsup a(s,t) = lim sup «a(s,t).
5,t—0 e=00<s t<e

3.33. Allitas. Ha X geodetikus metrikus tér, akkor az aldbbiak ekvivalensek:

1. X CAT(0) tulajdonsdgi

2. X tetszdleges geodetikus hdromszégében bdrmely oldalpdr dltal bezdrt Alekszandrov-

sz20g kisebb, mint az R2-beli dsszehasonlitdsi hdromszog megfeleld belsé szige.

~a(s)

5. 4bra. Az Alekszandrov-szog

A fejezet végén fontos még néhany szét szolnunk arrdl, hogy mennyire esik egybe a
most kialakitott gorbiiletfogalmunk a Riemann-sokasdgok koérében megismert gorbiiletfo-
galommal. Sok félreértésre adhatna ugyanis okot, ha egy Riemann-sokasagon a két gor-
biiletfogalom nem csengene egybe, mést értenénk lokalisan a feliilet hagyomanyos, illetve
Alekszandrov-gorbiiletén. Hogy ez nem fordulhat els, a kévetkezs fontos tétel biztositja.

Bizonyit4asa megtalalhaté [1] 165-170. oldalan.

3.34. Tétel. [Alekszandrov, Toponogov| Legyen M teljes Riemann-sokasdg. Ekkor az aldb-

biak ekvivalensek.
1. X Alekszandrov-géorbilete <0

2. M szekciondlis gorbiileter nempozitivak a feliilet minden pontjiban.

Megjegyzés: Fontosnak tartjuk megemliteni, hogy a definici¢ étletét hasznéalva beszél-
hetiink nem csak CAT(0), hanem CAT(e) tulajdonsagu terekrél is, ahol e tetszéleges
valos szdm. Mindossze annyit kell valtoztatnunk az eddigieken, hogy az Osszehasonlitéasi
haromszoget pozitiv esetben az e gorbiiletd kétdimenzios gombon, negativ esetben pedig
az ¢ gorbiiletd hiperbolikus sikon tekintjiik. Ennek segitségével a C AT (¢)-tulajdonsag de-
finicioja a negativ esetre valtozatlanul, pozitiv esetre néhény apréd technikai kiegészitéssel
atvihetd (ezekre a techinkai feltételekre azért van sziikség, mert a gombon nem létezik akar-
milyen hossziisagi geodetikus, igy nem tekinthetjiik akdrmilyen haromszog 6sszehasonlitasi

haromszogét).
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3.5. A CAT(0) terek néhany tulajdonsaga

Ebben a fejezetben 6sszegytijtjitk a CAT(0) terek néhany egyszertd jellemzgjét, majd
bizonyitas nélkiil megemlitiink néhény tételt az ilyen tulajdonsigu terek elméletébsl. Meg-
jegyezziik, hogy allitasainkat ugyanigy kimondhatéak negativ gorbiiletre, illetve kisebb

modositasokkal pozitiv gorbiiletre is.

3.35. Allitas. Legyen X CAT(0) tipusi tér. Ekkor a tér két tetszbleges pontja kizt hizott

geodetikus egyértelmd.

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy 1étezik p, g € X, melyek kozt két kiilonb6z6 geodetikus is
hazhato (71, v2). Legyen s € v illetve r € 9 két olyan pont, melyekre d(p, s) = d(p,r). Ha
vessziik a A(p, q,r) (valodi) hdromszog osszehasonlitdsi haromszogét, elfajulo haromszoget
kapunk, melyben s* = r*. E pontparra alkalmazva a C AT'(0) tulajdonsagot ellentmondasba
itkoziink. H

Megszoktuk, hogy ,rendes” terekben a nyilt/zart gdmbok konvex halmazok. A CAT(0)
tulajdonsag kozvetlen kévetkezménye, hogy most vizsgalt metrikus tereinkre 6roklgdik ez

a tulajdonsag.

3.36. Allitas. Egy CAT(0) tulajdonsdgi X metrikus tér tetszéleges sugari és kozépponti

gombje konvez.
Folytassuk vizsgalatainkat a konvexitas korében.

3.37. Allitas. Ha X egy CAT(0) tulajdonsdgi metrikus tér, akkor a d : X x X — R
fiigguény konvex, azaz tetszéleges v1, v2 : [0,1] — X geodetikusok esetén a d : [0,1] —
Rt d(i(t),y2(t)) egyvdltozds, valdos értékd fiiggvény konver.

Bizonyitds: Allitasunkhoz elég igazolni a kivetkezd egyenléséget: V¢ € [0, 1] esetén

d(m1(t),72(t)) < (1 = )d(71(0)72(0)) + t - d(71(0),72(1).
Két esetet kiilonboztetiink meg.

1. Ha 1 és o kezd6pontja kozos, akkor a kezd6pontok tavolsaga 0, azaz csak annyit kell
igazolni, hogy d(v1(t),72(t)) < t-d(71(0),72(1). Vegyiik a1(0), 71(1), 72(1) ponthar-
mas euklideszi 9sszehasonlitasi haromszogét. Ebben d(v7 (), 75 (t)) = t-d(75(0),v5 (1)
hasonlosag miatt. Mivel a tér CAT(0), az eredeti pontokra épp a kivant egyenlétlen-
séget kapjuk.

2. Ha 71 és 2 kezdGpontja kiilonbozs. Kossiik 6ssze v1(0)-t és 2(0)-t egy n[0,1] — X
linedrisan atparamétrezett geodetikussal. Ekkor az el6z6 eset alapjan a kovetkezsket

mondhatjuk:
d(71(t),n(t)) < t-d(1(0),72(1), valamint  d(y2(t), n(t)) < (1 —¢) - d(71(0),72(0))
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71(0)

+a{0)

6. Abra. A metrika konvexitasa

Ha 6sszeadjuk a két egyenlétlenséget, és felhasznaljuk, hogy d(v1 (t), y2(t) < d(y1(t), n(t))+

d(72(t),n(t)) (haromszog egyenlstlenség), megkapjuk a kivant osszefiiggest. B
A CAT(0) tulajdonsiagnak komoly topologiai kévetkezménye is van, errdl szol a kovet-

kezg allitasunk.
3.38. Allitas. Tetszdleges CAT(0) tulajdonsdgii tér pontra hizhato.

Bizonyitds: Az allitas feltételbdl kdvetkezik, hogy X tetszéleges két pontja kozt egyér-
telmtien huzhatd geodetikus szakasz. Valasszuk ki X egy tetszéleges p pontjat. A kivant
X x [0,1] — X homotopia legyen a p pontbol geodetikusok mentén térténd egyenletes
Osszehizésa a térnek. Precizen: egy adott x ponthoz tekintsiik a p-t és x-t 6sszekots geo-
detikust. Adottt,z parhoz a geodetikus p-t6l t - d(p, z) tavolsagra lévs pontjat. Kénnyen
lathato a CAT(0) tulajdonsédghdl, hogy ez egy folytonos leképzés, igy egy megfelel6 homo-
topia. Ezzel az allitast belattuk. W

Fontos eredmény, hogy a Riemann-geometridbél ismert Cartan-Hadamard tétel altala-
nosithat6é geodetikus metrikus terekre. A tétel Mihail Gromov tollabol szarmazik, kulcsa
pedig a kovetkezd tétel, mely a lokalis gorbiilet és a CAT'(0) tulajdonséag kozt talal kap-

csolatot. Bizonyitasat példaul a [2] jegyzet tartalmazza.

3.39. Tétel. [Gromov] Legyen X lokdlisan kompakt, teljes metrikus tér, melynek Alekszandrov-

gorbiilete nempozitiv. Ha X egyszeresen dsszefiiggd, akkor eqgyben CAT(0) tulajdonsdgi is.

3.40. Kovetkezmény. Ha X teljes, nempozitv gorbiletd geodetikus metrikus tér, akkor

univerzdlis feddtere pontra hizhatd.

Bizonyitas: Ha X nemporzitiv gorbiiletd, akkor nyilvan univerzélis fedétere is az. Az
el6z6 tétel szerint az univerzalis fed6tér CAT(0) tulajdonsagi, amibdl kovetkezil, hogy
pontra huzhats. B

Fejezetiink végén ujabb példat mutatunk C'AT'(0) tualjdonséga térre elézd tételiink

segitségével.

3.41. Ko6vetkezmény. A H"(r) hiperbolikus tér CAT(0) tulajdonsdgi tetszéleges n € N

ésr > 0 esetén.
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Bizonyitds: Mivel H™(r) teljes és konstans negativ gorbiiletd (a hagyoményos értelem-
ben), a 3.34. tétel szerint < 0 Alekszandrov-gorbiiletti. Viszont H™(r) egyszeresen 0ssze-

fiiggs, tehat C AT'(0)-tulajdonsagn az el6z6 eredmény értelmében.

4. Konvex, térszert feliiletek kozelitése sima feliiletekkel

Gorbiiletfogalmunk segitségével {6 célunk a 2.7. tétel kiterjesztése nem sima esetre, ezt
hataratmenettel szeretnénk végezni. Ehhez sziikségiink lesz feliileteink kozelitésére.

Vegyiik észre, hogy egy konvex, térszerd hiperfeliilet mindig megfelel egy f : R" —
R folytonos, konvex fliggvény grafikonjanak, ezért valdjaban elég folytonos fiiggvények
grafikonjat kozeliteni sima fliggvények grafikonjaval. Ehhez a konvolaciét fogjuk segitségiil

hivni.

4.1. A konvolicié

4.1. Definicié. Az f és a g R™ — R fiigguények konvolicidjin az
frg(x) :/R f@—=y)g(y) dM\(y)

fiigguényt értjiik, amennyiben az integrdl értelmes.

Mint a definici6 is emliti, az integral csak bizonyos esetekben értelmes. Nekiink a ko-

vetkezg feltétel lesz kézenfekvé:
4.2. Allitas. Ha f lokdlisan integrdlhatd, g pedig kompakt tartdji, akkor f x g létezik.

Megemlitjiik, hogy ha a konvolucié értelmes, akkor, mint fiiggvények kozti muvelet,
kommutativ, asszociativ, disztributiv.
Lassuk most, hogyan tudjuk felhasznélni a konvoliciét tetszéleges folytonos fiiggvény

simakkal val6 kozelitésére. Ehhez értelmezziik az n : R™ — R fiiggvényt a kévetkez6 modon:

1
e =17 ha |z| <1

n(x) =
0 ha |z| > 1

Kozismert tény, hogy ekkor n € Cg°(R™), valamint [p, n = 1.
Ertelmezziink tovabbi,  megfelel nyujtasaval-zsugoritasaval keletkezé fiiggvényeket:
x
x)=cn|—]),
ne(z) el (E)
ahol a ¢, konstanst ugy véalasztjuk, hogy n.(x) integralja szintén 1 legyen. Foglaljuk 6ssze

eredményeinket:
4.3. Allitas. Az . figgvénycsaldd elemei simdk, L1-beli normdjuk 1, és supp 1. = B.(0)

A kovetkezd kozismert tétel garantalja a folytonos kozelitést (megtalalhato példaul [6]
34. oldalan).
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4.4. Tétel. Legyen u egy L1(R™)-beli fiiggvény, mely egy kompakt halmazon kivil m. m.

0. Ertelmezziik uo(x)-t a kivetkezd konvolicicként:

ws (@) = ux e (2).

Ekkor u. € C§°(R™). Tovdbbd ha u folytonos, akkor u. — u egyenletesen, amennyiben

e — +0.

Kis szépséghibéja a dolognak, hogy a tétel alkalmazasahoz a kiindulasi u fliggvény kom-
pakt tartéja kell, hogy legyen, amit sajnos semmi nem garantil konvex térszerd fliggvények
esetén. Ezen azonban konnyen segithetiink.

Mivel az Alekszandrov-gorbiilet lokalis tulajdonsag, elég nekiink az f konvex, térszeri
fliggvényt lokalisan egyenletesen kozeliteni. Legyen z az a pont, amely egy kdrnyezetében
kozeliteni akarunk. Vegyiik az  koriili r sugart zart B,(x) euklideszi gémbot, amely egy
kompakt halmaz, majd sztkitsiik le f-et erre a kompakt halmazra (f’). Ismert, hogy f'-t
ki tudom terjeszteni R™-re tigy, hogy a kiterjesztés folytonos és kompakt tartoju legyen,
jeldlje a kiterjesztést f

Az el6z§ tétel szerint az fﬁiggvényt méar tudom egyenletesen kozeliteni a ]?5 fliggvé-
nyekkel. Viszont a B,(z) halmazon f = f, igy fa — f egyenletesen a B,(z) nyilt halma-
zon. Ezzel meggondoltuk azt, hogy f grafikonja egyenletesen kozelithets tetszélegesen nagy
kompakt halmazon.

Hiperfelileteink kozelitése folyaman azt is garantalni szeretnénk, hogy a kozelits fiigg-

vények is konvexek és térszertiek legyenek, ezt vizsgaljuk kovetkezs alfejezetiinkben.

4.2. Konvexitas és térszertiiség

Ebben a fejezetben az egyszertiség kedvéért feltessziik, hogy a benne szereplé fliggvé-

nyek a teljes R™ téren értelmezve vannak.
4.5. Allitas. Ha f konvez, valamint az f % g konvolicié létezik, akkor f * g is konver.

Bizonyitds: Vegylink tetszbleges z,y € R"™ pontokat. Azt kell bizonyitanunk, hogy tetsz6-
leges t € [0,1] esetén t- fxg(z)+ (1 —1t)- fxg(z) > fxg(tr +1—1)y).

t-frglx)+(1—1) fxgz)=t - flx—y)g(y) d\(y) + (1 —1) - f(z=y)g(y)dA(y) =

= /n t-fxz—y)g(y)+(1-1t) f(z—y)g(y)d\(y) = / (t-flz—y)+ A=) f(z—y))g(y)dA(y).

Tudjuk, hogy f konvexitasa miatt t- f(z —y)+(1—t)f(z—y)qg > f(t(z—y)+(1—1t)(z—
y)) = f(tx+ (1 —t)y). Ezt behelyettesitve a fenti formuldba épp a kivant egyenltlenséget
kapjuk. H

Kovetkezzen a konvexitas utan a térszeriiség. A tovabbiakban térszertinek neveziink egy
folytonos, konvex fliggvényt, ha grafikonjanak tetszéleges hurja ,térszert”, pontosabban

fogalmazva Vz,y € R" esetén |f(z) — f(y)| < ||z — y||-
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4.6. Allitas. Legyen adott eqy konvex térszerd f figguény, valamint eqy kompkat tartdji
g, melyre ||g||1 = 1. Ekkor f x g is térszerd.

Bizonyitas: Azt kellene belatnunk, hogy tetszéleges Vx, z € R™ esetén
|f *g(z) — fxg(z)| < |z — z|. Lassuk a szamolast:

|fxg(x) — f*g(2)] = ‘/Rn fx —y)g(y)dA(y) — . fz=y)g(y)dA(y)| <

'/ (fle—y) = flz - y))g(y)dk(y)‘ < / |flx—y) = f(z—y)| - lg()|dA(y) <
Rn R
<

< [ 1@=9-C-) lslirg < o= / l9(y)ldy = |l — 2.
R” R

r—=z

Az utolsé el6tti egyenlStlenségében f térszertiségére hivatkozunk. Az egyenlGtlenség-
lanccal pedig az allitast belattuk. B

Odaig jutottunk tehat, hogy tetszéleges M konvex, térszerd hiperfeliiletet tudunk
(tetsz6leges kompakt halmazon egyenletesen) kozeliteni egy M, sima, konvex, térszerd
hiperfeliilet-sorozattal. Mivel ezt a kozelitést arra akarjuk hasznélni, hogy M CAT(0)-

sagat belassuk, igen lényeges az alabbi allitas.
4.7. Allitas. Az M, feliiletek CAT(0) tulajdonsdgiak.

Bizonyitds: Mivel M,, konvex, ezért tetszbleges pontjadban vett tetszdleges szekcionalis
gorbiilete < 0 (Id. 2.7. kévetkezmény). Viszont ekkor tudjuk réla, hogy Alekszandrov-
gorbiilete nempozitiv. S6t, mivel egy fliggvénygrafikon mindig pontrahtzhato, ezért a 3.39.

tétel szerint C AT (0) tulajdonsagn is egyben.

4.3. A kozelits feliileteken vett tavolsag

E fejezetben azt szeretnénk megvizsgalni, hogy mi térténik a kozelits feliileteken vett
metrikus tavolsaggal a limeszelés soran.

Van tehdt egy M konvex tészerd hiperfeliilet az R?H térben, valamint tetszéleges
K C R™ kompakt halmaz f6l6tt egy M,, egyenletesen kozelits hiperfeliilet-sorozat. Az M
feliiletet a K halmaz folott egy f: K C R™ — R fiiggvény, a kozelits feleliiletet pedig egy
fn: K — R fliggvénysorozat grafikonjaként nyerhetjiik, ahol f, — f egyenletesen. Fzek
alapjan az (z, f(x)) par egyértelmien megad egy p € M pontot, ahol x € K (hasonléan
az (x, fn(x)) parok M,-beli pontokat hataroznak meg).

Elnevezések:

o Az M feliilet egy (z, f(z)) pontjanak n-edik felemeltjén az (z, f,(x)) € M, pontot
értjiik. Ha p az eredeti pont, az n-edik felemeltet p,-nel jeloljik.

e Egy M-beli hir n-edik felemeltjén a végpontok felemeltjeit 6sszekots My,-beli hirt

értjuk.
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o Egy M-beli torottvonal n-edik felemeltjén az osztépontok n-edik felemeltjeibdl és az

6ket 6sszekots hiirokbdél képzett My-beli torottvonalat érjiik.

Tisztazzunk még egy aprosagot. Legyenek adottak a p = (z, f(x)) és a g = (y, f(y))
M-beli pontok. Ekkor |f(z) — f(y)| értelemszertien a két figgvényértékek kiilonbségének
abszolutértékeét jeloli, azaz a két pont magassaganak eltérését. Vegyiik észre, hogy a pq hur
hosszét ebben az esetben igy irhatjuk fel: ||p, q||? = ||z — y||* — |f(z) — f(v)|?.

A kovetkezSkben szeretnénk belétni, hogy ha adott két M beli pont, p és g, akkor a
pontok felemeltjeinek tavolsaga tart a d(p, q) tavolsaghoz. Ezt t6bb lépésen keresztiil fogjuk

megmutatni. El6szor is igazoljuk, hogy a felemelt hurok hossza tart az eredeti hiirhosszhoz.

4.8. Allitas. Legyenek p = (x, f(x)) és q = (y, f(y)) M-beli pontok, felemeltjeiket jelélje
Dn, Wlletve q,. Ekkor

||pn,Qn||s — ||paQ||sa ha n — oo

Bizonyitds: Ha az n indexet elég nagyra vélasztjuk, akkor f(z) —e < fu(x) < f(z) +

e Vz € K. Ebbdl kovetkezik a kovetkezs, pontok magassageltérésérsl szolo egyenlStlenség:

[f (@) = f(y)l = 2 <|ful) = fu(y)] < [f(x) = Fy)] + 2¢

Euklideszi gyakorlatunkbél kénnyen koévetkeztethetnénk helyteleniil: ha a fligg6leges
elmozdulés kiilonbsége < 2¢, akkor a haromszogegyenl6tlenség miatt a hirhosszak is leg-
feljebb ennyivel térnek el. Szépséghibaja a dolognak, hogy a befoglaldé téren nem all a
héromszogegyenltlenség, s6t, egészen kicsi fiiggbleges elmozdulasok is eredményezhetnek

akdrmilyen nagy hurrévidiiléseket. Ezen némi tobbletszamoléssal segitiink:

1pns anll? = llz =yl = 1 fu(@) = fal)* > llz = ylI* = |(f () = f(y) +2¢)|* =

lz = ylI* = [f(x) = f()I? +del falz) — faly)] + 4% = [Ip, ll? + 4e| fu(@) — fuly)] + 42

Ebbél mar kévetkezik, hogy ||pn, gnll? — [Ip, q||? (példéul a § = max{\/z/4, M}

megfelel§ vilasztas), amivel az allitast belattuk. W

4.9. Kovetkezmény. Ha adott eqy M -beli v térdttvonal, akkor felemeltjeinek hossza tart

a toréttvonal hosszdhoz.

Bizonyitds: Tegytik fel, hogy a v toréttvonal k darab hiirbél all. Minden egyes hurhoz
valasszunk egy olyan n; indexet, hogy n > n; az eltérés az eredeti és a felemelt har ko-
z6tt legfeljebb e/k legyen. Ha N = max{n;}, akkor tetszbleges m > N esetén v m-edik

felemeltje legfeljebb e-nyit tér el a v téréttvonal hosszatol.
4.10. K6évetkezmény. Legyen az M-beli p és q pontok tdvolsdiga d. Ekkor

limsup dn (pn, gn) < d.

n—o0
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Bizonyitds: Tudjuk, hogy M-ben taldlunk olyan ~ tordttvonalat, mely hossza legfeljebb
d + ¢/2. Ehhez a torottvonalhoz van olyan ng index, hogy n > ng esetén L, (v,) < L(7y) +
/2. Ekkor viszont n > ng esetén v felemeltjének hossza < d+¢. B

Ennél tobbet szeretnénk igazolni. Azt akarjuk, hogy a kovetkezményben egyenléség és
limesz szerepeljen. Els6 otletiink a kovetkezs lehet: végezziik az egész kozelitést forditva.
Tehat nem az M feliileten rogzitiink egy v tordttvonalat, és annak hosszat kozelitjik a ~,
felemeltek hosszaval, hanem a kozelit§ feliileteken vesziink kell6en révid toérdttvonalakat,
és vizsgaljuk levetitettjeinek hosszat.

Kézenfekvs gondolatnak tinik, hogy ha n-t elég nagyra vilasztjuk, akkor a hosszt ko-
zelit§ , torottvonal levetitettjének hossza biztosan kozel van «, hosszdhoz. Ez azonban
nem adddik ilyen egyszertien. Ugyanis a tavolsagot kozelitd torottvonalak egyre t&bb sza-
kaszbél allhatnak. Bar hirjaikhoz kiilon-kiilon taldlhatunk olyan indexet, hogy a hir és
levetitettjének hossza csak akarmilyen kicsit térjen el egymastol, ha a hiirok szama egyre
nd, nehéz garantalnunk univerzalis kiiszob 1étezését.

Mas eszkozokhoz nytalunk, hogy belassuk a kovetkezd tételt:

4.11. Tétel. Tetszdleges € > 0 esetén létezik olyan ng € N kiisz6b, hogy tetszdleges n > ng
esetén dy(pn, qn) > d(p,q) — €, tehdt az eddigiek fényében

JLH;O dp (P, qn) = d(p, q).

A tétel igazolasdhoz elég megmutatnunk, hogy ha n-t elég nagyra valasztjuk, akkor
tetszéleges pnqn kozti, t, hosszisigi toréttvonalhoz talalhato ¢, — € hosszasagu M-beli,

pq kézti téréttvonalat. Sziikségiink lesz a tovabbiakban a kdvetkezs fogalomra:

4.12. Definici6é. Egy R?H—beli térszerid tordttvonalat konvernek nevezink, ha a hirok

(eldjelesen vett) meredekségei monoton névd sorozatot alkotnak.

Megjegyzés: Beszélniink kell a definicié kapcsan arrél, hogy mit értsiink elGjeles mere-
dekségeken. Menjiink végig a térottvonal pontjain, ez a hurok sorrendjét is meghatarozza.
Egy hur meredekségének elGjele legyen negativ, ha elsé végpontja magasabban van, mint
a mésodik (azaz az els§ végpont utolsé koordinataja nagyobb a méasodik végpont utolsd
koordinatajanal). Jegyezziik meg, hogy a meredekségek elGjele fiigg attol, hogy a torott-
vonalon melyik iranyban mentiink végig. A monotonitas viszont fiiggetlen a kezd&pont

valasztasatol, tehat a definicio jo.

4.13. Allitas. Ha adott eqy M konvez térszerd feliilet x és y pontja, akkor a d(z,y) td-

volsdg tetszblegesen kézelithetd konvex térottvonalak hosszdval.
Ehhez lassunk egy lemmat:

4.14. Lemma. Hq adott az M felileten egy hdrom pontbsl dllé téréttvonal, mely nem

konvex, akkor a téréttvonal két végpontjdt dsszekotd hir révidebb, mint a téréttvonal hossza.
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Bizonyitds: Ehhez azt kell meggondolni, hogy a hdrom pont térszeri sikot hataroz meg,
ennek bizonyitasat nem részletezziik (azt kell belatni, hogy a sik a kézépss pontba allitott
fénykapon kiviil esik, ez kénnyen igazolhato). B

Az dllitds bizonyitdsa: Azt fogjuk belatni, hogy tetszéleges téréttvonalhoz taldlunk néla
rovidebb konvexet. Ezt a torottvonalban szereplé huirok szama szerinti indukcioval tessziik.

n = 2 : Ha két harbél 4ll6 toréttvonalunk nem konvex, akkor alkalmazhatjuk az el6z6
lemmat, cseréljiik le a torottvonalat a végpontokat dsszekots hirra (ez konvex, és rovidebb).

Tegyiik fel, hogy van egy n hirbél 4116 nemkonvex tordttvonalunk. Keressiink egy olyan
csatlakoz6 huarpart, mely elrontja a konvexitast, és cseréljiik ki az eléz6 lemma szerint
a szabad végpontokat Osszekotd szakaszra. Ezzel a torottvonalat réviditettiik, a benne
levs hurok szamat eggyel csokkentettiik. Az 1j torottvonalra alkalmazhatjuk az indukcios
feltevést, amivel az allitast igazoltuk W.

Ezek szerint elég a tovabbiakban konvex térottvonalakkal foglalkoznunk.

4.15. Tétel. Tetszdleges € > 0-hoz létezik olyan ng kiiszobindex, hogy ha n > ng, v, pedig
eqy konvexr M, -beli t, hosszusdgu konvexr tordttvonal p, és qn kozt, akkor létezik olyan

M -beli pq toréttvonal, melynek hossza < t, + ¢

Jegyezziik meg, hogy tételiink bizonyitasaval a 4.11. tételt is igazoljuk.

Bizonyitds: Minden ~, torottvonalhoz kiilon-kiilon legyartunk egy olyan M-beli kon-
vex tordttvonalat, amely csak kicsit tér el v, hosszatol. Az eljarast bemutatjuk komoly
egyszertisits feltevések mellett.

1. lehetdség: Ha ~y, végpontjai éppen p és ¢ (azaz rajta vannak M-en), valamint -,
minden pontja az M feliilet f6lott talalhato. Az 4j torottvonal elgallitasa folyaman két

miveletet alkalmazunk, a Lehizds-t, illetve Kiegyenesités-t.

e Lehuizas: A torottvonalak megfelels csucsait fiiggGlegesen lefelé (azaz az (n+1)-edik
koordinatairanyban) fogjuk mozgatni egészen addig, mig azok M-re nem keriilnek.

Ezt a kovetkezé modon tessziik:

Elgszor is bontsuk fel a torottvonalat résztérottvonalak egymésutanjara (idénként
a résztorottvonalra a rész szot is hasznédljuk az egyszertség kedvéért). Két egymast
kévetd hur akkor keriiljon egy résztorottvonalba, ha meredekségiik egyezik. Egy-egy

résztorottvonalat mindig egylittesen mozgatunk.

A felbontas elvégzése utan indukciot végziink a résztordttvonalak szama szerint. Ha

csak egy résztérottvonalunk van, akkor tovabbléplink a Kiegyenesités miiveletére.

Ha t6bb résztordttvonalunk van, akkor vegyiink egy olyan x toréspontot, mely két
részt valaszt el. Ezutdn ezt a pontot, és vele egyiitt mind a két hozza kapcsolédd
résztorottvonal csicsait fiiggGlegesen lefelé mozgatjuk. Kivétel ezalol a két részto-
rottvonal masik két végpontjat, ezeket fixaljuk. A lefelé mozgatast tgy végezziik,
hogy az egyes résztérottvonalakban a meredekségek egyenléek maradjanak egymas-

sal (erre azért van sziikség, hogy torottvonalunk tovabbra is konvex maradjon). A 3.6
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allitas segitségével kénnyen beldthatd, hogy ilyen mozgatassal a térottvonal hossza

monoton csokken.

A fiigg6leges mozgatast két esetben allitjuk meg. Egyrészt akkor, amikor elromlana a
konvexitas, azaz az egyik részben szereplé meredekségek egyenlSek lesznek a szomszéd
részben szerepld meredekségekkel. Tlyenkor a két rész unidjat képezziik, és folytatjuk

a miiveletet, most mér az 0j résztorottvonalakkal.

Maésrészt akkor, ha valamely téréspont rakeriil M-re. Ilyenkor ennél a toréspontnél
kettéosztjuk a tordttvonalat, és annak mindkét felén kiilon-kiilon folytatjuk indukci-

oval a Lehiizds miiveletét. A miivelet véges sok 1épésben befejezddik.

Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy a sorozatos lehiizdsok végeredménye nem M-beli

torotvonal, ami nekiink célunk. Ennek kikiiszobdlésére szolgal a kovetkezd miivelet:

o Kiegyenesités: E mivelet folyaméan az egyes résztordttvonalakat helyettesitjiik egyet-
len szakasszal. Pontosabban fogalmazva vessziik egy résztordttvonal két végpontja al-
tal meghatarozott M-beli hirt, majd a résztérottvonalat erre cseréljiik. Megintcsak
meggondolhatod, hogy ezekkel a helyettesitésekkel a térottvonal rovidiil (a végpontok

kozti magassageltérések valtozatlanok, viszont a térszerd iranyokban roviditettiink).

7. abra. A Lehizds és a Kiegyenesités miivelete

A két mivelet elvégzése utan olyan M-beli téréttvonalat kaptunk, mely révidebb az ere-
detinél. Ezzel az allitast az egyszertsitett feltételek mellett belattuk.

2. lehetdséyg: Ha v, tetszbleges elhelyezkedésti. Ekkor eldszor is toljuk el fliggélegesen
az egész kozelits felilletet addig, amig a tordttvonalnak egyetlen pontja sem marad az M
feliilet alatt, legalabb egy pontja viszont rajta lesz. Ha a kozelit feliilet fligg6leges tavolsiga
az eredetitél /2 (egyenletes konvergencia folytan elérhetd), akkor az eltolt kozelits feliilet
pontjai szintén csak e-nyira vannak a levetitett M-beli megfelelGiktsl.

Az M-beli toréttvonalat most kicsit méasképp allitjuk els. Vegyiik elGszor is a kozelits

feliiletek p,, illetve g, pontjaiba allitott zart negativ fénykipokat. Ezek az M feliiletbél két
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kompakt halmazt metszenek ki, K-t és L-t, amelyek tartalmazzak a p illetve ¢ pontokat.
Ha n-et elég nagyra valasztjuk, akkor elérhetjiik, hogy K illetve L benne fekiidjenek p
illetve q /3 sugaru kornyezetében az M-beli metrikara nézve.

Feltehetjiik tovabba, hogy a 7, toréttvonalnak van olyan p’ illetve ¢’ osztopontja, ame-
lyeknek M-re es6 vetiilete kiviil esik K-n illetve L-n, de kozelebb van p-hez, illetve ¢-hoz,
mint /2. Ha ugyanis nem lennének ilyen osztopontok, osszunk ketté torottvonalbeli sza-
kaszokat.

Ezek utén elkezdjitk végrehajtani a v, tordttvonalon a Lehizds muveletét, de csak
azokon a toréspontokon, amelyek p’ és ¢’ kozé esnek, illetve ahol a téréttvonal meredeksége
megvéltozik.

A Lehizds miivelete véges sok lépésben véget ér, és végeredményiil olyan konvex tér-
szer( torétvonalat kapunk, amelyben p’ és ¢/, valamint a koztiik 1évé 6sszes résztorottvonal
végpontjai rakeriiltek az M feliiletre. Vilagos, hogy K-ra illetve L-re azért volt sziikség,
hogy az egyes szakaszok végig térszertieck maradjanak.

Annak elérésére, hogy a tordttvonal p’ és ¢’ kozé es6 része M beli toréttvonal legyen,
végezziik el a Kiegyenesités miiveletét ezen a részen. A korabbiakhoz hasonléan igaz, hogy
mind a Lehiizds mind a Kiegyenesités miiveletekkel a toréttvonal hosszat csdkkentettiik.

Egy dolgunk maradt: cseréljiik ki a kapott torottvonal p, és p’ kozti részét a pp’ harra,
illetve a ¢’ és g, kozti részt a ¢'q hurra. Ezaltal a csere altal a torottvonal hossza maximum
2 - £/2 = e-nal névekszik.

Utolso 1épésiinkkel olyan M-beli tordttvonalat kaptunk, amelynek hossza legfeljebb

e-nal tér el az eredeti toréttvonal hosszatol, amivel az allitast belattuk. B

4.4. Gorbiilet és konvexitas

Ebben a fejezetben bizonyitom szakdolgozatom f& allitdsat:
4.16. Tétel. Tetszleges Ry -beli M konvex, térszerd hiperfelilet CAT(0) tulajdonsdgi.

Bizonyitds: A bizonyitashoz az el6z6 fejezetekben létrehozott M, kozelits feliileteket
fogjuk felhasznalni, ezekrsl ugyanis korabban lattuk, hogy C' AT(0) tulajdonsiaguak. To-
vabbi feladatunk a hataratmenet pontos kivitelezése.

Legyen adott egy A(p,q,7) € M, valamint pq oldalanak egy tetszéleges x pontjat.
A 3.31. allitas szerint tételiinket igazoljuk, ha belatjuk a d(r,z) < d(r*, z*) egyenl6tlensé-
get, ahol a *-gal indexelt pontok az euklideszi 6sszehasonlitasi haromszog megfelels pontjai.
Legyen a tovabbiakban d(p,z) = a.

Vegyiik a A(p, q,r) és az x pont n-edik felemeltjét. Sajnos semmi nem garantélja hogy
x,, illeszkedjen a p,q, szakaszra, ezért sziikségiink lesz egy tovibbi pontra: legyen z,, a
[Pngn| geodetikus szakasz azon pontja, amely p,-t6l a tavolsidgra van. Jegyezziik meg, hogy

ilyen pont csak akkor létezik, ha d(pn, ¢,) > a, de elég nagy n esetén ez biztosan teljesiil.
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n

q

8. 4bra. A haromszog felemelése

Mivel a kozelits terek CAT(0) tulajdonsaguak, ezért
d(?“n, xa,n) < d(T:;, $Z,n)-

S6t azt is tudjuk, hogy az M,-beli A(py, qn,n) haromszogek euklideszi sszehasonlitasi
haromszogeinek sorozata konvergél (oldalhosszban, szogben, 6sszes megfelels adataban) az
M-beli A(pgr) haromszég dsszehasonlitdsi haromszégeéhoz, tehat d(ryx; ) — d(r*, =),
ha n — oo. Ha ezt Osszevetjilk el§z6 egyenlStlenségiinkkel, lathatjuk, hogy mindossze
annyit kell belatnunk, hogy d(ry,zqn) — d(r,x), ha n — oo. Ehhez sziikségiink van az

alabbi lemmara:

4.17. Lemma. A [pq| geodetikus szakasz tetszdleges x pontjdra igaz, hogy d(xy,xqn) — 0,

ha n — oo.

F)H |

9. abra. A felemeléskor keletkezett segédpontok és az Gsszehasonlitasi haromszog

Bizonyitds: Valasszuk az n indexet agy, hogy |d(p, q) — d(pn, qn)| < € legyen, valamint
|d(pn, xzn) — a| < e, és |d(zn,qn) — b < € is teljesiiljon. Ebben az esetben a A(pn, ¢n, Tn)-

ben a ppxn, Tng, oldalak Gsszege mindossze 3e-nyival térhet el a png, oldal hosszatol.
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Vegyiik e haromszog euklideszi dsszehasonlitasi haromszogét. A CAT(0) tulajdonsag miatt
d(wp, Tapn) < d(wy, 7, ,,). Han — oo, az dsszehasonlitdsi haromszogek egy olyan elfajulo
haromszoghtz tartanak, melyben limz}, = limzy ,. Ebbél az CAT-egyenlStlenség miatt
kovetkezik, hogy d(zn,zqn) — 0, han — co. B

A tétel bizonyitdsa: Egyediili feladatunk maradt azt belatni, hogy d(ry, zqn) — d(r, z),

ha n — oco. Ehhez hasznaljuk a kovetkezét:

d(’l“n, xn) - d(l‘nv xa,n) < d(r’m xam) < d(Tny xn) + d(ﬂjna xa,n)-

Ha n — oo, akkor az €l6z6 lemma miatt d(zp, zqn) — 0. A tavolsagok konvergencidja
miatt azt is tudjuk, hogy d(ry,z,) — d(r,z). Hataratmenetet alkalmazva a fenti egyenlst-
lenséglancra, azt kapjuk, hogy d(rp, xen) — d(r,z). Ezzel korabbi megjegyzésiink szerint
igazoltuk tételiinket. W
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5. Konvexitasi feladatok a kozépiskolaban

Bevezetés

Kozépiskolaban gyakran taldlkozunk a konvexitas fogalméval. Népszert a ,definicioja”,
miszerint: El lehet-e bujni az alakzatban avagy sem? Am, mint olyan sok kozépiskolai
fogalmon, nem latszodik, hogy barmilyen komolyabb haszna lenne, illetve hogy tilmutatna
onmagan.

Akik viszont tanultak akarcsak egy keveés fols6bb matematikat, tapasztalhattik, mennyire
stirtin botlunk bele ebbe a fogalomba akar az analizisben, akar geometriai algoritmusok
kapcsan, akar konvex geometridban, vagy éppen a kombinatorikus geometridban. A fel-
sorolt teriiletek legtobbje pedig olyan, amelynek van kozépiskoldban is tanithaté szelete.
Természetesen ez kiviil esik toérzsanyagon.

A kovetkez6 fejezetekben kisérletet teszek olyan feladatcsokrok Gsszeallitasara, amelyek
a konvexitas fogalmat dolgozzak fel egy erds kozépiskolanak megfelel§ szinten. A feladatok
megoldasa folyaman gyakran fogok hasznalni vektorokat, valamint a teljes indukci6 elvét,
talalunk (kozépiskolas szemnek) eléggé Osszetett gondolatmeneteket, igy alkalmazéasukat
leginkabb a gimnazium utolsd két évfolyamara, fakultaciora, vagy szakkori feldolgozasra
tartom alkalmasnak. Lesznek persze olyan egyszertibb feladatok is, melyek viszonylag kevés
eszkozt igényelnek, igy alaptantervi csoportban is elSkeriilhetnek a torzsanyag szinesitése-

ként.

5.1. Konvex sokszogek analitikus leirasa

Els6 fejezetiinkben konnyen kezelhetd konvex halmazok analitikus leirasaval foglalko-
zunk. E fejezet soran végig feltételezziik, hogy alakzataink (megfelel§ dimenzios) derék-
szogl koordindtarendszerbe agyazottak. Kezdjitk meg vizsgalatainkat!

Az egy dimenzids korlatos konvex halmazok a szakaszok. Hogy egy szakasz belss pontja-
iba mutaté vektorok hogyan irhatok le a végpontokba mutat6 vektorok segitségével, fakul-
tativ tananyag, kiszdmolasa jo gyakorlat a koordinatageometria bevezetésekor. A kovetkezd
feladatokkal azt vizsgaljuk, hogyan alakul a haromszogek, sokszogek belsé pontjainak le-
frasa a csticsok segitségével. Fejezetiink végén eredményeinket dltalanositjuk tetraéderekre.

A feladatok kittizése el6tt mindenképpen beszélgessiink diakjainkkal arrol, hogy vizs-
galatainkat miért érdemes éppen a haromszogekkel kezdeni, miért van kitiintetett szerepe

a sikbeli konvex halmazok kozott.

5.1.1. Feladat. Adott a sikon eqy ABC nemelfajuld hdromszog, csucsaiba mutato hely-
vektorokat jelolje @, 5, c.

a) Legyen P az AB szakasz felezépontja. Irjuk fel @, 5,5 segitségével a PC szokasz
felezdpontjdiba mutatsé ¢ vektort!

b) Legyen P az AB szakasz A-hoz kézelebbi harmadoldpontja. Irjuk fel most a PC

szakasz C-hez kdzelebbi harmadoldpontjdba mutatd § vektort!
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¢) Legyen P az AC szakasz A-hoz kézelebbi negyedeldpontja. Irjuk fel most a PB szakasz
felezdpontjdba mutats ¢ vektort!

d) Legyen P az AB szakasz (t, 1 —t) ardnyi osztdpontja 0 < t < 1. Irjuk fel a PC
szakasz felezdpontjdba mutats q vektort!

¢)Legyen P az AB szakasz t, 1—t ardnyi osztépontja 0 < t < 1. Irjuk fel a PC szakasz
(s,1—s) ardnyi osztdpontjdba mutaté q vektort 0 < s < 1/

Mit vehetiink észre az egyiitthatdkrdl?

Megoldds: A feladat megoldédsa rutinszamolas, nem részletezziik, az eredmények a ko-

vetkezgk:
a) §=1ia+ib+1ie
b) ¢=2a+ b+ 2¢
)= 3a+ e+ Lb.

+t-1b+ic
1—8)d+t(1—s)b+ sé.
Az els§ négy esetben j6l lathatd, az utolso, 4ltalanos esetben kiemelés utan kiszamit-

haté, hogy az egyiitthatok Osszege 1.

10. dbra. Haromszdg bels6 potja és a haromszog csticsai

5.1.2. Feladat. Tovdbbra is adott az ABC nemelfajuld hdromszég, csicsaiba mutatd hely-
vektorok @, l;, c. Vilasszunk ki a hdromszdglap eqy tetszdleges Q) belsé pontjdt. Adjunk az

eldzd feladatban ldtotthoz hasonld mddszert a @ vektor felirdsdra az @, g, ¢ vektorok seqitsé-

gével, ahol ¢ a Q) pontba mutats helyvektor!

Megoldds: Vetitslik a Q) pontot a haromszog egy tetszéleges csticsabol, példaul C-bél a
szemkozti oldalra, legyen a vetiilet P. A p’ vektort felirhatjuk az a, b vektorok segitségével,
mint az AB szakasz osztopontjat: p=t-ad+ (1—t) -b. Ezutdn mar G-t konnyedén felirhatjuk
a P, & vektorok segitsegevel: p=s-p+ (1 —s)-¢=s(t-a+ (1 —t)-b) + (1 —s) - &, amivel
a feladatot megoldottuk.

Megjeqyzések:
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e Jogos kérdés, hogy mennyivel jobb moédszer ez vektorok felbontasara, mint a torzs-
nyagban szerepld linedris kombinaci6 (az raadasul csak két vektort hasznélt). Meg
kell vilagitanunk, hogy ez nem jobb vagy rosszabb, mésik médszer, melynek elényeit
kés6bb latni is fogjuk. Mindenesetre j6 jel, hogy ebben a felbontasban az egyiitthatok

Osszege mindig egy 1 marad.

e Egy szemléletbeli észrevétel. Fontos hangsilyoznunk, hogy amikor levetitjiik a @
pontot az AB oldalra, akkor nem biztos, hogy talalunk egy pontos osztasi aranyt, pl.
5 : 6. Ha mériink, akkor is csak kozelité mérést végezhetiink. Viszont tudjuk, hogy

létezik ilyen ardny, amely segitségével a pont felirhato.

o Felmeriil a kérdés, hogy nem juthatunk-e mas eredményre, ha mésik cstcshol vetitjiik

a () pontot? Erre a kérdésre a 5.2. tétel fog elegans valaszt adni.

e Erdemes megbeszélni, hogy mi térténik a haromszog hatarvonalain, hogyan irhatok
fel az oldalak pontjai. Vilagos, hogy ekkor csak szakasz osztopontjat kell képezniink,

azaz a harombol az egyik egyiitthato 0 lesz. Emiatt az Gsszefliggés ugyanigy érvényes.

Az elss két feladattal odaig jutottunk, hogy a haromszoglapunk 6sszes @) pontjanak
helyvektorat fel tudjuk {rni aad + 65—1— ~C alakban, ahola+ 5 +~v=1, «,8,7>0.

Felvetddik a forditott iranyu kérdés: ha vesziink egy ilyen alakid vektordsszeget, akkor az
biztosan a hdromszoglap egy pontjaba mutat-e? A vélasz természetesen igenld. Kiszamitésa
nem annyira izgalmas, meggondolasa csupan algebrai okoskodés:

Alakitsuk kifejezésiinket a kovetkezé modon:

it LB rnim (=g LBy yae

ad + Bb+~e=(1— a

Lathato, hogy a zardjelben 1évs vektorkombinécié az AB szakasz egy P osztopontjaba
mutat, a zarojelen kiviil pedig a PC szakasz (v, 1 — ) ardnyt osztopontjat képezziik, ami
igy a haromszoglapon beliil (esetleg a hatarvonalon) helyezkedik el.

E gondolatmenet valdsziniileg tal formalis egy kdzépiskolds szemnek. Vizsgaljunk meg
el6bb néhany konkrét esetet, és azutan probalkozzunk az altalanos eset targyalasaval. A
kérdés felvetése mindenesetre nagyon fontos, mert igen jo példa egy allitas megforditasanak
megfogalmazasara.

Eddigi tapasztalatainkat egy allitdsban Osszegezziik:

-

A zdrt hdromszdglaphoz pontosan azok a pontok tartoznak, melyek felirhaték ad + b+ ~¢C

alakban, ahol a + 5 +~v=1és o, 5,7 > 0.

Kérdés: Pontosan mely pontok tartoznak a nyilt haromszéglaphoz?
A kovetkezd feladatban érdekes Gsszefliggést kapunk az egyiitthatokra vonatkozdan. A

feladatot érdemes Gtleteléssel felvezetni, példaul igy: Amikor a szakaszon az osztopontba
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mutatd vektort irtuk fel, a pont két részre bontotta a szakaszt, és az egyiitthatékban
ennek a két résznek az aranya szerepelt. Most harom kiindulé pontunk van, a hdromszog
hérom cstucsa. Mivel allhat kapcsolatban az itt kapott harom egyiitthat6? Ha ez nem volna
elég, tovabbi segitség: ahogy egy bels§ pont felbontja a szakaszt, felbontja-e valahogy a

héromszoget is?

5.1.3. Feladat. Vizsgdld meg, hogy az 5.1.1. feladatban hdnyszorosai lesznek az
ABQA, BCQA, CAQA hdromszégek teriletei az eredeti hdromszig teriletének! Mit ta-

pasztalsz?

Megoldds Azt fogjuk latni, hogy eredményként épp az 5.1.1. feladatban latott egyiitt-
hatokat kapjuk. Epp emiatt most megelégsziink az 4ltalanos e) eset igazolasaval. Szakkori
feldolgozaskor fontosnak tartom néhany konkrét példa megbeszélését (pl. a) b)) is, mert
a megoldési modszer a konkrét esetben sokkal jobban adja magat, sokkal jobban latszik.
Az altalanos, e) eset megoldasi vazlataban a 10. &bra jeloléseit kovetjiik (T az eredeti
haromszog teriilete).

Tapgn = s-Tapca, ugyanis a két haromszog AB oldala kozos, az erre az oldalra emelt
magassag viszont az ABQ/A-ben s-szerese az eredeti m. magassagnak a parhuzamos szelGk
tétele folytan.

Tpcon = (1—-t)(1—5)-Tapcn. Ezt két 1épésben igazoljuk. Teopa = (1—t)-Tapca, az
el6z6 a gondolatmenet miatt, most a két haromszog BC' oldala kozos. Hasonléan Tpoga =
(1—5)-Topen = (1 —t)(1 —s)-Tapcn-

Ugyanigy Tacqoa = t(1—s) - Tapca, hisz Tacga = (1—5) - Tapca =t(1—s)-Tapca.

A 10. 4bra jeloléseit hasznalva T, = (1 —s)(1 — )T, T, = (1 — s)tT, T, = s, valoban
az 5.1.1. feladatbeli egyiitthatokat kaptuk szorzoként. Eddigi tapasztalatainkat a jelolések

megtartasaval egy tételben Osszegezziik:

5.2. Tétel. Hao A, B, C egy nemelfajuld hdromszog csicsai és Q a hdromsziglap egy

pontja, akkor a megfeleld helyvektorokra igaz az 6sszefiiggés:

Ha van tehat egy haromszdglapunk, akkor a csticsaiba mutaté helyvektorok segitségével
fel tudjuk frni a haromszoglap bels§ pontjaiba mutaté helyvektorokat.

Lépjlink kicsit tovabb. Vizsgaljunk most konvex sokszogeket. Ezek analitikus szem-
pontbdl szintén viszonylag konnyen kezelhetGek, hiszen lefrhatoak, mint véges sok pont

konvex burka.

5.1.4. Feladat. Adott a sikon egy konvex sokszdg, csicsai Py, ..., P, a megfeleld helyvek-
torokat jelélje p1, ..., pn. Hogyan tudndnk felirni a soksziglap pontjaiba mutatd vektorokat a

csticsokba mutatd helyvektorok segitségével?
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Megoldds: Vezessiik vissza a feladatot! Osszuk fel a sokszoget (diszjunkt) haromszo-
gekre, példaul adott csicsbol induld atlok segitségével. Ha adott egy ) pont, biztosan
benne van valamelyik haromszogben, -t pedig mar felirhatjuk, mint az 6t tartalmazo
haromszog bels6 pontjat: ¢ = ap; + Bp; + Pk, ahol 4, j, k € {1,...,n}.

Megjeqyzések:

1. Fontos megbeszélniink, hogy ez a felirds méar korantsem egyértelmd, hisz nagyon
sokféleképpen haromszogelhetiink egy sokszoget (hogy hanyféle képpen, arr6l egy
késGbbi fejezetben esik sz6). Erdemes erre konkrét példat nézni. Irjuk fel példaul egy

négyzet kozépvonaldnak negyedelSpontjaba mutato helyvektort kétféleképpen.

2. Feltehetjiik a kérdést (pl. hézi feladatnak), hogy mi van akkor, ha tébb cstuicsvektort
Osszegziink olyan egyiitthatokkal, melyek Osszege 1. Sokszoglapbeli pontot kapunk

ekkor is?

A tovabbiakban azt szeretnénk megvizsgalni, hogy mit vihetiink at eddigi eredményeink
koziil magasabb dimenzidra (kozépiskolaban értelemszeriien 3-ra). Ennek feldolgozasara
szolgalnak a kovetkez§ feladatok, melyek megoldasat nem irjuk le, hisz teljesen analég a
korabbiakkal.

5.1.5. Feladat. Az 5.1.1. feladat ABC' hdromszigéhez vegyiink hozzd a térben egy vele
nem eqysiki D pontot!

a) Fejezziik ki a QD szakasz felezépontjdba mutaté s vektort az @, E_;, c, d vektorok
segitségével (Q az 5.1.1/a feladatban szerepld pont)!

b) Fejezziik ki most a QD szakasz harmadolopontjaba mutats s vektort (Q az 5.1.1/b
feladatban szerepld pont)!

c) Fejezziik ki most a QD szakasz harmadoldpontjaba mutatd s vektort!

d) Fejezziik ki a QD szakasz felezbpontjdba mutats vektort!

e) Fejezziik ki a QD szakaszt (u, 1-u) ardnyban 0szté pontba mutats vektort 0 < u < 1/

Mit tapasztalsz az egyiitthatokkal kapcesolatban?

5.1.6. Feladat. ** Hogy tudndd dltaldnositani a teriletekrdl szolo osszefiiggést (5.2. té-

tel)? Probdld felirni, mennyi a négy kis tetraéder térfogata az el6zd feladat egyes alpontjai-

ban!

5.2. Konvex szdgek, haromszogelések, sokszogfelbontasok

Kozépiskolaban tanitott Aallitds, hogy egy n oldalu konvex sokszdg belsd szogeinek
osszege (n — 2) - 180°. Bizonyitasanak lényeges lépése, hogy bontsuk fel a sokszoget atloi
segitségével haromszogekre. Altaldban természetesnek vessziik, hogy ilyen felbontés mindig
létezik, &m konkav esetben ennek alaposan utana kell gondolni. Felbontéason itt azt értjik,
hogy a haromszogek cstcsai az eredeti sokszog csicsai, a haromszoglapoknak nincs kozos

bels& pontjuk, és unidjuk a teljes sokszog.
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5.2.1. Feladat. Adjunk mddszert, amellyel tetszéleges konkdv sokszognek megtaldljuk eqy

dtlojat!

Megjegyzés: A kérdés latszolag nagyon egyszertd, &m nagyon fontos a felvetése. Olyan
gondolkodasi pont ez, amelyen kénnyt atszaladni, 4&m a valasz egyaltalan nem magatol ér-
tetdds. Szerencsés esetben kapunk olyan kisérleteket felbontésra, amelyek nem alkalmasak
atlo megtalalasara.

Megoldds: T6ébb modszer lehetséges, egyet mutatunk. Vegyiik ki a sokszognek egy kon-
vex csucsit azaz olyat, amelynél 1év6 bels§ szog kisebb, mint 180°, jel6lje a cstucsot A.
(Ilyen van, barmelyik olyan cstics megfelels, amelyik csiicsa a sokszog konvex burkénak is.)
Legyen A két szomszédja a B és C csucs. Ha a BC' 4tld a sokszdgdn beliil halad, akkor
készen vagyunk. Ha nem, akkor kezdjiik el mozgatni a BC' szakaszt énmagara merdlegesen
az A csucs felé. Csusztassuk egészen addig, mig el nem érjiik az utolsdé D sokszogesicsot.
A sokszognek AD biztosan atloja.

Az 4t16 megtalalaséval az eredeti sokszogiinket két kisebbre bontottuk. Azokon foly-

tatva az eljarast, megkaphatjuk az eredeti sokszog egy haromszogelését.

11. dbra. A Schonhardt-poliéder

Hogy a haromszogelhet&ség 1étezése mennyire nem magatél értet6ds, jol mutatja, hogy
egy tetszéleges hdrom dimenzids poliéder egyaltalan nem biztos, hogy tetraéderekre bont-
haté, ilyen példaul a Schonhardt-poliéder. Konstrukcija nem is olyan bonyolult: Vegyiink
egy haromszog alapt hasabot, és a fels6 haromszoget forgassuk el tgy, hogy az oldallapok-
ban torésvonalak, 1, konkav élek keletkezzenek. A Schonhardt-poliéder élvaza a 11. dbran
lathato.

Kérdés: Miért nem lehet a Schonhardt-poliédert tetraéderekre bontani?

Az el6z6 feladat megoldasa soran hasznéltuk, hogy a sokszdgnek van konvex cstucsa.

Hogy mennyi van biztosan, errél szol a kovetkezd feladat:

5.2.2. Feladat. a) Rajzolj olyan hatszdget (hétszoget), amelynek 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, (7)
konvez csticsa van. Melyek megualdsithatoak? b) Mennyi lehet egy n-szog konvex csicsainak

szdma?
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12. dbra. Sokszog 3, illetve 3 és n kozti tetszéleges szamua konvex szoggel

Megoldds: Némi prébalkozas utan azt tapasztaljuk, hogy egy n-szognek legaldbb 3 kon-
vex csiicsa biztosan van, viszont 3 és n kozdtt akdrmennyi lehet a konvex csicsok szama.
El6szor nézziik az elsé észrevétel indoklasat. Ha a sokszdgnek csak két konvex csticsa lenne,
akkor a maradék m — 2 csticsndl 1év6 szog mind nagyobb lenne 180°-nal. Ekkor viszont a
belst szogek Gsszege nagyobb lenne, mint (n — 2) - 180°, ami ellentmondas.

Hogy miért lehet a konvex csticsok szama 3 és n kozt tetsz6leges, azt a 12. dbra szem-
lélteti. Vesziink két ivet, az egyiken helyezkednek el a konvex, a masikon a konkav csiicsok,
az {vek pontszamait pedig megfelelGen valasztjuk.

FEljutottunk odéig, hogy tetszéleges sokszbdget tudunk haromszogelni. Ha vessziik egy
n oldalt konvex sokszoget, és azt haromszdgeljlik egy rogzitett csucsbol kiinduld atlokkal,

az eredeti sokszoget n — 2 haromszdgre bontottuk. [gaz-e ez tetsz@leges haromszdgelésre?

5.2.3. Feladat. Igaz-e, hogy egy tetszdleges n-oldali sokszég tetszdleges hdromszdgelése

mindig n — 2 hdromszdgre bontja a sokszoget?

Megjegyzés: A feladat eredménye sziikséges annak igazolasdhoz, hogy egy konkav n-szog
bels6 szogeinek osszege (n — 2) - 180°.

Megoldds: Csucsszam szerinti indukciét végziink. Az n = 3 esetben nincs mit harom-
szogelniink, a négyszog pedig mindenképpen 2 haromszogre bomlik.

Nézziik az altalanos esetet. Vegyiik egy haromszogelés egy atlojat. Ez két sokszbgre
bontja az eredetit, példaul egy i-oldalura és egy n — i 4+ 2-oldalara, ahol ¢ > 3 (a két
oldalszam Gsszege n + 2, mert az atlo végpontjait kétszer szamoljuk). Az i oldald sokszog
az indukcios feltevés miatt mindenképp i — 2 haromszogre bomlik, a masik n — i-re. Igy a
hiromszogek szdma i — 2 +n — ¢ = n — 2. Ezzel az allitast belattuk.

Feltehetjiik ezek utan a kérdést, hogy hanyféleképpen haromszogelhets egy sokszog. A
feladat pontositasit és megvilaszolasat azonban nehézsége miatt a fejezet végére hagyjuk.

Folytassuk kérdésfeltevésiinket kicsit més iranyban.

5.2.4. Feladat. Adott eqy konvex sokszog, behizzuk az dsszes lehetséges dtlét. Hany met-

széspontot kapunk, ha nincs olyan belsdé pontja a sokszognek, melyen hdrom dtlé halad dt?

1. Megoldds: Els6 kézenfekvs gondolat, hogy felirjuk, egy atlon hany metszéspont ta-

lalhato, és ezt megszorozzuk az atlok szaméval. Sajnos azonban régtén latszik hogy nem
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minden 4tléon ugyanannyi metszéspont helyezkedik el. Keressiink mas csoportositast! Sza-
moljuk Gssze, hogy az egy cstcsbo6l kiindulé atlokon dsszesen hany metszéspont talalhato,
jeloljik ezt a szamot P,-nel.

Vegylink egy kitiintetett P cstcsot, és egy olyan beléle kiindulo atlot (e), amely egy
haromszoget vag le a sokszogbdl. Az atlo egyik oldalan 1, a masikon n — 3 cstucs talalhato.
Ezek 1-(n—3) atlot hataroznak meg, emiatt az e atlon fekvé metszéspontok szama szintén
ennyi. Tovabb haladva a sorban vegyiik azt a P-bdl kiindulé 4tlo6t, amely egy négyszdget
vag le a sokszogbd6l. Ennek egyik oldalan 2, a mésikon n — 4 pont taladlhaté, igy az Aal-
tala meghatarozott metszéspontok szama 2 - (n — 4). Folytassuk ezt egészen addig mig el
nem érjiik az utolso atlot (ez ajbol haromszoget vag le a sokszogbdl), ezen szintén n — 3

metszéspont lesz. Osszegezve a metszéspontok szamat, a kovetkezét kapjuk:
P,=1(n-3)+2-(n—4)+...+(n-3)-1=1-(n-3)+2-(n—4)+...+(n—3)-(n—(n—1) =

=n-(1+2+4...4+(n-3)—(1-342-44... 4+ (n—3)(n—1)

Az els6 tag éppen nw a szdmtani sorozat Osszegképlete miatt. Probaljuk vala-

hogy a masodik kifejezést is zart alakra hozni.

n—3 n—3 n—3
ii+2)=> 2+ 2i= <”_3)(”_62)(2”_5) +(n—2)(n—3).

1 i=1 i=1

<.
I

A szamolashan a négyzetszamok Gsszegének képletét, és a szamtani sorozat 6sszegkép-

letét hasznaltuk. Helyettesitsiink be:

P, - n(n - 2)2(n -3) (n=3)(n —62)(2n — 5)+(n—2)(n—3) _

(n—1)(n—2)(n—3)
6

Ez tehat az egy cstucsbol kiindulo 6sszes atlé 6sszes metszéspontjanak szama. Hogy az

(n—2)(n—23)
6

Osszes metszéspontot megkapjuk, ezt az értéket megszorozzuk n-nel, hisz az 6sszes cstcsbol
kiindulé 6sszes atlot szamba kell venniink, és elosztjuk 4-gyel, mivel minden metszéspontot
4-szer szamoltunk (mind a négy végpontnal egyszer). Tehat az atlok metszéspontjainak

szama:

M. — n(n — 1)(712; 2)(n—3) _ (Z)

Masodik megoldds: A kapott formul meglepen szép a sok szamolashoz képest. S6t,
a végeredmény azt is sugallja, hogy a metszéspontok szama valahogyan négy pont le-
hetséges kivalasztasaival all kapcsolatban. Valéban, négy csticspont egyértelmien megha-
taroz egy olyan atlopart, melyeknek van metszéspontja. Ezzel a pontnégyesek és az atlo-

metszéspontok kolcsondsen megfeleltethetéek egyméasnak, ami igazolja az el6z6 eredményt.
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Megjegyzés: A feladat két megoldésa jo példa arra, hogy a probléma egy iigyes észre-
vétellel két sorban elintézhetd, de az eredmény kell szamolasi rutinnal kiiléndsebb otlet
nélkil is kiszamolhat6. Mi tobb, a kiszdmolt végeredmény sugallja a szellemes mésodik
megoldast is.

Szerves folytatésa az el6z6 feladatnak a kovetkezd probléma:

5.2.5. Feladat. Egy konvexr sokszig dsszes dtloi kézil semelyik hdrom nem megy dt egy
belsd ponton. Hdany részre bontjuk o sokszogtartomdnyt az dsszes dtlo behizdsdval? Vizsgdld
meg a kérdést otszogre, hatszogre, hétszogre! (Segitség: Ha behiizol egy 1ij dtlot, hdny ij

tartomdny keletkezik?)

Megoldas: Kiindulé allapotunk egy tartomany, amelyet az els6 atld behtizasa két részre
oszt. Ha a késébbiekben 1 4t16t htizunk be, az minden olyan tartomanyt kettévag, amelybe
belemetsz. Ezt ugy is fogalmazhatjuk, hogy ha egy 1j atlénak k metszéspontja van a
korabbi atlokkal, akkor behuzasaval k + 1 1 sikrész keletkezik. Ez azonban azt jelenti,
hogy az Gsszes sikrész szama 1 (kiindulasi allapot), plusz az 4tlok szdma, plusz az atlok
metszéspontjainak szama. Igy a korabbiak fényében adodik, hogy az Gsszes atlo a konvex
tartoméanyt 1 + w + () részre osztja.

Lathatjuk, hogy a megoldas gondolatmenete ugyanaz, mint azé a kérdésé, hogy n sikbeli
egyenes, illetve kor hany részre oszthatja a stkot. JO bemelegitsiil szolgalhat e két feladat
ez utébbinak megoldasihoz.

Erdemes elgondolkodnunk azon, hogy mit mondhatunk az el6z6 két feladatra, ha a
sokszogiink nem konvex. Pontositsuk a kérdést: Vegyiik egy tetszdleges sokszognek az dsszes
olyan dtldjat, amely a tartomdnyon belil halad. Mit mondhatunk ekkor a keletkezd metszés-
pontok és tartomdnyok szdmdrol?

Els6 észrevételiink, hogy konnyen gyarthatunk olyan sokszdget, melyben nincsenek be-
lill haladé metsz6 4tlok, és a keletkezd tartomanyok szama n — 2. Ilyen tulajdonsigi az a
sokszog, amelyiknek csak harom konvex csicsa van (1d.12. abra). Viszont n — 2 tartomany
mindenképp keletkezik, hiszen tetszéleges sokszog haromszidgelhets. A keletkezé tartomé-
nyok szdmanak minimuma illetve maximuma kozti eltérés tehat nagyon gyorsan ng, pl.
n=10-re a minimum 9, maximuma viszont 246.

Kis n értékekre egyszeri "rajzolgatassal" tekinthetjiik 4t, hogy hanyféle lehet a széles

hatarok kozt a végeredmény (pl. 6tszog, hatszog).

5.2.6. Feladat. Adott eqy konvex n-szog. Ha behiizzuk az dsszes dtlot, a sokszogtartomdny
felbomlik hdromszdgekre, négyszogekre, k-szégekre. Mi k mazimdlis értéke? Viszgdld meg a

problémdt n = 5-re, n = 6-ra! Fogalmazz meg sejtést, majd prébdld igazolni!

Megoldds: A felbontasban maximum n-szdg szerepelhet. Vegyilink ugyanis egy tetszé-
leges sokszoget a felbontésbol, ez biztosan konvex. Ennek egy oldala az eredeti sokszdgnek

atloja. Tudjuk, hogy az eredeti sokszog minden csticsabdl maximum két olyan 4t16 indulhat,
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mely az 1j sokszogiinknek oldala (konvexitds miatt). Mivel minden atlonak két végpontja
van ezért a sokszog oldalainak szdma maximum 27” =n.

A fejezetet sokszdgek haromszogelésének vizsgalataval kezdtiik. Nevezetes probléma,
hogy héany kiilénb6z6 haromszogelése lehet egy sokszognek. Ennek megolddsa atlépi a
kozépiskola hatéarait (ha nem is eszkozeiben, de Gsszetettségében). Az eredmény leirasat

viszont fontosnak tartjuk.

5.3. Allitas. Egy konvex n-szig hdromszigeléseinek szima

1 2n —4
Hn:
n—1\n—2

Ha a feladatokat szakkorén dolgozzuk fel, biztathatjuk didkjainkat, hogy nézzenek

utédna, mik a Catalan-szamok. Milyen, latszolag fiiggetlen problémékra szolgalnak meg-
oldasul. Kutakodésuk kisel6adas téméajaul is szolgalhat.

Az el6z6 kérdés egyszertisitett verzidja a kivetkezds:

5.2.7. Feladat. Hdny olyan hdromszigelés létezik, amelyben minden hdromszégnek van
kozos oldala az eredeti sokszdggel (Segitség: Hdany olyan hdromszog lehet egy ilyen hdrom-

szagelésben, amelynek van két kézos oldala az eredeti sokszoggel)?

Megoldds: Ha elkezdiink rajzolni, hamar lathatjuk, hogy a segitségben kérdezett ha-
romszogek szdma mindig ketts. Megfelel6 mennyiségii rajz elkészitése metddust is ad arra

is, hogy hogyan kell egy ilyen héromszogelést rajzolni.

13. abra. Oldalhoz illeszkedd haromszogelés

Viélasszunk ki egy C; csticsot, és kissiik Ossze a szomszédait egy dy atloval. Ez az 4tlo
oldala egy tovabbi haromszonek, melynek kell, hogy legyen kozos oldala a sokszéggel. En-
nek a haromszognek a harmadik, ds-vel jel6lt oldala tehat a di egyik végpontjat koti dssze a
di masik végpontjanak szomszédjaval. Gondolatmenetiink miatt a ds 4t16 megvilasztésara
kétféle valasztasi lehetséglink van. Folytatva a sort, az 0j 4tlo, ds valasztisa szintén két
lehetdség, ugyantugy, mint dyg-é, ... , dp_3-é6. Az els6, Cp csiacsot n-féleképpen jeldlhetem

ki, ami azt jelenti, hogy dsszesen n - 2"~ féleképpen valaszthatjuk ki a kiindulasi cstcsot,
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valamint a dy, do, . .., d,—_3 atlésorozatot. Minden megfeleld hdromszogelést kétszer szamol-
tam (egy haromszogelést legyarthatok a forditott iranyban is),igy az el6z8 eredményt el

kell oszt anom 2-vel. A kapott megoldés tehét
n - 2",

Vizsgaltuk mar konvex sokszog atloinak metszéspontjait. Egy ezzel kapcsolatos uj kér-

déssel zarjuk a fejezetet.

5.2.8. Feladat. a) Hdny olyan dtlot tudunk berajzolni egy konvex dtszogbe, hatszogbe, hét-
szagbe, nyolcszogbe, hogy azok kizil barmely kettének legyen kozds pontja (metszéspont,
vagy végpont)?

b) Mit mondhatunk konver m-szégrél? Adj példat a mazimumra, és prébald igazolni,

hogy tébbet semmiképp nem lehet behiizni!

Megoldds: Konny( taladlni n olyan atlét, hogy azok mindegyikének van kozds pontja:
behtizzuk egy tetsz6leges pontbdl kiinduldé n — 3 atlét, és hozzavesziink tovabbi harmat

a 14. abran lathaté modon. Azt kell igazolni, hogy ennél t6bbet nem lehet.

14. &dbra. Paronként metsz6 n db atlé egy konvex n-szdghen

El6szor vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor n paratlan. Keressiik atloknak olyan osz-
talyozasat, melyben semelyik két, azonos osztalyba tartozé atlénak nincs metszéspontja.
Egy ilyen osztalyt szemléltetiink a a 15. dbran, a tobbit ennek elforgatdasaval kapjuk. Az
atloosztalyok szama ekkor n, és azt is tudjuk, hogy minden 4tl6 beletartozik az n osztaly
valamelyikébe. Ha azt akarom, hogy minden atlénak legyen metszéspontja, egy atléosztaly-
bél csak egy valaszthatok ki. Emiatt maximum n db paronként metszdé atlot helyezhetiink
el egy n-oldali sokszogben, ennyit viszont meg tudtunk adni.

Ha n paros, akkor is ugyanezt a modszert alkalmazzuk, csak kétfajta osztalyt kiilon-
boztetiink meg, melyeket a 15. abran pirossal és feketével jeloliink. Kiilonbség koztiik, hogy
mig az egyik osztaly levig haromszoget a sokszoghdl, a mésik nem. Az osztalyok szama
5 + 5 = n, és azt is tudjuk, hogy barmelyik atl6 valamelyik osztalyba sorolhato. Ezzel a

feladatot megoldottuk.
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15. abra. Atloosztalyok paratlan és paros esetben

5.3. Alakzatok felbontasa, és konvexitas

Egy halmazt konvexnek neveziink, ha a halmaz barmely két pontjat 6sszekots szakaszt
teljes egészében tartalmazza. Ez azt is jelenti, hogy ha egy egyenes mentén kettévagunk egy
konvex halmazt, az maximum két részre esik szét. Konkav halmazokra ez korantsem igaz
mindig, err6l szol a kovetkezs két feladat (jegyezziik meg, hogy van olyan konkav halmaz,

amely barmely vagasnal szintén maximum két részre esik szét, egy korgytird példaul ilyen).

5.3.1. Feladat. Egy csaldd 6t f6b6l dll. Edesanya olyan tortdt akar nekik sitni, amelyet
egy egyenes vdgdssal ot eqyenld részre szeletelhetd. a) Milyen formdt taldljon ki a tordnak?
b) Vendégek érkeznek a csalddhoz, igy édesanya dsszesen n embernek szeretne olyan tor-
tat sitni, amely egqy egyenes vdgdssal n egyenld nagysdgi részre bonthatd. Milyen formdt

vdlasszon édesanya ebben az esetben?

16. abra. Lehetséges tortaformak feliilnézetei

Megoldds: Nagyon sokféle megoldasa van a feladatnak, egyet vazolunk, amelyben a
tortat n+1 egyenld teriilet részre tudunk felosztani egy vagassal. A tortaforma feliilnézete
a kovetkez6 legyen: vegylink egy egyenld szaru hdromszoget, melynek alapja 1 egység, hozza
tartozo magassaga 1/n. Alapjat n részre osztjuk, és mindegyik kis szakasz f6lé olyan egyenld

szart haromszoget allitunk, melynek magassaga 1 (lasd a 16. abrat). Ezt a tortat a kozos

1-1/n
5

alapok mentén elvigva n + 1 hdromszoget kapunk, melyek teriilete

5.3.2. Feladat. A gyerekek elkezdtek veszekedni, hogy kié legyen az alapul szolgdld, kitiin-
tetett szelet. Milyen alokira sisse legkozelebb édesanya o tortdt, ha tanulva az eddigiekbdl

azt szeretné, hogy a szeletek ne csak egyforma teriletiek, hanem egybevdgoak is legyenek?
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Megolddsok: 1. Modositsuk az elébbieket a kovetkezSképp: Legyen az alapul szolgéld
haromszog derékszogii, melynek egyik befogoja 1, masik, 1/n. Osszuk fel a hosszabik be-
fogot n egyenld részre. A kis szakaszok f6lé most az eredetivel egybevigd haromszogeket
tudunk emelni az abra szerint.

2. Megfelels szamu fél-korgytirtt illesztiink egymas mellé az dbra szerint.

A tovabbiakban konvex sokszogek kiilénb6zé felbonthatosagat vizsgaljuk.

5.3.3. Feladat. A 17. dbrdn kilinbozé sokszdgek ldthatok, melyeket fel szeretnénk bontans
véges sok paralelogrammdra. Melyikeket sikeril, melyikeket nem? Prébdly feltételt megfogal-

mazni a felbonthatdsdgra. Sejtésedet igazold!

Ebben a feladatban a sokszdg felbontédsan azt értjiik, hogy olyan paralelogrammak-
kal fedjiik a sokszoget, melyek legfeljebb éleikben érintkeznek, és a paralelogrammak nem

nyulnak tul az eredeti sokszogon.

17. abra.

Megoldds: K3 és Kg sokszogek konnyen felbonthatoak, viszont a t6bbi nem. A kévetkezd
észrevételeket tehetjiik: A paratlan oldala sokszdgek sohasem bonthatoak fel paralelogram-
mara, a paros oldalszdmuak koziil pedig csak azok, melyekben minden oldalhoz tartozik

egy vele parhuzamos és egyenl§ oldalpar. Két dolgot szeretnénk indokolni:

1. Ha egy konvex sokszégnek pdratlan szdmi oldala van, akkor nem bonthatd fel véges

sok paralelogrammdra.

2. Egy pdros oldali konvex sokszog pontosan akkor bonthatd fel paralelogrammdkra, ha

minden oldaldhoz taldlunk egy vele pdrhuzamos, és egyenld hosszisdgi oldalpdrt.

1. Indirekt gondolkodunk. Tegyiik fel, hogy sikeriilt felbontanunk praralelogrammékra
a paratlan oldalszamu sokszoget. Legyen AB olyan oldal, melynek nincs vele parhuzamos
parja. Ilyen biztosan van, hiszen az oldalak szdma paratlan, igy nem oszthatoéak péarokba

(harom parhuzamos oldal pedig nem lehet a sokszogben, hiszen konvex).Legyen az AB-hez
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illeszked& paralelogramma masik két csicsa Ap, Bi. Ehhez szintén illeszkedik paralelog-
ramma, melynek masik két cstucsa legyen As, Bs. Folytatva a sort kapunk egy paralelog-
rammasorozatot. Ebben A Byl||A;B; Vi. Valamikor az A;B; sorozat egy oldalban végzsdik,
ami sziikségképpen parhuzamos és egyenls az AB oldallal, ami ellentmondas.

2. Viladgos hogy ha van olyan oldal, amelynek nincs vele parhuzamos és egyenld parja,
akkor az el6z6 gondolatmenet miatt nem lehet a sokszdget felosztani. Annyit kell tehét
igazolnunk, hogy ha az oldalak parokba oszthatok, akkor a sokszog fel is bonthatd véges
sok paralelogrammara.

Jeldlje a cstucsokat A, ... As,. Kénnyen meggondolhatjuk, hogy az As, A; oldallal az
Ap A4 parhuzamos és egyenld.

Induljunk ki az A;As oldalbél. Huzzunk vele parhuzamos szakaszt az As, cstcsbél a
sokszog belsejébe, legyen ennek masik végpontja A, Az Ay As A, Ay, legyen az elsG parale-
logrammank (lasd a 18. abrat). Huzzunk most egy olyan szakaszt AL-b6l, mely parhuzamos
és egyenld az Ag Ag oldallal, legyen mésik végpontja A% (erre a szakaszra két lehetGség van,
azt htizzuk, amelyik nem metsz bele az el5z6 paralelogrammaba). gy kapjuk azAs Az A4 Al
el6z6hoz illeszkedd paralelogrammat. Folytassuk ezt az eljardst. Végig az el§zghoz illesz-
ked§ paralelogrammaékat kapunk, és A; AL|| Ay Agy, valamint A; A} = A; Ay, Vi. Amikor azon-
ban az A,_1, A, Al,_; csiucsokat akarjuk paralelogrammava kiegészitentink, a negyedik

cstics éppen A, 1 lesz, parhuzamossag és egyenlség miatt.

fah .

18. abra. A nyolcszog egy felbontasa

Ha az eddig kapott paralelogrammakat levigjuk a sokszogbdl, kettével kisebb oldal-
szamu sokszoget kapunk, melyekre szintén teljesiil a feltétel. Az eljardst addig ismételget-

jiik, amig végiil egy paralelogramma marad, amivel a feladatot megoldottuk.

5.3.4. Feladat. Szdmoljuk dssze, hogy oOsszesen hdny paralelogrammdra bontottuk igy a

2n-szoget!
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Megoldds: Az elsé levagott paralelogramma-sorozat n— 1 elemhdl allt, a masodik n — 2-
bél, stb. Eszerint az 6sszes paralelogrammak szdma

n(n —1)

L4243+ 4n—1=——

5.3.5. Feladat. Elképzelhetd-e olyan paralelogramma-felbontds, amelyik kevesebb parale-

logrammdabdl dll?

Megoldds: Az egymashoz kapcsolodd paralelogrammak oldalaibél dsszedll egy parhu-
zamos oldal-sorozat. Kossiik Ossze ezeket egy szaggatott vonallal, ahogy a 18. &4bran is
latszik, igy kapunk n térottvonalat. Barmely kett§ metszi egymast, és mindegyik metszés-

pont egy-egy felbontasbeli paralelogramma belss pontja. Mivel minden metszéspont masik

n(n—1)

paralelogrammahoz tartozik, a paralelogrammak szdma legalabb (Z) ===

A feladat megoldasa adja a kdvetkezd feladat Stletét.

5.3.6. Feladat. Vegyiink eqy szabdlyos nyolcszdget. Osszuk fel paralelogrammdkra tobbfé-
leképpen. Mit mondhatunk a kapott négyszogekkel kapcsolatban?

Megoldds: Azt tapasztalhatjuk, hogy mindig lesz két téglalalap a paralelogrammak kozt.
Hogy miért? Vegyiik a nyolcszdg egy oldalat, valamint egy r&4 merélegeset. Rajzoljuk be
mindkett6bdl az el6z6 feladatban mutatott téréttvonalat. Ezek metszéspontja biztosan egy
téglalap bels§ pontja. Mivel a szabalyos nyoleszégben két-két ilyen oldalpar van, biztosan

van két téglalap a paralelogrammak kozt (vilagos, hogy a két kapott tégalalap kiilonbozs).
5.3.7. Feladat. Altaldnositsuk az el6z6 feladat eredményét

Megoldds: Csak azt kell ehhez megvizsgalni, hogy mikor hany merdleges oldalpar van.
Ebbél adédik az eredmény:

5.4. Allitas. Ha eqy szabdlyos 4n-sziget paralelogrammdkra osztunk, a felosztdsban bizto-
san szerepel n darab téglalap.

5.4. Helly tétele

5.4.1. Intervallumrendszerek

Ebben az alfejezetben az egyenes konvex halmazait, és velitkk kapcsolatos kérdéseket
vizsgalunk meg. Ekozben megismerkediink Helly tételének egydimenzios véaltozatéval. A
fejezet folyaman taldlkozunk algoritmikus gondolkodast igényls feladatokkal is. Kezdjiik
egy bemelegits feladattal:

5.4.1. Feladat. Milyen konvexr halmazokat ismerink az egyenesen?

Megoldds: A nyilt, zart, félig nyilt - félig zart intervallumokat, a félegyeneseket (nyilt-

zart végi), és a teljes egyenest.
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5.4.2. Feladat. Adottak az I1, 1o, ..., I, véges intervallumok a szdmegyenesen. Ldssuk be,

hogy ha bdrmely kettének van kozos pontja, akkor az dsszesnek is van kdzds pontja!

Megoldds: Legyen az intervallumok koziil I,,, az, amelynek legkisebb a jobboldali vég-
pontja (azaz I aleghamarabb befejez8dé intervallum), Iy pedig az, amelynek legnagyobb
a baloldali végpontja (legkéssbb kezd6ds). Ennek a két intervallumnak a feltétel szerint
van ko6zos pontja. Ez a kdzos pont pontja minden intervallumnak, hisz nagyobb az 6sszes
bal, és kisebb az 0sszes jobb végpontnal.

A megoldas menetével egyben moédszert is kaptunk annak eldéntésére, hogy ha van
véges sok véges intervallumunk, van-e az Gsszesnek kozos pontja. Allitsuk ugyanis sorba a
bal, illetve jobb végpontokat. Ha I,,,-nek és Ij;-nek van kozos pontja, akkor kész vagyunk,
ha nincs, akkor értelemszertien nem lehet az 6sszesnek sem. A kovetkezd allitas nem hor-
doz lényeges tjdonsagot, viszont ebben a formédban specidlis, egy dimenzios esete Helly

tételének.

5.5. Allitas. Igazold: ha adott az eqgyenesen véges sok konvex halmaz, és barmelyik kettonek

van kozés pontja, akkor az dsszesnek is van.

Bizonyitas: Csak azt kell meggondolnunk, hogy ha az el6z6 feladat véges intervallu-
maihoz félegyeneseket illetve egyenest vesziink, a gondolatmenet érvényes marad, de ez
trivialis.

Ennek a feladatnak gyakorlati alkalmazasa a kivetkezg:

5.4.3. Feladat. Egy vendégségben a vendégek kozil mindenki taldlkozott mindenkivel. Nem
volt olyan vendég, aki visszajétt volna, miutdn elment. Mutassuk meg, hogy volt olyan idd-

pont, amikor az dsszes vendég eqyszerre volt jelen.
Nézziik, mi torténik a feltételek gyengitése esetén:

5.4.4. Feladat. Van tetszéleges szdmi intervallumunk az egyenesen, (akdr végtelen sok).

lgaz marad-e biztosan, hogy ha bdrmely kettének van kézdés pontja, akkor az dsszesnek is?

Megoldds: A feladatra a valasz nemleges. Egy lehetséges ellenpélda a (0;1/n) alaku
intervallumok halmaza, ahol n € N, de ugyanigy megfelel§ az (i;00) alakt intervallumok
halmaza is. Erdemes megjegyezniink, hogy mindkét esetben nemhogy barmely haromnalk,

de barmely véges soknak is van kdzos pontja.

5.4.5. Feladat. a) Egy munkahely alkalmazottai kilonbozé, fiz idépontokban, és iddtar-
tamban jdrnak dolgozni. A féndk szeretne mindenkit ellendrizni, hogy valdban megjelent-e
aznap o munkahelyen. Azonban szeretne minél kevesebbszer kirbejdarni. Milyen stratégidat
ajanlhatunk a fénoknek (csak arra kivincsi, hogy megjelent-e aznap minden egyes alkalma-
zott, arra nem, hogy munkaideje teljes hosszdaban)?

b) Fogalmazd dt a feladatot intervallumok nyelvére!
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Megoldds: El6szor a b) részt oldjuk meg a kénnyebb kezelhetség kedveéért. Egy lehet-
séges megfogalmazas: Adottak [a1, b1], [ag, b2], ..., [an, by] intervallumok. Keressiink minél
kevesebb olyan pontot, hogy azok lefogjak az Gsszes intervallumot (azaz minden interval-
lumnak legyen a ponthalmazban pontja).

Modszeriink:

o Megkeressiik a legkisebb jobb végpontot. Legyen ez a pont a ponthalmaz elsd eleme,
P

e Azokat az intervallumokat, melyre P illeszkedik, elhagyjuk, hisz azokat mér lefedtiik

Pi-gyel.

e A maradék intervallumok kozt megint megkeressiik a legkisebb jobb végpontot, P,

és elhagyjuk azokat , amelyekre P illeszkedik.
e Az eljarast addig folytatjuk, amig nem marad intervallum.

Vilagos, hogy igy lefedtiik az 6sszes intervallumot a Py, ... Py ponthalmazzal. A kérdés
az, hogy elég lehet-e ennél kevesebb pont. Vegylik azokat az intervallumokat, amelyeknek P;
végpontja. Fzek mind diszjunktak, tehat lefogasukhoz k pont sziikséges. Ez azt jelenti hogy

az intervallumrendszer lefogésahoz is legalabb k pont kell. Ezzel a feladatot megoldottuk.

5.4.2. Elokészit6 feladatok

Kévetkezs célunk, hogy elmélyitsiik és alkalmazzuk az el6z§ alfejezet eredményeit, va-
lamint lassunk olyan feladatokat, amelyek a ,Ha barmely k& halmaznak van kozos pontja,

akkor az Osszesnek is van ...” sémara épiilnek.

5.4.6. Feladat. Igaz marad-e az 5.5. dllitdshoz hasonldan, o kovetkezd: Ha adott a sikon
véges sok konvexr halmaz gy, hogy kozilik bdrmely kettének van kézés pontja, akkor az

dsszes halmaznak is van kdzos pontja?

Megoldds: Frre a kérdésre nagyon konnyt ellenpéldat taldlni, ilyen példaul egy haromszog

hérom oldala.

5.4.7. Feladat. Adott a sikon véges szdmi konvex halmaz, bdrmely kettének van met-
széspontja. Van-e biztosan olyan egyenes, amely mindegyik halmazba belemetsz? (Segitség:
Vetitsiink!)

Megoldds: Vegyiink fel egy segédegyenest a sikon. Vetitsiik le ra a konvex halmazokat
erre az egyenesre meréleges vetitéssel. Ekkor minden konvex halmaz képe egy intervallum
(esetleg felegyenes, vagy egyenes). A kapott intervallumoknak van k6zos pontja az 5.5. tétel
miatt. Ha ebben a koz0s pontban mer6legest allitunk a segédegyenesre, olyan egyenest

kapunk, amely minden halmazba belemetsz.
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5.4.8. Feladat. Adott a sikon véges szdmi konvex halmaz, barmely kettének van metszés-

pontja. Van-e tetszdleges irdnyid egyenes, amely mindegyik halmazba belemetsz?

Megoldds: Vegyiink fel az adott iranyra merclegesen a segédegyenest. Az el6z6 feladat
gondolatmenetét kovetve megfelel§ irdnyta egyenest kapunk.

Most talaltunk a halmazokhoz adott irdnyt, mindegyiket metszs egyenest. Vajon létezik
adott ponton atmend, mindegyiket metszé egyenes is? E kérdés megvilaszolasihoz még

kicsit dolgoznunk kell.

5.4.9. Feladat. Vizsgdljuk meg az 5.4.2. feladatot kérokre, kirivekre!
Adott eqy korvonal, és véges sok kirive. Igaz-e, hogy ha bdarmely kettd fvnek van kizis
pontja, akkor az Osszesnek is van kiézds pontja. Ha nincs, mondj olyan feltételt, amely

teljesiilésekor mdr biztosan lesz az dsszesnek kdzds pontja.

Megoldds: Az allitas feltétel nélkiil nem igaz, vegyiink példaul harom 120°-o0s zart {vet,
amelyek egymashoz végpontjaikkal csatlakoznak. Kitérs: ez Ggy is megfoglamazhatd, hogy
ha van hérom biztonsagi 6r, akik harom nyolc 6ras miiszakban 6rkédnek egymés utan, fix
sorrendben, akkor mindegyiksjiik talalkozik mindenkivel, de egyszerre nincsenek mind ott.

Lehetséges feltétel: Ha van olyan pontja a kornek, amelyre nem illeszkedik egyaltalan
iv, akkor biztosan van az Osszesnek kozOs pontja, ugyanis ekkor a kimaradé pontban a
kort elvaghatjuk, kiegyenesithetjiik, és alkalmazhatjuk az 5.4.2. feladatot. Egy masik, nem

trivialis feltételrsl szol a kovetkezd feladat:

5.4.10. Feladat. Adott egy kérvonal, és véges sok, 120°-ndl kisebb szdgi korive, melyek
kozil barmely kettének van kézds pontja. Igazoljuk, hogy ekkor az dsszesnek is van kozos

pontja.

Megoldds: Tegyiik fel hogy nincsen lefogé pontpar. Kezdjiik el elhagyni az {veket a rend-
szerbdl addig, mig a maradék méar lefoghato lesz egy ponttal. Jeldlje az utoljara elhagyott
ivet Iy, és az uj korivrendszer lefogd pontjat P. Vilagos, hogy az 1j rendszer minden ive
része egy P kozéppontu, 240°-os nyilt I kérivnek, valamint az is, hogy Ix-nak és I-nek van
kézos pontja. Emiatt viszont I és I nem fedi le a teljes kort. Elgz6 feladatbeli észrevé-
teliink miatt viszont a csokkentett rendszert [-val kiegészitve is lefoghatjuk egy ponttal,

ami ellentmondas.

5.4.11. Feladat. Adott egy kérvonal, és véges sok korive. Két ponttal lefoghatd-e biztosan

az 0sszes?

Megoldds: Sajnos most sem tudjuk kihajtogatni egy pont elhagyésaval a kort, hiszen ak-
kor intervallumok szakadhatnak ketté. Probaljunk ismét meréleges vetitéshez folyamodni.
Vegyiik a kornek egy kozépponton adtmens segédegyenest és vetitsiik le merdgelegesen az

Osszes ivet erre az egyenesre. Az ivek képei megint intervallumok, barmelyik kettének van
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kozos pontja , emiatt az dsszesnek is 1étezik egy kdzos P pontja az 5.4.2. feladat miatt. Ezt
a kozos pontot a vetitéskor a kor két pontjabol nyertiik. Ez a két pont biztosan lefogja az

Osszes ivet.

5.4.12. Feladat. Létezik-e biztosan a lefogd ponipdrok kézt olyan, mely eqy dtmérd két

végpontja?

19. abra. Lefogd pontpér

Megoldds: Valtoztassuk a segédegyenes helyzetét! Kezdjiik el forgatni folytonosan az
egyenest 180°-on 4t. Az egyenes minden alldsdhoz tartozik egy P*, és hozza egy lefogd
pontpéar (19. abra). Vildgos, hogy mind P*, mind a lefogd pontpér folytonosan mozog,
180°-nyi forgatas utan pedig visszatériink az eredeti egyenesbe. Jeloljiik a végallapotban

kapott P* pontot P’-vel. Két lehetéségiink van:

1. P és P’ ugyanazon az O kozéppontu félegyenesen van. Ekkor a folytonos mozgatas
folyaman P*-nak valamikor &t kell haladnia O-n. Ehhez az allashoz tartozé pontpér

épp egy atmérs végpontja.

2. Ha O elvalasztja P-t és P’-t. Ez azt jelenti, hogy az e-n vetiiletként kapott inter-
vallumok mindegyike atmegy P-n is, és P'-n is, tehat O-n is. Ez viszont azt jelenti,

hogy A és B lefogb pontpér.

5.4.13. Feladat. Adott a sikon egy P pont, valamint véges szdmii konvez halmaz, melyek
kézil barmely kettdnek van metszéspontja. Van-e biztosan olyan egyenes, amely mindegyik

halmazba belemetsz, és dthalad a P ponton? (Segitség: Alkalmazzuk az el6zé feladatot!)

Megoldds: Azokat a halmazokat, melyeknek P belsejében van, elhagyhatjuk, hiszen
ezekbe belemetsz barmelyik P-n 4tmend egyenes. Vegylink ezutan a pont koriil egy tet-

sz6leges sugard kort. Vetitsiik a halmazokat sugéar irdnyban a kérvonalra. Ekkor koriveket
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kapunk, melyek koziil barmely kettének van kézos pontja. Az el6z6 feladat szerint léte-
zik olyan lefogd pontpér, amelyek egy dtmérdnek végpontjai. De ekkor az dtmérGegyenes

minden halmaza belemetsz.

5.4.3. Helly tétele a sikon

Az el6z6 alfejezetben azt lattuk, hogy paronként metszé sikbeli halmazokhoz mindig
létezik az Osszes halmazba belemetsz6 egyenes. Ebben a fejezetben azt fogjuk vizsgalni,

hogy mikor talalhaté a halmazoknak k6z0s pontja.

5.4.14. Feladat. Adott négy zdrt eqységkdrlap, bdrmely hdromnak van kézds pontja. Igaz-

e, hogy ekkor mind a négynek is van kézés pontja?

Megoldds: Jelolje a négy korlapot K7, Ko, K3, Ky. Ha a négy kor koziil kett§ érinté
helyzetd, akkor az érintési ponton at kell mennie az Gsszes kdrnek, tehat feltehetjiik, hogy a
korok metszé helyzettiek. Ekkor K, Ko, K3 metszete valéodi tartomany, jeldlje a tartomanyt
M. A K, kornek barmelyik mésik kettével kell, hogy legyen kozds pontja, melyekre a
kovetkez6 jeloléseket hasznéljuk: Pr € Ko N KsN Ky, P e KINKsN Ky, P3€ K1 NKaN
K,4. Ha ezek kozt a pontok kozt van M-beli, akkor készen vagyunk. Tegyiik f6l, hogy a
hérom pont egyike sem M-beli. Tudjuk, hogy K4 konvex, emiatt a P, P> Ps haromszog teljes
egészében része. Az pedig kdnnyen lathato, hogy ennek a haromszdognek mindenképpen van

koz0s része M-mel.

20. abra. Metsz6 korok kozos pontja

Vegyiik észre, hogy a negyedik halmazrél csak annyit haszaltunk ki, hogy konvex, és
meggondolhat6 az is, hogy tetszéleges sugard korokre mikodik a bizonyitas. A feladatnak
igazabol annyi célja volt, hogy szoktasson azokhoz a fogasokhoz, amiket majd a késgb-
biekben hasznélni fogunk. Most nekikezdiink a Helly-tétel igazolasanak, részfeladatokon

keresztiil. Ezek megoldasait a bizonyitas kozismertsége miatt csak dbran szemléltetjiik.

5.6. Allitas. Adott a sikon négy konves halmaz (K1, Ko, K3, Ky) gy, hogy barmely hd-

romnak [étezik kdzds pontja. Igazoljuk, hogy ekkor az 0sszesnek is van kozds pontja.
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Bizonyitds: Legyen P) € KoNKsNKy, P, e KINKsNKy, e KiINKyNKy, Py e
K1 N Ko N Ks. Ennek a négy pontnak kiilonb6z6 helyzeteit vizsgaljuk.

P, EK,K K,

PPy CI,=P, EK,

P, PP, L EK, =P, EK,

EKZ.K3.|§4 -
3 EI<1,|'<2.|'<4

P
1EK2,K3.K4

P, EK, K, K,

21. abra. A részfeladatok megoldasai

1. eset. Ha van harom pont egy egyenesen, példaul P;, P», Ps, koziiliikk P» helyezkedik

el kozépen.

Részfeladat: Készits abrat, és jelold, hogy mely pontok mely halmazoknak elemei!
Melyik pont van benne mind a négy halmazban, miért? Segitség: Hasznaljuk ki, hogy

a halmazok konvexek!

2. eset. Ha van egy olyan pont (pl. P;), amelyik benne van a masik harom altal meg-

hatarozott haromszogben.

Részfeladat: Készits abrat, és jelold, hogy mely pontok mely halmazoknak elemei!

Melyik pont van benne mind a négy halmazban, miért?

3. eset. Ha a négy pont egy konvex négyszoget hataroz meg.

Részfeladat: Készits abrat, és jelold, hogy mely pontok mely halmazoknak elemei!
Az 4tlok pontjai mely halmazoknak részei? Mely pont része mind a négy halmaznak,

miért?
Ezek utan méar igazolhatjuk Helly tételét:

5.7. Tétel. (Helly) Ha adott a sikon véges sok konvex halmaz 1igy, hogy azok kézil barmely

hdromnak van kézd6s pontja, akkor az dsszesnek van.

Bizonyitds: A halmazok szaméra vonatkozo teljes indukcidval igazoljuk a tételt. Négy
halmaz esetén a tétel épp az el6z6 Aallitdst adja, amit mar belattunk. Tegyiik fel, hogy
a tételt mar belattuk n halmazra, kovetkezik-e ebbdl, hogy igaz n + 1-re is. Legyenek
a halmazaink K, Ko,..., K,11. Vegylik a kovetkez§ halmazrendszert: K1 N K11, Ko N
Kpy1,..., Ky N Kypq. Ez a halmazrendszer n elembdl all. Ha belatnank, hogy barmely

héromnak van kbzos pontja, akkor alkalmazhato lenne az indukcids feltevés.
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Részfeladat: Miért van az el6bbi halmazrendszer barmely harom elemének k6z6s pontja?
Ehhez olyan pontot kell keresniink, amely tetszéleges harom halmaznak, és K, 41-nek
is eleme. Ilyen viszont biztosan van az 5.6. allitas szerint. Ezzel a tételt belattuk.

Felmeriil a kérdés, hogy a feltételek koziil melyek sziikségesek.
5.4.15. Feladat. Igaz marad-e a tétel, ha végtelen sok konvexr halmazt veszink?

Megoldds: Ezt a feladatot kordbban mar megoldottuk. Vegyiik ugyanis az x tengely
(7,00) alaku intervallumait, ahol ¢« € N (ha nincsenek a sikon koordinatatengelyek, ak-
kor vegylink {6l egy tetszélegeset). Hidba van barmennyinek kozos pontja, az Osszesnek
mégsincs.

Azt is lattuk kordbban, hogy az sem segit rajtunk, ha korlatos halmazokat vesziink: a
(0,1/n) alaku intervallumok is ellenpéldat szolgéltatnak. Tovabbi feltétel teljesiilése mellett

igaz lesz a tétel végtelen szami halmazra is:

5.8. Allitas. Ha adottak a sikon konvez, korldtos, zdrt halmazok (akdr végtelen sok) gy,

hogy barmely hdromnak van kézds pontja, akkor az dsszesnek is van.
Nézziik most meg, mi térténik, ha a konvexitast hagyjuk el.

5.4.16. Feladat. Adjunk meg /4 halmazt a sikon gy, hogy barmelyik hdromnak van kézds

pontja, de az dsszesnek nincs!

Megoldds: Vegylink egy korvonalatt, annak négy ,negyedel6pontjat” (dél, 3 ora, 6 ora,
9 ora). Ezek meghataroznak négy zart felkort. Ezek éppen jok lesznek.

Felmeriil a kérdés, hogy nem lehetne e szigoribb szambeli feltételek mellett elérni (pl.
barmely négynek, vagy 6tnek legyen kozos pontja), hogy mégis igaz maradjon a tétel, azaz

az Osszesnek legyen kozos pontja.

5.4.17. Feladat. Adjunk meg n olyan halmazt a sikon, hogy bdrmelyik n — 1 nek létezzen

kdzds pontja, de az dsszesnek mégsem.

Megoldds: Az el6z6 feladat ellenpéldajat altalanositjuk. Osszuk fel a kérvonalat most
n diszjunkt egyenld részre. Olyan hosszu iveket vesziink, melyek kihagyjak a kor 2/n-ed
részét. Vilagos, hogy ilyenbél n db van. Kénnyd meggondolni, hogy minden osztépont n—1
ivet fog le. Ebb6l mar kovetkezik, hogy ez az n darab iv megfelel a feltételnek.

Az utobbi két kérdésnek szerves folytatasa egy olyan feladat, amely mar halmazrend-
szerekrol szol. A megoldés megmagyarazza azt is, hogy hogyan juthatunk el az el6z6 konst-

rukcidhoz, amely 6nmagaban elég 1égbdlkapottnak ttinhet.

5.4.18. Feladat. ** Mely n-re és k-ra tudunk megadni n sikbeli halmazt 1igy, hogy barmely

k-nak legyen kozos pontja, de barmely k + 1-nek mdr ne legyen?
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Megoldds: Barmilyen n > k esetén. Vegyilink ugyanis (Z) pontot a sikon. Ez lesz a
‘H alaphalmaz, amelynek megfelel§ részhalmazait valasztjuk. A konstrukcié: minden pont
mellé irjunk £ db kiilénb6z6 szamot az 1,2,...n értékek koziil, minden pont mellé mésik
k-ast.

Egy P; pont tartozzon hozza a Kj; halmazhoz (1 > 4,j > n), ha j-t felirtuk P; mellé.
Igy kapunk n darab halmazt. Egy pontra pontosan k halmaz illeszkedik, ezért k4 1 halmaz
metszete mindenképp iires. Mésrészt barmely k halmaznak van koz6s pontja, mégpedig aza
pont, amely mellé a valasztott k£ halmaz indexeit irtuk. Ezzel a feladatot megoldottuk.

Vegyiik észre azt is, hogy ha a pontokat egy kor keriiletén helyezziik el egymastol egyenls
tavolsagra, épp az el6z8 konstrukcié egy modositasat kapjuk (ezt érdemes is végignézni a
jobb érthetdség kedvéért).

Helly tételének utolsé nem vizsgalt feltétele a sikbeliség.

5.4.19. Feladat. Meg tudunk-e adni 4 konvex halmazt a térben gy, hogy barmely hdrom-

nak van kozos pontja, de az dsszesnek nincs?

Megoldds: Egy tetraéder négy éle megfelel§ példat szolgaltat.

Fejezetiink végén kimondjuk Helly tételét harom dimenziéban:

5.9. Tétel. (Helly) Ha adott a térben véges sok konvex halmaz gy, hogy azok kozil barmely

négynek van kézos pontja, akkor az osszesnek van.

Ennek bizonyitasa linearis algebrai eszkozok nélkiil nagyon koriilményes (hasonlé a
sikbeli esethez), ezért nem tértink ki ra. Megnézziik viszont a Helly-tételkor néhény alkal-

mazasat, ez lesz kovetkezd fejezetiink targya.

5.4.4. Korabbi feladatok altalanositasai a tétel segitségével

El6szor korabbi eredményeinket probaljuk altalanositani, majd tovabbi feladatokat
adunk.

5.4.20. Feladat. Altalinositsuk térbeli halmazokra a 5.4.7. feladat eredményét!

Megoldds: Az emlitett feladat megoldasa ngy indult, hogy levetitettiik az dsszes halmazt
egy egyenesre merdleges vetitéssel, és alkalmaztuk az 1-dimenziés Helly-tételt. Most két
lehetdségiink van: vagy egyenesre vetitiink, vagy pedig sikra. Nézziik elGszor az elébbit,

majd az utébbit:

1. Ha egyenesre vetitiink merélegesen , akkor az egyenes egy pontjanak 6sképe a tér egy

sikja, ezért az allitas a kovetkezd formaban mondhaté ki:

Adott véges sok konvexr halmaz a térben gy, hogy bdrmely kettének van kozos pontja.

Ekkor létezik olyan sik, amelynek minden halmazzal van kdzds pontja.
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2. Ebben az esetben a sikbeli Helly-tételt kell alkalmaznunk, ezért valtoztatni kell a
feltételeken, a stk egy pontjahoz viszont tovabbra is a tér egy egyenese tartozik. Az

allitas ebben az esetben igy szol:

Adott véges sok konvex halmaz a térben tigy, hogy bdrmely haromnak van kézés pontja.

Ekkor létezik olyan egyenes, amelynek minden halmazzal van kézds ponitja.
5.4.21. Feladat. Hogyan dltaldnosithatdak a 5.4.8. feladat eredményei?

Megoldds: Az el6z6 feladat két megoldasdhoz a kovetkezs két altalanositas tartozik:

1. Adott véges sok konvex halmaz a térben gy, hogy bdrmely kettének van ko6zos pontja.
Ekkor létezik tetszdleges normdlvektori sik, amelynek minden halmazzal van kozés

pontja!

2. Adott véges sok konver halmaz a térben tgy, hogy bdrmely hdromnak van kézds
pontja. Ekkor létexk tetszdleges irdnyi egyenes, amelynek minden halmazzal van ké-

208 pontja!

5.5. Konvex halmazok a gémboén

Az 5.4.11. feladatban foglalkoztunk korrel, és iveivel (konvex halmazaival), és bizonyos
feltétel esetén taldltunk az ivekhez lefogé pontpart is. Hogyan tudnank ezt az eredményt
altalanositani gdbmbok konvex halmazaira? Ehhez mindenekel6tt tisztazni kell, hogy mit
neveziink a gémboén konvex halmaznak.

Sikon egy halmazt konvexnak neveztiink, ha barmely két pontjat Osszeekots szakasz
teljes egészében a halmaz része. Tudjuk, hogy a gébmbon az egyeneseknek a f6kordk feleltet-
het6k meg, a szakaszoknak a f6korivek. Azt is tudjuk, hogy a gdbmb barmely két pontjahoz
létezik Gket Osszekdts f6koriv. Ezutan kénnyd lenne azt mondani, hogy legyen egy gémbi
halmaz konvex, ha barmely két pontjat 6sszekots f6koriv a halmazban van. Csakhogy az
Osszekdtd szakasszal probléma van. Ugyanis van bel6le legalabb kettd, atellenes pontok

esetén végtelen sok. Mit is nevezziink akkor konvex halmazoknak a gébmbon?

5.10. Definicio. A gomb egy halmaza konvex, ha barmely két pontjdat 0sszekitd minimdlis

hosszisagu fékorivek kozil a halmaz valamelyiket tartalmazza.

Mit is mond ez a definicié:

1. Ha van két nem atellenes pont, akkor tartalmazza a halmaz az Sket 6sszekotd rovidebb

fokorivet.

2. A halmaz két atellenes pontjahoz létezik a halmazon beliil haladd, a pontokat Gssze-
kots felfskor.
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Lehetséges lenne 1. helyett azt is kimondani, hogy az 6sszekots f6korivek koziil a halmaz
tartalmazza valamelyiket, azonban a definicié a fent kimondott formaban altalanosithatéd
tovabb (geodetikus metrikus terekre, melyeket a dolgozatom els§ felében részletesen tér-
gyaltam). Szokatlan lehet viszont az a tény, hogy ha a gdmbbdl kihagyjuk az északi pélust,
akkor nemkonvex halmazt kapunk.

Megjegyzés: Latszoélagos ellentmondas fedezhetd fel szakdolgozatom masik része és e
kozt a definicio kozt. Ugyanis ott konvexnek nevezem R? egy feliiletét, ha tetszbleges
pontjiba tamaszsikot allitva, a feliilet teljes egészében a sik egyik oldaldn helyezkedik el.
Eszerint, ha a gdbmbbdl kihagyunk egy pontot, konvex feliiletet kapunk. Az ellentmondés
azonban csak latszolagos. Az els6 meggkdzelitésben ugyanis a kilyukasztott gdmbre, mint

térbeli feliiletre tekintiink, nem pedig a gémb, mint alaphalmaz egy részhalmazara.
5.5.1. Feladat. Prébdljuk dltaldnositani az 5.4.11. eredményét.

Megoldds: Az emlitett feladatban egy kér iveihez talaltunk lefog6 pontpart. A kévet-
kez&képpen okoskodtunk: merdlegesen vetitettiik a kort, és {veit egy segédegyenesre, és
azon alkalmaztuk az 1-dimenziés Helly-tételt. Itt viszont van egy kis bokkend. Ha vessziik
ugyanis a gémb egy konvex halmazat, és vetitjiik azt egy sfkra, egyaltalan nem biztos,
hogy a sikon is konvex halmazt kapunk (pl. egy f6kort vetitve egy ra nem meréleges sikra).
Tehat a sikra vetit6 gondolatmenet nem vihet§ a4t gémb konvex halmazaira.

Vetitsiink olyanra, amire tudunk. Valasszunk ki egy hossziisagi kornek a felét (pl. keleti
hosszasag 0°, 1d. az abran). Ez lesz a segedfélkoriink, vetitsiik erre a gdmb pontjait a szé-
lességi korok mentén. Ekkor a gémbi konvex halmazok képei olyan {vek lesznek, melyeknek

péronként van kbzos pontja, egy félkorbeli pont Gsképe pedig egy szélességi kor lesz.

22. abra. Segédfélfckor a gdmbdn

A félkorre kiegyenesités utdn alkalmazzuk az 1-dimenzios Helly-tételt, és igy a kdvet-

kez6t kapjuk:

Ha adott a gémbnek véges sok konvexr halmaza gy, hogy kézilik barmely kettének van
metszéspontja, akkor létezik olyan koér a gombon, amelynek bdrmely halmazzal van kozos

pontja.
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Az el6z6 gondolatmenetben a segédfélkor helyzetét énkényesen valasztottuk meg. Ez

veti fel a kérdést:
5.5.2. Feladat. Létezik-e¢ biztosan az el6z6 halmazokhoz lefogo fékor?

Megolddsi vdzlat: Kezdjik el forgatni a segédfélfékort a felez6pontjaba mutaté OF
sugar mentén. 180°-ot forgatva a lefogd kor valamikor atmegy a felez6ponton, azaz f6korré
valik.

Alfejezetiink egyik célja az volt, hogy a az 5.4.11. feladatot probaljuk minél kézvetle-

nebbiil altaldnosftani, egy lehetdség a kdvetkezs lehetne:

5.5.3. Feladat. *** Igaz-c a kovetkezd: ha adott a gombnek véges sok konvez halmaza tigy,
hogy kozilik bdrmely hdromnak van kézos pontja, akkor létezik-e olyan pontpdr, amely az

osszes konvex halmazt lefogja?

Ennek a kérdésnek megvalaszolasa nehéz (nem is sikeriilt ra valaszt talalnom). Ne-
hézségét a kivetkezd mutatja: a sikbeli Helly-bizonyitds nem vihets at, az indukcié nem
miikédik. Igenls valaszhoz tehat masképp kell probalkozni. Ellenpéldaul pedig talalni kel-
lene legalabb 7 olyan konvex halmazt a gémbon (6 halmaz lefoghaté két ponttal), melyek
kéziil barmely 3-nak van kozos pontja, de nem létezik lefogd pontpar. Ez utébbi sem tinik

egyszeri feladatnak.

5.5.1. A sikbeli Helly-tétel néhany tovabbi alkalmazasa

Fejezetiink zarasaként Osszegytjtiink néhany feladatot Helly tételének alkalmazésara.

5.5.4. Feladat. Ha adott a siknak négy félsikja, Si,S59,S53,S4, melyek egyiitiesen lefe-
dik a sikot. Igazoljuk, hogy létezik kdzilik hdrom, amely mdr szintén lefedi a teljes sikot.

(Segitség: vizsgdljuk a kiegészitd félsikokat!)

Megoldds: Jelolje a kiegészits félsikokat S;. Tudjuk, hogy nem lehet mind a négynek
kozos pontja, mivel az eredeti félsikok lefedik a teljes teret. Ez azt jelenti, hogy van ha-
rom olyan félsik S;-k kozt, melyeknek nincs kozos pontja (pl, S1,S2, S3-nak). Ha ugyanis
barmely haromnak lenne kozos pontja, akkor az 6sszesnek is lenne Helly tétele szerint. Ez

viszont azt jelenti, hogy 51,53 és S3 lefedik az egész sikot.

5.5.5. Feladat. Adott a sikban egy véges ponthalmaz gy, hogy bdrmely hdrom pontja lefed-
hetd egy r sugari zdrt korlemezzel. Lassuk be, hogy ekkor van olyan v sugari zdrt kérlemez,
mely az 6sszes pontot lefedi. (Segitség: Probdljunk olyan halmazokat gydrtani, amelyekre

alkalmazni tudjuk Helly tételét.)

Megoldds: Vegytink fel a pontok koré r sugartu kordket. Ezek koziil barmely haromnak

van kozos pontja a feladat feltétele szerint. Alkalmazva Helly tételét ezekre a kordkre, azt
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kapjuk, hogy az 6sszes korlemeznek van kdézos pontja, jel6ljon egy kézos pontot O. Egy O
koriili, r sugara kér megfelels lesz.

Megjegyzés: 1gazabol nem volt szitkség arra, hogy a ponthalmaz véges legyen, hisz
emlitettiik, hogy korlatos és zart halmazok esetén végtelen sokra is alkalmazhaté Helly

tétele.

5.5.6. Feladat. Fgy orszdgban tudjuk, hogy bdarmely két telepiilés k62t mazimum 250 km a
tavolsdg. Fel akarnak dllitani eqy radart, amely az orszdg minden telepiilése félotti légteret

beldtja. Mekkora hatdtdvolsdgu radart elég tervezni, és hovd kell dllitani?

Megoldds: Az els6, legegyszertibb gondolat az, hogy allitsunk radart a févaros kbzpontjaba,
melynek hatosugara 250 km. Ez a radar nyilvan minden varos légterét latja. Erezhet6 azon-
ban, hogy ennél kisebb sugart radar is elegendd lesz, ha iigyesen vélasztjuk meg a felallitasi

helyét. Nézziink egy specialis esetet:

Reészfeladat: Hovd dllitsuk o radart, ha az orszdgban csak hdrom telepiilés van? Mek-
kora sugari radar elegendd?

Aki egy kicsit is megbaratkozott mar a haromszog koriilirt kérének fogalméval, a radart
annak kézéppontjaba helyezné (vilagos, hogy minden mas valasztas nagyobb hatosugari
radart igényelne).

A mésodik kérdés megvalaszolasahoz a koriilirt kor sugarat kell megbecsiilniink. Fogal-
mazzuk meg pontosan a kérdést: Ha eqy ABC hdromszdg oldalai mazimum 250 km-esek,
mekkora lehet legfeljebb a hdromszog kérilirt korének sugara?

Megoldds: Az AOBZ, BOCZ, COAZ szbgek koziil valamelyik maximum 120°, legyen
ez példaul AOBZ, jelélje . Irjuk fel az AOB haromszogben a koszinusz-tételt:

AB? =% 4% — 2rr - cos

Mivel AB > 250, ezért 2502 > 272(1 — cos ). Valasztasunk szerint ¢ < 120°, azaz
cos ¢ > —1/2. Ezt alkalmazva nyerjik:

250% > 3r2

250/V3 > r

Ennél nincs is jobb becslés, egy 250 km oldalii szabélyos haromszog koriilirt korének sugara
éppen 250/+/3.

A részfeladat megoldasaval azt is lattuk, hogy barmely harom véarost lefed egy 250/v/3
sugartu kor. Alkalmazzuk az el6z6 eredményiinket! Eszerint létezik az Osszes varost lefedd
250/+/3 sugart kor, melynek megtaldlasara modszert is lattunk. Ezzel feladatunkat meg-
oldottuk.

E gyakorlati alkalmazéis kozben belattuk Jung tételét, melynek kimondasaval zarjuk

fejezetiinket:
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5.11. Tétel. Jung Ha adott egy sikbeli ponthalmaz, melyben birmely két pont tdvolsdiga
legfeljebb d, akkor a ponthalmaz elemei lefedhetdek egyetlen d/+/3 sugari korrel.

5.6. Néhany kombinatorikus geometriai feladat

Ebben a fejezetben egy magyar vonatkozast matematikatorténeti feladatot szeretnénk
kibontani, az Ggynevezett Happy End problémaét.

A torténet szerint a két habora kézt ifji matematikusok egy kis, kés6bb igen hiressé
valt csoportja (Klein Eszter, Erdds Pal, Szekeres Gyorgy, Gallai Tibor és Turan Pal) szive-
sen foglalkoztak kézosen kiilonb6z6 matematikai problémakkal. A kévetkezd kis feladatot
Klein Eszter vetette fel, mely aztan egy egész tudoményteriilet kiindulési pontjava valt. A
problamanak a Happy End nevet maga Erdds Pal adta, ugyanis Szekeres Gyorgy és Klein

Eszter kés6bb ¢sszehazasodtak, és Ausztralidban boldog matematikuséletet éltek.

5.6.1. Feladat. Adott a sikon 5 pont, semelyik hdarom nincs egy egyenesen. Mutassuk meg,

hogy pontok kdzt mindig van négy, melyek konvexr négyszog csicsait alkotjdk.

Megoldds: Ha az 0t pont konvex &tszdget hatdroz meg, vagy egy olyan konvex négy-
sziget, melynek belsejében van az 6t6dik pont, akkor készen vagyunk. Az az eset maradt
még, amikor az 6t pont meghataroz egy haromszoget (ABC'), melynek belsejében van a
maradék két pont (pl. D, F). Ekkor a DE egyenes két részre bontja a sikot. Valamelyik
részben a haromszognek két csticsa talalhaté. Ez a két csiics D-vel és E-vel egyiitt konvex

négyszoget hataroz meg.

23. abra. Konvex négyszog létezése

Noveljiik meg a pontok szamat, és szamoljuk &ssze a konvex négyszogeket!

5.6.2. Feladat. Adott a sikon n tetszéleges pont, semelyik hdrom nem esik eqy egyenesbe.
Hdny olyan konvexr négyszoget tudunk megadni, melynek csicsai az adott pontok kéziil va-

lok?

Megoldds: Az elézé feladatban 6t pontbol tudtunk kivalasztani egy konvex négyszoget.
Ezt probaljuk meg most is alkalmazni. Osszuk fel az pontot |n/5] darab 5-6s csoportba.
Tudjuk, hogy minden pontotésbél kivalaszthatéd egy konvex négyszog, igy sikeresen kiva-

laszthatunk |n/5| db. konvex négyszoget.
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Lathatjuk azonban, hogy moédszeriink elég pazarld, hiszen csak a rogzitett pont6tosok-
bél vilasztottunk konvex négyszogeket. Olyanokat nem szamoltunk, melyek csticsai kiilon-
boz6 6tosokbe esnek. Kezdjiik tjra a szamolast! Valasszunk ki az 6sszes lehetséges modon
n pontunkbél 5-t. Ez (g) lehetdség. Minden 6t6sbdl kivalaszthaté egy konvex négyszog. A
kérdés az, hogy maximum héanyszor szamoltunk egy négyszoget.

Egy konvex négyszog n—4 darab pontétdshoz tartozhat, hisz barmelyik maradék pontot
hozzavehetjiik a négyszogiinkhdz. Ez azt jelenti, hogy a négyszigiink szama legfeljebb
L (%). Eredményiinket szebb alakra hozhatjuk:

n—1 ni5<§>_ 1 n(n—l)(n—Q)(n—B)(n—4)_1<n>'

n—4 5! 5

Megjeqyzések:

e A mai napig nyitott kérdés, hogy mi a pontos also korlat a konvex négyszdgek sza-

mara.

e Legutolséd eredménylink ugy is megfogalmazhaté, hogy egy adott sikbeli ponthalmaz

pontnégyeseinek legaldbb az 6t6de konvex helyzet.

Erdekes kérdés, hogy hany konvex négyszoget tudunk kivalasztani, ha azt szeretnénk,

hogy azok mind diszjunktak legyenek.

5.6.3. Feladat. Adott a sikon 5n pont, semelyik hdrom nem esik egy egyenesbe. Adjunk
meg n olyan konvex négyszoget, melyeknek csicsai az adott pontok kézil valok, és eqymdssal

nincs kozos pontjuk!

Ugyesen kell a pontokat 6t6s csoportokra bontani. Egy lehetséges modszer a kivetkezs:
vegylink egy egyenest a ponthalmazon kiviil, tehat tgy, hogy az egyenes ne vilasszon el
két halmazbeli pontot. Kezdjiik el tolni az egyenest énmagara merélegesen a pontok ira-
nyaban. Elérjiik az els§ pontot, majd a mésodikat, stb. az 6tddiket. Ebbél az 6t pontbol
valasszunk ki egy konvex négyszoget. Ha tovabbtoljuk az egyenest, elérjiik a hatodik, he-
tedik, stb. tizedik pontot. Ezek koziil tijabb konvex négyszoget valaszthatunk. Ennek a
két négyszognek biztosan nincsen kdzos pontja, mert két, egymastol diszjunkt parhuzamos
savban helyezkednek el. Folytatva az eljarast kaphatunk n darab paronként kozos pont
nélkiili konvex négyszoget.

A gondolatmenetben van egy kis kiigazitani val6. Lehetséges ugyanis, hogy az egyenes
mozgatasakor egyszerre két pontot ériink el, ami problémat okozhat. Ezen azonban kénnyen
segithetiink: Mivel a pontok szdma véges, az altaluk meghatarozott irdnyok szama is véges
(maximum (52") irany). Ha tehat ezektdl kiilonboz6 irdnyt valasztunk az egyenes mozgata-
sara, egyszerre legfeljebb egy pontot érhetiink el. Ezzel a feladatot megoldottuk.

A fejezet elején azt lattuk, hogy 6t altanos helyzetdi pont mindig meghataroz konvex
négyszoget. Folytathatjuk a kérdések feltevését. Ha noveljiik a pontok szamat, meghataroz-

e a ponthalmaz konvex 6tszoget /hatszoget, stb? Ha igen, legkevesebb hény pont kell hozza.
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5.6.4. Feladat. *** Adott a sikon kilenc dltaldnos helyzetd pont. Mutassuk meg, hogy
mindenképpen kivdlaszthato kozilik 6t, amelyek konvex dtszéget hatdroznak meg. Mutassuk

meg, hogy nyolc dltaldnos helyzetd pontra ugyanez nem igaz.

A feladat megoldésa ugyan nem igényel tobbet a kozépiskolas eszkozoknél, de sok apro
esetet kell hozz4 megvizsgalni, amitél most eltekintiink.

Fejezetiink nagy részében konvex négyszdgeket kerestiink egy adott ponthalmazban. A
konvex négyszogek vizsgalata a kovetkez6 feladat szerint az egész ponthalmazrol informé-

ci6t hordozhat.

5.6.5. Feladat. Igazold a kévetkezdt: Eqy sokszdg pontosan akkor konvex, ha bdrmely négy

csucsa konvexr négyszoget hatdroz meg.

Megoldds: Vilagos hogy egy konvex sokszog barmely négy pontja is konvex helyzet.
Feladatunk marad a forditott irdny igazolasa.

Tegyiik fel, hogy az S sokszog nem konvex. Ez azt jelenti, hogy van olyan C csicsa,
amely konvex burkan beliilre esik. Haromszogelve a konvex burkot, C' valamely harom-
sz0g belsejébe esik. A haromszog harom csicsa C-vel kiegészitve nem hatéroz meg konvex

négyszoget, ami ellentmondés.

5.7. A képtarprobléma

Fejezetiink elején megemlékeztiink az alakzatok konvexitdsanak népszerd definiciojarol,
mely szerint egy sikidom konvex, ha nem lehet benne elbtijni, konkav pedig akkor, ha el
lehet benne bajni. Folytatva a gondolatot bevezethetnénk akar 1j elnevezéseket is: beszél-
hetnénk kicsit konkav és nagyon konkav alakzatokrol aszerint, hogy nagyon el lehet-e biijni
benniik, vagy éppenhogycsak. Ennek a gondolatkisérletnek egy adekvalt megfogalmazésa
a cimben emlitett hires probléma, melyfejezetiink targyat képezi. A probléma igy szol:

Van egy mizeum, falai ,eqyenesek”. Biztositani akarjuk, hogy a mizeum minden pontjdt
folyamatosan szemmel tartsa eqy ér. Az 6rok nem mozoghatnak, viszont megfordulhatnak.
Hdny drre van legfeljebb sziikségiink, ha o mizeumnak n fala van?

A tovabbiakban feltessziik, hogy a termek hasab alakuak, igy sokszogeken vizsgalédunk
(az alaprajzon).

FEls6 észrevételiink, hogy ha a terem konvex, elég egyetlen 6r. Ezzel a hdromszog alap-

rajzi esetet megoldottuk. Ha a sokszog négyszog (akar konvex, akar konkév), szintén elég

egy Or.

5.7.1. Feladat. Hdny oldalii legaldabb az a sokszog, amelynek drzésére legaldbb két or szik-

séges? Es amely Orzéséhez hdarom Or sziikséges?

Megoldds: Egy 6tszog ,Orzéséhez” még elég egy ember (a Happy-end probléma kapcsan
lathattuk, hogy helyezkedhet el 5 pont, barmely esetet konnyen ellendrizhetjiik). Hatszog-

b6l mar taldlhatunk olyat, amelyhez két 6r sziikséges, egy lehetséges konstrukciot a 24.
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abrén lathatunk. Hogy miért sziikséges két 6r: A két satirozott haromszog Grzésére kiilon-
kiilon 6rok sziikségeltetnek. Kérdés: Hova éllitsuk a két 6rt az emlitett hatszogben, hogy

az egészet belassak?

24. abra. Konstrukcié hatszogre és 3n-szogre

Olyan kilencszoget, amely 6rzéséhez harom ember kell, szintén kénnyt konstrualni (4l-
talanositva ugyanezen az abran lathato). Azt, hogy nyolcszog Grzésére mindig elég a két
6r, késébb latjuk be, altalanosabban.

Az n = 6 és n = 9 eseteket altaldnositva tudunk rajzolni olyan 3n-széget, amelynek
Grzésére n Or sziikséges (Id. 24. dbra). Az abrat kicsit modositva kaphatunk olyan 3n + 1-
szOget is, illetve 3n 4 2-szoget is, melyekhez szintén n 6r sziikséges

Reészfeladat: Miért sziikséges az dbrdn ldthatd 3n-szdg 6rzésére n 6r? Helyezziink el n
ort gy, hogy beldssa a sokszoget! Hogy mddositsuk az dbrdt a (3n 4+ 1)-es és a (3n + 2)-es
esetben?

A kovetkezGkben azt fogjuk latni, hogy a konstrukciéban szereplé 6rok szama a sziik-

séges maximumot adja. Ezt kiilon tételként fogalmazzuk meg:
5.12. Tétel. Bdrmely n fali mizeum drzéséhez elég |5 or.

Reészfeladat: Beldtja-e a muzeumot n olyan dr, akiket a csicspontokba dllitunk?

Megoldds: Természetesen belatjdk. Haromszogeljiik ugyanis a sokszoget. Barmely hé-
romszog belathatd a csiicspontjaibol. Ez pedig azt jelenti, hogy az n cstucsbeli 6r is belatja
a teljes sokszoget.

A megoldasbol latszik, hogy az 6roket ,pazaroltuk”, hiszen egy pontot legaldbb harom &r
lat . A pazarlast elkeriilhetnénk példaul agy, ha minden haromszognek csak az egyik csticsan
allna 6r (kérdés persze, hogy ez megteheté-e, illetve hany 6rt jelent legalabb egy ilyen
elrendezés). A vazolt takarékoskodashoz egy iigyes tritkkot hivunk segitségiil. Rogzitsiik

el6tte a sokszog egy haromszogelését.

5.7.2. Feladat. Mizeumunk fokozottan értékes, ezért hdrom biztonsdgi szolgdlatot bére-
liink fel, piros ruhdsokat, kék ruhdsokat és z6ld ruhdsokat. Az éroket a csucspontokba akarjuk
dgy feldllitani, hogy egy hdromszdg hdrom csicsdban hdrom kilénbézé ruhds ember legyen

(igy nemcsak a képeket, hanem egymdst is szemmel tarthatjik). Lehetséges-e ez mindig?
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25. abra. Az 6rok elhelyezésének harom lépése

Probald ki el6szor konkrét sokszogeken! Beldtja-e bdrmely biztonsdgi szolgdlat az egész mui-

zeumot?

Megoldds: Mésodik kérdésre konnyen vélaszolhatunk, hiszen barmely hdromszoget be-
latja mindharom &rszolgalat, igy ugyanez elmondhatd az egész sokszogre. Az els kérdés
megvalaszolasahoz teljes indukcidt hiviink segitségiil. Az n = 3 eset a haromszig esete,
ami trividlis. Tegyiik fel, hogy n — 1-ig igaz az allitas. Nézziik az n-szog esetét.

Jeldlje S az n-szoglinket. Valasszunk ki egy olyan zy atlojat, mely szerepel a rogzi-
tett haromszogelésében. Az xy atlo S-t két sokszogre (S1, Sa) bontja (Id. 25. abra). Ezek
oldalszama kisebb, mint n, ezért alkalmazhatjuk rajuk indukciés feltevést. Eszerint mind
S1-ben, mind Ss-ben elhelyezhetGek az drszolgalatok tagjai a kivant feltétellel. S6t, elhe-
lyezhetSk agy is, hogy z-ben piros, y-ban kék 6r alljon (ha nem igy lenne, cseréljiik meg a
szerepeket a részsokszogeken beliil). Ekkor viszont az zy él mentén 6sszeilleszthetjiik Sq-t
és Sa-t. Ezzel megkaptuk az 6rok egy kivant elhelyezését.

A tételt ezzel igazoltuk. Tudjuk ugyanis, hogy barmely 6rszolgalat elegends a sokszog
megfigyeléséhez. Azonban n csticsban 3 kiilonb6z6 érszolgalat emberei vannak, {gy valame-
lyik szolgalat legfeljebb |% | 6rt alkalmaz.

Megjeqyzés:

e Az el6z8 megoldas konnyebben elmondhaté, hogyha ismerjiik a grafok valahany szin-

nel val6 szinezhet@ségének problémajat.

e A harom szinnel valé szinezhetéség elddntése altalaban N P-teljes. Ebben a specidlis

esetben azonban egy polinomialis algoritmust lattunk a harom-szinezésre.

Befejezés

Az eddigiekbdl is kittinik, hogy milyen sokszint, sok témakért feldlels feladatsort készit-
hetiink a konvexitas fogalma koré. Szeretném felsorolni, hogy milyen tovabbi, konvexitashoz

kapcsolodo témakkal lehetne tovabb béviteni az anyagot.
e Kiilon fejezetben targyalhatnankk a konvexitast, mint fliggvénytulajdonsagot.

e Foglalkozhatnank tobb fejezeten keresztiil konvex poliéderekkel, az Fuler-tétellel, po-

liéderek feldarabolhatosagaval.
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e Olyan csoportban, amelynek van némi jartassaga algoritmusok terén, foglalkozhat-

nank konvexitéssal kapcsolatos geometriai algoritmusokkal.
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