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Eloszo

Jelen dolgozat a rang tesztek témajaval foglalkozik, melyeket leggyakrabban az
orvosi, a pszichologiai, valamint a szociolégia kutatasokban alkalmaznak. Ezen
eljarasok alanyai személyek, él6lények, illetve eszkozok is lehetnek. A kétmintés sta-
tisztikai eljarasok célja, hogy a vizsgdalat ald vont csoportok kozotti kiilonbségeket ki-
mutassa vagy jol hasznalhaté kritériumot talaljon a csoportok megkiilonboztetésére.

A rang tesztek el6nye ([11]) els6sorban az egyszeriiség, hiszen a szamitasokban
sokszor a legnagyobb nehézség maga a rangsorolas. Masrészt nem igényelnek spe-
cidlis feltételeket, altalaban elegendé a megfigyelések fliggetlenségét, valamint azt
feltenni, hogy egy adott mintdban minden megfigyelés ugyanabbdl a populaciobdl
szarmazik. A rang tesztek hasznalhatésagat noveli, hogy akkor is elkészithetoek a
statisztikdk, amikor nem &llnak rendelkezésre konkrét adatok, csak a mintaelemek
sorrendje adott.

Az elsé fejezet ([1],[2], [6],[12]) az eredeti Wilcoxon-Mann-Whitney statisztikét
mutatja be, amelynek rendkiviili elénye, hogy egyszeri és konnyen hasznalhato,
melynek koszonhetoen a fent megjelolt tarsadalomtudomanyi tertileteken keriil leg-
gyakrabban alkalmazasra. Ezen statisztika fontos tulajdonsaga, hogy a hatareloszla-
sa normalis, melynek bizonyitasa ebben a fejezetben keriil bemutatasra. A dolgozat
kitér a mintaelemek egybeesésének a statisztikdra gyakorolt hatésara is.

A maésodik fejezetben ([3],[4], [5], [10]) a kétmintds statisztikai eljardsokat cen-
zoralt mintakra terjesztjik ki, amelynek jelentosége, hogy kiboviti ezen eljarasok fel-
hasznalasi teriileteit. A fejezet kiilon kitér a jobbrol cenzoralas valamint a kétoldalrol
cenzoralas eseteire, és bemutatasra keriil egy nemparaméteres préba, amely akkor
is hasznélhatd, ha csak cenzordlt adatok allnak rendelkezésre.

A harmadik fejezet ([7],[8],[9]) a Wilcoxon-Mann-Whitney statisztika alkalma-
zasanak néhany esetét mutatja be. Az orvostudoméany teriiletén gyakori probléma,
hogy talaljanak egy megfelel6 méroszamot, amelynek segitségével diagnosztizalhatd
egy adott betegség. Az OD-gorbe és a Wilcoxon-Mann-Whitney statisztika kapcso-
latanak koszonhetéen megallapithaté ehhez egy megfelel6 kritikus érték. A fejezet-
ben bemutatasra keriil a Wilcoxon-Mann-Whitney statisztika és az ROC-, illetve az



ROL-gorbe kapcsolata. Az emlitett statisztika érdekes alkalmazasa a hirtelen szint-
eltolasok detektédlasa, melyek fontos informaciét jelentenek az idésorokban.

A negyedik fejezet egy konkrét példan keresztiil mutatja be a Wilcoxon-Mann-
Whitney statisztika szinteltolasok detektalasara valo alkalmazasat. A havonkénti
magyarorszagi sziletésszamokon ([12]) beallt valtozasokat vizsgaljuk 1945 és 2013
kozott. Az abrak, és a statisztikdk vizualis megjelenitése az R program segitségével
késziilt. A jobb attekinthetdség kedvéért kinagyitott abrak kertilnek bemutatésra a
fiiggelékben.
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1. fejezet

Wilcoxon-Mann-Whitney préba

A Wilcoxon-teszt, vagy ahhoz nagyon hasonlé eljarasok sok helyen felmertiltek az
1900-as évek eleje 6ta. Ez az oka annak, hogy az irodalomban nem egységes a meg-
nevezése, magat a statisztikat F. Wilcoxon publikalta, de annak szérasat, varhaté
értékét és hatareloszlasat H. B. Mann és D. R. Whitney adta meg.

1.1. Eredeti Wilcoxon préba

Legyen X és Y két valdszintiségi valtozé folytonos F' és G eloszlasfiiggvénnyel.
Azt mondjuk, hogy az X valdszintiségi valtozé sztochasztikusan kisebb, mint az Y,
ha F(t) > G(t) minden t-re. A tesztelni kivant null-hipotézis:

Hy: F(t)=G(t) minden t-re,

az ellenhipotézist minden alkalommal kiilon rogzitjik. Ennek egy lehetséges in-
terpretaciéja a kovetkezo: egy klinikai kisérletben egy eljaras vagy készitmény ha-
tékonysagat szeretnénk vizsgalni, az X valdszintiségi valtozoval azonos eloszlastu n;
elemii minta elemei, x1, ..., x,, a kontrollcsoport, az Y valészintiségi valtozéval azo-
nos eloszlasi ns elemli minta elemei, vy, ..., y,, pedig a megkapjak a kezelést, vagy
alkalmazzak rajtuk a készitményt. fgy a null-hipotézis teljesiilése azt jelenti, hogy
a készitmény hatéstalan, az egyoldali ellenhipotézis pedig azt, hogy a készitmény
hatasos.

Készitsiink a két mintabdl egy egyesitett rendezett mintat. Minden egyed kapja
meg a nagysag szerinti sorszamat, mint rangot. Legyen W az a fliggvény, ami
megszamolja azokat az eseteket, amikor egy y megeloz egy z-et a sorban. A feltett
folytonos eloszlasbdl az is kovetkezik, hogy P(x; = y;) = 0, azaz 1 valészintiséggel
nincsenek egybeesések a rendezett mintaban. Wilcoxon eredeti T statisztikdja az



y;-k rangdsszege volt, ha r(y;) jeloli az adott elem rangjét, akkor

TZZT(%‘)-

Altalaban
na(ng + 1)

2
Mivel csak az x;-k és y;-k egymashoz viszonyitott helyzete érdekel minket a rang-
sorban, helyettesitsiink minden y;-t 1-gyel és minden x;-t 0-val.

Konnyen lathato, hogy ekkor W azt szdmolja meg, hogy hany alkalommal el6z
meg egy l-es egy O-t. Legyen p,,.,(W) azon 0,1 sorozatok szama, amelyben n;
darab 0 és no 1 van, és amelyben W-szer elozi meg az 1 a 0-t. fgy a kovetkez6
kifejezéshez jutunk:

W:n1n2—|— —T.

ﬁmnz (W) = pm*lm(W - nQ) + ﬁnmzfl(W)?

ahol p;;(W) =0 ha W < 0 és pio(W), po;(W) nulla vagy egy, attdl fiiggden, hogy
W £ 0 vagy W = 0.

Ha a null-hipotézis teljesiil, akkor mind az (ny + n2)!/(n1!ns!) 0,1 sorozat egy-
forman valészini. Ha p,,, (W) jeloli annak a 0,1 sorozatnak a valdsziniiségét,
amiben W-szer el6zi meg az 1-es a 0-t, akkor

3

nnW: n—mW_
p12( ) n1+n2p1 1 ( n2)+n1+n2

Ny

pn1n2—1(W)~ (111)

Természetesen pp,n, (W) = pron, (W).

1.1.1. Allitas. W hatdreloszldsa normdlis, ha a két minta mérete a végtelenhez
tart, és expliciten megadhato a szordsa €s a varhato értéke.

Bizonyitas: A hatareloszlas bizonyitasahoz a centralis hatareloszlas tételt fogjuk
haszndlni, amelyhez kiszamoljuk nem csak a szérast és a varhatd értéket, hanem
a magasabb momentumokat is. Mivel annak a valdszinlisége, hogy az i-edik 1-es
megel6zi a j-edik 0-t 1/2; ezért

. ninog

Epuny (W) = =52, (1.1.2)

Legyen w = W — nyny/2, és szdmoljuk ki az (1.1.1) segitségével E,,,,(w?)-et.

ning

B i, (w2) = Z(W T )2pn1n2 (W)
w
és kifejtve:
ny No ning
Epin, (W?) = Epyipy(W?) + ————Ep 1y 1 (w? 1.1.3
12<w) ny + ny 112<w)+n1_|_n2 121(w)+ 4 ( )



ahol E, ., (w) jeloli (W — nyny/2) varhatéértékét azok kozott a sorozatok koézott,
amelyekben n; darab 0 és ny 1-es van. Az (1.1.3)-bdl kézvetleniil adddik, hogy

Eno(w?®) = Egp,(w?) = 0. (1.1.4)
Teljes indukcidval az (1.1.4) kezdeti feltétellel addédik, hogy:
Eryny (W) = nina(ng + no +1)/12, (1.1.5)

amivel W szoérasat megkaptuk. Mar csak a hatareloszlas van hétra, amelyhez
kiszamoljuk a paros momentumokat. A negyedik momentum hasonléan adddik
az (1.1.1)-bol:

ny n2
En n Y = En —1n 4 —En ng— 4
12<w) ny + ny 112(w)+n1+n2 121(10)—‘;—
nmnz ., 2 2 2 2
+1—6(2n1n2 + 2nyns — ny —n;y — nyng). (1.1.6)
Az (1.1.6) kezdeti feltétele kozvetlen szdmoldssal adddik:
Eno(w?) = Egp, (w*) = 0. (1.1.7)
Teljes indukcioval bizonyithat, hogy
1
Epin, (W) = mna(m + 12 + )(Sn%nzjtnln%—2nf—2n§+3n1n2—2n1—2n2) (1.1.8)

240

kielégiti az (1.1.6)-ot az (1.1.7) kezdeti feltétellel.

A w hatéareloszlasanak bizonyitdsahoz, amikor ny, no végtelenhez tart, sziikségiink
van az r-edik momentumokra. Ugyanazt az eljarast alkalmazva, mint amivel a
masodik és a negyedik momentumot megkaptuk, és felhasznalva, hogy az Gsszes
paratlanadik momentum 0, azt kapjuk, hogy

1 (2r\ 1
En n 2ry . ZaEn Cin 2r—2a
1 Q(w ) ny + no Z (205) fo {n1n2 1—1 2(’LU )+

a=0

+n3no Enyng—1 (W 72) } . (1.1.9)

Azt méar tudjuk, hogy r = 1, 2-re E,, ., (w?") az n és m 3r-ed fokt polinomja valamint
oszthaté nyng(ny + ng + 1)-gyel. Feltéve, hogy Ey, n, (w?*) a < r-re az n és m 3a-
fokd polinomja, ami oszthaté ning(ny + ng + 1)-gyel, megmutatjuk, hogy talalhaté
egy olyan 3r foku polinom, ami oszthaté nins(ny + ny + 1)-gyel, ami kielégiti az
eléz6 egyenletet és azt a kezdeti feltételt, hogy E,o(w?) = FEg,,(w*) = 0. Az
utolsé feltétel trividlisan teljesiil, ha E,,,,(w?") oszthaté niny(ni + ny + 1)-gyel.
Behelyettesitjiik a polinomot az (1.1.9)-be és megmutatjuk, hogy a tagok egyenként
kiszamolhatéak. Atrendezéssel kapjuk, hogy

ni no

Enlnz <w2r> - ny + Ny Enlflnz (w%) - ny + Ny

T

1 2r\ 1 9
— . ozEn in 2r—2a
ny + na Zl (204) 4oy {n1n2 —tna (W )+

Enlnzfl <w2r> =

+n%an2En1n2,1<w2T72a)} . (1110)



Mivel X < r-re Ep,pn, (0*) = ning(ng +ny+ 1) P33 ahol P33 az ny és ny (3N —3)-

ning ning
fokd polinomja, a fenti egyenlet egyszertisitheto:

r n 2r T2 2r 3r—3
B, (0?) — E, _1n, (W) — E,n—1(w) =nin , (1.1.11
1 2( ) ny + ng 1—1 2( ) ny + ny 1n2 1( ) 1 ZQmm ( )
ahol Q33 az ny és ny (3r — 3)-foki polinomja. Most legyen
3r—3 4
By (W) = nyng(ny +ny + 1) Z a;nynd,
+7%8r-3

ahol a;; = a;; adottak. Behelyettesitve az (1.1.11)-be:

Z aij [(ny +no + Dnind — (ng — 1) ng — nl(ny — 7+ = Qi3

]

és atrendezve

3r—3 i .

i, J i+1 i—af, J, o a,j T
> o [utd+ X (TE ) Coedng )| -t
= =t

Nézziik a (3r — 3)-fokd tagokat. Ebben az esetben ¢ + j = 3r — 3 és o« = i azt adja,
hogy

3r—3
i, 3r—3—i . 3r—3—i, .1 i, 3r—3—i 3r—3
§ Ai3r—3—i [”1”2 + (i + 1)(ny Ny + NNy )} = Whing
i=0
vagy
3r—3
3r E aigr_g_inllngr_‘q’_’. (1113)
=0

3r—3_

e -0l kiszdmolhato

A (3r — 3)-foku tagokat egyenl6vé téve a megfelelokkel @
Ai3pr—3—7, (Z = 0, 1, N ,3’/“ — 3)

Most feltessziik, hogy a;; ismert, ha i+ j > 3r —3 — (k — 1), és megkapjuk a;;-t,
ha i+ j = 3r — 3 — k. Nézziik az (1.1.12) azon tagjait, amelyek foka (3r — 3 — k).
Ezek a tagok akkor jelennek meg, amikor

i+j=3r—3,a=i—ki.. . i+j=3 —3a=i

Mind, kivéve az utolsét, tartalmaz olyan tényezoket, amelyeket mar megkaptunk.
Az utolsé pedig egyszeriisitheto:

3r—3—k

E : i, 3r—3—k—i
(3T - 3) Ai3r—3—k—;T1 Mo .
1=0



fgy az a;gr—3—k—; egyitthaték i = 0,1,...,3r — 3 — k-ra szdmolhatok az ismert a,;-k
és Q33 segitségével. Ez bizonyitja, hogy Ey, ., (w?*") 3r-fokd polinom ni-ben és
ng-ben, és oszthat6 ning(ny + ng + 1)-gyel.

Most a 3r-foku tagok egyiitthatéit vizsgaljuk. Legyen A =1, 2.

2A—1)---5-3-2

Enins (wz)\) = 12X

(n1n2)*(ny + ng + 1) + (3A\-nél kisebb foku tagok).

Feltessziik, hogy ez érvényes A < r-re és megmutatjuk, hogy \ = r-re is igaz.
Az (1.1.10) jobb oldaldba behelyettesitve
1 2r\ 1
ny + no 2 /4

2r—3)...5-3-1
) {nlng {( 1)2r1 (ny —1)"'ny H(ny + ng)’"_l] +
2r—3)---5-3-1 . -

( 1>2r1 n' " (ny — 1) Hny + ny) 1} +

—%n%ng {
+ (3r-nél kisebb foku tagok)} (1.1.14)

vagy

@{(nﬁrng)“? {(2r—31)2-r--15-3~1} _

[ni(ng = 1) 0+ i g (ng — 1) + (3A\-nl kisebb foki tagok) }(1.1.15)
ami tovabb egyszertisitheto

3r(2r—1)---5-3-1
127

(n1ng)"(ny 4+ n2)" ' + (3r — 1-nél kisebb foki tagok).

Osszehasonlitva az (1.1.13) egyiitthatéival, ning-vel szorozva

3r—3
ning 2; Qir—g—ininy 0 = (2r )12r (nang)"(ny + ng)" ™

vagy

2 —1)---5-3-1
12r

En1n2 (’LU2T> = ( (n1n2)r(n1 + na + 1>T

+(3r-nél kisebb fokud tagok). (1.1.16)

Megmutatjuk, hogy E,, ., (w?") legfeljebb 2r-fokii ni-ben és no-ben, amit r = 1, 2-
re mar lattunk. Feltéve, hogy a kisebb momentumokra igaz az (1.1.10) jobb oldalén,
ami tovabb egyszertisodik nlngQ%;g’-é, ami legfeljebb 2r — 1-foki ni-ben. Megint
osszehasonlitjuk az egyiitthatékat az (1.1.12)-ben. Azokra a tagokra, amelyek 3r —
3-foktiak, mar lattuk, hogy ni-ben legfeljebb 2r — 2-fokiak. Azokra a tagokra,

amelyeknek a foka 3r — 4, hasznaljuk i + 7 =3r —3, a =i —l-et ési+j = 3r — 4,
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a = i-t. Az els6 eset nem ad ni-ben nagyobb foku tagot, mint 2r — 2, tehat
amikor megoldjuk az a;3,._4_; egyiitthatékra, azoknak a tagoknak az egytitthatoi,
amelyek ni-ben magasabb fokuak, mint 2r — 2, nullanak kell lenniiik. Megismételve
a folyamatot, nem lesz magasabb foki tag sem nj-ben, sem ny-ben az (1.1.12) bal
oldaldn, mint 2r — 2. Ebb6l addédik, hogy E,,.,(w?")-ben a legmagasabb eléforduld
fokszam ni-ben és ny-ben legfeljebb 27 lehet.

Most nézzik az aranyt

[ () B ) (m 4 a4 1)
(Enlnz (’U)Z))T [nmg(nl + no + 1)/12]T
b
[nlng(nl + no + 1)/12]T
b
—(2r—1)---5-3-1+ : (1.1.17)

(nmg)T(nl + N9 + 1)T
ahol b = 3r-nél kisebb foku tagok, amelyekben ny és ny foka legfeljebb 2r. Tehat

lim I=(2r—-1)---5-3-1

ning—roo

és ebbol méar a centralis hatareloszlas tétellel kovetkezik, hogy a hatareloszlas normalis.

1.2. Az egybeesések hatasa

Az egybeesések Wilcoxon-statisztikara gyakorolt hatasanak vizsgalatahoz meg-
mutatjuk a Wilcoxon W-statisztikdja és a Kendall altal a rangkorrelacional bemu-
tatott S mennyiség kapcsolatat. Amikor r darab (uy,vy) szampar adott, akkor S a
kovetkezoképpen szamolhato:

—1 ha( h—uk)( h_vk) <0

0 (Uh — uk)(vh — ’Uk) 0

1 (h—uk)(h—vk)>().
A fenti értékeket adjuk 6ssze minden (h, k) par esetében, amikor h < k. Ha a két
minta zi,...,%, €S Y1,...,Ym, és a fenti definicioban » = m + n esetén behelyet-
tesitjiik a két minta értékeit a megadott sorrendben méghozza uy, . .., Up, U1, . - -\ Up-

rel és O-t vagy 1l-et ebben a sorrendben vj-val, ha u; = ; néhany i-re vagy u, = y;
néhény j-re ebben a sorrendben, akkor a kovetkezd adodik:

2W + S5 = nm.

A legegyszeriibben ez dgy lathat6, ha megnézziikk 2W + S értékét minden (h, k)
parra. Ez egyenlo6 lesz 1-gyel, ha v, = 0 és vy, = 1, egyébként pedig 0-val. Az értékek

11



osszege igy nm. A fenti egyenlOség igaz, ha nincsenek egybeesések a két mintaban.
Természetes, hogy W-t gy definidljuk, hogy ezt az egyenloséget terjesztjik ki arra
az esetre, amikor vannak egybeesések. Mivel egy (z;,y;) parra az S értéke 0, ha
z; = y;, a W értéke 1/2 kell, hogy legyen. Kendall kiszdmolta a varhat6 értéket és

a standard szérast S-re amellett a feltevés mellett, hogy a vy, ..., v, mennyiségek
meghatarozott rangsorara ug, ..., u, minden r! lehetséges permutaciéja egyformén
valészinii. Ez a feltétel ebben az esetben akkor teljesiil, ha az z1, ..., 2, éSy1, ..., Ym

mintakat véletlenszertien vettiikk ugyanabbdl a populaciobdl, igy az eloszlasoknak
nem kell tobbé folytonosnak lenniiik. Igy W varhaté értéke és szérasa a nullhipotézis
mellett megkaphaté a Kendall-formulabdl. Ezért

E(S)=0
és
var(S) =
1
== {T(r —1)(2r+5) — Zt:t(t —1)2t+5) =Y s(s—1)(2s+ 5)} +
1
tt—1)(t—2 —1)(s—2
g (2 {E e
1
— t(t—1 —1 1.2.1
g | T e o
ahol ), az uy,...,u, kiilonbozé egybeesésein, > . pedig a vy, ..., v, egybeesésein
torténik; ¢ és s pedig sorrendben az elemszamot jeloli az egyenld szamok minden
csoportjaban uq, ..., u, és vy,...,v, kozott. A 2W 4+ S = nm egyenl6ségbol:
1 1
E(W) = Snm = E(S) = Fnm (1.2.2)
és )
var(W) = —var(S). (1.2.3)

4

A vy, ..., v, csoport n darab 0-bél és m darab 1-bél &ll, igy s értéke az (1.2.1)-ben
n és m, igy

D s(s—1)(2s+5) =n(n — 1)(2n +5) + m(m — 1)(2m + 5),

S

D s(s = 1)(s —2) = n(n—1)(n - 2) + m(m — 1)(m — 2),

s

Zs(s—l) =n(n—1)+m(m—1).

S

12



Behelyettesitve az 1.2.1-be és az 1.2.3-ba némi egyszertisités utan a kovetkezot kap-
juk:
var(W) = inm(n +m+1)— L Zt(t —1)(2t+5) +
12 12 -
n(n—1)(n —2)+m(m—1)(m — 2)
36(n+m)(n+m—1)(n+m—2)
nn—1)+m(m—1)

+ > ott-1), (1.2.4)

8(m+n)(m+n—1) <

dott-1)(t-2)+

ahol >, az x1,...,%, €8 y1,...,Yn egyesitett mintaértékek kozotti egybeesésekre
torténik. Ha nincs egybeesés, akkor ez az eredeti Mann-Whitney-Wilcoxon ered-
ményre egyszerisodik:

E(W) = —nm,
és

1
var(W) = Enm(n +m+1).

Az utols6 harom egyenléséghdl akéar indukciéval konnyen lathatd, hogy wvar(WW)
csokken a megfigyelések kozotti egybeesések jelenlétével. Ezek az eredmények egy
1épést jelentenek arrafelé, hogy a Wilcoxon tesztet barmilyen populaciobdl vett
mintara hasznalhassuk.
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2. fejezet

A cenzoralas esetel

Az orvosi, a szocioldgiai és a pszichologiai vizsgalatoknal, az élettartam-adatok
elemzéseknél gyakran fordul el cenzoralas. Akkor beszéliink cenzoralasrél, ha nem
minden egyedrdl figyelheté meg pontos adat, akar azért, mert a vart esemény egy
bizonyos id6pontnal késobb, akar azért, mert korabban kovetkezett be. Amikor egy
mintaban sok a cenzoralt adat, akkor ezek nem hagyhatdak figyelmen kiviil, mert
ezaltal jelentés informéciot veszitenénk, és esetleg torzulna a kialakult kép. Ez a
torzulas jobbrol cenzordlas esetén azt jelenti, hogy a magasabb értékek elhagyésaval
a megmaradt megfigyelések eloszlasa a kisebb értékek felé tér el.

2.1. Altaldnositott Wilcoxon proba
jobbrdl cenzoralt adatokra

A fentiek alapjan onkényesen jobbrol cenzoralt mintakra terjesztjiik ki a Wil-
coxon tesztet, amely fiigg a megfigyelések szerkezetétol. A vizsgalni kivant nullhi-
potézis:

HO . Fl(t) - Fz(t)

az ellenhipotézis pedig:

H,: Fi(t) < F5(t) (t <T) vagy
Hs: Fl(t) < FQ(t) vagy Fl(t) > Fg(t) (t < T)

ahol Fy, Fy a megfigyelések (diszkrét vagy folytonos) eloszldsa, és T a megfigyelések
fels6 hatara.

Ez a probléma klinikai kisérleteknél fordul eld, amikor 6sszehasonlitjuk két ke-
zelés hatékonysagat arra nézve, hogy mennyire tudjak meghosszabbitani az életet
és fenntartani a paciens jollétét. A paciensek sorozatosan lépnek be ezekbe a
kisérletekbe, és véletlenszertien kapjak a két kezelés valamelyikét. T idovel a kisérlet

14



kezdete utén vizsgéljak a meghibdsodési id6t (haldl vagy visszaesés) és a cenzoréltsa-
got (életben van, vagy a tiinetek enyhiiltek T-ben). Jeldlje n; — r; a meghibasodott
egyedek szamat és r; a T-ben cenzordltat. Mivel a paciensek kiilonbozé idokben
lépnek be a kisérletbe a [0, 7] intervallumban, a cenzordlds ideje is kiilonbozé a
paciensek kozott. Tegytik fel, hogy mnq,ny darabszamu egyed kapja az A illetve B
kezelést, és a megfigyeléstink:

’ ’ ,
Ty,..., % r1 cenzoralt ,

brereoin ! o A kezelés
Tpi4ls - Tpy  Np — 11 Meghibdsodas

’ ’ ,

.. r9 cenzoralt ,

Yir e Yy a1 B kezelés,
Yrgt1y -+ -y Yny N2 — o meghibasodas

ahol x;, y; meghibdsodasi, z;, y; pedig cenzoraldsi idék, mindketts a belépést6l mérve.
Megengedjiik az egybeesést a meghibasodasok és a cenzoralasok kozott is. A nullhi-
potézis tehat ebben az esetben az, hogy az A és B kezelés egyforman hatékony, az
egyoldali ellenhipotézis az, hogy A hatékonyabb, mint B, a kétoldali pedig az, hogy
valamelyik kezelés hatékonyabb a mésiknal. Definialjuk:

—1 haax; <y, vagy z; < y;

Uj=14 0 hauz =y; vagy (%:;,y;) vagy x; < Y; vagy y; <X
1 haz; >y; vagy z; > y;

és szamoljuk kia W = Zl ; Ui; statisztikdt, ahol az 0sszegzés niny Osszehasonlitasra
végzodik. Tehat W-hez hozzajarul a két minta minden olyan osszehasonlitésa, ahol
mindkét egyed meghibdsodott (kivéve az egybeesést), és minden olyan Osszeha-
sonlitas, ahol a cenzoralt egyed tovabb életben maradt, mint amelyik meghibédsodott.
Konnyen latszik, hogy
W =ns(ny +ng+1) — oW’
ahol W' a mésodik minta rangjainak Osszege a kombindlt rendezett mintdban.
Tovabba
W =2U — NN

ahol U’ megszamolja, hogy hany olyan megfigyelés van a masodik mintdban, amely
megeldz egyet az els6 mintabdl a kombinalt rangsorban.

Most nézziik meg W feltételes varhato értékét és szorasat. Az nq, ne megfigyelés
szerkezete legyen a kovetkezo:
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ahol m; a cenzoralatlan ¢ rangi megfigyelések szama a cenzoralatlan megfigyelések
rangsoraban; [; az olyan jobbrdl cenzoralt megfigyelések szama, amelyek az i és az
(14+1) rangi megfigyelések kozé esnek. A vertikalis vonalon a pontok meghibdsodott
egyedek rangsoranak felelnek meg, ezek az s meghatarozott meghibasodasi pontokon
kovetkeznek be. Barmely meghibasodasi vagy cenzoralasi megfigyelési sorozat rep-
rezentalhaté ilyen diagrammal. Ha van cenzoralt megfigyelés az els6 meghibasodéas
el6tt, akkor ezeket bevehetjiik gy, hogy [i-nek szamoljuk 6ket m; = 0 értékkel.
Altaldban azonban az ilyen megfigyeléseket a gyakorlatban ki szoktdk zdrni, mi-
vel nem hordoznak informaciét az A és B eljaras kozotti kiillonbségrol. Ez a kizaréas
nincs hatassal a proba varhaté értékére és szérasara, mivel azok az adott megfigyelés
szerkezetétol fliggnek.

Tegyiik most fel, hogy Hj igaz, és a meghibasodas kockazata ugyanaz a két cso-
portban. Ha a két minta egyedei a szerkezetben kiilonboz6 médon vannak jelolve,
akkor ("1+"2) kiilonféle elosztasa van az nq, no megfigyelésnek. Jelolje W Hy-melletti
véarhaté értékét E(W | P, Hy) és szorédsat var(W | P, Hy ), ahol P a megfigyelések szer-
kezete. Osszesen M egyforman valdszinii minta vezet ugyanahhoz a megfigyelési
szerkezethez. Termeszetesen

E(W |P,Hy) =0

a szimmetria miatt. A széras képlete pedig:

niny
W |P,Hy) = M (M;_ 1
U&T( | ’ 0) (n1+n2)(n1+n2—1 {Zm 1 1+ )+
+ZliMi(Mi+1)+Zmi(n1+n2—Mi—Li—l)'

i=1 =1

'(’I"Ll + ng — 3Mi—1 —m; — Li—l — 1)} y (211)

ahol
J J
Mj:Zmi, MOZO, L]:Zl“ LOZO
i=1 i=1
Ha nincsenek egybeesések és cenzoralas, azaz my = ...=mys=1,1; = ... =1, =0,

és s = ni+ny, akkor az eredeti Wilcoxon-Mann-Whitney statisztika szérasat kapjuk.
Ekkor P egyszertien az ni + ne megfigyelés rangsorolasa.
A W statisztika aszimptotikusan normalis a null-hipotézis mellett, és

B w
Vvar(W |P, Hy)

értéke aszimptotikusan normalis 0 varhato értékkel és 1 szérassal.
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2.2. Altaldnositott Wilcoxon proba
kétoldalrdl cenzoralt adatokra

Feltessziik, hogy ni és ns megfigyelés van véletlenszertien elosztva az A és B
csoportba, és

’

Ty, ... - r1 jobbrol cenzoralt

Ty i1seees T S1 balrél cenzordlt megfigyelés az A csoportban
Tpytsy41y -+, Tny M1 — T — S1 Nem cenzoralt

Y- y;Q ry jobbrdl cenzoralt

y:2+1» . ,y:2+82 so balrél cenzoralt megfigyelés a B csoportban,
Yrgtsotls -« +sYny, Mo — To — Sy Nem cenzoralt

ahol x;,y; rendezett megfigyelések, x;, y; jobbrol, vagy a kisérlet végén cenzoralt és
:1:;/, y;/ balrél, vagy a kisérlet elején cenzoralt megfigyelések. A mintavétel feltétele,
hogy pozitiv valészintiséggel minden megfigyelés cenzordlatlan, valamint jobbrol
vagy balrdl cenzordlt, igy a minta szerkezete a fenti tipusu. Feltessziik, hogy a
cenzoralasi feltételek ugyanazok mindkét csoportban, és az egybeesést sem a meg-
hibasodésoknal sem a cenzoralasoknal nem zarjuk ki.

A vizsgalni kivant nullhipotézis ismét:

Hg . Fl(t) = Fg(t)

it Hy: Fi(t) < B(t) (t <T) vagy
H, : F1<t) < Fg(t) vagy Fl(t) > Fg(t) (t < T)

ellenhipotézisre teszteliink, ahol Fy, F, a megfigyelések (diszkrét vagy folytonos)
eloszlasa, és T' a megfigyelések fels6 hatara. Legyen

—1 haz; <y; vagy 2; < y; vagy 7; < 5,y
Uj=4< 1 haux >y, vagy x; > y; vagy xi,x; > yj/
0  egyébként
és szamoljuk ki a

W=> Uy,
ij

statisztikat, ahol az Osszegzés az Osszes értelmes parositasra torténik.
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A megfigyelések P szerkezete jél leirhato a kovetkezo abraval:

X

m T
P

mp ip

ahol m; az ¢ rangu cenzorélatlan megfigyelések szama; [, azon balrdl cenzoralt meg-
figyelések szdma, amelyek értéke az i — 1 és i rangi megfigyelések kozé esik; I;
pedig azon jobbrdl cenzordlt megfigyelések szama, amelyek értéke az ¢ és 7+ 1 rangu
megfigyelések kozé esik.

Most megnézziitk W eloszlasat, feltételes varhatd értékét és szorasat. Jelolje
a véarhaté értéket E(W |P, Ho,ny,ns) és a szérast var(W |P, Hy,ny,ns), ahol P a
megfigyelések szerkezete. A duplan cenzoralt esetben is Gsszesen % egyforman
valoszinii minta vezet ugyanahhoz a megfigyelési szerkezethez. Természetesen

E(W |P,Hy) =0

a szimmetria miatt. A szdéras képlete pedig: .

ning
W |P, H, = '
U(ZT( ‘ » 110, 101, n2) (nl + ng)(nl +ng — 1)

' {i mi(Miy + L;)(Mi + L, + 1) + iii(Ml- + L) (Mi + L; + 1) +
=1 i:pl
+ Zmi(Mp + L, — M;—Li4) -
(M, — L, — 3]21_1 —Li 1 —2L,—m; — 1)+
+ igi(Mp + L, — My —Li ) (My+ L, — My — Ly — 1)} , (2.2.1)

i=1

ahol

l

79

Mj:Zmi, MOZO, Zj:iziu Z0:07 Lj:i
— i=1



A W statisztika hatareloszlasa ebben az esetben is normalis, és

7 %%
\/var(W|P, Hy,ny,ms)

aszimptotikusan standard normalis eloszlast.

2.3. Egy nemparaméteres proba
csak cenzoralt adatokra

Azokon a teriileteken, mint az orvostudomany és a tarsadalom tudomany, gyak-
ran fordul el6 az az eset, amikor az egyedeket az élettartamuk alatt csak egyszer
tudjuk megfigyelni. Ilyen lehet példaul az, amikor azt vizsgaljak, hogy egy adott
képesség mikor alakul ki. Mivel egyszer vizsgdljak a populdciot, ezért egyrészt
azokndl az egyedeknél akik mar képesek a feladatra, nem dertil ki, hogy mikor ta-
nultdk meg, igy ezek az adatok balrél cenzordltak a vizsgalatnal, masrészt azokndl
az egyedeknél, akiknél még nem alakult ki a képesség, a véarakozasi id6 jobbrol
cenzoralt.

Vezessiik be a kovetkezé jeloléseket: X = (z1,...,z,) vektor jeloli az igazi
fiiggetlen, azonos eloszlasu tulélési idot, F' abszolut folytonos eloszlasfiiggvénnyel
és f sirliségfiggvénnyel. Legyen T = (11,...,T,) a fiiggetlen azonos eloszlasu

megfigyelési id6 G abszolut folytonos eloszlasfiiggvénnyel, és g stirtiségfiiggvénnyel.
Tegyiik még fel, hogy X és T is fliggetlenek. Nem figyeljiik meg X-et és T-t, csak
azt, hogy T;-ben az i-edik egyed mar kordbban képessé valt (D; = I(z; < T;)), de
az idejét (x;-t), hogy mikor tortént vagy kés6bb mikor fog torténni, nem. A meg-
figyeléstink tehat: [T}, D; = I(x; < T;)]. Ezen a megfigyelésen alapul G likelihood-
fliggvénye:

HQ(TZ‘)F(Ti)Di 11— F(T)>

és a tulélési ido6 eloszlasanak, F-nek a likelihood-fliiggvénye:

Lo(F) = [[ F(m)P 11 = F(T)] 7

i=1

A nemparaméteres maximum likelihood-becsld (NPMLE) F), az L, (F)-bél kap-
hatd egy egyszerli nem iterativ algoritmuson keresztil. Tegyiik fel, hogy T kom-
ponensei névekvo sorrendben vannak: Ty < Ty, < ... < T,, és Dq,..., D, eszerint.

Legyen i = 0,1,...,n-re
j=1
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a D;-k kumulativ sszege, és tekintstik a H;-k dbrazoldsabdl nyert 1épcsos fiiggvényt.

Most nézziik a fiiggvény legnagyobb konvex minoransat, azaz a 1épcsé pontjainak
osszekotésével nyert torottvonalat azzal a megkotéssel, hogy a kapott torottvonalnak
konvexnek kell lennie. Igy F,(¢) = F,,(T}) jobbrél folytonos minden ¢ € (T}, Tj41)-re,

~

ahol Ty = 0 és T,,,1 = oo. Tekintsiik F,, integraljat y/n-nel normélva. Ha 7 < oo

Jn / [ﬁn(w - F(t)] dt
0
és .
Jn / [Fg(t) - F?(t)} dt
0
normalis hatareloszlasi 0 varhaté értékkel, és a szoras:

[ i,

g9(t)

és

TF3t)[1-F(t
4 / @)1 @1,
0 g(t)
Egy alkalmasan megvalasztott integralhaté h fliggvénnyel

N /0 ' [Fg(t) — F2()| h(t)dt

aszimptotikusan normélis ha n — oo, a varhato értéke 0, a széras pedig:

TP -FO),,
4 /0 S

Ebbdl az eredménybdl a G tapasztalati eloszlasfiiggvény egyenletesen eros konzisz-
tencidjaval kovetkezik, hogy

Jn / [Fg(t) — F2(t)] dC(t)
0
aszimptotikusan normaélis 0 varhato értékkel és
b [ F@ - P
0

szorassal, ha f és g a [0, 7]-n elvélasztott a 0-t6l, f korlatos és g derivéltja is az.

Nézziink most egy kétmintds problémat a kovetkezo adatokkal:
(tlia Dliai = 1, 2, ce ,nl), (TQia DQi,i = 1, 2, Ce ,ng). Legyen

Hoi F1:F2
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azaz az a nullhipotézis, hogy a két minta élettartam eloszldsa azonos. Legyen Flnl
és F2n2 az NPMLE értéke F-nek és Fh-nek a mintabol szamolva és legyen G a két
minta megfigyelési idejeinek feltételezett kozos eloszlasanak a tapasztalati eloszlas
fiiggvénye, ahol n = ny + no. A Hy-ra vonatkozd teszt statisztika alapja:

| (B - B2 0] acie

ami y/n-nel szorozva a korabbiak szerint aszimptotikusan normalis eloszlasu a H
mellett ha ny, ny — oo gy, hogy ny/ny — p € (0,1). A varhaté érték 0 és a széras

ﬁ /OT F3(t) [1 = F(t)] g(t)dt.

Itt 7 a megfigyelések fels6 hatara, [ pedig a feltételezett kozos értéke Fi-nek és
Fy-nek. Legyen F,, a I NPMLE-je a kombinalt n = n; + ns elemii mintara. Ekkor

Jo [ B (1) — B3, (¢ )] dG,(t)
{%fgﬁﬁ(t [1_ ()] dc, ()}1/2

eloszlasa megkozelitoleg standard normalis elég nagy ny és ny esetén. Ha G értéke
kiilonbozo a két mintaban, azaz G # G, akkor W szérasa expliciten fiigg G1-t6l és
G>-t6l a megfelel6 g, és go stirliségfiiggvényeken keresztiil, és ilyenkor az itt javasolt
statisztika kevésbé megfeleld.
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3. fejezet

Alkalmazasok
3.1. Az OD gorbe

Tegyiik fel, hogy adott két valdszintiségi valtozé X és Y, és ¢ € R tetszoleges
konstans. Tekintsiik azt a grafikont, melynek horizontélis koordinatdja P(X < ¢),
a vertikdlis koordinatéja pedig P(Y < ¢). Abrézoljuk a T(c) pontot ¢ minden
(c € (—00,00)) lehetséges értékére. Az igy kapott grafikon az OD-grafikon egy
tipusa, a populacié OD-grafikon.

Tekinsiik most a T'(¢) pontot. Mivel mindkét koordinatdja 0 és 1 kozott van,
T'(c) mindig az egységnégyzetben lesz, és ha X ésY folytonos val6sziniiségi valtozok,
akkor T'(¢) a (0,0)-bdl induld, (1,1)-be érkez6 folytonos gorbe lesz. A T' mindkét
valtozojaban monoton novekedo fiiggvény. Ha X és Y véges diszkrét valdszintiségi
valtozok, amelyek k értéket vehetnek fel nem nulla valdszintiséggel, akkor két tovabbi
érték, a —oo és 0o hozzavételével az OD-diagramnak k + 1 kiilonboz6 pontja lesz,
melyekbdl kett6 rogzitett: T'(—oo) = (0,0) és T'(c0) = (1,1).

Az OD-grafikonok egyik igen hasznos tulajdonsiga, hogy a rang megorzo transz-
formaciokra invariansak. Ez azt jelenti, hogy ha m egy szigorian nové fliggvény,
amely X és Y minden lehetséges értékére definidlt, akkor az (X,Y’) OD-grafikon
ugyanaz lesz, mint az (m(X), m(Y)) OD-grafikon.

Az OD-grafikonnal 6sszehasonlithaté sztochasztikusan két valdszintiségi valtozo
pontosan akkor, ha a gérbe nem keresztezi a (0,0)-t az (1, 1) ponttal 6sszekot egye-
nest. Ha az (X,Y) OD-gorbe teljesen a pozitiv digonalison, vagy alatta van, akkor
azt mondjuk, hogy X sztochasztikusan kisebb, mint Y. Ha X sztochasztikusan
kisebb, mint Y, és m monoton nové fiiggvény, akkor E(m(X)) < E(m(Y)).

Legyen X és Y két valoszintiségi valtozo, melyekbdl mintat vesziink. Legyen
W az a valdszinliségi valtozd, amely a megfigyelések értékeit reprezentalja. Jelolje
Sx azt az eseményt, hogy a megfigyelést az X eloszlasbol vettiik. Tegytik fel, hogy
P(Sx) el6zetes valosziniiség 1/2, és a megfigyelés értéke c. Ha X ésY véges diszkrét
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valészintiségi valtozo, akkor

1
POXIW =0 = Ty —g/px = o

Masrészt, ha X és Y folytonos, akkor

1
T 1+ (O fx(e)

ahol fx és fy a megfeleld eloszlasfiiggvények. Legyen L(c) a likelihood ardny:

P(Sx|W=C)

L(c) = P(Y = ¢)/P(X = ¢),

illetve folytonos esetben
L(c) = fy(c)/ fx(c).

[gy véges diszkrét, és folytonos esetre is:

1
P(Sx|W =¢) = TL(C)

A két valoszintliségi valtozo, X és Y hasznos tulajdonsaga lehet, ha a poszteriori
valészintiség, P(Sx|W = ¢) a ¢ monoton fliggvénye. Ha X és Y ilyen tulajdonséigu,
akkor monoton poszteriornak nevezziik ¢ket. Ez azt jelenti, hogy ha X sztochasz-
tikusan kisebb, mint Y, és a poszterior valészinliség ¢ monoton novo fiiggvénye,
akkor a megfigyelések legnagyobb c értéke valdszintibben tartozik az X eloszlashoz,
mint az Y-hoz. Tovabba X és Y monoton poszterior pontosan akkor, ha az (X,Y)
OD-gorbe konvex.

Tegyiik fel, hogy fiiggetlen véletlen mintat vesziink az X és Y eloszlasokbol.
Jelolje P(X < Y) annak az eseménynek a valdszinliségét, hogy az X megfigyelés
kisebb, mint az Y. Hasonléan definidlhaté P(X <Y) és P(X =Y) is. Tekintsiik az
egységnégyzet és az OD-gorbe éltal hatdrolt fels6 teriiletet, és jelolje ezt A(X,Y).
Ha fy az Y strtségfiiggvénye, akkor:

AX,Y) = /1 P(X < ¢)dP(Y <c¢) =

:/wHngﬂ@@:ngY) (3.1.1)

—00

Természetesen ha X és Y folytonos, akkor P(X =Y') = 0, amibdl az is kovetkezik,
hogy P(X <Y)=P(X <Y)=A(X,Y). Ha X és Y véges diszkrét valészintiségi
véltozdk, akkor A(X,Y) a trapéz-szabéllyal szdmolhato:
k Lk
AX,Y)=> P(Y =¢)P(X < ¢;) + 5 Y PY =¢)P(X =c¢;) =

i=1 =1

S P(X<Y) 4+ P(X=Y), (312
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ahol ¢q,...,c; azon értékek halmaza, melyeket X és Y nemnulla valészinliséggel
felvesz.

A fent kiszdmolt A(X,Y) jeloli azt a mértéket, amely azt méri, hogy mennyire
van az X az Y alatt, igy értéke 0 és 1 kozott mozog. A maximumé&t pontosan
akkor veszi fel, ha az X teljesen az Y alatt van atfedés nélkiil, és pontosan ak-
kor lesz 0, ha teljesen felette van. Masrészt ha X és Y azonos eloszlasi, akkor
A(X,Y) = 1/2. Tovabba A(X,Y) + A(Y,X) = 1. Ezen tulajdonsdgok miatt
A(X,Y) nagyon hasznos két populécié kozotti kiilonbség mérésére, hiszen ha értéke
valamelyik széls6érték kozelében van, az fontos kiilonbséget jelent a populaciok
kozott. Més megkozelitésben A(X,Y') haszndlhaté arra is, hogy milyen pontosan
kiilonbozteti meg egy adott teszt a két populaciot. Orvosi teszteknél gyakran egy
kritikus értéket keresnek arra, hogy diagnosztizaljanak egy adott betegséget. A mar
meglévo adatok alapjan a betegek és az egészségesek alkotjak a két populaciot, ilyen-
kor ha A(X,Y) kozel van 1-hez, akkor majdnem biztos lesz a diagndzis, ha pedig
1/2, akkor véletlenszeri lesz a j6 dontés.

Tegyiik fel, hogy van egy Nx méreti véletlen mintank X-bol, és Ny méretii az
Y-bol. Jelolje p(X < ¢) azon megfigyelések aranyat Nx-bél, melyek kisebbek vagy
egyenldek, mint a ¢ konstans. Definidljuk p(Y < ¢)-t hasonléan. Minden c-re t(c)
legyen az a pont, melynek els$ koordinataja p(X < ¢), a masodik koordinataja pedig
p(Y < y). Az igy kirajzoléd6 gorbe a minta OD-gorbe. Minden c-re a t(c) koor-
dindtéi torzitatlan becslést adnak a T'(c) megfelel6 koordinataira, azonban ez a gérbe
csak véges sok pontot tartalmaz. Ha az egyesitett mintaban nincsenek egybeesések,
akkor pontosan Nx + Ny + 1 kiillonb6z6 pontot. Ha véletlen a mintavételezés, akkor
Nx Ny kiilonb6zo parositasa van a két mintanak.

Jelolje p(X <Y), p(X =Y) és p(X # Y) azon parok aranyat ebbél az Nx Ny
parbol, melyekre X < Y, X = Yilletve X # Y. Nyilvanvalo, hogy ezek torzitatlanul
becsiilik P(X < Y)-t, P(X =Y)-t és P(X # Y)-t. Legyen a(X,Y) a minta OD-
gorbe folotti teriilet, amelyet trapéz szaballyal szamolhatunk:

a(X,Y)=p(X <Y)+ %p(X =Y).

Mindkét oldal varhaté értékét véve adédik, hogy A(X,Y) torzitatlan becslése az
a(X,Y). Osszességében tehdt a minta OD-gorbe f6lotti teriilet torzitatlan becslése
a populacié OD-gorbe f6lotti tertiletnek.

A most definiélt a(X,Y") kozeli kapcsolatban van a Mann-Whitney U-statiszti-
kaval, hiszen ha X és Y folytonos, akkor

U

X,Y) = .
BRI
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3.2. Az ROC és az ROL gorbe

Tekintsiink most egy jelérzékel6 kisérletet, ahol zajos kérnyezetben alkalmi jelek
érkeznek. A megfigyel6 minden prébanal érzékel egy hangot, egy jelet vagy egy zajt,
és az érzékelt hang erdsségének fiiggvényében dont arrdl, hogy mit hallott. Azon-
ban, mivel a hang eréssége préobarol prébara valtozik, ez altalaban nem megbizhaté
alap, hogy a megfigyelo eldontse, hogy jel érkezett vagy zaj. Tegyiik fel, hogy a
megfigyel6 el6szor megallapit egy kritikus értéket, azutdn, ha ennél er6sebb hang
érkezik, akkor igent mond, azaz jelnek tekinti, minden mas esetben pedig nemet.
Jelolje P(igen|jel) illetve P(igen|zaj) az igen vélasz valdszintliségét jel illetve za]
esetén, hasonléan P(nem| jel) és P(nem|zaj) a nem vélasz valoszintiségét. Ezek a
valoszintiségek egy 2 x 2-es tablazatba foglalhatoak:

valésag/tipp jel zaj
jel P(igen| jel) | P(nem|jel)
za] P(igen| zaj) | P(nem|zayj)

Ha a megfigyel6 csokkenti a kritikus értéket, akkor az igen valaszok valdszintisége
néni fog. Abrazoljuk a P(igen| jel) és a P(igen| zaj) valészinfiségeket minden olyan
kritikus értékre, amelyet a megfigyel6 elfogad, oly médon, hogy a zajhoz tartozé
keriil a horizontdlis tengelyre, a jelhez tartozo pedig a vertikalisra. Extrém alacsony
kritérium esetén az dbréazolt pont kozel lesz az (1,1) ponthoz, nagyon magasnal
pedig a (0,0)-hoz. fgy egy folytonos gorbét kapunk az egységnégyzetben, ami a
(0,0)-bdl az (1,1)-be ér. Ezt a gorbét hivjik Igen-Nem ROC-gorbének.

Hasonl6an definialhat6 az (I, I,) ROC-gorbe, ahol I, és I, az a két valdsziniiségi
valtozd, melyek a jel illetve a zaj esemény altal keltett hang erésségét jelolik. Legyen
¢ a megfigyel6 kritériuma, ekkor:

P(igen|jel) = P(Is > ¢)

és
P(igen| zaj) = P(I, > c).

fgy az Igen-Nem ROC-gorbe képe pontosan ugyanaz, mint az (I, [;) ROC-gorbe, és
mindketté az OD-gorbék egy fajtaja. Tovabba az Igen-Nem ROC-gorbe alatti teriilt
megegyezik az (I, I;) ROC-gorbe alatti, és az (I, ;) OD-gorbe feletti teriilettel.
fgy az. ROC-gorbe alatti teriilet is A(l,, ;). Ez azt is jelenti, hogy ha ez az érték
1, akkor az I, eloszlas teljesen az I, alatt van, igy a megfigyel6 hibatlanul fogja
megkiilonboztetni a zajtol a jelet. Természetesen azonban, mivel ez egy elméleti
konstrukeio, az (I,,Is) ROC-gorbét a gyakorlatban nem tudjuk felrajzolni, csak
véges sok pontjat.
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Egy kicsit mas megkozelitésben ugyanez: elorejelzé rendszerek mindségét sze-
retnénk leirni. A ROC-gorbe alatti teriilet oly médon jellemzi az el6rejelzé rendszer
minoségét, hogy leirja a rendszer arra vonatkozé képességét, hogy elore jelezze az
elére meghatarozott események bekovetkeztét vagy nem bekovetkeztét.

A ROC-gorbe megalkotasakor az elorejelzéseket binaris médon fejezziik ki, mint
figyelmeztetések vagy nem figyelmeztetések, amelyek azt jelzik, hogy az elore meg-
hatarozott esemény varhatéan bekovetkezik-e vagy sem. Amikor az elérejelzést egy
esemény bekovetkezési valdszintiségében fejezik ki, a kiadott figyelmeztetés valo-
szintisége kiilonbozo kiiszobértékek kozott mozog. Minden kiiszobértéknél meg-
vizsgaljak az eldrejelzések és a megfigyelések kozotti kapcsolatot. Ez a kapcso-
lat leirhaté egy két dimenzids vektorral, amelyet a taldlati ardny, azaz a helyesen
elérejelzett események aranya, és a hibés riasztasi arany definial. Ez a két koordinata
megad egy pontot az ROC-térben, és egyiittesen definialjak az ROC-gorbét.

Egy kapcsolodo eljaras az ROL, melynél idedlis esetben az események inten-
zitdsa folyamatos skalan mozog, és a riasztasokat rogzitett kritériumok alapjan adjak
ki. Az ROC-gorbéhez hasonlbéan az elérejelzések binaris allitasok arra vonatkozdan,
hogy egy elére meghatarozott esemény varhatéan megtorténik-e vagy sem. A meg-
figyeléseket is binaris médon fejezzik ki, azaz egy adott megfigyelés egy esemény,
ha a megfigyelés meghalad egy elore meghatarozott kiiszobértéket. A ROL-gorbe
esetén az az intenzitas, amely megkiilonbozteti az eseményeket a nem eseményektol,
egy korlatos skalan beliil mozog.

Hasonléan az ROC-gorbéhez, az elérejelzések és a megfigyelések kozotti kapcso-
latot minden kiiszobértékre megvizsgaljak. Ismét egy két dimenzids vektor definidlja
ezt a kapcsolatot, melynek els6 koordinataja a helyes riasztas arany, azaz azon
esetek ardnya, amikor egy riasztast kovetoen megtortént az esemény, a masodik
koordinatdja pedig a tévesztés arany, azaz azon esetek aranya, amikor a nem ri-
asztast kovetoen megtortént az esemény. Ezek az aranyok a ROL-térben adnak meg
koordinatakat, és egyiittesen definialjak az ROL-gorbét. Az ROL-gorbe tehat egy
elérejelzo rendszer szakértelmének mértékét adja meg, amellyel a rendszer meg tudja
josolni, hogy az eldrejelzés targya meghalad egy eldre definidlt kiiszobérték sort. Az
ROL-gorbe alatti tertilet meghatarozza annak a valészintiségét, hogy az esemény in-
tenzivebb abban az esetben, amikor kiadtak riasztast ahhoz képest, amikor riasztas
nem tortént.

Az ROC-teriilet és a Wilcoxon statisztika kapcsolatanak vizsgdlatdhoz beve-
zetjiikk a kovetkezd jeloléseket: legyen n az Osszes esetek szama, e az elore meg-
hatdrozott események szdma, ¢/ = n — e pedig a nem események szama. Sorol-
juk az elorejelzéseket csokkend sorrendbe, azaz elére keriilnek azok, melyeknek a
valosziniisége a legnagyobb. Tegytik fel tovabba, hogy nincsenek egybeesések. Ne-
vezziik most talalatnak azokat az eseteket, amikor egy eseményre adtak ki elorejelzést
és az meg is tortént, hamis riasztasnak pedig azokat, amikor egy esemény a ra kiadott
riasztas ellenére sem tortént meg. Az ROC-gorbe alatti teriilet minden talalattal,
jelolje f, no, a nyert tertilet pedig

ee
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amibdl az A-val jelolt ROC-teriilet:

ami egyszeriibben
1 e
A=1—-— -
e'e ; J

Mivel az események és a nem események szama konstans, a teriilet egyszeriien azon
hamis riasztasok Osszegének fliggvénye, melyeknek minden taldlatnal magasabb a
valészintisége. Jelolje r; a taldlatoknak megfelel6 elorejelzések rangjat, igy

€ €

e
[ PR o A R Gty §
T P
Ha minden taldlatnak nagyobb a valésziniisége, mint a hibéas riasztasoknak, akkor
F =0, és igy az ROC-tertilet, A = 1.

Egy kicsit mas megkozelitésben el6szor tegyiik kiilon listaba a valdszintiségiik
sorrendjében az eseményeket és a nem eseményeket, aztan flizziik Ossze a két listat.
gy F-et kiszdmithatjuk, mint az {gy kialakult lista inverziészdma, ami mar mutatja
a kapcsolatot a Wilcoxon-statisztikaval, U-val:

F=U=¢e(l-A).

Természetesen igy az ROC-teriiletre is igazak a kordabbi eredmények, F' eloszlasa is
normélis, a varhaté értéke €'e/2, a szérasa pedig €’e(n + 1)/12.

Az ROL-gorbe esetén teljesen analdg az eljaras, jelolje w a riasztasok szamat,
w’ a nem riasztasok szamat, az eseményeket rangsoroljuk az intenzitdsuk szerint
csokken6 sorrendbe, és jelolje B az ROL-gorbe alatti teriiletet.

1 w
BZl—m;mi;

tehdt a teriilet azon nem riasztasok Osszegének fiiggvénye, melyek intenzivebb ese-
ményekkel parosulnak, mint a riasztasok. Az ROC-teriilethez hasonléan adddik:

w

= w(w + 1)
M = - B S
D_mi= S
=1 i=1
tovabba
M =U =w'w(l - B),

azaz M is ekvivalens U-val.

Azonban a ROC-, és ROL-gorbék ilyen alkalmazasanal figyelembe kell venni a
Wilcoxon-statisztika feltételeit, amelyek koziil a legfontosabb a két minta fiigget-
lensége, amely ebben a kontextusban olyan feltételre fordithatd, amely szerint az
elérejelzések és a megfigyelések szekvencidlisan és térben fliggetlenek. Ez példaul
meteoroldgiai elorejelzéseknél megneheziti az alkalmazast.
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3.3. Eltolas detektalas idOsorokban

Fontos informéaciot jelentenek az idésorokban a hirtelen szinteltolasok, amelyeket
éleknek vagy ugrasoknak hivunk. A kozvetlen analizishez sziikség van meghizhato
szabalyokra a szintugrasok detektalasdhoz. Alapveto elvaras az eltolasok megkiilon-
boztetése a kisebb fluktudcioktdl és a nem relevans kiugrasok rovid sorozatatol. Ezt
a feladatot gy formalizaljuk, hogy az Y; (t € Z) megfigyeléseket egyszert additiv
komponensekre bontjuk:

Y, =pu +v+u t€Z,

ahol p; az idosor idofiiggd szintje, amirdl feltessziik, hogy a megvéltozdsa sima
néhdny hirtelen ugrassal, az u; egy zaj 0 varhaté értékkel és az esetleg idéfiiggs o2
szorassal. A v, egy véletlen tényez6, ami a kiugré értékeket generalja. Ez tobbnyire
0, de alkalmanként nagy abszolut értékii. Az igy létrejovo kiugrd értéket outlier-nek
nevezzik.

A 1y becslésével sok szilird eljaras elérheto. Linedris sziirok, mint a mozgé atlag,
hatékonyak Gauss-zaj esetében, de érzékenyek a kiugréd értékekre. Futd medidanok
segitségével is becsiilhetd pi; szintje mozgo ablakokkal (y;—, . . . yiix), igy a medidnnal
fiy = med(Yi_g, - - - Yrrk), ahol t € Z. Az ilyen eljarasok elénye, hogy eltavolitjik az
outlier-eket, és jobban megorzik az ugrasokat.

[donként azonban a szintugrasok megorzése a vizualizaciora nem elég és sziikséges,
hogy a szintugrasok automatikusan érzékelhetéek legyenek. A robosztus kontroll di-
agramokhoz sziikség van a kontrolldlatlan folyamatra vonatkozé erds feltételekre és
egy allandodsult allapot 1étezésére, illetve ezek reagalnak a strukturalis valtozasok
jonéhany tipusara. Elvards az észlelések atlagos késésének minimalizalasa, amig
idonként a pontos eltolas nem is szamit, ha az til nagy.

Vannak azonban olyan detektaldsi szabdlyok, amelyeket specifikusan arra fej-
lesztettek ki, hogy egy adott idétartamon beliil érzékeljenek szintugrasokat és csak
gyenge feltételeket igényelnek. A kétmintas rang tesztek igéretes jeloltek erre az
egyszerliségiik miatt is. Az adatok rangjait egy k szélességil (yii1,- - ., Yerx) MOZEO
ablakban, és egy hosszabb ablakban hatarozzédk meg, ami tartalmaz h korabbi megfi-
gyelést (Y4_ps1,---,Yt), balra a t—t6l. Egy emelkedé illetve csokken6 eltolds t és t+1
kozott detektalodik, ha az yyyq, ...,y rangok vagy a megfelel transzformaltjaik
elég nagyok illetve kicsik. Az eltolas rovid késéssel valé detektaldsara idosorokban
rang teszteket vizsgalunk, és tigy modositjuk 6ket, hogy megkiilonboztessék a bizo-
nyos hosszusagu kilégd adat sorozatokat a hosszitavi eltolasoktol.

Az ugras detektdlasra vonatkozo szabéalyok formalizalasahoz és 6sszehasonlitasa-
hoz tegytink fel egy 0 nagysagu idealis élet a t € Z id6épont utan:

_ln ha j <0
Hrvs = i+ haj>0.

Egy, a t idében torténé pozitiv, illetve negativ eltolas detektaldasdhoz a Hy : 6 = 0
nullhipotézist teszteljiik a H;" : § > 0 illetve H; : § < 0 ellenhipotézissel szem-
ben. A kovetkezOkben minddssze egy idépontot vizsgalunk az n = h + k darab
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Yiehils- - Yt Yot - - - Yoo megfigyelést tekintve a ji; medidnnal, ahol h > k. A h
és k kivalasztasahoz hasznalt elveket késébb adjuk meg.

Linearis rang statisztikakon alapulo teszteket gyakran hasznalnak él detektélasra,
kiilonosen népszert a Wilcoxon és a medidn-teszt. Legyenek yyq) < ... < yyn) a
rangorolt megfigyelések az ablakon beliil, és jelolje r_pi1,..., 7k 82 Yp_pa1y- - Yerk
rangjait ebben a sorozatban. A legutobbi k megfigyelés egy altalanos linearis rang
statisztikaja a kovetkezd modon szamolhato:

k
S+ = Z Cl(T’j%
j=1

az a(1),...,a(n) értékekkel. Az S, kiegészit6jét jelolje

S_ = ia(r_z) = Za(i) - S,

fgy a linedris rang statisztika:
(h+ k) [M(S_- —a)* + k(S —a)?]
Z?;k(a(i) —a)?
ahol @ = 37" | a(j), ami eloszldsmentes, és aszimptotikusan xi eloszlasi Hy alatt
konstans széras esetén.
k

A Wilcoxon teszt esetén a(i) =4, =1,...,n, azaz S, =), _; r;. A normalizélt
Wilcoxon statisztika pedig

L =

Y

E(k+1)

2 )
mely az értékeit 0 és w kozott veszi fel, ha b = k. A Wilcoxon értékek olyan

becslésekhez és tesztekhez vezetnek, amelyek majdnem olyan hatasosak Gauss-zaj
esetén, mint az atlagokon alapulé modszerek. A median teszt esetén

ai:{ 1 ha z:ng,,n
0 egyébként.

W:S+—

Ekkor S, azon értékek szama 141, ..., yi4r kOzOtt, amelyek nagyobbak mint a tel-
jes ablak medianja, és értékei 0 és L”THJ kozott vannak. A median teszteket még
nehézfarku eloszlasok esetén is megbizhaténak tartjak. A medidn teszt konnyen
alkalmazhaté, hiszen véges mintak esetén a két csoport medianjat egyszertien meg-
hatarozhatjuk. Ha a két vizsgalt csoport kozott nincs kiillonbség, azaz H, teljesiil,
akkor a kozos median alatt és felett nagyjabol hasonlé ardanyban oszlanak meg a meg-
figyelések. Az adatokat kontingencia tablaba foglalva gyakorlatilag a y? prébdhoz
jutunk.

Ahhoz, hogy csak a relevans nagysagu emelkedd, illetve csokkend eltolast ér-
zékeljiik, vonjunk ki, illetve adjunk hozza egy 0y kiiszobértéket az vyii1,..., Yk
értékekbol, mielott a rang tesztet alkalmaznank. A §y kiiszob értékét vélasszuk
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ugy, hogy nagyobb legyen, mint a zaj standard szordasa. Ha o, id6fiiggo, akkor a
kiiszobnek is id6fiiggének kell lennie, azaz legyen dy = do(t), hogy skala-ekvivarians
eljarast kapjunk. Feltéve, hogy a standard széras majdnem konstans a bal ablakban
amely y;_pi1,...,Y:, Kiszamitjuk a o; robosztus becslését 64-t, és a &g kiiszobot
ugy valasztjuk, mint ennek egy konstansszorosat, legyen ez dé;. Nem vessziik bele
azonban o; becslésébe az 11, . .., yp-t, hogy elkeriiljiik a ¢-beli eltolds o, torzitott
becslése miatti alcazasat.
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4. fejezet

A Wilcoxon statisztika mukodése
egy idOsoron

Havonkénti magyarorszagi sziiletésszamokat nézzik 1945. és 2013. kozott. A
nyers megfigyelési adatabra a kovetkezo:
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Azt vizsgéaljuk, hogy hogyan viselkednek a sziiletésszamok az ezen idészak alatti
hat ismert, jelentos demografiai hatasi dontés idején. A hat intézkedést jeloltiik az
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abran fliggoleges vonallal, illetve mindegyikre azt is, amikor a hatasuk jelentkezhe-
tett. Ezen idészakokra vonatkozo részletesebb adatabrakat a fiiggelék kiilon-kiilon
tartalmazza.

A kovetkez6 dbran az éves periddus profil lathaté 1975. el6tt, illetve 1975, utén:

40
30
20
10 | 1975-2013
0 -
~10
~20 1945-1975
_30
—40
_50
T T T T T T T T T T T T T I
12 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1

Az 1945-2013 kozotti havi nyers adatok és az éves periédus profil abrai alapjan az
lathato, hogy a megfigyelési idoszak alatt egyrészt a sziiletésszam szintje jelentosen
megvaltozott az 1950-es évek kozepén kozel 20000 sziiletéshez képest, a 2010-es
években volt olyan honap, amikor ez a szam a 8000-et sem érte el.

Masrészt az is lathatd, hogy a sziiletésszam peridédus profilja is nagy mértékben
megvaltozott, csokkent az amplituddja, a korabbi markans csicsokbdl és godrokbol
gyakorlatilag a februari csokkenés és a koranyari novekedés maradt csak meg.

Ezekre az adatokra haszndljuk a Wilcoxon-statisztikat, az el6z6 fejezetben be-
mutatott ablak-mddszer segitségével. Az ablak méreteire az éves periodicitas mi-
att a 12 egészszamu tobbszorosei tiinnek jo valasztasnak. Ezért nézziik el6szor a
h =k =12, majd a h = 24 illetve k£ = 12 valasztassal. Mindkét esetben a konkrét
értékeket tablazat helyett szimuldci6 allitja el6. Az abrdkon vizszintes vonal jeloli
a statisztika 5-szazalékos also, illetve fels6 kvantilisét. Ezen értékek az elsé eset-
ben 121 és 179, mig a hosszabb multra tekinto statisztikanal 173 és 271. Az ablak
méretének megvaltoztatasa azonban nem okoz markéans kiilonbséget, a Wilcoxon-
statisztika szerint a sziiletésszam négyszer keriilt szignifikansan névekedd, és otszor
szignifikdnsan csokken6 palyara.
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Az els6 novekedési periddus az 1940-es évek végén lathatd, ennek lehetséges
oka a haboru utani konszolidacié. A masodik az 1950-es évek elsé felében volt a
sziiletés szabdlyozasi intézkedések utan. A kovetkezd novekedési szakasz az 1960-as
évek végén lathato, koszonhetden a hosszabb ideji, fix 6sszegli havi juttatasoknak,
melyek emelése okozott még egy ilyen periédust az 1970-es évek elején. A vizsgalt
idészakban volt egy 6todik pozitiv beavatkozas, de ennek szignifikans emeld hatasa
nem volt. A nyers adatokat bemutaté dbra tantusiga szerint esetleg annyi, hogy
megallitotta a csokkenést, de a Wilcoxon statisztika inkdbb azt mutatja, hogy a
csOkkenés hamarabb megallt.

A csokkenési periédusok koziil az elsé az 1950-es évek masodik felében lathato.
A masodik az 1980-as évek koriil volt, a fix 6sszegii havi juttatas hatasdnak elmilasa
és a jovedelem aranyos juttatas bevezetése kozott. A kovetkezd csokkenés az 1990-
es évek mésodik negyedében lathatd, nem sokkal a jelentos politikai valtozasok
utan. Ezt az 1990-es évek harmadik negyedében kovette egy csokkenés, miutan
megvaltoztak a juttatdsokra vald jogosultsagok. Az utolso csokkenési periodus 2010
el6tt lathato.

Azaz a Wilcoxon statisztika eredménye a varakozasoknak nagyjabol megfelel.

Most nézziik a fenti idésor spektrumat.

1e+07

5e+06 —

1e+06 —

5e+05 —

1le+05 —

5e+04 —

le+04 —

5e+03 —

4.3. dbra. Spektrum
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A spektrum azt mutatja, hogy a sziiletésszam az erés trend ellenére hatarozott
12 havi periodicitast mutat. A trend jelenlétét a 0 koriili magas spektrum értékek
mutatjak, a 12 havi ciklicitast pedig az 1 pontbeli cstiics. A spektrum értelmezési
tartoménya a [0, 6], mert azt adtuk meg, hogy a periédushossz 12 megfigyelés. En-
nek felel meg, hogy az értelmezési tartomany jobboldali vége 6 = 12/2-vel cimkézve.
A 2,3,4,5,6 pontokban azért jelentkeznek tovabbi spektrum csucsok mert a 12 havi
ciklicitas a mintavételi idokoz pontos tobbszordse. A csticsok magassdga pedig a pro-
filtol fligg. A spektrum a nyers periodogrambdl egy 12 megfigyelés széles simitassal
késziilt.
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