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1. fejezet

Bevezetés

1.1. A szakdolgozat felépitése

A csoportelmélet - nem kifejezetten kozépiskolas fejezete a tudomanynak.
Amiért mégis ezt valasztottam szakdolgozati témanak, az az a tény, hogy a sok
érdekes és szép matematikabol, melyet az egyetemen tanultam, talan ez all legko-
zelebb hozzam. A szakdolgozat célja, hogy bemutassa e Kiterjedt teriiletnek egy
Kicsiny részét, voltaképpen az alapjait, felépitse az elméletet és annak alkalmaza-
sait néhany tetszetds példaval illusztralja. Az utolsé fejezetben pedig egy ,,kisér-
letet” irok le, amelyet egy kdzépiskolai szakkdri foglalkozason tettem arra, hogy

megismertessem a tanuldkat a csoport fogalmaval.

Az el6bbieknek megfeleléen a szakdolgozat hadrom f6 részbdl all.

A masodik, terjedelmesre sikerilt fejezet az elméleti rész. Ebben azokra a
megértési nehézségekre (is) koncentralva, amelyekkel sajat magam is talalkoztam
az anyag elsajatitasa soran, targyalom azokat a fogalmakat és tételeket, amelyeket

késébb hasznalni fogok. Bar ez a fejezet 6nall6 eredményt nem tartalmaz, ugy



1.1. A szakdolgozat felépitése 1. Bevezetés

gondolom, ez a szubjektiv, ,,pedagogiai” jelleg elarul valamit arrél a megszerzett
tudasrdl, tanari attitlidrél, melyr6l szamot kell adnom; ezért is ,,hagytam” ilyen
hosszdra nyalni. Az elmélet minden egyetemi csoportelmélet tankdnyvben hoz-
zaférhetd, én leginkéabb a [1]-et, emellett iddnként a [2]-t és [3]-t hasznaltam. Az
elméleti tudasom alapjat persze az az ismeret képezi, melyet az egyetemi (regula-
ris és special-)eldadasokon és gyakorlatokon tanultam meg.

A harmadik fejezetben néhany feladaton keresztlil mutatom be az elmélet
alkalmazasait. A nagyrészt az egyetemi Graimrdl és az [1] konyvbdl vett példak
kivalasztasanal részben dnmagukban, részben elméleti értelemben vett érdekes-
séguk vezeérelt. Itt is az a torekvés érvényesul, hogy a problémakra altalam adott
megoldasokat részletekbe menden targyaljam azokra a nehézségekre fokuszalva,
amelyekkel nekem is meg kellett birk6znom, ill. méasoknak is felhivnam a figyel-
mét ra. A feladatok sorrendje nem pontosan kdveti az elméleti rész sorrendjét,
annal is inkabb, mert altalaban egy-egy feladat megoldasahoz kiilénb6z6 helyek-
rél szarmazo, aprébb ismeretekre van sziikség. A 3. fejezet 17. feladataban egy
apré onallé eredményt mutatok be.

Végil a negyedik fejezet a fent jelzett szakkori foglalkozasrol szol, tartalmaz-
za a tervezés lépéseit, az ezzel kapcsolatos meggondolasokat, valamint a Kivitele-

zés tapasztalatait és értékelését.

1.1.1. Néhany jelolés

A megszokott matematikai jelolesek mellett (és részben ezeken beliil) a szak-

dolgozatban az alabbiak érvényesek:

— A p mindig (pozitiv) primet jel6l, hacsak nincs az adott helyen masként
definiélva.

— A fliggvényeket, leképezéseket (az algebraban megszokott modon) jobbra



1. Bevezetés 1.2. Kdszonetnyilvanitas

irom, azaz x képét az f flggvénynél (z) f jeldli.

1.2. KOszonetnyilvanitas

Szeretnék koszdnetet mondani témavezetémnek, Hermann Péternek a mint-
egy masfél évig (el)htz6dé munkaban nyujtott Kitartd és dnzetlen segitségért és

biztatasért.






2. fejezet

Elméleti attekintés

2.1. A csoport fogalma

2.1.1. Definicio: Csoportnak nevezink egy G nemires halmazt, ha értelmezve
van rajta egy o-rel jelolt kétvaltozos mivelet, azaz egy G x G — G fliggvény,

amely teljesiti a kdvetkezd Un. csoportaxiomakat:

i) asszociativ: Vz,y, z € G esetén

ro(yoz)=(zoy)oz

ii) létezik egy e (kétoldali) egységelemnek nevezett elem, amelyre fennall :

goe=eog=qg Vgeq@G

iii) acsoport minden g elemének létezik g—!-zel jeldlt (kétoldali) inverze, amely-
re teljesul :

gogilzgflog:e



2.1. A csoport fogalma 2. EIméleti attekintés

Ezt Ggy mondjuk, hogy G csoport a o miveletre nézve, jelben: (G,o0) csoport. Per-
sze ha nem okoz félreértést, akkor a mlveletet nem hangsulyozzuk ki Gjra és Gjra
és egyszer(ien csak a G csoportrol beszelunk.

A késbbbiekben belatjuk majd, hogy mind az egységelem, mind az inverz egyér-
telma.

Megéllapodas: Az egyszerliség kedvéért a miiveletre innentdl kezdve a szorzés
szokasos - jelét hasznaljuk majd, amelyet legtdbbszor (szokas szerint) el is ha-

gyunk.

Szembed6tld, hogy a miivelet kommutativitasat nem kdveteljik meg; azokat a
csoportokat, ahol ez is teljestl, kommutativ, vagy (Niels Abel utan) Abel-csoportok-
nak nevezzik. Egyébként ha a G csoport = és y elemeire zy = yzx, akkor ezeket
(egymassal) felcserelheteknek mondjuk.

A kommutativitas ,,elengedésének” az az oka, hogy sok ,,természetes” pelda van
nem kommutativ csoportokra, amelyeket szintén vizsgalni akarunk. Az asszocia-
tivitasra viszont mar akkor is sziikség van, ha egy elem hatvanyair6l akarunk be-
széIni: enélkil ui. ha a € G tetsz6leges elem, akkor pl. a®-nek nem lenne értelme,
hiszen nem tudnéank eldénteni, hogy az (a - a) - @ vagy a - (a - a)! Megmutat-
hat6 azonban, hogy az asszociativitasi szabaly i)-beli alakjabdl kovetkezik, hogy
akarhany (véges sok) tényez8s szorzatot lehet tetszélegesen zardjelezni, az nem
valtoztat az eredményen.

A fenti axiomak megkdvetelésével konnyen lathatd modon teljestiinek a hatva-
nyozas szokasos azonossagai is, pl. barmely a € G esetén (a’“)l = a¥* tetszGleges
k¢ egesz szamokra; egy elem nulladik hatvanyat most is célszer(ien az egység-
elemként definialjuk.

Alapvetd észrevétel, hogy csoportban az xy = xz egyenldségh6l az = -zel
bal oldalrol valo szorzassal és az asszociativitast kihasznalva y = z kdvetkezik

tetszbleges z, y, z € G esetén:



2. EIméleti attekintés 2.1. A csoport fogalma

e e
ry=xz &z ay) =17 (22) & my = mz.

Ez persze (mint a nyilak is jelzik) visszafelé is elvégezhet6; csoportban tehat ek-

vivalens atalakitasként szabad ,,egyszerdsiteni” (erre iddnként egyszer(isitési

szabalyként fogunk hivatkozni).

A G csoport (mint halmaz) szamossagat (azaz veges csoport esetén annak elem-

szamat), melyet szokas a csoport rendjének is nevezni, |G|-vel jeldljik majd.
Barmiféle részletezés nélkil megjegyezziik, hogy a csoport fenti fogalmahoz

jutunk akkor is, ha csak ,,egyoldali” (pl. jobb) egységelem és (minden elemhez)

ugyanazon oldali inverz létezését kdveteljik meg (a tobbi kovetelmény megtarta-

saval).

Most harom egyszer(i, de alapvet6 allitast igazolunk. EI6szor is levezetjik az

egysegelem és az inverz egyértelmiiséget.
2.1.2. Tétel: A G csoportnak egyetlen egységeleme van.

Bizonyitas: Tegyuk fel ui., hogy e; €s e, két egységelem. Vizsgaljuk az
e1 - ep Szorzatot! Mivel e; (kétoldali) egységelem, igy ezzel e,-t (balrol) szorozva
eo-t kapjuk az egységelem definiald tulajdonsaga miatt. Ugyanigy adodik (ezuttal

e egységelem tulajdonségat hasznalva), hogy a szorzat értéke e;. Tehate; = eo.m
2.1.3. Tétel: A G csoport minden elemének egyertelmien létezik inverze.

Bizonyitas: Legyeng € G ésgi*, g5 ' g-nek két inverze. Ekkor hatarozzuk meg
a gy 'gg, ' szorzat értékét! Az asszociativitasi szabaly miatt ez a szorzat értelmes,
mert barmilyen zarojelezéssel ugyanazt az eredményt adja. Nézzik most a kétfele
zarojelezés eredményét:

(91'9)9; " =egs' = g5

91 (99:") = egr ' = g1
Tehat g, ' = g, *. =

1



2.1. A csoport fogalma 2. EIméleti attekintés

Mivel (z 1)~ = z, igy barmely G csoportban az z — z ! egy G — G bijekciot

jelent.

2.1.4. Tétel: Legyenek z,,z,,...,x, € G, ahol G csoport. Ekkor fennall :

1,.—1 -1

(T2 - p) =ty

Bizonyitds: Az inverz egyértelmlisége miatt elég ellendrizniink, hogy a meg-
adott elemeket 6sszeszorozva (barmely iranybol) az egységelemet kapjuk. PI. ,,bal-
rél jobbra” szorozva és kihasznalva az asszociativitast:

($1'332'...,(Jﬂn_l(ﬂﬂn'$;1)$;i1)'...'xl_1):e

€
. 7
-~

€

Persze kommutativ csoportban ez megegyezik (pl.) a ,,vizualisan sejthet6”

xtwyt - ... - 2 t-nel is, egyébként azonban nem feltétlentl van igy.
Példak csoportokra:

— Az egész szamok a szokasos 0sszeadasra nézve csoportot alkotnak, melyet
Z-vel jelolink. Az egységelem a 0, & inverze pedig —k. Vegyuk észre, hogy
a csoport minden elemét megkapjuk ugy, hogy az 1-et hatvanyozzuk (itt a
hatvanyozas persze az ismételt dsszeadast jelenti): pl. (kivételesen szorzas-
sal irva) =5 = (1°1)° =175,

Ilyen tulajdonsagu a kdvetkez6 példank is:

— A modulo n maradékosztalyok az dsszeadasra (melyet természetes méodon
értelmeztiink) nézve Abel-csoportot alkotnak, ezt Z,, jel6li. A csoport egy-
ségeleme a (0) maradékosztaly, a (k) inverze pedig egyszerlen (—k). Most

minden elem az (1) maradékosztalynak hatvanya:

G={1),1)?*=(2),...,(1)" = (n) = (0)}



2. EIméleti attekintés 2.1. A csoport fogalma

Amint kiderll majd, az (1) helyett tetszdleges redukalt maradékosztaly hat-
vanyaiként el6all a csoport.

Lathato, hogy minden n-re létezik n elemd csoport (ellentétben pl. a véges
testekkel), ami a definicié alapjan még nem volt nyilvanval6.

Eddigi példaink motivaljak egy uj fogalom bevezetését:

2.1.5. Definici6: Ha egy csoport egyetlen elem hatvanyaibo6l all, akkor ciklikus

csoportnak nevezzik.

Minden n-re van n elem( ciklikus csoport, és van (megszamlalhatoan) végtelen
ciklikus csoport is. Ezekrél a csoportokrol lesz még szo.

Természetesen adott halmaz esetén nem értelmezhetjiik akarhogyan a miive-
letet. A fenti listat pl. nem kezdhettiik volna gy, hogy ,,A természetes szamok a
szokasos 0sszeadasra nézve ...”, ugyanis ekkor csak a 0 lehetne az egységelem,
az egységelem egy, még nem bizonyitott egyértelmiségi tulajdonsaga miatt, igy
a nemnulla elemeknek nem lenne inverze, hiszen nincs a szamoknak ellentettje.
Emellett sem Z-ben, sem Z,,-ben nem vehettlk volna a szokasos szorzast mlive-
letnek, ui. erre nézve sem létezik minden elemnek inverze, nevezetesenpl.a0 € Z
illetve a (0) € Z,, elemek nem invertalhat6ak.

Néhany tovabbi példa csoportokra:

— Tetszbleges test és vektortér elemei a testbeli ill. vektortérbeli 6sszeadas-
ra nézve kommutativ csoportot alkotnak, amint azt megkoveteljik a struk-
tirak axiomaiban. gy pl. (C,+), (R,+), (Q,+), (Z,,+), (R*,+) Abel-
csoportok; a + persze a szokasos (test-, illetve vektortérbeli) 6sszeadast je-
lenti. Mivel testben minden nemnulla elemnek létezik reciproka, igy bar-
mely test nemnulla elemei a testbeli szorzasra nézve szintén (a testaxiomak
szerint) Abel-csoportot alkotnak. Peldaul Z, nemnulla elemei a maradek-

osztalyok kozotti szorzasra nézve csoportot alkotnak. Ez raadasul ciklikus



2.1. A csoport fogalma 2. EIméleti attekintés

csoport, hiszen a modulo p primitiv gyok létezése éppen azt jelenti, hogy
az el6bbi csoport egy elem (ez a primitiv gyok) hatvanyaibol all. Altalaban
is belathatd, hogy véges test (amelynek elemszama barmely primhatvany
lehet, és csak azok) nemnulla elemei a szorzasra nézve ciklikus csoportot

alkotnak.

— Ha X egy nemdires halmaz, akkor X dnmagara mend bijekcidi (amelye-
ket permutacidknak neveziink) a (fliggvény)kompozicié miiveletére nézve
csoportot alkotnak. Az asszociativitas a kompozicidra mindig teljesil, egy-
ségelem a halmaz identikus fliggvénye, inverz a szokasos fliggvenyinverz.
Nagyon fontos példank lesz az a speciélis eset, amikor | X| = n (amit &l-
taldban X = {1,2,...,n}-ként képzelink el); ebben az esetben n-edfoku

szimmetrikus csoportrol beszélink, ezt S,,-nel jel6ljik majd.

2.1.6. Definicio: Az {1,2,...,n} halmaz 6nmagéara mend bijekcidi a fuggvény-
kompoziciora nézve csoportot alkotnak, melyet n-edfokd szimmetrikus csoport-

nak neveziink és S,,-nel jel6ltnk.

Itt a bijekcidk a szokasos permutéciokat jeldlik abban az értelemben, hogy most
magat az ,,atrendezést” mint fliggvényt értjiik az elnevezés alatt. Ez a csoport nem
kommutativ, amint azt késébb latni fogjuk; S,,-r6l sok sz6 esik majd a 2. fejezet

7.1 pontjaban.

— Az n dimenziés euklideszi tér egybevagosagai a kompozicio miveletére
nézve csoportot alkotnak, egységelem a tér identikus fliggvénye, inverz a
szokasos flggvényinverz. (Ezen csoport fogalma persze altalanosithato tet-
sz6leges metrikus térre.) Ezt Iso(n)-nel jel6ljuk. Ez a csoport sem kommu-
tativ, amint a kdvetkezd példank (késbbbi) részletes vizsgalatanal kiderdl

majd.

10



2. EIméleti attekintés 2.1. A csoport fogalma

— Vegyunk a(z euklideszi) sikon egy n oldalt (n > 3) szabalyos sokszdget és
tekintsiik azokat az egybevagosagi transzformaciokat, amelyek a sokszoget
helyben hagyjak. 2n transzformaciot rogton tudunk mondani: ezek a sok-
sz0g kozéppontja korali % szogUi forgatasok (k = 0,1,...,n—1) és paros
n esetén a szimmetriadtlokra és a szemkoztes oldalak felez6merdlegesére,
paratlan n esetén egy csucsot a szemkoztes oldal felez6pontjaval 6sszekétd
egyenesekre vonatkozo tiikrozések; ezekbdl szintén n darab van.
Gondoljuk meg, hogy nincs tébb! Egy kivalasztott csucsot (legfeljebb) n
helyre képezhet egy egybevagosagi transzforméacio, amelyet egyértelmiien
meghataroz a csucsok képe a tavolsagtartas miatt; a szomszédos csics mar
csak legfeljebb két helyre keriilhet (az eredeti csucs képével szomszédos
két csucs valamelyikére). Legfeljebb 2n transzformacio lehet tehat és ennyit
meg is tudtunk adni. Vilagos, hogy keét ilyen transzforméacioé kompozicioja,
illetve barmely ilyen transzfomacio inverze is helyben hagyja a sokszdget.

Az el6bbiek alapjan tehat egy Gjabb fontos csoportot definialhatunk:

2.1.7. Definicio: A sik azon egybevagosagi transzformacioi, melyek egy (rogzi-
tett) szabalyos n-szdget 6Gnmagéba visznek, a kompozicié miveletére nézve cso-
portot alkotnak. Ezt a csoportot D,,-nel jel6ljik és n-edfoku diédercsoportnak

nevezzuk.

Mivel sokszor szlikségunk lesz ra a tovabbiakban, irjuk le most D,, elemeit kissé
»algebraibb” alakban. Jel6lje f az n oldall sokszdg kdzéppontja korili %” szogl
(pozitiv iranyq) forgatast, ¢ pedig a fent leirt tengelyek valamelyikére vonatkozo
(rogzitett) tengelyes tiikrozést. Azt allitjuk, hogy

Dy, ={e f, % ..., "Lt tf,... tf" L.
Ezek az elemek persze mind benne vannak a csoportban és szamuk 2n, tehat elég

belatnunk, hogy paronkeént kilonbdznek :

11



2.1. A csoport fogalma 2. EIméleti attekintés

i) fi=fF0<j<k<n-1= fFJ =e¢, deezanemnullakitevok kozul
legel8szor n-nél kdvetkezik be, ami igy ellentmondas.
i) tf7 = tf* < f7 = f*, az egyszer(sitési szabaly szerint. iy ezt visszavezettik
az el6z6 esetre.
i) f = tff o t1 =t = fFI (balr6l ¢ -zel, jobbrol (f7)' = fi-vel
szorozva), ami szintén nem lehet (utobbi egy - esetleg identikus - forgatas, ¢ pedig
egy tikrozés).
Osszefoglalva: a sokszog kozéppontja korili 27” szOgl forgatast f-fel, valamely
(régzitett) lehetséges tengelyre vonatkozo tiikrozest pedig ¢-vel jel6lve

D, ={e, f, f% ..., "Lt tf, .. tf"

Itt f hatvanyai a forgatasok, a tobbi elem pedig tengelyes tlikrozés.

A fenti definiciok némelyikében van egy ,,nyugtalanit6” vonas. Példaul a
diédercsoport esetében ha a sikon adott oldalszdmmal kulénb6z6 szabalyos n-
szogeket néziink, akkor mas és mas elemek (azaz mas egybevagosagok) fogjak
alkotni a D,, csoportot (mint halmazt). Ekdzben persze ,,érezhet6”, hogy ,,Iénye-
gében ugyanarrol” van sz6. Ugyanez a helyzet akkor, mikor pl. S5-6t el6bb az
{1,...,5}, majd (mondjuk) a {6, .. .,10} halmaz bijekcioiként képzeljik el: mas
elemek alkotjék az alaphalmazt, de mégis ugyanarra gondolunk. Egy n elem cik-
likus csoport is sokfele alaphalmazon realizalhato, de a struktira mindig ugyanaz
marad. Ezek az észrevételek ugy foglalhatok 6ssze, hogy szeretnénk pontosan
megfogalmazni a kapcsolatot kiillob6z6 alaphalmazokon értelmezett, de tulajdon-
képpen azonos csoportok kozétt; miutan ez megtdrtént, nem tekintenénk kilon-
bdzbeknek azokat, melyek ilyen kapcsolatban allnak.

A sziikséges fogalom persze a vektortereknél megismert izomorfizmus lesz,
melyet azonban csak a fejezet 3. pontjaban targyalunk, viszont addig is ,,titokban”

hasznaljuk majd a megfogalmazésainkban.

12



2. EIméleti attekintés 2.2. Rend, részcsoportok, normalosztok

2.2. Rend, reszcsoportok, normalosztok

2.2.1. Rend

Legyen G csoport és g € G. Tekintsiik g hatvanyait! Konnyen adodik, hogy
két kiilonbozd kitevdjl hatvany, g™ és g™ (n > m) pontosan akkor esik egybe, ha
vanolyan k € N,k > 1, melyre g* = e:

gt =g9"=g" " =e
Eszerint adott ¢ elem esetén két eset lehetséges: vagy a hatvanyai periodikusan
ismétlddnek, vagy minden hatvanya kulénb6zd (és igy végtelen sok kilénbdzé

hatvanya van).

2.2.1. Definicio: Legyen G csoport és g € G. Ekkor g rendjét, melyet o(g)-vel
jelolink, a koévetkezd modon értelmezzik:
_ k hak alegkisebb olyan > 1 természetes szam, melyre g* = e
o) = 00 ha nincs olyan £ € N, £ > 1, amire ¢g* = e teljesiilne

Pl. a komplex p-edik egységgyokok a (szokasos) szorzasra nézve csoportot
alkotnak, ahol minden elem rendje 1 vagy p; utébbiak éppen a primitiv p-edik
egyseggyokok. Ha a modulo 10 redukalt maradékosztalyokat tekintjik, ezek is
csoportot alkotnak a szorzésra az (1) egységelemmel, ahol pl. a (3) maradékosz-
taly rendje 4, ui. (3)* = (1) és 4-nél kisebb kitevére ez nem teljesl.

Az egységelem az egyetlen olyan elem (barmely csoportban), melynek 1 a
rendje. Véges csoportban persze minden elem rendje véges kell hogy legyen, de
kénnyd olyan végtelen csoportot talalni, ahol szintén minden elem véges rendd
(altaldban az ilyen tulajdonsagu csoportot torzidcsoportnak nevezik): ilyen pl. az
0sszes komplex egységgyokok csoportja a szorzasra. Emellett mar olyan csopor-

tot is ismeriink, ahol az egységelemen kiviil minden elem rendje végtelen (ezt
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2.2. Rend, részcsoportok, normalosztok 2. EIméleti attekintés

torzibmentes csoportnak hivjak): ilyen pl. az egészek vagy a valds szamok (ad-
ditiv) csoportja. Van olyan csoport is, melyben véges és végtelen rendi elemek
egyarant eléfordulnak: pl. a sik mar emlitett egybevagdsagcsoportjaban egy adott
pont korili ¢ szogl forgatas (pontosan akkor) végtelen rend(, ha ¢ nem racio-
nalis tobbszordse 27-nek; ezenkivil pl. egy tengelyes tiikrézes rendje mindig 2
(kétszer egymas utan végrehajtva a sik identikus fliggvényet kapjuk.)

A fenti meggondolasok azt is mutatjak, hogy barmely g € G hatvanyai olyan

(persze) ciklikus csoportot alkotnak, melynek elemszama éppen o(g) (ami esetleg
végtelen); pontosan akkor lesz ez végtelen ciklikus csoport, ha g rendje végtelen.
Leolvashatjuk azt is, hogy adott g € G, o(g) = n elem k-adik és /-edik hatvanya
pontosan akkor egyezik meg, ha & = ¢ (modn). Mivel (g 1)* = (¢g*) ', ezért
o(g™") = o(g).
A g € G hatvanyaibol all6 (véges vagy végtelen) csoportot (g)-vel jeldljik, de
a definiciot majd egy késdbbi, altalanosabb fogalom kapcsan rogzitjik. Nyilvan-
vald, hogy egy véges csoport pontosan akkor ciklikus, ha van benne a csoport
elemszamaval megegyez6 rendd elem.

Ha adott a G csoportban egy g véges rendd elem, akkor g minden hatvanya-

nak a rendjét meg tudjuk adni:

2.2.2. Tétel: Legyen G csoport és g € G, mely véges rend(i: o(g) = n. Ekkor

o(¢") = @
Bizonyitas: Feltehetjiik, hogy & > 0, mivel s > 0-val g=% = (¢71)* éso(g7!) =
= o(g). Azt kell belatnunk, hogy a fenti a legkisebb ¢ kitevs, melyre g*-t emel-
ve az egysegelemet kapjuk. Hatarozzuk meg, hogy melyik a legkisebb m = k¢,
melyre g™ = e.
Ez az m a rend tulajdonséga szerint tdbbszordse n-nek, mivel g™ = e, masrészt
definicidja szerint tébbszorose k-nak . Az ilyenek koziil a legkisebb [£, n], aminek

értéke - mint szdmelméletbdl tudjuk - éppen % Ebbdl k-val val6 egyszerdisités
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2. EIméleti attekintés 2.2. Rend, részcsoportok, normalosztok

utan az allitasban szerepld kifejezést kapjuk g* rendjére. n

A tetel egyszerl kdvetkezménye (pl.) az a korabban kimondott allitas, hogy a
Z,, ciklikus csoportban éppen ¢(n) olyan elem van, mely hatvanyaiként a teljes
csoport el6all, hiszen éppen ennyi az n-edrenddl elemek szama (¢(n) az Euler-féle

fliggvény). Ezek az elemek +-szal jelolve a miveletet (1) + (1) + ...(1),

N

k‘drb
k >0, (k,n) = 1 alaktak, azaz pontosan a redukalt maradékosztalyok.

2.2.2. Részcsoportok

Tekintslik az egész szamok csoportjaban a paros szamok részhalmazat! Lat-
hatd, hogy ez a szokasos 0sszeadasra nézve csoportot alkot a teljes csoporton

belul. Kézenfekvé egy Uj fogalom bevezetése:

2.2.3. Definicié: Legyen G csoport. A () # H C G halmazt a G részcsoportja-
nak nevezzik, ha H csoport a G-beli miveletre nézve.

Eztigy jeloljuk: H < G

Minden legalabb kételem(i csoportnak van legalabb két részcsoportja: az
egységelembdl allo egyelem(i részcsoport és a teljes csoport. Ezeket trivialis rész-
csoportoknak nevezziik, a tobbit valddiaknak. Késébb pontosan megadjuk majd
azokat a csoportokat, melyeknek csak trivialis részcsoportjaik vannak.

Tovabbi példak: részcsoportot alkotnak a mar emlitett paros szamok az egészek
csoportjaban, altaldban az m-mel oszthat6 szamok ugyanebben a csoportban, a ra-
cionalis szamok a val6s (vagy komplex) szdmok csoportjaban, az eltolasok Iso(n)-
ben, forgatasok D,,-ben.

Jegyezzilk meg, hogy az Abel-csoportok definicioja szerint ezeknek minden rész-

csoportjuk is kommutativ. (Ha itt csak valodi részcsoportokra gondolunk, akkor

15



2.2. Rend, részcsoportok, normalosztok 2. EIméleti attekintés

ennek megforditasa nem igaz; erre késobb latunk majd tébb példat is.)

Ha a G csoport H részhalmazardl be akarnank latni, hogy részcsoport G-ben,
akkor az eddigiek alapjan nem lenne mas lehetdségiink, mint ellendrizni a csoport-
axiomak teljestilését. Természetesen itt az elsd kérdés az, hogy a G-n értelmezett
mivelet egyaltalan mivelet-e H-n is, azaz nem vezet-e ki H-bol. Az asszociati-
vitas persze igaz, hiszen az G-ben is teljestilt. Onmagaban azonban (ellentétben
a vektorterek részstruktdraival, az alterekkel) nem elég, ha H zart a miveletre:
vegylk pl. a természetes szamokat az egészek csoportjaban, amire ez teljesil,
de nincs a nemnulla elemeknek inverze. A kdvetkezd kénnyen bizonyithat6 tétel

szlikséges és elégséges kritériumot ad a ,,részcsoportsagra”:

2.2.4. Tétel: Legyen G csoport, ) # H C G. Ekkor fennall:

H<G&Vr,yc Heseténzy™' € H

Egyszerlien belathato pl. ennek segitségével, hogy részcsoportok metszete is rész-
csoport.

A mar emlitett példakban a részcsoportok egységeleme megegyezett a teljes
csoport egysegelemével. Ez altalaban is igaz. Persze nem az a kérdés, hogy G
egységeleme minden H < G-beli elemet fixen hagy-e (hiszen ez az axiomak mi-
att teljesul), hanem az, hogy G egységeleme benne van-e H-ban. Megtorténhetne
ugyanis az, hogy H-nak van egy kilonallé egységeleme, ami G-nek nem minden
elemét hagyja fixen. A helyzet azonban, mint mondtuk, nem ez, hiszen eg-vel és
eg-val jelolve G és H (esetleg két kiilonbdz06) egységelemét:

€g = €egeyg = epgeg = €y = €eq
Itt az egysegelemek definialo tulajdonsagat és a 2.1. pont végén emlitett egysze-

rlsitési szabalyt hasznaltuk (eg G-beli inverzével szoroztunk balrol).
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2. EIméleti attekintés 2.2. Rend, részcsoportok, normalosztok

Ha X ésY a G csoport tetszOleges nemires részhalmazai, akkor természetes

maodon értelmezhetjiik az XY részhalmazt a kdvetkezdképpen:
XYd:Ef{acy\xEX,yEY}

Lathat6, hogy a szokasos madon ,,szamolhatunk™ az el6bbi definicid szerint, azaz
pl. 7 (zY) = (rz)Y = {rzy | y € Y} (itt Y egy részhalmaz, r és = két elem a
csoportban).
Az el6bbi definicié mintajara beszélhetiink egy X nemdires részhalmaz inverzérdl
is:

X1 |z e XY}

Legyen H < G és vezessik be a kovetkez6 ~ relaciot G-n:
x ~ 1y, hay = zh valamely h € H-val.

Gondoljuk meg, hogy ~ ekvivalenciarelacio:

i) reflexiv, hiszen Vz € G = = xe, ahol e a H G-vel megegyezd egységeleme.

i1) szimmetrikus, hiszen jobbrol valé szorzéssal y = xh = x = yh~!, ahol persze
h~' € H, mivel H részcsoport.

i1i) tranzitiv, ugyanis y = zhy €s z = yh, esetén az asszociativitast is kihasznalva
z = x(h1hs), ahol hy, he € H miatt hihy € H.

Eszerint G az el6bbi ekvivalenciarelacid diszjunkt ekvivalenciaosztalyaira bom-
lik; az x € G-t tartalmazo osztaly z H. Az ilyen ,,alakd” részhalmazoknak kilon

nevik van:

2.2.5. Definicio: Legyen H < G, ahol G tetsz8leges csoport. Ekkor az x H,

x € (G részhalmazokat G-ben H szerinti bal oldali mellékosztalyoknak nevezzUk.

Lattuk: G a H szerinti mellékosztalyok diszjunkt unidjara bomlik. Vilagos, hogy
minden x H mellékosztaly szdmossaga megegyezik H szamossagaval, hiszen az
egyszerdsitési szabaly miatt A~ — zh egy bijekcio a mellékosztaly és H elemei

kozott.
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2.2. Rend, részcsoportok, normalosztok 2. EIméleti attekintés

Az eldbbi ekvivalenciarelaciot persze ,,forditva” is csindlhattuk volna, azaz H ele-
meivel balrél valé szorzassal; igy a jobb oldali mellékosztalyokhoz jutottunk
volna. Azt varjuk, hogy ,,ugyanannyi” jobb és bal oldali mellékosztély van, azaz a
két oldali mellékosztalyok halmazanak szamossaga ugyanakkora. Ez valéban igy

van, amint alabb belatjuk majd, most csak elnevezziik ezt a szamossagot :

2.2.6. Definicio: Legyen G csoport, H < G.
A H szerinti bal oldali mellékosztalyok halmazanak szamossagat (mely megegye-
zik a jobb oldali mellékosztalyok szamossagaval) |G : H|-val jel6ljik és a H (G-

beli) indexének nevezzik.

A fenti allitas véges csoportokra kozvetlenul adddik, hiszen minden mellékosz-
taly elemszama ugyanannyi és megegyezik a részcsoport elemszamaval. Ebbdl

szarmazik az alabbi, alapvetd fontossagu tétel :

2.2.7. Tétel (Lagrange): Ha G véges csoport és H < G, akkor |H| osztdja |G |-

nak.
Természetesen ilyenkor |G : H| = % (ezért az index is osztoja a csoport elem-
szamanak).

Ennek egyszer(i kbvetkezménye, hogy primrendd csoportnak csak trivialis resz-
csoportjai vannak (hamarosan latjuk majd, hogy ez a tulajdonsag az egyelem

csoporton Kkivil pontosan a primrend(iekre igaz).

Felmerul a kérdés, hogy G-nek két eleme, = és y mikor esik ugyanabba a
H < @G szerinti (pl.) baloldali mellékosztalyba? Mivel a € G az aH-ban van, igy
az el6z6 kérdés azzal egyenértékd, hogy mikor teljesil x H = yH. Ehhez elészor
azt valaszoljuk meg, hogy milyen z-ekre teljesil tH = H. A vélasz:
tH=H& x€ H.
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Ugyanis ha x € H, akkor tH C H a részcsoport tulajdonsaga miatt, masreszt
ekkor tetszbleges h € H esetén h = x(x~'h), ahol z € H miatt z=! € H és igy
r~'h € H is teljestl, tehat h € zH. A < irany ezzel kész.

Megforditva: tH = H = ha h € H tetsz6leges, akkor h = xh' valamely ' € H
elemmel, amib6l x = hh'~! € H adodik.

Tehat H maga egy mellékosztalyt alkot.

Most visszatérlink a korabbi altalanosabb kérdéshez tartoz6 egyenldséghez,
amit a részhalmazok szorzatéarél (és inverzérél) mondottak értelmében atalaki-
tunk:

tH=yHesy'(zH)=H< (y'2)H=H<y 'zr€ H
Vagyis = és y pontosan akkor esik ugyanabba a H szerinti baloldali mellékosz-
talyba, ha y 'z € H. Persze a fenti sorban z!-zel is szorozhattunk volna balrél,
akkor az z~ 'y € H feltételt kaptuk volna, ami egyenérték(i az el6z6vel, hiszen
x~ly az inverze y~lz-nek, tehat egyszerre esnek (vagy nem esnek) H-ba. Az
elébbi gondolatmenetet a jobboldali mellékosztalyokra alkalmazva ugyanez az
eredmény adadik.
Most mar be tudjuk latni, hogy a bal és jobb oldali mellékosztalyok halmaza
ugyanolyan szamossagu, nevezetesen vegyuk észre, hogy az z-szel képezett bal
oldali mellékosztaly inverze az 2 —!-gyel képezett jobboldali mellékosztaly:
(zH) ' = H 'z~' = Hz™'
Eszerint az invertalas bijekciot jelent a jobb és bal oldali mellékosztalyok kozott:
a szurjektivitas nyilvanval6 (G minden eleme el6all ! alakban), az injektivitas
pedig az el6bbi eredménybdl adddik :
tH=yH &y lzr€e Hs Hr ! = Hy™!

Példaként ismét tekintsik G = Z-t és benne a H = {7-tel oszthaté szamok}
részcsoportjat! Ekkor a bal oldali és a jobb oldali mellékosztalyok egybeesnek és

pl. a 3-at tartalmazo (jobb és bal oldali) mellékosztaly a kovetkez6 (kivételesen
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a szokéasos + jelet hasznalva a miveletre): 3 + H = {...,3,10,13,16,19,...};

latjuk, hogy a mellékosztalyok éppen a szokasos modulo 7 maradékosztalyok.
Altalaban nem igaz, hogy egy részcsoport szerinti jobb és bal oldali mel-

Iékosztalyok egybeesnek; jegyezzilk meg azonban, hogy Abel-csoportokban ez

természetesen minden részcsoportra igaz, hiszen ezeknél xh = hx Vx € G,

h € H is teljesul. Azokkal a részcsoportokkal (tetsz6leges csoportban), melyekre

teljesil a fenti tulajdonsag, a kdvetkez6 fejezetben foglalkozunk majd.

Havanegy G > H > K ,részcsoport-lancunk”, akkor megkérdezhetjik,
hogy (van-e és ha igen) mi a kapcsolat az egyes ,,széba jov6” indexek kozo6tt? A

valasz a lehetd ,,legtermészetesebb”:

2.2.8. Tétel: Legyen G csoportés G > H > K részcsoportok. Ekkor fenndll :
|G:K|=|G:H|-|H:K|

(Ez persze altalanosan a halmazelméletbél ismert szamossagszorzast jelenti.)

Bizonyitas: A bizonyitast abban az esetben végezziik, mikor mindkét index vé-
ges. Tetszbleges szamossagra is mikodik értelemszer(i médositassal és felhasz-
nalva a kivalasztasi axiomat (minden baloldali mellékosztalybol ki kell valasztani
pontosan egy elemet).

Legyenek G-ben a H szerinti mellékosztalyok {z;H, i =1,...,m}, H-ban pe-
dig a K szerinti mellékosztalyok {y,; K, j = 1,...,n}. Ekkor, mivel G az el6bbi-
ek, H az utobbiak unidja, igy fennall: G = Ui’j z;y; K. Azt kell még belatnunk,
hogy a felirt z;y; K (G-beli) mellékosztalyok paronként diszjunktak, igy az 6sszes
K szerinti bal oldali mellékosztaly G-ben pontosan egyszer szerepel a felsorolas-
ban.

Valo6ban, tegyk fel, hogy valamelyik ketté (mondjuk z1y; K éS zoy2 K) nem disz-
junkt; ekkor azonban egybeesnek:

T le = Ty ?JQK = H és T9oH nem diSZjunkt = x1H = 2.H
N Nz

CH CH
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i.’Lj:l'Qile:yQK:}yl = Yo.
Tehat két mellékosztaly pontosan akkor nem diszjunkt, ha ugyanazzal az z;-vel és
y;-vel képzodtek, vagyis mn db K szerinti mellékosztaly van; ezt kellett igazol-

nunk. =

Ha G csoport, ) # X C G, akkor H |, kifeszit” egy részcsoportot ahhoz ha-
sonl6an, ahogy egy vektortér valamely nemures részhalmaza kifeszit egy alteret.

Ezt azzal anal6g modon értelmezzik :

2.2.9. Definicié: Legyen G csoport, X C G, X # (. Ekkor azt a legsziikebb
részcsoportjat G-nek, mely X-et tartalmazza, az X altal generalt részcsoportnak

nevezzik és (X)-vel jel6ljik. X elemeit generatorelemeknek hivjuk.

Bizonyos csoportok eldallnak valamely véges részhalmazuk generalt részcsoport-
jaként, mint pl. a véges csoportok (mondjuk a teljes csoport generatumaként ; mas
példa: D, = (t, f)), vagy a végtelen ciklikus csoportok (egyetlen elem generala-

saval).

2.2.10. Definici6: A G csoport végesen generalt, ha
G=(X) ahol)# X CGés |X|<o0

A 2.2.9. -ban szerepld ,,legsziikebbség” persze azt jelenti, hogy H < G,
X C H esetén (X) < H.
A generalt részcsoport biztosan létezik, mert X C G miatt az alabbi metszet ér-
telmes és teljesiti a kovetelményeket:

(X) = nnggG K

(X)-nak természetesen tartalmaznia kell minden olyan szorzatot, mely X-
beli elemek (egész kitevds) hatvanyaibdl all. Ennél ,,tovabb” azonban nem is kell
mennink, hiszen (pl.) a 2.2.4. tétel alapjan konnyd igazolni, hogy az emlitett ele-

mek részcsoportot alkotnak, igy a legszlikebbségi tulajdonsag miatt a generalt
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részcsoport ennek része; ezek tehat a mindkét iranyud tartalmazas miatt egybe-

esnek.

2.2.11. Tétel: A G csoport X # () részhalmaza altal generalt részcsoport a ko-
vetkez0 elemek halmaza:

(X) ={al'ay’-...-a)* |zie X,n €Z,0< k €N}

Az eldbbi tétel értelmében véges sok elem altal generalt részcsoport mindig meg-
szamlalhatd (azaz véges, vagy megszamlalhatéan végtelen) sok elembdl all; ez
mutatja, hogy pl. (R, +) nem végesen generalt. A megszdmlalhatosag feltétele -
mint az sejthetd - nem elégséges, ugyanis bar a szdmossag engedné, de (Q, +)
sem végesen generalt, hiszen véges sok racionalis szam altal generalt részcsoport-
jaban csak véges sok nevezd fordul el6.

Az | X| = 1 specidlis esetben a kordbban mér targyalt egy elem hatvéanya-
ibol allo ciklikus részcsoportot kapjuk. Vegyik észre, hogy ekkor a 2.2.7. tétel
azt mondja, hogy véges csoport barmely g elemére o(g) | |G|. Ha ezt p elem(
csoportokra alkalmazzuk, ahol prim, akkor azt latjuk, hogy ilyen csoportokban az
egységelemen kivul minden elem rendje p (mivel, amint mondtuk, csak az egy-
ségelem rendje 1). De ebb6l az kdvetkezik, hogy egy ilyen csoport biztosan cik-
likus, hiszen van benne olyan elem (igazabol V # e elem ilyen), melynek rendje
megegyezik a csoport elemszamaval! Ez azt mutatja, hogy ,,tulajdonképpen csak
egyfele” p elemd csoport van: a Z, ,tipust” ciklikus csoport. Mas szoval csak
annyi ,,szabadsagunk” van, hogy mashogy nevezziik az alaphalmaz elemeit, de
ettdl eltekintve nem lehet definialni két ,,Iényegesen” kiilénb6zd csoportot egy p
elem(i halmazon.

Az idézbjeles szavak pontos jelentését a mar emlitett izomorfia fogalmanak meg-

hatarozasa adja majd a kdvetkez6 pontban.
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Az elhangzottak alkalmazésaként el6szor teljesen leirjuk a ciklikus csopor-
tok részcsoportjait, majd meghatarozzuk, hogy pontosan melyek azok a csoportok,

melyeknek csak trivialis részcsoportjaik vannak.

2.2.12. Tetel: Legyen G ciklikus csoport. Ekkor a kdvetkezok teljestilnek :

G minden részcsoportja ciklikus.

Ha G végtelen, G = (a), akkor minden részcsoportja {(a*), k € N alakui végtelen
(ciklikus) csoport.

Ha G véges, akkor minden & | |G|-re pontosan egy & elem{ részcsoport létezik
G-ben.

Bizonyitas: Legyen G = (a) ciklikus, e # H < G. Jeldlje k a legkisebb olyan
pozitiv egész kitevot, melyre a* € H (ilyen persze létezik, hiszen H (is) a vala-
mely hatvanyaibol all). Belatjuk, hogy valéjaban H = (a*).

Nyilvan o C H, mert H részcsoport. Masrészt indirekt tegyik fel, hogy van
olyan h elem H-ban, mely nem a generalt részcsoportban van. Ekkor valamely
r,s € N szamokra h = a*"** € H,0 # s < k (a KitevGjét k-val maradékosan
osztva), ami ellentmond & minimalitasanak, ui. ekkor a® is H-ba esne (mivel a*"
is H-beli).

Ebbél rogtén kovetkezik az allitas masodik része is, csak annyit kell meg-
jegyezniink, hogy |(a*)| = o(a*) persze végtelen kell hogy legyen, kiilonben a
rendje is véges volna. Emellett vegylk észre, hogy H = <ak> indexe éppen £,
ugyanis az eH,aH,a’H, . ..,a* "' H az 6sszes mellékosztaly.

Rétérve a harmadik részre legyen |G| = n és k | n. Ekkor |(a* )| éppen &,
ui. a 2.2.2. tétel szerint ennyi a rendje a generatorelemnek. Ha <ad> egy masik k
elem(i részcsoport, akkor o(a?) = =k amib6l £ = (n,d), igy 7 | d, tehat
{a®) C (ak) és mivel mindkettd véges, igy egybeesnek.

Ezzel a bizonyitas teljes. n
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2.2. Rend, részcsoportok, normalosztok 2. EIméleti attekintés

2.2.13. Tétel: A G csoportnak pontosan akkor nincs nemtriviélis részcsoportja,

ha |G| = 1 vagy p.

Bizonyitas: EI&szor is az egyelem( (azaz csak az egységelembdl all6 csoportnak
és a 2.2.7. Lagrange-tetel miatt a p elem( csoportoknak csak trivialis részcsoport-
jaik lehetnek.

A megforditashoz legyen G legalabb kételem{ csoport, melynek csak trivialis
részcsoportjai vannak és vegylnk egy e # g € G elemet. Ekkor (g) = G, hi-
szen a generalt részcsoport trivialis részcsoport, de nem lehet egyelem. Eszerint
G ciklikus. De a nem egyelem(i ciklikus csoportok kdzil pontosan a primrendiek
azok, melyeknek csak trivialis részcsoportjaik vannak az el6z6 tétel alapjan, igy

|G| = p és ezzel az allitast belattuk. -

Végil még két allitas a részcsoportokkal kapcsolatban, melyet késébb hasznalni

fogunk.

2.2.14. Tetel: Legyen G csoport, H, K < G.
i) HK <G HK =KH
i1) |[H| - |K| = |HK| - |H N K| (tetsz6leges H, K részcsoportok esetén).

Bizonyitas: i) Ha HK < G, akkor HK = (HK) ! = K~'H~! = KH, tehat
ezzel az irannyal készen vagyunk.

A masik iranyhoz az 2.2.4. tételre hivatkozunk majd: legyen hk; és hoky a HK
két eleme. Ekkor irhatjuk:

=h'k"eHK
hiki(hoks)™ = hy (kiky * hy') = b k" € HK
1R1\Ie2R~2 — 1 19 2 — I
=k'eK €cH

i1) Legyen D = H x K a (halmazelméleti) direkt szorzata H-nak és K-nak. Ve-
zessuink be egy ~ relaciot D-n:
(h,k) ~ (K, k') < hk = bk
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RoAgton lathato, hogy ~ ekvivalenciarelacio; a [(h, k)] ekvivalenciaosztalyban ép-
pen azok a (h', k') (rendezett) parok vannak, melyekre h'k’ = hk. Eszerint az
ekvivalenciaosztalyok halmazanak szdmossaga |H K |.
Masrészt hany elem van egy osztalyban?

hk = h'k' @@z@i@ (W, k") = (hz™',zk),ahol z € HN K.
A masodik nyilnal aezHétaIaki%éI; csak a = irnyt adja, de a < irany nyilvanvalé.
Mivel kiilonb6z6 = € H N K-k kilénboz6 (A, k') parokat jelentenek, igy azt kap-
tuk, hogy egy ekvivalenciaosztaly szamossaga |H N K |.
Ebbdl és az el6z6 eredménybdl adodik, hogy a diszjunkt ekvivalenciaosztalyok
uniéjanak, azaz H x K-nak szamossaga:

|H|-|K|=[HK]|-|HNK|

2.2.3. Normalosztok

Mint mar jeleztiik, a részcsoportok kozul Kitlintetett szerepet jatszanak azok,

melyek szerinti jobb és baloldali mellékosztalyok megegyeznek:

2.2.15. Definicié: Legyen G csoport. Az N < G részcsoportot (G-beli) normal-
osztonak nevezzik, ha az N szerinti jobb és baloldali mellékosztalyok egybeesnek,
azaz jelben Ng = gN Vg € G.

Azt, hogy N normalosztoja G-nek, igy jeloljik: N <G, vagy G N.

Hasznalatos még a normalis részcsoport €s az invarians részcsoport elnevezés is.

Minden legalabb kételem( G csoportban van legalabb két normaloszto: a
két trividlis részcsoport G és e. Ezeket trividlis normalosztoknak nevezzik. Bizo-
nyos csoportoknak nincs is ennél tébb normalosztéjuk, egy (nemtrivialis) példat
mar ismerlnk is: a Z, csoportnak csak trivialis részcsoportjai, igy csak trivialis

normalosztoi vannak. Mint késébb kideriil majd, vannak mas, bonyolultabb szer-
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kezet(i és nemkommutativ csoportok is, melyek ilyen tulajdonsaguak.

2.2.16. Definicio: A G csoportot egyszerlinek nevezziik, ha csak trivialis nor-

malosztdi vannak.

A masik végletként mar emlitettiik, hogy Abel-csoportban minden részcsoport
normalosztd. Erdekes tény azonban, hogy ez a tulajdonsag nem jellemzi a kom-
mutativ csoportokat (de pontosan tudjuk, hogy melyek azok a csoportok, melyek
ilyen tulajdonsaguak). Kommutativ egyszer(i csoportok az egyelemi csoporton
kivul pontosan a Z, tipustak, hiszen mivel ebben az esetben minden részcsoport
normaloszto, igy csak trivialis részcsoportok lehetnek, az ilyen csoportokat pedig

leirtuk a 2.2.13. tételben.

Eddigi nemkommutativ példainkat nézve pl. D,-ben a forgatasok (melyek-
b6l n darab van) egy 2 indexii normalosztét alkotnak. Altalaban igaz ugyanis,
hogy egy 2 index{ NV részcsoport normalosztd, hiszen az egyik szerinte vett jobb
és bal oldali mellékosztaly sajat maga, ,.ezek” tehat megegyeznek, de ezenkiviil
mar csak egy bal és jobb oldali mellékosztaly van, tehat mindkettének G\ N-nel
kell megegyeznie.

Késdbb altalanositjuk majd ezt az allitast a G véges csoport olyan H részcso-

portjara, melyre |G : H| a |G| legkisebb primoszt6ja (annak bizonyitasa azonban
mar nem ilyen ,kombinatorikus” Gton fog torténni).
A ,,normalosztdésag” nem tranzitiv, pl. gyorsan meggondolhat6, hogy D,-ben az
{e, f%,t,tf*} elemek (részcsoportot és igy a 2 index miatt) normalosztét alkotnak,
ebben pedig H = {e, tf%} szintén egy 2 index{i normaloszté, ami nem normal-
0sztd Dy-ben, mert fH = {f, ftf?}y ={f,tf} # Hf ={f, tf3}.

A definiciébol rogton latszik, hogy N < M < G és N <« G esetén N « M is
teljestl (de ennek forditottja nem igaz). Vegyuk észre tovabba, hogy a 2.2.14. tétel
i) része alapjan N <G, H < G esetén (N, H) = NH = HN. S6t, ha N, H < G,
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2. EIméleti attekintés 2.2. Rend, részcsoportok, normalosztok

akkor NH < G is igaz, ui. egy késdbb még szerepet jatszo egyszer( trikkel :

g Y(nh)g =g 'ngg 'hg Vg€ G,n € N,h € H.
N H
€ €

A kovetkezd tétel a ,,normalosztésag” harom ekvivalens jellemzését adja:

2.2.17. Tétel: Legyen G csoport, N < G. A kdvetkezd allitasok ekvivalensek :
i) NaG

ii)Vg € G-re g 'Ng=N

iil)Vge G,ne N-reg-'nge N

Bizonyitas: A bizonyitast ,,kényelmesebb” (a szokasos ,,ciklikus bizonyitas” he-
lyett) gy végezniink, hogy el8szor az elsd két allitas, majd a masodik kettd egyen-
értékliségét latjuk be.

i) < i) : Egyszer(i szorzassal adodik (a részhalmazok szorzatardl mondottak sze-
rint).

i1) = i11) . Ez kdzvetlen kévetkezménye g~ N g definiciéjanak.

i11) = 11): Rogzitett g € G esetén tekintsiik az N* = g1 Ng halmazt! Be kell
latnunk, hogy ez megegyezik N-nel. N* minden eleme N-ben van a feltevés sze-

rint, igy N* C N. Masrészt han € N, akkorazn = g~! (gng ') g azonossagot
——

EN
hasznédlva n € N*, hiszen az #14) feltevést g’ = g~'-re alkalmazva adddik a kap-

csos zardjeles tartalmazas. Tehat N = N*, amit igazolnunk kellett. n

Megjegyzendd, hogy az N < @G feltétel nem hagyhato el, pl. tetsz6leges sok
elembdl allé részhalmaza egy kommutativ csoportnak teljesiti a részcsoportsagon
kivuli feltételeket, de nem is szilkségképpen részcsoport.

Az el6bbi tételben felbukkano, G-n értelmezett és G-be képezb ¢ : z +—
g lzg (g € G rogzitett) fliggvény szerepet jatszik majd a késébbiekben. Ve-
gyuk észre, hogy ¢ injektiv és szirjektiv G-n:

g 'vg = g7 'yg = = = y (balszorzas g-vel, jobbszorzas g—!-zel);
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2.2. Rend, részcsoportok, normalosztok 2. EIméleti attekintés

r€G=1x=g (g9zg9')g (,megoldottuk az egyenletet”).
A fejezet kdvetkez pontjaban latni fogjuk, hogy ¢-nek még egy fontos tulajdon-

saga van. Most csak az elnevezését adjuk meg:

2.2.18. Definicio: Legyen G csoport, g € G egy rogzitett elem.
Az z — g~ 'zg fliggvényt, mely egy G — G bijekcio, g-vel vald konjugalasnak

nevezzik és ¢ -vel jeloljik.

Ez a magyarazat arra, miért hivjak a normalosztét invarians reszcsoportnak : ui.
N <G < N minden g € G-vel valo konjugalasnal fixen marad,

azaz N invarians ¢,-re Vg € G esetén.

Ha adott a G' csoport X nemdres részhalmaza, akkor a(z X altal) generalt
részcsoport fogalmahoz hasonléan definialhatjuk az X altal generalt normaloszt6
fogalmét: ez a legszlikebb olyan normaloszté G-ben, mely tartalmazza X-et. A
keresett normaloszté eléall ugy, mint az 6sszes X -et tartalmazé normaloszté met-
szete. Nyilvan tartalmazza valamennyi konjugaltjat X -nek és az ezek elemeibdl
allo tetszdleges szorzatokat, igy az ezek altal generalt részcsoportot is. Kénny(
meggondolni, hogy ennél tovabb nem is kell menniink, mert a kapott részcsoport
mar normalosztd G-ben, ami a generalt részcsoport legszlikebbségi tulajdonsaga
miatt megegyezik az (X') altal generalt normélosztdval.

Az elmondottakat az alabbi definiciéban foglaljuk 6ssze:

2.2.19. Definicio: Legyen G csoport, ) # X C G.

Ekkor az X altal generalt normalosztonak, vagy X normalis lezartjanak nevezzik
és X “-vel jeloljik a legsziikebb olyan normalosztét G-ben, mely X -et tartalmaz-
za.

Egyszeriien adodik, hogy X¢ = Ny yo N = (97'Xg | g € G) = (X)“.
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A normaélis lezért fogalma mellett H < G esetén értelmezhetjik az un. nor-
malis belsd fogalmat is: ez a leghévebb H-ban 1év8 G-beli normaloszto. Ez persze
azt jelenti, hogy ha N a H-ban Iévé G-beli normalosztd, akkor N benne van H
normalis belsejében; ezzel megadhatjuk a normalis bels6t mint az ilyen normal-
osztok altal generalt részcsoportot.

Megjegyzend6: barmely H < G esetén az egységelem biztosan egy H-ban 1évd
G-beli normalosztd és lathatd, hogy ezudttal nem értelmezhetd a fogalom tetszo-
leges részhalmaz esetén (mert semmi sem garantalja pl., hogy akar egyetlen ele-
mének konjugaltjat is tartalmazza). H normalis belseje H-nak minden konjugalt-
jaban benne van (mert invarians a konjugéalasra) es utobbiak metszete egyszerlen

meggondolhaté mddon norméloszté G-ben, tehat ez a normalis belsd.

2.2.20. Definicio: Legyen G csoport, H < G.
H normalis belsejének hivjuk és Hg-vel jel6ljik a legb6vebb olyan G-beli nor-
malosztot, mely H-ban van. Kénnyd belatni a kbvetkezOket :
Ho=(N|N<H NaG)=()g 'Hy
geG

Két tovabbi részcsoportot is rendelhetiink természetes médon a G' csoport
tetsz6leges nemires részhalmazéhoz. Az egyik G azon elemeibdl &ll, melyekkel
val6 konjugalas X -et mint halmazt fixen hagyja; G egységeleme példaul ilyen tu-
lajdonsagu. Tegyuk fel, hogy g és h ilyen tulajdonsagu. Ekkor nyilvanvaloan gh
is ilyen, méasrészt g ! is, hiszen gXg ' = g(g ' Xg)g ' = X.
Eszerint a ¢ *h-val valé konjugalas is fixen hagyja X -et, tehat valdban részcso-
portot alkotnak a megfeleld elemek (2.2.4. miatt).
Az el6z6h6z hasonldan azok az elemek is részcsoportot alkotnak G-ben, melyek-
kel val6 konjugélés a nemires X C G minden elemét fixen hagyja. Vegyuk észre,
hogy adott x € X esetén g~'zg = z & gz = zg alapjan ez pontosan az z-szel

felcserélhetd elemeket jelenti.
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Az igy kapott csoport persze részcsoportja lesz az el6bb definialt (rész)csoportnak,
s6t nem nehéz meggondolni, hogy normaloszto is abban.

ne az el6bbiekben , targyalt” két részcsoport elnevezése:

2.2.21. Definicié: Legyen G csoport, ) # X C G.

Azok a g € G elemek, melyekre (X )y, = X teljesil, azaz X -szel felcserelhetdk,
részcsoportot alkotnak G-ben, melyet X (G-beli) normalizatoranak nevezink és
Ng(X)-szel jeldlunk.

Azok a g € G elemek, melyekre Vo € X-re (z)p, = x teljesil, azaz X minden
elemével felcserélhetdk, részcsoportot alkotnak G-ben, melyet X (G-beli) centra-
lizatoranak nevezink és C(X)-szel jeldlunk.

Fennall: Cz(X) < Ng(X), és a definicidbdl vilagos, hogy ha H < G, akkor

H aNg(H) is teljesul.

Nem nehéz meggondolni, hogy véges csoport esetén a normalizator definiciojaban
(X)p, C X-etis irhattunk volna (mivel a konjugalas mint bijekcio ilyenkor egy

véges halmazon hat), azonban végtelen csoportoknal ez nem feltétlentl van igy.

A kovetkezdkben kidertl, miért Kitlintetett részcsoport a normaloszto.
Legyen NG és tekintsuk az IV szerinti (pl.) bal oldali mellékosztalyokat (tudjuk:
a megfeleld bal és jobb oldali mellékosztalyok egybeesnek). Ertelmezni szeret-
nénk egy o miveletet ezeken gy, hogy csoportot kapjunk. Kézenfekvonek tlinik
a kovetkez6 definicid:

(aN) o (bN) & (ab)N

Ez a definicid, barmennyire is ,,szemléletes”, nem jo akkor, ha egy ,,nemnormal-
0sztd™ részcsoportot veszink N helyett. A problémat az okozza, hogy itt halma-
zokat akarunk 6sszeszorozni Ugy, hogy a szorzast egy-egy elemmel végzett miive-
letre vezetjuk vissza. De ezeket az elemeket tobbféleképpen is valaszthatjuk; ha

tehat kilonbdzd valasztas esetén mas eredményt kapunk, akkor a definicié nem
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hasznalhatd. Azonban ez az akadaly nem all fenn akkor, ha (mint most) egy nor-
malosztd szerinti mellékosztalyokrol beszéliink, ugyanis ilyenkor a fenti szorzas
éppen a két mellékosztaly részhalmazszorzatat adja, ami persze nem fiigg attdl,

hogy mely elemekkel irtuk fel az elején azokat:
(aN)(bN) = (Na)(bN) = N(ab)N = (Nab)N = abNN = abN

Itt persze a sor elejen jel6lt szorzas a részhalmazszorzast jelenti és a két oldali
mellékosztalyok egyezését hasznaljuk ki tobbszor is.

A miivelet tehat értelmes, nyilvanval6an asszociativ (hiszen a G-beli szorzas
az), egységelem az N (mellékosztaly) és aN inverze a= ' N.

Eszerint (szandékunknak megfelelen) csoportot kaptunk:

2.2.22. Definicio: Legyen G csoport, N < G.
Az N szerinti mellékosztalyok az aN o bN “ (ab) N szorzasra nézve csoportot al-

kotnak, melyet G-nek NV szerinti faktorcsoportjanak hivunk és G/ N-nel jelélunk.

A tovabbiakban (némi pongyolasaggal) a faktorcsoportbeli miiveletet is a (leg-
tobbszor ki sem irt) --tal jeldljuk majd.

A korébbi G = Z, N = {n-nel oszthat6 szdmok} példainkat véve a G/N
faktorcsoport éppen a szokasos Z,, (a szokasos maradekosztalyésszeadassal mint
mivelettel).

A kovetkezd pontbdl kideril, hogy a faktorcsoport fogalma egy természetesebb

fogalomhoz kapcsolodik.

2.3. Homomorfizmusok

Ebben a részben csoportok kozotti leképezéseket fogunk vizsgalni.

Természetesen (ahogy pl. a vektorterek kozotti fuggvényeknél is) most is csak
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olyan leképezések érdekesek szamunkra, amelyek meg6rzik a struktdrat, azaz

tartjak a miveletet.

2.3.1. Definicio: Legyen G és H csoport rendre a o és e miveletekkel.

A ¢ : G — H fluggvenyt G-bdl H-ba mend homomorfizmusnak hivjuk, ha mive-

lettartd, azaz Vg, g2 € G esetén (g1 0 g2) = (g1)¢ ® (g2) .

Ha G tetsz6leges csoport, akkor G identikus fliggvénye egy G — G homomor-
fizmus, mésrészt ha H is tetsz6leges csoport, akkora ¢ : G — H, (9)¢ = ey
szintén egy homomorfizmus barmely G és H csoportok kdzott. Kevésbe trivialis
példa az a Z — 27 = {péaros szdmok} fuggvény, melynél z — 2z.

A homomorfizmusok néhany elemi tulajdonsagat foglaljuk 6ssze a kdvetkezd té-

telben:

2.3.2. Tétel: Legyen G és H csoport, ¢ egy G — H homomorfizmus.

Ekkor a kovetkezOk teljesulnek:

i) Ha K < @G, akkor (K)¢ < H. Specialisan (G)¢ < H, ez a (H-beli) részcso-
port G képe (p-nél), jele: Imyp;

i1) (eg )y = ey (ezek persze a megfeleld egységelemek) ;
1

i) (97 = ((9)¢) s
iv) Azok a k € G elemek, melyekre (k)¢ = ey, norméalosztot alkotnak G-ben,
melyet a homomorfizmus magjanak hivunk és Ker o-vel jeloliink.

v) N <G esetén (N)p<Imep

és M < Im g esetén M teljes inverz képe norméloszté G-ben, azaz

(M)p'={geG: (9)pe M}<G

Bizonyitas: ) Egyszer(en ellendrizhetjik a csoportaxiomak teljestilését.
i1) (eq)e-vel vald szorzas a miivelettartas miatt minden elemet fixen hagy Im ¢-
ben, igy megegyezik annak H-val is egyez6 egységelemével.

i7i) Hasonl6an érveliink mint az el6bb.
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iv) A ,részcsoportsdg” azonnal adodik a mivelettartasbol. Legyen n € G olyan,

hogy (n)¢ = ey és g € G tetszbleges. Ekkor a miivelettartés és 4i7) miatt:
(97'ng)p= (97" )¢ en-(9)p=en

by az 2.2.17. ii1) pontja szerint készen is vagyunk.

v) Ugyanugy igazolhato, mint az el6bbi allitas. n

Az iv) pont szerint tehat ha ,,talalunk” valamilyen G — H homomorfizmust,
akkor annak magja egy G-beli normaloszto lesz.
Valogjaban a forditott allitas is igaz: barmely norméloszté G-ben alkalmas G-r6l
mend homomorfizmus magja. Legyen ugyanis N < G és tekintsik azt a
¢ : G — G/N fluggvényt, melyre (g)¢ = gN Vg € G. Ez a faktorcsoportbe-
li mivelet definicidja miatt miivelettartd, tehat egy homomaorfizmus, masrészt a
magja éppen N :

gN =eg/n = N & g € N, amint azt a mellékosztalyoknal meggondoltuk.

Az elébb leirt homomorfizmust természetes homomorfizmusnak hivjak.

Néhany specidlis tulajdonsaggal bir6 homomorfizmusnak kilon neve van:

2.3.3. Definicio: Legyen G és H csoport.

A ¢ : G — H homomorfizmust

i) monomorfizmusnak nevezzik, ha injektiv;

i1) epimorfizmusnak nevezzik, ha szurjektiv;

i11) izomorfizmusnak nevezzik, ha injektiv és szirjektiv.

Egy G — G homomorfizmust endomorfizmusnak, egy G-rél G-re meng izomor-

fizmust pedig automorfizmusnak neveziink.

Monomorfizmus pl. az egész szdmokat identikusan a valds szamok additiv cso-
portjaba képezo fuggvény (de ez nem epimorfizmus), epimorfizmus a természetes
homomorfizmus barmely G' és N < G esetén (de ez nem feltétlentil monomorfiz-

mus). Izomorfizmus pl. az a Z,,-b6l az n-edik komplex egységgydkok halmaza-
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ba mend ¢ fuggvény, melynél a (k) maradékosztaly képe ((k))p = cos Z’“T” +

2km
g

Endomorfizmusra példa a fentebb mar emlitett Z — 27Z leképezes (raadasul

+ ¢sin

ez izomorfizmus), altalaban tetszdleges Abel-csoportban a k-adik hatvanyozas:
x +— z*. Végul azokban az Abel-csoportokban, melyek nem Gn. elemi kommuta-
tiv 2-csoportok (ezekrdl késdbb lesz sz6), nemtrivialis automorfizmus az inverta-
las: g — g~!. Megjegyzendd, hogy nem kommutativ csoportban ez a fiiggvény
(és altalaban a hatvanyozas) nem feltétlenil mivelettarto.

Egyszer(i eészrevétel, hogy a G csoport automorfizmusai a kompoziciora néz-
ve szintén csoportot alkotnak (melynek egységeleme G identikus fliggvénye), ezt

G automorfizmuscsoportjanak nevezziik és Aut G-vel jeloljik.

A G eés H csoportokat egymassal izomorfnak mondjuk, havan G — H izo-

morfizmus. Ezt igy jeloljik: G = H.
Az elnevezés jogos, mert ha ¢ egy G — H izomorfizmus, akkor nyilvanvaldan
o tegy H — G izomorfizmus lesz. Természetesen G = G és az is lathatd, hogy
G = H, H= K = G 2 K (az identikus fuggveny, illetve a megfelel izo-
morfizmusok kompozicidja alkalmas izomorfizmusok lesznek). Pongyolan tehat
gy is fogalmazhatunk, hogy az ,,izomorfnak lenni” ekvivalenciarelacié; ez azért
nem helyes, mert (mint latni fogjuk) az 6sszes csoportok nem alkotnak halmazt,
igy nem beszélhetunk ekvivalenciarelaciorol ezek halmazan.

Egy ¢ : G — H izomorfizmus jellemezhet6 a maggal és a képpel is. Nyilvan
Imy = H, hiszen definicio szerint ¢ szlrjektiv. Masrészt kdnnyl meggondolni,
hogy ¢ pontosan akkor injektiv, ha Ker o = e:
g1 # g2 € G, (q1)¢ = (g2)p = e # g, 'go € Keryp; azt mar lattuk, hogy
e € Ker o, igy ha mas elemek is vannak a magban, akkor ¢ tébb helyen veszi fel

eg-t, tehat nem injektiv. A kdvetkez6 tételt igazoltuk:
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2.3.4. Tétel: Legyen G és H csoport.
A ¢ : G — H homomorfizmus pontosan akkor monomorfizmus, ha Ker ¢ = e és

pontosan akkor izomorfizmus, ha emellett Im ¢ = H is teljesul.

Amint arra mar tobbszor is utaltunk, a most definialt izomorfizmus fogalma-
val lehet precizzé tenni a koradbban csak a szemléletre alapozott azonositasokat
a kilonboz6 alaphalmazokon értelmezett ,,1ényegében azonos” csoportok kozott.
Tehat pl. azt mondhatjuk, hogy az el6bbi példaban szereplé Z,, és
{cos T + jsin 2T | k =1,2,...,n} (aszokéasos mveletekkel) ,,tulajdonképpen
azonos” csoportok izomorfia erejéig egyeznek. Altalaban n elemi ciklikus cso-
portbdl és végtelen ciklikus csoportbdl is izomorfia erejéig egyféle van, ugyan-
is egy olyan fuggvény, amely a fenti példa szerint egy generatorelem megfelel6
hatvanyait a méasik csoport egy generatorelemének ugyanazon hatvanyaiba viszi,
izomorfizmust jelent a két csoport kozott.

Ugyanigy, az a korabbi allitasunk, hogy egy p elem(i halmazon Iényegében csak
egyféleképpen lehet ugy miveletet értelmezni, hogy csoportot kapjunk, azt jelenti,
hogy tetsz6leges p elem( halmazokon értelmezett csoportok (paronként) izomor-
fak lesznek egymassal. (Erdekességként, bizonyitas nélkiil megjegyezziik, hogy
az ,,n elemid halmazon izomorfia erejéig egyféle csoport van” allitds nem csak
n = p-re igaz, hanem Burnside (egy) tétele szerint pontosan azon n-ekre, melyek-
re (n, ¢(n)) =1).

Természetesen amikor pl. azt mondjuk, hogy az 6sszes p? elem(i csoport szerke-
zetét ismerjik (ami, mint latni fogjuk, igaz), akkor ezt ugy értjuk, hogy izomorfia

erejéig ismerjuk azokat.

Egy V' — W vektortérhomomorfizmusnal (azaz lineéris leképezésnél) a kép-
tér szerkezetét meghatarozza V' és a leképezes magtere; ezzel analog modon egy

¢ : G — H csoporthomomorfizmusnal is G és Ker ¢ hatadrozza meg a keép szer-
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kezetét:

2.3.5. Tétel (Homomorfizmustetel): Legyen G és H csoport, ¢ : G — H ho-
momorfizmus. Ekkor

G/Kerp = Im.

Bizonyitas: Definidlunk egy « homomorfizmust G/Ker p-r6l (G)p = Im p-re,

amir6l belatjuk, hogy izomorfizmus. o legyen a kdvetkezd:

gKerp — (g)p

El6szor is (mivel ismét halmazokon értelmeztiink miiveletet az elemeik segitsé-
gével) be kell latnunk, hogy « jol definiélt, azaz nem fligg a reprezentans valasz-
tasatol. Ez tényleg igy van:
gKerp = hKerp < g 'h e Kerp < (97'h)p = ((g)gp)fl(h)gp =ey &

< (9)p = (h)p = (gKerp)a = (hKer p)a.
Tehat « jol definialt. A mivelettartas nyilvanvaléan teljesil a faktorcsoportbeli
miivelet definicija és ¢ miivelettartasa miatt. ffy o epimorfizmus.
Masrészt Ker o azokbol a gKer ¢ mellékosztalyokbdl all, melyekre (¢)¢ = eq;
de ezek eppen Ker ¢ = eq/ker -t alkotjak, azaz o monomorfizmus (hiszen a magja

csak az egységelembdl all). Az allitast ezzel igazoltuk. =

A homomorfizmustétel szerint egy csoport homomorf képei leirhatok, ha ismerjik
az 0sszes normalosztdjat. Példaul ha G egyszer(i csoport, akkor csak énmagéaval
izomorf, vagy trivialis homomorf képe lehet (hiszen barmely G — H homomor-
fizmus magja az egyszerliség miatt vagy e, vagy G).

Azt is latjuk, hogy ha G és H véges csoportok, melyekre (|G|, |H|) = 1, akkor
csak trivialis homomorfizmus mehet G-b6l H-ba, hiszen |G /Ker ¢| kdzds osztdja
|G|-nek és | H|-nak.

Most jojjon egy példa arra, hogyan kereshetiink norméalosztét agy, mint egy

36



2. EIméleti attekintés 2.3. Homomorfizmusok

G — H homomorfizmus magjat. H < G esetén definidlhatjuk azt az Ng(H) —
Aut H homomorfizmust, amely Ng(H) > n — ¢, | g (azaz a normalizator egy
eleméhez a vele val6 konjugalas H-ra val6 megszoritasat rendeljik) ; a kovetkez6
pontban gondoljuk majd meg, hogy a konjugalas izomorfizmus (amihez még a
mivelettartds hidnyzik), ezért jelen esetben egy H — H automorfizmus, tovabba
azt, hogy az el6bbi hozzarendelés tényleg miivelettartd. Ennek a homomorfizmus-
nak a magjat azok az N (H )-beli elemek alkotjak, melyekkel val6 konjugélas H
identikus fliggvénye, azaz annak minden elemét fixen hagyja; de ezek éppen a
Cs(H) centralizator elemei. Tehat H < G esetén a Cq(H) < Ng(H) 0sszefug-
gésre egy Ujabb, ,.elegansabb” bizonyitast nyertiink, sét H < G esetén az adddik

(szdmolasmentesen), hogy normaloszto centralizatora is norméaloszto.

Most két alapvetd tételt bizonyitunk a homomorfizmusokkal kapcsolatban.

2.3.6. Tétel:

1. (Els6 izomorfizmus tétel) Legyen G csoport, N <G, H < G. Ekkor

HNN<H é H/HNN<=HN/N

2. (Masodik izomorfizmus tétel) Legyen G csoport, M, N <G, M < N.
Ekkor

G/N = My

Bizonyitas: 1. Tekintsik a ¢ : G — G/N természetes homomorfizmus ¢ | g
megszoritadsat H-ra! Ez egy H — G /N homomorfizmus, melynek magja termé-
szetesen HN N, amely eszerint (mint 2.3.2. iv)-b6l tudjuk) normalis részcsoportja
H-nak.

Masrészt a homomorfizmustétel alapjan H/H N N = Im ¢ . VegyUk észre, hogy
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H képe megegyezik az N-et tartalmazd H N részcsoport képével, hiszen mindket-
t6 a hN, h € H alaki mellékosztalyokbdl all (mindkettd a G/N csoportban),
amirdl persze tudjuk, hogy HN/N (az N <« N H észrevételt alkalmazzuk a ¢ | gn
megszoritassal).
Ezt 6sszevetve a homomorfizmustétellel éppen a bizonyitand6 allitast nyerjik.

2. Vizsgaljuk a kdvetkez6 ¢ : G/M — G/N leképezést:

(gM)p = gN

Azt varjuk, hogy ¢ izomorfizmus.
Ennek belatasahoz megint azt kell meggondolnunk el6sz6r, hogy a definicio értel-
mes: gM =hM < g 'h e M = g~'h € N (mivel M < N) & gN = hN.
Vil&gos, hogy ¢ mlvelettartd (mert a faktorcsoportokban ,.éppen joI” vannak defi-
nialva a miiveletek), és a sziirjektivitas adodik a definiciébdl (¢ N elball mint g M
képe). Tehat méar csak Ker ¢ meghatarozasa maradt hatra:
gN = eg/n & g € N, eszerinta mag a gM, g € N mellékosztalyokbol all,
melyek pontosan N /M -et alkotjak.

A homomorfizmustételt felirva a bizonyitassal keszen vagyunk. n

Kilon tételként mondjuk ki egy olyan kdvetkezményét az eldbbieknek, amelyet

szamos alkalommal fogunk hasznalni a késdbbiekben.

2.3.7. Tétel: Legyen G csoport, N < G.

Ekkor a természetes homomorfizmus kdlcsondsen egyértelmii megfeleltetést léte-
sit G-nek N-et tartalmazo részcsoportjai és a G/N faktorcsoport részcsoportjai
kozott.

A 2.3.2. v) pontja szerint normalosztok egymasnak felelnek meg.

Bizonyitds: Ha N < M < @G, akkor (mint lattuk) M képe részcsoport G /N-
ben, ami éppen M N/N = {mN | m € M}, azaz M-nek N szerinti mellékosz-

talyai alkotjak a képet. Amennyiben M; és M, két kiilonb6z6 N-et tartalmazd

38



2. EIméleti attekintés 2.4. Konjugélas

részcsoportja G-nek, akkor kilénbozd NV szerinti mellékosztalyokbol kell allniuk,
igy tehat méas (G//N-beli részcsoport) lesz a képuk.

Masrészt (2.3.2. iv) miatt) ha M* < G/N, akkor M* teljes inverz képe részcso-
port G-ben, ami biztosan tartalmazza eq,n teljes inverz képét, azaz N-et.

Ezzel belattuk, hogy a természetes homomorfizmus injektiv és szlrjektiv kapcso-

latot jelent a tételben szerepl6 részcsoportok kdzott. n

Ebbél kdvetkezik példaul, hogy pontosan akkor nincs G-ben olyan M normal-
osztd, mely tartalmazza N-et, ha G/N egyszer( csoport; ennek késdbb lesz még
jelentdsége.

Végul a homomorfizmusokkal kapcsolatban emeljiunk ki még egy tulajdon-
s&got. Ha G > N, és adott egy ¢ G-rél mend homomorfizmus, akkor a 2.3.2. tétel
szerint (G)p > (N). Az emlitett fontos tulajdonsag az, hogy (G)¢/(N)y ép-
pen a G/N faktorcsoport ,,képe ¢-nél”; ugyanis a természetes madon definialt
(gN)e &t (9)¢(N)p egy homomorfizmusa G /N-nek, amelynél az a fenti cso-
portba megy at.

2.4. Konjugalas

A 2.2. pontban lattuk, hogy a G csoport g elemével valo ¢, konjugalas egy
G — G bijekciot jelent. Ott mar jeleztiik, hogy még egy fontos tulajdonsaga van:
ez éppen a mivelettartas, azaz (zy)p, = (x)¢,(y)p, tetszéleges g, z,y € G ese-
tén:
(@)eg  (Y)wg

-1 -1 -1,

(xy)pg =9 'zyg =9 299 Y9
Eszerint ¢, automorfizmusa G-nek; az ilyen automorfizmusokat (tehat a konjuga-
lasokat) belsé automorfizmusoknak is hivjak (a nem belsd automorfizmusok pedig

a kulsd jelzot kapjak).
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Nem nehéz meggondolni, hogy a G csoport belsé automorfizmusai csopor-
tot alkotnak a kompozicié miveletére nézve, mely természetesen részcsoport, sét
normaloszté Aut G-ben; teljestil tovabba, hogy (p,)~! = ¢,-1. A ,normaloszto-
ség” igazolasahoz legyen o € AutG, vizsgaljuk meg, hogyan hat az (o) ‘¢,
szorzat (mely Aut G egy eleme) az = € G elemen:

(#) (@ p,0) = (57 (@)a)g)e = ((7)a) ((#)a~)a ((9)a) = (2) (-
— e

((g)e)~t T
Tehat a ¢, belsé automorfizmus tetsz6leges automorfizmussal valo konjugaltja is

bels6 automorfizmus, igy az 2.2.17. ii3) tétel szerint val6ban norméloszt6 a kon-

jugalasokbol allo részcsoport.

2.4.1. Definicio: Legyen G csoport.
A ¢, : g € G konjugalasok normalosztot alkotnak AutG-ben, melyet G' bels6

automorfizmuscsoportjdnak hivunk és Inn G-vel jel6lunk.

Az elnevezésben a ,,bels6” sz6 arra utal, hogy ezek az automorfizmusok termé-
szetes modon adodnak ,,magabdl a csoportbdl”. Emellett pl. Z-ben az z — —zx
invertalas egy természetes modon adddo kilsé automorfizmus, ugyanis itt minden
konjugalas identikus (s6t, az el6bbi példa tetsz6leges Abel-csoporttal elmondha-
to, egyetlen (tipusu) kivételtél eltekintve: (Zz,)’c esetén az invertalas egybeesik az
identitassal, ami persze konjugéalas - hogy nincs mas ellenpélda, az kideril a 3.5.
feladatbadl).

Tekintsiik most azta 8 : G — InnG flggvényt, mely g — ¢, ! Val6jaban
3 egy epimorfizmus, hiszen a definicidjabdl adddoé szurjektivitas mellett mivelet-
tarto is:
(@) (pgpn) = h g tzgh = (x)pgn.
Ebbdl kovetkezik, hogy G/Kers = Inn G a homomorfizmustétel szerint. Ker 3
azokbol a G-beli elemekbdl all, melyekkel val6é konjugalas G identikus fliggvé-

nye, azaz minden elemet fixen hagy. Az el6bbi Vx € G ¢~ 'zg = z feltételbdl a
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mar latott ekvivalens atalakitassal a Vo € G xg = gz feltételt nyerjuk. Tehat azok
az elemek alkotjak 5 magjat, melyek G minden elemével felcserélhet6k (err6l
persze egyébkeént is rogton latszik, hogy normalis részcsoport G-ben). Ez nagyon

fontos részcsoport:

2.4.2. Definicio: A G csoport azon elemeinek halmazat, melyek minden g € G-
vel felcserélhet6k, a csoport centrumanak nevezziik és Z(G)-vel jeldljik.
Azonnal latszik, hogy Z(G) < G és a fenti meggondolasok szerint a centrum sze-

rinti faktorcsoport a belsé automorfizmuscsoporttal izomorf:

G/Z(G) ZInnG

A centrum definiciojabdl adodik, hogy Z(G) = (,c; Ca(z) = Ca(G). Vilagos,
hogy G pontosan akkor kommutativ, ha Z(G) = G. A ,,mésik végletként” késdbb
azt is latni fogjuk, hogy pl. S,, centruma trivialis (azaz csak az egységelembdl all),
han > 3. Jegyezzilk meg, hogy Z(G) minden részcsoportja normaloszté G-ben,

hiszen a centrumelemek tetsz6leges részhalmaza zart a konjugalasra.

Vizsgaljuk most a konjugalast mas szemszogbdl. Vezessiink be egy relaciot

G-n:
g~k,hadz e G, k= (g9)p, (azaz g-nek konjugéltja k)

A konjugalasrol mar elmondottakbol egyszerlien adodik, hogy ~ ekvivalencia-
relacio, igy G ennek diszjunkt ekvivalenciaosztalyaira bomlik ; utébbiakat kon-
jugaltosztalyoknak nevezzik. Az [z] konjugaltosztalyt (z € G) x konjugaltjai
alkotjak. Lathatd, hogy az egyelemi konjugaltosztalyokban pontosan a centrum
elemei talalhatok (melyeknek minden konjugéaltjuk 6nmaga). Egy csoport kon-
jugéltosztélyainak szam(ossag)at a csoport osztalyszdmanak nevezzik és h-val
jeloljik. Ha példaul G véges Abel-csoport, |G| = n, akkor h = n, hiszen minden
konjugaltosztaly egyelem(i; eddigi meggondolasaink alapjan ez a tulajdonséag jel-

lemzi is a véges kommutativ csoportokat.
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Szdmoljuk meg, hany elem van az [z] konjugaltosztalyban (azaz mekkora a sz&-
mossaga); ehhez azt vizsgaljuk meg, hogy mikor konjugalja két elem (g és A
ugyanoda z-et:

g lrg=h'zh & hg lzgh™' =z & gh ! € Cq(z) & gCq(z) = hCq(x).
Azaz pontosan akkor konjugaljék ugyanabba az elembe, ha ugyanabba az = cent-
ralizatora szerinti (mondjuk) baloldali mellékosztalyba esnek. Eszerint
I[z]] = |G : Cg(x)| (mert a mellékosztalyok halmazénak szamosséga a részcso-
port indexe).

Az el6bbi gondolatmenetet egy ) # X C G-re is alkalmazhatjuk, tehat kér-
dezhetjik, hogy egy nemiires X részhalmaznak hany konjugéltja van G-beli ele-
mekkel. Valdjaban ezek a konjugaltak is egy ekvivalenciaosztaly elemei, ugyanis
figyeljuk meg, hogy a G csoport nemiires részhalmazaibdl allé halmazon is ekvi-
valenciarelaci6 a konjugaltsag. A fenti levezetés most a |G : Ng(X)| eredményt
adja. (Latjuk: ennek specialis esete az el6z6 eredmény, hiszen egyetlen elem ese-
tén a centralizator és a normalizator egybeesik).

Egy tételben dsszefoglaljuk ezeket a fontos dsszefliggeseket :

2.4.3. Tétel: Legyen G csoport, G O X # ().
Ekkor X -nek annyi konjugaltja van G-beli elemekkel, amennyi |G : Ng(X)].
Specidlisan, ha X = {z} egyelem{i halmaz, akkor Ng(z) = Cg(z) miatt ez

|G : Cg(x)|-szel megegyezik.

Fenti eredménylink szerint tehat egy G véges csoport minden konjugaltosztalya-
nak elemszama osztdja a csoport elemszamanak (hiszen az egy részcsoport inde-

xe). Ebbdl azonnal levezethetiink egy nevezetes tételt, abbol pedig egy masikat.

2.4.4. Tétel: Legyen G olyan véges csoport, melynek elemszama p*, k£ > 1.

Ekkor |Z(G)| > 1, azaz a centrum nem &llhat csak az egységelembdl.
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Bizonyitas: fjuk fel G elemszamat a diszjunkt konjugaltosztalyokc; (i = 1,...,n)
elemszamainak 6sszegeként, ahol feltehetd, hogy c; : j = 1,2,..., m-mel a cent-
rum elemeibdl &ll6 egyelem( konjugéaltosztalyok elemszdmait (azaz 1-et) indexel-
tik: o ) _

G| =pF ="+ " o+ T Congt + -+ O (%)
Itt p osztja az (m + 1)-ediktdl kezdve valamennyi tagot, hiszen innentdl a nem
centrumbeli elemek konjugaltosztalyait soroltuk fel, amelyek egyrészt nem egyet-
len elembdl &llnak, masrészt elemszamuk p* osztéja. Emiatt p osztja Y ;" ¢; =

=Y ", 1 =m=|Z(G)|-etis, hiszen osztja a bal oldalon 1év&

G|-t. Ha egyetlen

elembdl (az egységelembdl) allna a centrum, akkor m = 1, ami ellentmondés. »

A bizonyitasban szerepl6 (*) dsszefliggést osztalyegyenletnek hivjak.

Most j6jjon a mar jelzett nevezetes kdvetkezmény :

2.4.5. Tétel: Legyen G olyan csoport, melyre |G| = p2.
Ekkor G kommutativ.

Bizonyitas: G centruma az elbbi tétel szerint nem allhat egyetlen elembdl, te-
hat vagy p elem(, vagy p? elem(, utébbi esetben persze G = Z(G), igy készen
vagyunk. Indirekt tegyik fel tehat, hogy |Z(G)| = p és az egyszer(bb jel6lés mi-
att legyen Z = Z(G).

G/Z ciklikus (hiszen p elem(), azaz G/Z = {Z,aZ,a*Z, ... ,aP~' Z} valamely
(barmely) a € G, a ¢ Z elemmel. Mivel az 6sszes Z szerinti mellékosztaly unidja
G, ezért G minden eleme felirhaté o* > alakban, ahol z € Z.

Vegyllk G két tetszGleges g1 = a*1z; és g, = a*?2, elemét és szorozzuk Gket
0ssze a két lehetséges modon:

9192 = a* 210" 2y = a*1HF2 22

g2g1 = ak? 2"t 2 = aFitkez 2.

:akl z2
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2.5. Direkt és szemidirekt szorzat 2. EIméleti attekintés

Itt azt hasznaltuk ki, hogy a z; elemek a centrumban voltak, egy elem hatvanyai
pedig egymassal mindig felcserélhetdk.
El6bbi eredménylink szerint azonban G kommutativ, hiszen barmely két eleme

felcserélhetd, ez ellentmondas, mert feltettlik, hogy Z(G) # G. n

A fejezet kovetkezd pontjaban kidertil majd, hogy ennek segitségével a p? rend(i
csoportok szerkezeteét teljesen le tudjuk irni.
Erdemes észrevenni, hogy az el6bb valdjaban a kdvetkezé meglepd allitast is be-
lattuk:

Ha G/Z(G) ciklikus, akkor G kommutativ.
(azaz a centrum szerinti faktor csak akkor lehet ciklikus, ha trivialis, mert G =

= Z(G) miatt egyetlen elembdl &ll).

2.5. Direkt és szemidirekt szorzat

2.5.1. A direkt szorzat

Ha adott két csoport, A és B, akkor kdnnyen ,készithetink” egy Ujabbat
ugy, hogy (halmazelméleti értelemben vett) direkt szorzatukat természetes mo-
don felruhdzzuk egy miivelettel. Végezziik ugyanis az (a1, b1), (az,b2) € A x B
elemekkel a miiveletet komponensenként, azaz a megfeleld csoportbeli mivelettel

dsszeszorozva a megfeleld komponenseket:

def
(alabl) : AxB(G2; b2) = (alaz, b1by )
A-beli - B-beli -
Az igy definialt miveletre nézve A x B csoportot alkot, melynek egységeleme
(ea,ep) 6s (a,b)™' = (a=',b7"); ezek kozvetlenll adédnak a definicidbdl. A

kapott csoportot (is) A x B-vel jeloljuk, A-t és B-t direkt faktoroknak hivjuk.
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2. EIméleti attekintés 2.5. Direkt és szemidirekt szorzat

Vil4gos, hogy az A* = {(a,ep) | a € A}, illetve B* = {(ea,b) | b € B}
részcsoportok A x B-ben, melyek rendre A-val illetve B-vel izomorfak, A*B* =
= A x B és metszetiik csak az (A x B-beli) egységelembdl all.

Valbjaban ezek norméalosztok is a direkt szorzatban, pl. lassuk be A*-rol:
(a', b)) a,ep)(d,b) = (" 'ad', b 'epl) = (a*, eB)

ElSbbi definicionk és meggondolasunk ugyanugy végigvihetd akkor, ha tet-
szblegesen sok, de véges sok csoport direkt szorzatat definidljuk. Tehat az A;
(i = 1,...,n) csoportok direkt szorzata az (a1, as, - .., a,) ,n komponens( vek-
torokbdl” all, ahol a vektorokat komponensenként ,,szorozzuk ¢ssze”.
Egységelemaz (ea,, ea,, ..., ea,)lesz,az AY = {(ea,, ..., €4, 1,0 €4,y €4,)}
(a; € A;) elemek egy A;-vel izomorf normalosztét alkotnak, tovabba fennalinak
a kovetkezok :

AP (A |G #0) = eaxona, 65 AJA}. . A% =A; x Ayx ... X A,

Ha tetsz6legesen sok csoport direkt szorzatardl akarunk beszélni, azaz adott
a A indexhalmaz ésa {G) : A € A} csoportok, akkor a korabbi definicionkat két-
féle iranyban is Kiterjeszthetjlk ,,természetes modon”.

Egyrészt a szokasos (halmazelméleti) direkt szorzatnal maradva értelmez-
hetjik a (g)) : gn» € G, esetleg ,,végtelen sok komponens( vektorokbdl” allo
csoportot, ahol a vektorok A\-komponense a G, csoportbol van és a miveletet a
korabbiak szerint komponensenként végezzik. Itt értelemszerli modositasokkal
igaz marad az egységelemrdl, inverzr6l, a (megfeleléen definialt) G-okrdl sz616
eszrevétel. Emellett azonban ha A végtelen halmaz, akkor sem a G5 normalosz-
tok szorzataként (amely a végtelen sok tényezé miatt nem értelmes), sem azok
generatumaként (amely végtelen sok tényezd esetén is értelmes, de nem a most
definialt csoportot adja) nem all el6 a csoport.

Az igy értelmezett csoportot a G, csoportok Descartes-szorzatanak nevezzik
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2.5. Direkt és szemidirekt szorzat 2. EIméleti attekintés

majd (megkilénboztetve a most kdvetkezd definiciotol).

Az el6bbi ,hianyossagon” gy segithetlink, hogy azt a részcsoportot tekint-
juk a G \-k Descartes-szorzataban, amelyben a vektoroknak véges sok kivétellel
minden komponense a megfelel6 csopotbeli egységelem (,,csak véges sok nemnul-
la elem van a sorozatban”). Ezt a Gy-k kiils6 direkt szorzatanak hivjuk.
Konny( belatni (a kiils6 direkt szorzat ,,csoportsagan” talmenéen), hogy ez nor-
maloszté a Descartes-szorzatban. Persze a korabban mar szerepld G csoportok
mind benne vannak a kiils6 direkt szorzatban is (tehat normalosztok is benne) és
ezuttal igaz lesz, hogy ezek generatumaként a kilsé direkt szorzat eléall.

Nyilvanvalo, hogy ha (amint a pont elején) csak véges sok csoportunk van,
azaz A véges, akkor akkor a két fogalom egybeesik. Ezzel szemben pl. A = N-et
és G\ = Zy-t tekintve mar a szamossagok is eltérnek: a Descartes-szorzat sza-
mossaga 2% = ¢, mig a kiilsG direkt szorzaté ,,csak” X,.

Az eddigieket az alabbi definiciéban 6sszegezziik:

2.5.1. Definicié: Legyenek advaa {G) : A\ € A} csoportok (A # ().
A G, csoportok Descartes-szorzatanak nevezziik és C'rycaGa-val jeloljik azt a
csoportot, mely a (g,) ,,vektorokbol” &ll, ahol a A-komponens G ,-bdl valé és a
miveleteket komponensenként végezzik.
A G csoportok kiilsé direkt szorzatanak nevezzilk és Dryc G y-val jel6ljik azo-
kat a (g, )-vektorokat, melyeknek A-komponense G ,-bdl valé és véges sok kivétel-
lel minden komponens e, (a G egységeleme); a miiveleteket itt is komponensen-
ként végezzik.

1-gal jelolve azon vektorokat, melyeknek a A komponensén kivil minden kom-
ponense (a megfeleld) egységelem, teljestil, hogy

G5 ACrreaGy €S G N <G; A # ,u> = €CrycAGh-

Fennallnak ezenkivul a kdvetkezok:
DryeaGr<CryenaGi;
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2. EIméleti attekintés 2.5. Direkt és szemidirekt szorzat

DT)\EAG)\ = <G; | A€ A>,

Ha |A| < oo, akkor Dryca Gy = CraeaGi.

A fentiekben csoportokbol mint épitékdvekbdl hoztunk létre Gjabb csoporto-
kat a direkt szorzat segitségével. Természetesen ennek forditottja is ésszer(i célki-
tlizés: adott G csoportot szeretnénk ,felbontani” (pl.) G = A x B alakban; igy a
direkt faktorokkal mar kulon-kalon lehetne miveleteket végezni és G szerkezetét
jobban megértenénk. Az el6bbit direkt felbontasnak hivjak.

Ehhez persze eldszor meg kell fogalmaznunk, hogy mit is értlink ezen a felbon-
tason, hiszen a csoport nem elemparokbdl/,,vektorokbol™” all, ellentétben a direkt
szorzattal. Lattuk, hogy a kiils6 direkt faktorok normalosztok, amelyek ,,Iénye-
gében diszjunktak” (az egységelemtdl mint metszettél eltekintve) és generaljak a
kiilsd direkt szorzatot; amint az alabbiakbol kideriil, ez a harom tulajdonsag elég

is ahhoz, hogy megragadjuk a direkt szorzat lényegét.

2.5.2. Definicio: Legyen G csoport, { N, : A € A} pedig olyan norméalosztok G-
ben, melyekre teljestilnek az alabbiak :
(Na:A€A)=GEeN\N(N,:p# ) =eg.

Ekkor azt mondjuk, hogy G az N, normélosztok belsé direkt szorzata.

Egyszerii észrevétel, hogy az egymast csak az egységelemben metszd N, és
N, normalosztok barmely két eleme felcserélhetd egymassal, ugyanis tekintstik
nx € Ny, n, € N, esetén tekintsik a két elem Gn. kommutatorat (az ilyen ele-

mekrdl a 8. pontban részletesen lesz majd sz6):

1, -1 -1, 1 _ fe T
[P, ] =0 Ny MaAn, =Ny N, man, = e és igy
—_——— ——
EN‘J, EN)\
N — ’ ~ v -
ENM EN)

nAn“ = n”n)\
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Ezt és a definicioban 1év6 feltevéseket figyelembe véve fennall, hogy G minden
eleme egyértelmdien irhato fel ny, ny,-. . .-n,, alakban, ahol a tényez6k a megfeleld
normalosztokbol valdk és a sorrendjik nem szamit. Itt mar csak az egyertelmiisé-
get kell meggondolnunk.
Legyen g = ny,na, .. .-y, = Ny Ny - - - -~ 1y, KELKUIONDOZO feliras. A felcserél-
het6ség miatt feltehetjik, hogy a két oldalon nincsenek azonos index( tagok (mert
Oket a tényezbk sorrendjének atrendezésével és a szokasos inverzzel val6 szorzas-
sal egy oldalra csoportosithatjuk) és persze egy-egy oldalon is minden szerepld
index kilonboz6 (a tényezdket igy csoportositottuk), valamint ny, # e (egyéb-
ként le sem irjuk). Fejezzik ki ezutan n, -et:

My = Moy Moy = e " My My Ty e Ty
Ez viszont ellentmond a feltevésnek, hiszen igy:

e#ny € (Nuyyoooy Ny, Nagy oo o, Na )
Belathatd, hogy a direkt szorzat az el6bbiekben bizonyitott tulajdonsagokkal is

karakterizalhat6 (ezt nem részletezzik).

Definialjunk egy o : G — Dryea Ny, fliggvényt a kovetkez6képpen. Fjuk
fel g-t az elGbb latott g = ny,ny, - ... - ny, alakban és rendeljiik ehhez azt az
(nx) € DryeaNy vektort, melynek A\; komponense ny, (i = 1,2,...,k), a tob-
bi komponense pedig a megfelel6 e, egységelem. Ekkor « jél definialt az imént
latott egyértelm(iség miatt, masrészt nyilvanvaloan injektiv és sziirjektiv, tovab-
bé az n, tényezdk felcserélhetdsége miatt mlvelettarto is. o tehat izomorfizmus
G és az adott normalosztok kiilsd direkt szorzata kozétt: G = DrycaNy. Ez azt
jelenti, hogy G-ben Ugy szamolhatunk, hogy kilon-kulon végezziik a miiveletet a
megadott normalosztdkban; éppen ezt vartuk el a csoport egy direkt felbontasatol,
tehat a fent megkovetelt tulajdonsagokkal azt jol karakterizaltuk.

Hasonléan meggondolhatjuk, hogy ha az { N }-kbdl ,,indulunk ki, akkor (korab-

bi jeloléseinkkel) Dryea N, az Nx-ok belso direkt szorzataval lesz izomorf.
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2. EIméleti attekintés 2.5. Direkt és szemidirekt szorzat

Az eldbbi meggondolasok szellemében a késdbbiekben ugyanazt a jelet hasznal-

juk majd a belsd és a kiils6 direkt szorzatra.

Alkalmazzuk most az elImondottakat arra, hogy - amint azt korabban igértiik -

leirjuk a p? rend(i csoportok szerkezetét.

2.5.3. Tétel: Tegyuk fel, hogy |G| = p%.
Ekkor G = Zy> vagy G = Zy X Zy.

Bizonyitas: Azt mér belattuk 2.4.5.-ben, hogy G kommutativ. Ha G ciklikus (is),
akkor persze G' = Z,» és készen vagyunk.

Ha nem ciklikus, akkor az egységelemen kivil minden elem rendje p kell hogy
legyen; vélasszunk egy tetsz6leges m # e elemet és legyen (m) = M. M tehét
egy p elem( részcsoport, ami (lévén Abel-csoportban vagyunk) normaloszto is.
Legyenn € G\M és (n) = N; N is egy p elem( normaloszté és persze

M N N = e (primrend( részcsoportok vagy egybeesnek, vagy csak az egység-
elemben metszik egymast). Az elébbi két normalosztd metszete tehat egyelemdi

és teljesiil, hogy NM = G (ui. [NM| = ML _ p2)

INNM| —

Ez éppen azt mutatja, hogy G = N x M = Z, X Z,,. n

A direkt felbontas hasznossagat illusztralandd, bizonyitas nélkil alljon itt az
egyik legels6 strukturatétel a csoportelmélet torténetében, amelybdl tobbek kozott

az el6bbi allitas is konnyedén adodik :

2.5.4. Tétel (A véges Abel-csoportok alaptétele): Ha G veges Abel-csoport,
akkor G egyértelmden felbonthaté primhatvanyrend(i ciklikus csoportok direkt

7 ~ k k k:S . 7z . TN o Ve
szorzatara, azaz G = Z! X Zy? X ... X Zy2 (p; nem feltétlentl kilonb6zo primek).

Végul jegyezziik meg, hogy nem minden csoport bonthaté fel nemtrivialisan di-

rekt szorzatra (azaz gy, hogy egyik direkt faktor sem az egyelem( csoport), pl.
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az egyszer(i csoportok ilyenek, de a fentiek értelmében ilyen Z,: is, amely csak
Z, x L, alaku lehetne, de utobbi csoportban minden # e elem p-edrend(, mig az
el6bbiben van p? rend(i elem is, tehat nem izomorfak (persze az el6bb kimondott

alaptételre is hivatkozhattunk volna).

2.5.2. A szemidirekt szorzat

Egy maésik mddszert mutatunk arra, hogyan lehet két csoportbdl egy Ujabb
csoportot létrehozni. Ezlttal a ,,belllrdl kifelé” irdny tinik természetesebbnek, igy
ennek ismertetésével kezdjik, majd ebbél kiindulva megfogalmazzuk a (célként

kit(izott) masik irany definicigjat is.

2.5.5. Definicio: Tegyuk fel, hogy adott a G csoportban egy N norméloszto és
egy H részcsoport, melyekre a kbvetkezok teljestilnek:
HN=G ¢é NNH=e.
Ekkor G-t H és N belsd szemidirekt szorzatdnak hivjuk, amit igy jeléltnk :
G=NxH vagy G=HxN.

H-taz N komplementuméanak hivjuk.

Vegylk észre, hogy a feltételek mellett G minden eleme egyertelmden irhato An
alakban, ahol h € H, n € N:

h1n1 = h2n2 = h;lhl = ngnl_l = h;lhl = TLQTLII =€ = hl = hg, ny = Ny
N—— =

€H eN
Hogyan tudunk 6sszeszorozni két elemet G-ben a H-beli és az N-beli ,,kompo-

nenseik” segitségével ?
(n1)@h, cH eEN

# —————
(h17’L1) (h2n2) = h1h2 h2 ’I’Llhz No = (hlhg) ((nl)gphzng).
Itt az egyértelm( feliras mellett azt hasznaltuk ki, hogy N normalosztd; ez az

egyetlen felirasa a szorzatnak hn alakban.
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El6bbi meggondolasunk azt mutatja, hogy G izomorf azzal a csoporttal, melynek

elemei (h,n) : h € H, n € N pérok, és a mivelet:

(hl,m) (hQ, n2) = (hth, (nl)SOhgnQ)

ami persze gy értendd, hogy H-nak a konjugalassal val6 hatasat N-en ,hasz-
naljuk miveletkent”. A direkt szorzatnal elmondottakkal §sszevetve az is lathato,
hogy az ,.er6sebb” G = H x K allitashoz pontosan az kell, hogy H barmely
elemével valé konjugélas minden n € N-et fixen hagyjon (ekkor ugyanis H is
normalosztova valik és persze ,tovabbrais” H N K =e).

Ebb6l kiindulva legyen most adva H és N két csoportésegy ¢ : H — Aut N
homomorfizmus (az el6bbi konjugélast ,,altalanositjuk™). Jelblje ¢, a h € H ké-
pét az el6bbi homomorfizmusnal. Definialjunk egy, a fentivel megegyez6 ,,alakd”
miveleteta {(h,n) : h € H,n € N} halmazon annyi ,,vizualis” eltéréssel, hogy
hatvanyként jel6ljik a képet (alabb vilagossa valé attekinthetdségi okbol):

(hy,n1)(hayn2) & (hiha, n"2ny)

Jegyezzilk meg, hogy a mivelet értelmes a kiindulo feltevések miatt. Azt allitjuk,
hogy csoportot kaptunk ; ehhez most (mivel nem egy nagyobb struktura részstruk-
tarajardl van sz, igy nem vizsgalhatunk ,,részcsoportsagot™) ellen6rizziik a cso-
portaxiomakat :

i) asszociativitas:

((hl,nl)(hg,ng)) (h3,n3) = (hth,nfhan) (hg,ng) = (hlhzhg,nf@(ph‘"*n;h:‘ng);
masreészt

(hl,nl) ((hg,ng)(hg,ng)) = (hl,nl) (hghg,n§h3n3) = (h1h2h3,nfh2h3n§h3n3) =
= (hlhghg, nfhwh?’ nfh:* n3) :

Itt egyrészt azt hasznaltuk ki, hogy ¢ mivelettartd leképezés H-bol Aut N-be,
masrészt hogy ¢y, egy mlvelettart6 leképezés N-b6l N-be (barmely h € H-ra);

lathatd, hogy valoban asszociativ a fent definialt mdvelet.
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i1) egységelem persze az (ey, en) lesz; ez rogton latszik abbol, hogy ¢.,, = idy
kell hogy legyen a 2.3.2. 7i) tulajdonsag miatt.
ii) inverz: (h,n)~t = (A1, (n#»-1)7"); ezt csak ki kell szamolni.

by a kapott struktura tényleg csoport:

2.5.6. Definicio: Legyenek adva a H és N csoportok és egy ¢ : H — AutN
homomorfizmus.

Ekkora {(h,n) : h € H,n € N} halmaza (hy,n1)(hg,n2) = (h1hg, n{"?ny) mi-
veletre nézve csoportot alkot, melyet H és N kiilsé szemidirekt szorzatanak hi-
vunk.

A definicio persze fugg a ¢ fuggvénytol, igy ezt mindig meg kell adnunk.

Természetesen azt varjuk, hogy itt is egy meghatarozott értelemben izomorf
kapcsolat van a két eltér6en definialt ,,kiils6” és ,,bels6” fogalom koz6tt. Valdban,
tekintsiik N és H el6bbi kiils6 szemidirekt szorzatdbanaz N* = {(ex,n) : n € N}
ésa H* = {(h,en) : h € H} részhalmazokat. Kénnyen adddik, hogy ezek rész-
csoportok, melyek metszete persze az egységelem és a teljes csoportot general-
jak. Sot, varakozasainknak megfeleléen N* még normaloszto is, ami a miivelet
definicidjabol azonnal kdvetkezik (egy tetsz6leges elemmel vald konjugalasnal a
»H-beli komponensek egyszeriien kiejtik egymast”).

Ez éppen azt mutatja, hogy a kiilsd szemidirekt szorzat a H* és N* bels6é szemi-
direkt szorzataval izomorf, ahol a H* elemeivel val6 konjugalas a ¢ altal megha-
tarozott modon hat N elemein.

Persze itt is tekinthetjik a dolgot forditva: ekkor azt a (fentebb mar szerepl6 alli-
tast) kapjuk, hogy a G = H N bels6 szemidirektszorzataz N* = {(n,ey) : n € N}
és H* = {(h,en) : h € H} csoportok kilsé szemidirekt szorzataval izomorf,
ahol a definicioban szerepld ¢ : H* — Aut N* fliggvényt a H-nak N-en val6

konjugalasa adja.
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Az el6bbi izomorfidra tamaszkodva keésébbiekben a kiilsé szemidirekt szorzatra is
a x illetve x jeleket hasznaljuk majd.

Példaként alljon itt D,,, amely a forgatasokbol &ll6 (f) n-edrendd ciklikus
csoportnak (mint normalosztonak) és a (¢t) masodrend(i csoportnak szemidirekt

szorzata, ahol a ¢-vel vald konjugélas az invertalas:

Dy =(fy» (t); t7Hfft(=tfrt= (" f1)f) = f*

2.6. A Sylow-tételek

Ebben a pontban néhany fontos tételt bizonyitunk véges csoportokra, melye-

ket szdmos feladatban fogunk majd hasznalni. Némi el6készlettel kezdjik.

2.6.1. Definicio: Legyen p prim.
Egy G csoportot p-csoportnak hivunk, ha minden elemének rendje p-nek valami-

lyen (> 0 kitev6j() hatvanya.

A Lagrange-tételbdl kovetkezik, hogy minden véges p* elem(i csoport p-csoport.
Vannak azonban végtelen p-csoportok is, ahogy a kdvetkezé példank mutatja. Le-
gyen p prim és C;, a p*-adik komplex egységgyokok csoportja a szorzasra nézve.
Ekkor nyilvan C, < Cy, ha k < £ és igy nem nehéz belatni, hogy |J, Cj, szin-
tén csoport, melyet kvaziciklikus p-csoportnak, vagy p* tipusu Prifer-csoportnak
hivnak. Ennek tetsz6leges eleme benne van valamely Cy-ban, igy rendje p-hatvany.

A véges p-csoportokrol ejtiink még par szét késdbb.

A Lagrange-tételbdl természetesen nem kovetkezik a fenti allitds megfordi-
tasa. Megtdrténhetne példaul, hogy egy 30 elemii csoportban az egységelemen
kivul csak 3 és 5 rendii elemek vannak. Azonban mégsem ez a helyzet: bizonyos

szamok biztosan el6fordulnak mint valamely elem rendje, feltéve persze, hogy

53



2.6. A Sylow-tételek 2. EIméleti attekintés

0sztli a csoport elemszamanak; ezek a szamok a primek. Kovetkezzen Cauchy

tételének rendkiviil szellemes, James H. McKay-t8l szarmaz6 bizonyitasa.[6]

2.6.2. Tétel (Cauchy): Tegyik fel, hogy a p prim osztdja a G véges csoport elem-
szamanak.

Ekkor van G-ben p-edrendi elem.

Bizonyitas: Legyen |G| = n.
Tekintstik azokat a G?-beli p komponens( (g1, go, - - - , gp) Vektorokat”, azaz ren-
dezett p-eseket, melyekre g1 g2 - ... - g, = e, jelOlje ezek halmazat H.
(llyen pl. a csupa e-bdl allé p komponens( vektor, tehat H nemiires.)
Hany eleme van H-nak? A vektorok elsd p— 1 elemét barhogyan véalaszthatjuk, az
utolsét ez mar egyértelmiien meghatarozza (az ui. a tobbiek szorzatanak inverze
kell hogy legyen). Eszerint |H| = n?~', ami persze p-vel oszthat6 (p | n miatt).
Vegyuk észre, hogy egy vektorbdl nagyon ,,szemléletes modon” kaphatunk egy
masik H-beli vektort Ggy, hogy ,,mod p jobbra eltoljuk”, azaz

(91,925, 9p) = (9ps 915+ - -5 Gp1)
Ez tényleg H-ban lesz, mert az eltolas annak felel meg, hogy a g1g>...9, =
= e szorzatot jobbrol g;l-nel, balrol g,-vel megszoroztuk, ami igy szintén e lesz.
Jel6ljiik az el6bbi ,,transzforméaciot” E-vel, egymas utan alkalmazasait pedig E*-
val, ahol persze a ,,balra tolast” jelentd negativ k értékek is értelmesek.
Most H-n kdnnyedén értelmezhetiink egy ~ relaciot:
Legyen u ~ v, hav = E*(u), azaz H elemeit mint vektorokat jelolve u és v all-
janak relacioban, ha az E-t valahanyszor egymas utan alkalmazva u a v-be megy
at.
~-r6l rogton latszik, hogy ekvivalenciarelacio, egy ekvivalenciaosztalyban egy
vektor elforgatottjai vannak. Hany elemet jelent ez? Természetesen E? mindenkit
fixen hagy és igy a(z elem)rendnél latott megfontolassal ha az r-edik

(r > 0) a legkisebb hatvanya E-nek, mely egy adott vektort Shmagaba visz, akkor
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p-nek osztja r és igy r = 1 vagy p (maradékosan osztjuk r-rel p-t).

Az r = 1 pontosan azt jelenti, hogy a vektor minden komponense azonos, tehat az
vagy a csupa e-b6l allé vektor, vagy egy olyan vektor, melynek minden kompo-
nense egy a € G p-edrendli elem. A tobbi vektort tartalmazé ekvivalenciaosztaly
az el6bbiek szerint p elem.

fjuk fel |H|-t mint az ekvivalenciaosztalyok elemszamainak 6sszegét!

H=1+1+...+1+L-p.
—_——

Itt az elsd 1-es a ,,csupaegy” vektor, a k& égbl-es a p-edrend( elemekbdl &ll6 vek-
torok (esetleg £ = 0, azaz egy ilyen sincs), az £ - p pedig az £ db tébbi p elem(
ekvivalenciaosztaly. De itt p osztja |H| = nP~'-t és persze osztja £p-t, ezért osztja
1+ k-tis, igy kK = 0 nem lehetséges.

Ebbdl adddik, hogy van p-edrend( elem, amint allitottuk. n

Cauchy tétele mutatja, hogy pl. a fenti példankban szerepld 30 elem( csoportban
biztosan lesznek olyan elemek, melyek rendje 2,3 és 5; az is kiderul tovabba be-
I6le, hogy a véges p-csoportok pontosan a p-hatvany rend(i csoportok. Erdemes
hozzatenniink, hogy p = 2-re a Cauchy-tétel egy teljesen elemi meggondolassal is
kijon: az z — = ! egy olyan ,,majdnem parositas”, amely csak az egységelemnél
és a masodrend(i elemeknél (ui. pontosan ezekre igaz az x = x ! Gsszefliggés)
nem mikaddik, eszerint barmely véges csoportban ezeken kivil paros sok elem
van, tehat paros elemszamu csoportban kell lennie masodrendd elemnek is.

Latni fogjuk, hogy a Cauchy-tétel megfelel6je semmilyen m 6Gsszetett szdmra nem
igaz (igy a primhatvanyokra sem), azaz barmely m 6sszetett szdmra van olyan G

véges csoport, hogy m osztja |G|-t, de nincs G-ben m-edrend( elem.

Mas értelemben azonban, ha nem egy elem, hanem egy részcsoport rendjét
értjuk alattuk, mégis kitiintetett szerepet jatszanak bizonyos 6sszetett szamok, ne-

vezetesen a primhatvanyok, a véges csoportoknal.
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Err6l sz6lnak a most kdvetkezd Sylow-tételek.

2.6.3. Definicio: Legyen G véges csoport.
A P < G részcsoportot G p-Sylow részcsoportjanak nevezzik, ha |P| = p*, k >
> 1, ahol p* | |G|, de p**1 1 |G|.

Egyaltalan nem nyilvanvald, hogy egyaltalan létezik p-Sylow részcsoport, de ez

igy van:

2.6.4. Tétel (Sylow I. tétele): Legyen G véges csoport, |G| = pk¢, ahol k& >
>1, (4,p) =1

Ekkor G tartalmaz p-Sylow részcsoportot.

Bizonyitas: |G| = n-re vonatkoz6 indukciot hasznalunk; n = 1-re persze az &l-
litas igaz. Tegyik fel, hogy n-nél kisebb rendl csoportokra mar belattuk az allitast
és vizsgaljuk most G-t. Két esetet kiildnboztetlink meg :

i) G centrumanak elemszdma p-vel oszthatd. Ekkor van Z(G)-ben p-edrend(
elem Cauchy tétele miatt; legyen ez z. A centrum minden részcsoportja normal-
0sztd G-ben, igy (z) egy p eleml normélosztd. Ekkor a G/ (z) csoportra alkal-
mazhatjuk az indukcios feltevest, hiszen ennek |G/ (z)| = 7 elemszama kisebb
mint n, igy ez tartalmaz p*~! elem( részcsoportot. Ennek a teljes inverz képe (a
homomorfizmustétel szerint) egy p* elem(, azaz egy p-Sylow részcsoport lesz G-

ben.

i1) | Z(@G)|-t nem osztja p. (Ilyen véges csoportok egyébként Iéteznek, pl. mint
mar emlitettik, S5 centruma egyelemd.) Ekkor irjuk fel a 2.4.4. tétel bizonyitaséa-
nal megismert osztalyegyenletet:

n=1Z(G)|+ cms1 + - .-+ ¢s.
Itt: = m +1,...,s-sel a nem centrumbeli elemek konjugaltosztalyainak elem-

szamait indexeltlk. Mivel p osztja n-et és nem osztja | Z(G)|-t, igy valamely c;-t
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sem osztja. Eszerint ha o tetszleges elem ebbdl a konjugéltosztalybdl, akkor ¢; =
= |G :Cg(a)| = oy Nem oszthatd p-vel, ezért |Cq(a)| = p* - s, ahol s < ¢,
mert ¢ nem a centrumban van, ezért centralizatora nem a teljes csoport.

Az indukcios feltevés alapjan ez a centralizator tartalmaz egy p-Sylow részcsopor-
tot, ami jelen esetben (az elemszdma miatt) G-nek is p-Sylowja. A bizonyitéssal

készen vagyunk. n

Most mar tudjuk, hogy Iéteznek a p-Sylow részcsoportok, igy rogton felme-
ril két tovabbi kérdés: (izomorfia erejéig) hanyféle van és dsszesen hany db van
beldluk? A masodik kérdésre adand6 valasz biztosan fligg az adott csoport szer-
kezetétdl (nem csak az elemszamtol), hiszen pl. Zo-ben a 2.2.12. tétel alapjan
csak egyetlen ciklikus 2-Sylow van, mig Ds-ben mind az 6t tikrdzés egy-egy 2
elem(i 2-Sylowot general (amelyek persze mind ciklikusak). Ebben a két példaban
a 2-Sylowok kételemiek voltak, igy persze izomorfak egymassal ; az alabbiakbdl
kiderl, hogy ez mindig igy van, méghozza egy ,,jol ismert” izomorfizmus viszi a
p-Sylowokat egymasba.

A fenti kérdésekre valaszt ado Il. és a Ill. Sylow-tételt egyszerre mondjuk ki és

bizonyitjuk.
2.6.5. Tétel:

i) Sylow IlI. tétele: Jelélje Syl (G) a G véges csoport p-Sylow részcsoportja-
ibol allo halmazt.
Ekkor teljesiil: [Syl(G)| = 1 (mod p).

i) Sylow I1I. tétele: A G véges csoport p-Sylow részcsoportjai egymas kon-

jugaltjai.

Bizonyitas: Jel6lje (a normalis lezarttdl valé megkuilonboztetés miatt) P egy

tetsz6leges P € Syl (G) G-beli konjugéltjaibol &ll6 halmazt: P = {g~'Pg | g € G}.
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Mivel a konjugélas izomorfizmus G-n, igy minden részcsoportjan is az, tehat
ez a halmaz p-Sylow részcsoportokbol all. Azt fogjuk megmutatni, hogy “P =
= 1 (mod p), mésrészt ez az §sszes p-Sylow részcsoportot tartalmazza.
Legyen H egy tetszOleges (rogzitett) p-Sylow részcsoport. Ennek elemeivel vald
konjugalasok is persze a p-Sylow részcsoportokat permutaljak. Vezessiink be egy
ekvivalenciarelaciét ¢ P-n:
K ~ Ky, ha Ky = h™'K h valamely h € H-ra (K;, K, € ¢P)
Ez ¢ P elemeit diszjunkt ekvivalenciaosztalyokba sorolja, mégpedig pontosan a
H € Syl (G) elemeivel valé konjugaltsag szerint. Hany elem(i lesz a [K] ek-
vivalenciaosztaly ? Ezt ugyanugy gondolhatjuk meg, ahogy a konjugaltosztalyok
elemszamat vizsgaltuk:
hi'Khy = hy ' Khy < hohi' Khihy' = K & hohi' € HN Ng(K) &
~——

& theg Ng(K) = ho H N Ng(K)

Azt latjuk tehat, hogy K konjugéltjainak szdma éppen annyi, ahdny H N Ng(K)
szerinti bal oldali mellékosztaly van H-ban, azaz |H : H N Ng(K)|. Most meg-
gondoljuk, hogy ez az index ,,altalaban” nem 1, tehat altalaban p-vel oszthatd
(mivel a H p-csoport elemszamanak osztéja)

(*) Allités: H # K = |H : HN Ng(K)| > 1. (Kés6bb még hivatkozunk majd
erre, ezért a (*) megjelolés).

Ugyanis tegyuk fel indirekt, hogy az index 1, azaz (ami ugyanezt jelenti) H = HN
N Ng(K) ésigy H < Ng(K). EKkor legyen = € H olyan elem, melyre z ¢ K
ilyen elem biztosan létezik, hiszen H és K p-Sylow részcsoportok, igy egyik sem
lehet része a masiknak. Tekintsik a L = (K, z) részcsoportot! Mivel feltevé-
slink szerint H < Ng(K), igy L < Ng(K), tehat K < L, igy a normalosztokrol
sz6l6 pontban 1évd meggondolas (és a generalt részcsoport legsziikebbségi tulaj-
donsaga) miatt L = (K, z) = (K, (x)) = K (x). Szamoljuk ki L elemszamat! A

2.2.14. tétel szerint |[L| = |K (z)| = \|II§r|W|<<2>>|I Ez p-nek egy hatvanya, hiszen a tort-
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ben szereplé minden szam ilyen, masrészt szigorian nagyobb kell hogy legyen,
mint | K|, ugyanis x ¢ K miatt (K,z) > K.y ellentmondasra jutottunk, hiszen
K egy p-Sylow részcsoport volt G-ben, ezért nem lehet nala nagyobb elemszamu
p-részcsoportot talalni.

Azt kaptuk tehat, hogy a fenti osztalyokba sorolasnal minden olyan ekvivalencia-
osztaly elemszama oszthaté p-vel, mely valamely H-t6l kiilonb6z6 K p-Sylow
konjugaltjaibol all.

Legyen most H = P. Ekkor persze (fenti jeloléslinket értelemszer{ien hasznalva)
AP = {P} és a tobbi ekvivalenciaosztaly elemszama p-vel oszthaté. Ebbél adé-
dik, hogy |“P| = 1 (modp). Tegyuk fel, hogy van olyan H € Syl (G), melyre
H ¢ ©P! Ez alapjan készitve az osztalyba sorolést azt kapjuk, hogy |“P| =
= 0 (modp) (mert most minden ekvivalenciaosztaly elemszdma p-vel oszthatd),
ami ellentmondas.

Ez éppen azt jelenti, hogy Syl (G) = G P, azaz az osszes p-Sylow részcsoport
megkaphat6 gy, mint valamelyik (barmelyik) p-Sylow konjugaltja. Amint kide-
rilt, |Syl(G)| =1 (modp). .

El6bbi eredményiink szerint a véges G csoport p-Sylowjai egymassal (paronként)
izomorfak. Jegyezzik meg, hogy a normalizatornal elmondottak szerint egy P €
€ Syl (G) részcsoportnak |G : Ng(P)| szamU konjugaltja van G-beli elemekkel,
amit elbbi eredménytinkkel dsszevetve |Syl (G)| = |G : Ng(P)|, ahol P egy
tetsz6leges p-Sylow részcsoport G-ben. Azt is latjuk, hogy a p-Sylow(ok) ponto-
san akkor normaloszt6(k), ha 1 van bel6luk, azaz |G : Ng(P)| = 1 (ekkor telje-
sl ugyanis, hogy a egyetlen p-Sylow minden konjugaltja 6nmaga, a konjugaltak
pedig Syl (G)-t alkotjak). Egyszerl észrevétel még, hogy egy p-részcsoport pon-

tosan akkor p-Sylow részcsoport, ha az indexe relativ prim p-hez.
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Most illusztraljuk a Sylow-tételek alkalmazasat egy egyszer( allitassal : nem
létezik 51 elem( egyszer( csoport. Ugyanis legyen |G| = 51 = 3-17 és vizsgaljuk
a(z 1. tétel miatt 1étez) 17-Sylowokat ! Ezek szdmardl tudjuk, hogy = 1 (mod 17),
masreészt megegyezik |G : Ng(P)|-vel, ami az indexek szorzastétele miatt (2.2.8.)
osztoja |G : P| = 3-nak. Az elbbbi két feltétel szerint egyetlen 17-Sylow van,
ami igy (nemtrivialis) norméaloszto, tehat G nem egyszer(i. A 3. fejezet néhany

feladataban ezt altalanositjuk majd tobbféle értelemben is.

Emeljunk ki egy (tovabbi) lényeges kovetkezményt. Ehhez el6szor figyel-
juk meg, hogy a Il. és Ill. Sylow-tétel bizonyitasaban szerepl6 (x) allitas igazo-
laséhoz tulajdonképpen csak annyit hasznaltunk ki, hogy H < G egy olyan p-
(rész)csoport, mely nem része a K-(p-Sylow)nak. A teljes bizonyitas ezt megel6-
z6 része pedig tetsz6leges H < G-vel elmondhat6. Ezek szerint ha H egy tetsz6-
leges p-részcsoportja G-nek, és feltessziik, hogy H nincs benne egyik p-Sylowban
sem (ami elvileg megtdrténhetne), akkor ugyanigy a \GP\ = 0 (modp) ellent-
mondasra jutunk, mint ott. Ezzel belattuk a kovetkez6t:

A G véges csoport minden p-részcsoportja benne van egy p-Sylow részcso-

portban.

Végul még ket allitast igazolunk a Sylow-részcsoportokrol, melyekre kés6bb

szlikségunk lesz.

2.6.6. Tetel:
i) Legyen G véges csoport, P € Syl (G) és Ng(P) < H < G.

Ekkor H = Ng(H).

if) Ha N <G, akkor NN P € Syl (N) és PN/N € Syl (G/N), azaz normal-
0sztot egy p-Sylow a sajat p-Sylowjaban metsz és egy p-Sylow részcsoport

homomorf kepe a kép p-Sylowja.
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Bizonyitas: ) H < Ng(H) (s6t: H < Ng(H)) minden részcsoportra igaz, mint
lattuk.
Legyen most n € Ng(H). EKkor ¢, | g egy automorfizmusa H-nak, igy P-t va-
lamely P* < H p-Sylowba viszi. Mivel P* a H-nak is p-Sylowja és barmely két
ilyen konjugéalt egymassal, ezért 3h € H, h 'P*h = P.
Ekkor hn € Ng(P) < H,igy n € H; ezzel a bizonyités kész.

i1) Az 1. izomorfizmustételt felirvaa G — G/N természetes homomorfiz-
musra és annak P-re vett megszoritasara az elemszamokra a kovetkez6 6sszefiig-
gés adodik:

Pl _|PN|
|[PNN| |N|

N _|PN|
|[PNN| | P|

—|N:PNN|=

Tehéat a normalosztdban a metszet indexe a jobb oldali kifejezés, ami relativ prim
p-hez, hiszen P egy p-Sylow. Ebbdl adddik az elsé tulajdonsag.

A masodik allitashoz szamoljuk ki a faktorcsoportban P képének indexét:

v _ G

=

ami szintén relativ primhez ugyandgy, mint az el6bb és a szdmolasbol vilagos,
hogy P kepe is p-csoport; ezzel a masodik tulajdonsagot is igazoltuk.

Erdemes megjegyezni, hogy (N helyett) H < G-re az ii)-beli els6 tulajdonsag
nem feltétlendl igaz, hiszen pl. ha tébb p-Sylow van (amikor tehat egyik sem nor-

malosztd), akkor egyikiik a masikukat nem annak p-Sylowjaban metszi. n

2.7. Permutaciocsoportok

A legtermészetesebb mdédon adodo permutaciokbol allo csoport, az S,

n-edfokd szimmetrikus csoport ismertetesevel kezdjuk.
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2.7.1. Az n-edfokd szimmetrikus csoport

Amintaz 1. pontban definialtuk, S, az {1,2, . .., n} halmaz bijekcidibdl (per-
mutécioibol) all, mivelet a kompozicid; a halmaz elemeit pontoknak hivjuk majd.

A definiciobdl rogton adodik, hogy |S,| = n!.

El6szor két (nem teljesen fliggetlen) kézenfekvd megadasat ismertetjiik a csoport
elemeinek.

i) Azt a permutaciot, amely az i-t és a j-t (1 < i # j < n) felcseréli, a tobbi
elemet pedig fixen hagyja, (i7)-vel jel6ljik és cserének, vagy transzpozicionak
nevezzik. Egy csere természetesen masodrendd, igy sajat maga inverze. Gondol-
juk meg azt az egyszer( allitast, hogy minden permutacio cserék szorzata (azaz
kompozici¢ja). Ugyanis ha 9 € S, akkor a kiindulasi (1,2, ..., n) &llapotban el&-
szor cseréljik ki 1-et (1)-val (a tobbit valtozatlanul hagyva), majd 2-t (2)-val és
igy tovabb; ezek a 1épések nem ,,zavarjak” egymast, hiszen ¢ egy bijekcio. Persze
ha valamely i-re i = (¢)9, vagy mar egy korabbi Iépésben a helyére kerult, akkor
azzal a ponttal semmit sem csinalunk. Vegul minden elem a ¥ altal meghatarozott
helyére kerill, azaz (a fuggvényben szerepld zarojeleket az egyszerliség kedvéért
elhagyva) ¥ = (119)(229) - ... - (nnd).

A cserék szorzataként torténé megadas persze nem egyértelmdi, hiszen pl. barhova
beilleszthetuink egy (ij)(ij) = e elemet, azonban latni fogjuk, hogy az el6allitas-

ban szerepld cserék szamanak paritasat ¥ egyértelmiien meghatarozza.

i1) Ha 9 € S, tetsz6leges # e permutécid, akkor induljunk el az 1 pontbol és
képezzilk egymas utan a megel6z6 elem képét: ( . (((1)19)19) 19) J....Ennek a
sorozatnak persze valamikor zarddnia kell, azaz egy korabbi ponthoz kell vissza-
érkeznilink, ami csak az 1 (a kiindulési) pont lehet, kiilénben ¥ nem lenne injektiv.
Ha ezen a sorozaton kiviil van(nak) még pont(ok), akkor azok kozil tetsz6legesen

valasztva egyet ismét bejarhatunk az el6bbi mddon egy sorozatot és igy tovabb.
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Léathatd, hogy ezzel tulajdonképpen -t olyan permutécidk szorzataként irtuk fel,
amelyek néhany elemet a fenti modon, azaz ciklikusan permutalnak. Ezeket cik-
lusoknak, egy-egy ,,sorozatban” szereplé pontok szamat pedig a ciklus hosszanak
nevezzik és k-ciklusokrol beszéliink majd, ahol £ a hossz. Egy k-ciklust igy je-
161UnK: (7142 ... 3) és ha k = 1, azaz egy fixpontrdl van sz0, akkor azt altalaban
nem irjuk ki. Vilagos, hogy a ciklus leirasat barmelyik pontjabol elkezdhetjiik,
azaz ,,modulo k eltolhatjuk a vektort”. Pl.az 1+ 2, 2+— 3,...,n— 1 — 1 per-
mutécio egy (n — 1)-ciklus, jele: (123...n—1) =(23... n—11) sth. Persze
a cserék éppen a 2-ciklusok. Kénnyl meggondolni azt, hogy egy k-ciklus rendje
éppen k.

A fentiek szerint S,, minden permutécidja (sorrendtél eltekintve - Id. aldbb) egyér-
telmden bonthato diszjunkt ciklusok szorzatara, azaz olyan ciklusokéra, melyek-
nek nincs k6z6s mozgatott eleme (az egységelem csupa 1-ciklus szorzata, amelyet
nem jeldliunk). Két diszjunkt ciklus természetesen egymassal felcserélhet6, ezért a
szorzatuk tényezdénként hatvanyozhatd. Eszerint ha ismerjik ¢ ciklusfelbontasat,
akkor ¥ ciklusfelbontasa az egyes ciklusok k-adik hatvanyainak szorzata. Ebbdl
az is adddik, hogy egy permutécié rendje a ciklusfelbontasban szerepld ciklus-
hosszak legkisebb kdzos tobbszordse (ez a legkisebb szam, melyre valamennyi
szerepld ciklust emelve e-t kapjuk). Pl. Sio-ben a ¢ = (12)(345)(6 7 8 9 10) per-
mutacio rendje o(9) = [2,3,5] = 30 és négyzete ¥? = (12)? (345)* (6 78 9 10)* =

—— N~ —

e (354) (6810709)
= (354)(6 810 7 9).

Megjegyzendd, hogy n > 3 esetén S, nem kommutativ, mert pl. (12)(23) =
= (132) # (23)(12) = (123) (persze Sy = Zy és S; = e kommutativak).

Most ratériink S,, egy fontos részcsoportjanak ismertetésére.
Ha ¢ € S, egy permutécid, akkor ¥ inverzioszamat a determinéns definicidjaban

szerepl6 inverzioszdmmal egyezé médon értelmezzik:
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Legyen az inverzidészam ¢, ha ¢ esetben fordul el8, hogy i < j, de (:)9 > (j)9
valamely i, 5 € {1,2,...,n} esetén.

Pl.az e, (12) csere és a,forditott sorrend permutacié” (= (1 n)(2n — 1) ... (| 2] [2]))
inverzidszamai rendre 0, 1 illetve (g) utobbi persze a legnagyobb lehetséges in-
verziészam.

Most bevezethetink egy Uj fogalmat: egy permutacié paros, illetve paratlan
aszerint, hogy az inverziészama paros vagy paratlan. Vizsgaljuk, hogyan fligg
Ossze az inverzidszam azzal, hany csere szorzataként irunk fel egy permutaciot.
Egy ¥ permutéciot balrol (i ¢ + 1)-vel szorozva az (i)9, (i + 1)9 szomszédos
helyzet( elemek cserélnek helyet: ilyenkor az inverzioszam +1-et valtozik, hi-
szen ebben az esetben csak a cserében szerepld két pont ,inverzids viszonya” mo-
dosul. Erre visszavezethetjik két ,,tavolabbi pont”, mondjuk ()9, (k)9 (¢ < k)
cseréjének esetét is, amely az (ik)-val valé balszorzésnak felel meg. Ezt ugyan-

is elvégezhetjlik ugy, hogy -t balrél szorozgatva szomszédos cseréket hajtunk

végre egymas utan:
(k—1k)...(i+1i+2)(i+14)...(k—1k—2)(kk—1)) -9

Mint latjuk, ez mindig pératlan sok Iépést jelent, igy (ik)-val balrdl szorozva egy
permutaciot, annak inverziészama paratlan sokkal valtozik meg (hiszen minden
Iépésben +1-gyel valtozik és paratlan sok Iépés van).
Mar tudjuk, hogy minden permutacio cserék szorzata, és minden egyes cserével
val6 (bal)szorzasnal az inverziészam paratlan sokat valtozik. Ebbdl kdvetkezik,
hogy (amint fentebb allitottuk) egy permutacio cserék szorzataként valé felirasa-
ban a tényez6k szamanak paritasa egyértelmiien meghatarozott, ugyanis az inver-
ziészam természetesen nem a felbontastol fligg: paros permutacié mindig paros
sok és paratlan permutacioé mindig paratlan sok csere szorzata.

Még fontosabb kovetkezmény, hogy S,,-ben a paros permutaciok részcso-

portot alkotnak. Ennek igazolaséhoz a 2.2.4. tételt hasznaljuk (jegyezzik meg,
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hogy az egységelem paros permutacio, igy nemires halmazréol beszélink): ha
91, 99 paros permutaciok, akkor mindkettének vehetjik egy-egy paros sok csere
szorzataként torténd elGallitasat, de ekkor 9, ' a megfeleld cserék forditott sorren-
dli szorzata (a szorzat inverzérdl sz6lo tétel és a cserék masodrendd volta miatt),
azaz 9199, * is el6all mint paros sok csere szorzata, tehat paros permutacio.
Korabbi meggondolasaink szerint egy paros és egy paratlan permutacio szor-
zata pératlan permutécid; ez mutatja, hogy n > 2 esetén ugyanannyi paros €s
paratlan permutécio van S,,-ben, hiszen (pl.) az (12)-vel valé (mondjuk) balszor-
zas egy bijekciot jelent a paros és paratlan permutaciok kozott (n = 1 esetén

persze A; = S; = e).

2.7.1. Definicio: S, paros permutacioi részcsoportot alkotnak, amelynek a neve
n-edfokd alternald csoport, jele: A,,.

Han > 2, akkor [4,| = %, igy minden n-re A, < S,.

Jegyezzilk meg, hogy a normalosztosag az inverzidszam-paritasok vizsgalatabol
is latszik.
Példaul A,-et a kovetkezd elemek alkotjak:
Ay = {e, (12)(34), (13)(24), (14)(23), 3-ciklusok}.
Altalaban igaz, hogy egy k-ciklus paritasa megegyezik k£ — 1 paritasaval, ugyanis

egy ilyen ciklus eléall £ — 1 db transzpozicio szorzataként:

(csak ellendrizni kell, hogy valéban minden elem a megfelel6 helyre kertl). Emi-
att az el6bbi példankban szerepld 8 db 3-ciklus mind paros permutacio és igy 12
elemet soroltunk fel, ami éppen | A4|, tehat az 6sszes elemet megkaptuk. Az is lat-
hatd, hogy a 3 db masodrend elem és e részcsoportot kell hogy alkosson, ugyan-

is A, 2-Sylowja 4 elem(, amelyben az egysegelemen kivil csak 2-hatvanyrendd
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elemek lehetnek. Kis szamolassal kider(l, hogy ez a részcsoport normaloszté is

Ay-ben, amely Zy x Zg-vel izomorf.

Az okra, ami miatt az A,,-ek kiilondsen fontosak szamunkra, a kdvetkezd

tétel vilagit ra, amelyet bizonyitas nélkil kézlunk:

2.7.2. Tétel: Han > 5, akkor A,, egyszerd.

Tegylk hozzg, hogy A; = Ay = e egyelem( csoportok, A3 = Zs (mivel 3 elemd)
és A,-ben az imént ,talaltunk” egy négyelemii normalosztot. A feladatok egyi-
kében belatjuk majd, hogy 60-nal kisebb elemszamu nemkommutativ egyszer{i
csoport nincs is, tehat a legkisebb ,,valodi” egyszer( csoport az 5-6dfoku alternal6

csoport.

A most kdvetkezd meggondolasbél kideril, hogy S,, konjugaltosztalyainak
»0sszetétele” nagyon szemléletesen leirhat6 és Z(.S,,) a lehet6 legegyszer(ibb cso-
port, han > 3.

Legyen 9, a € S, és vizsgaljuk az o~1Ya elemet. Mivel 9 egyértelmien felir-
hato diszjunkt ciklusok szorzataként és a konjugalas mivelettarto, igy elég meg-
hataroznunk, hogy egy ciklussal mi térténik a konjugalas soran. Vegyiik tehat a
v = (igi . . - i) ciklus konjugaltjat a-val. Ha (j)a~! € {1,2,...,n} olyan pont,
melyet nem mozgat a ciklus (azaz nincs az iy, is, . .., i pontok kozott), akkor
a~'ya fixen hagyja j-t, mert csak az ellentétes hatast jelenté o és o' hat ra.
Az el6bbi feltétellel ekvivalens modon azt mondhatjuk, hogy pontosan azok a j-k
mozognak, melyekre j = (is)a valamely s € {1,2, ..., k}. Ezekkel pedig ez tor-
ténik:

Jj=(is)a—is—ig 1 > (i)

Tehat o ' (i14o ... ig)a = ((i1)a (i) cx. ... (i)e) (hiszen a ciklust éppen igy értel-
meztik; az indexelés értelmszerdien modulo £ torténik).

Eszerint (mlvelettartoan elvégezve a diszjunkt ciklusokon a konjugalasokat) egy
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permutacié konjugaltja egy ugyanolyan ciklusszerkezet(i permutacio (azaz amely-
ben ugyanolyan hosszu diszjunkt ciklusok szerepelnek).

»-Megforditva”, ha adottak a ¥, = (11912 - - - t1x) (F21922 - - - 120) - - - (b1 - - - Ipns)
esady = (Jurjiz---Jik)(Gorjoz - - - 32¢) - - - (Jm1Jmz - - - Jms) @zonos ciklusszerke-
zetli permutaciok, akkor az « : i,, — j,, permutacioval konjugalva el6bbi meg-
gondolasunk szerint o190 = 195.

Az elébbiekben a kovetkez0 tételt bizonyitottuk be:

2.7.3. Tétel: S,, egy konjugaltosztalyat pontosan azok a permutéciok alkotjak,
melyek diszjunkt ciklusok szorzataként valo felirasaban a ciklushosszak megegyez-
nek.

Sp-nek igy annyi konjugaltosztalya van, amennyi az n particioinak szama.

Amint utaltunk ra feljebb, ez a tulajdonsédg az n-edfok( szimmetrikus csoport

centrumanak méretét is meghatarozza:

2.7.4. Tétel: Han > 3, akkor Z(S,) =e.

Bizonyitds: Legyen ¥ € S, n > 3 tetszleges # e permutacio és « disz-
junkt ciklusokra val6 felbontésa ,,kezd6djon igy”: (i1iz...)---(...) (legaldbb 2-
ciklusok vannak benne, ha nem az egységelem). Mivel van még legalabb egy pont
i1-en és iy-n Kivul, mondjuk j, ezért az o = (i1)-vel valé konjugalas ¥-t biztosan
nem O6nmagaba viszi a fenti szdmolas szerint (tehat nem torténhet meg az sem,
hogy esetleg mashonnan kezdve a ciklus felirasat éppen ugyanazt a ciklust kap-
juk). Eszerint barmely # e permutaciohoz létezik olyan permutécio, amely nem
onmagaba konjugélja, azaz (amint a centrum definiciojanal meggondoltuk) nem

cserélhet6 fel vele; mas szdval egyetlen nemtrivialis elem sincs a centrumban. g
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2.7.2. Orbit, stabilizator

Innentdl a pont tovabbi részében a permutacidcsoportokra vonatkoz6 altala-
nos fogalmakat targyalunk.

El6szor is addsak vagyunk még fo fogalmunk meghatarozasaval :

2.7.5. Definicio: Legyen X egy nemiires halmaz.

Ekkor az X dnmagara mend bijekcidibol allé csoportot (melynek elemei a permu-
taciok) Sx-szel jeloljuk; ennek részcsoportjait permutaciocsoportoknak nevez-
zUk.

| X | a permutaciocsoport(ok) foka.

Természetesen val6jaban nem az X maga, hanem | X |, azaz a permutaciocsoport
foka hat4rozza meg a csoportot izomorfia erejéig: ha | X | = |Y|, akkor Sx = Sy,
amint erre mar utaltunk is az els6é pont végén. Véges halmazon hat6 (azaz véges
foku) permutéciocsoport nyilvanval6an véges, de végtelen fokd permutaciécso-
port is lehet véges, amint azt pl. Sz-ben ((12)) példaja mutatja.

Peldaul n-edfokl permutacidcsoport az S,, szimmetrikus csoport és az A,, alter-
nalo csoport. Ugyszintén egy n-edfokl permutaciocsoport lesz az a részcsoport,
amelynek elemei csak (legfeljebb) a {2,3, ..., n} elemeit mozgatjak, az 1-et fixen
hagyjak.

Haadotta G < Sy, akkor az x € X acsoport valamely = € G eleménél vett
képét a szokésos z jeldli. Nem nehéz meggondolni, hogy ha az ,,y képe z-nek”
kapcsolatra ,,alapozunk” egy ~ relaciot X -en, akkor ekvivalenciarelaciot kapunk,
azazaz,y € X ¢ ~y:dn € G,zm = y relaciora teljesil :

x ~ x Vx € X, hiszen z = zeg (reflexiv);
y=axm & x =y *(szimmetrikus);
y =zxm, z =yl < z = z(wd) (tranzitiv).

Eszerint ~ tenyleg ekvivalenciarelacié X-en, az x € X-et tartalmazé ekvivalen-
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ciaosztaly pontosan az x képeibdl all (ahova ,.eljuthatunk” z-bél valamely bijek-
Ci0 révén).

Egyszer(i észrevétel, hogy ha x € X tetszdleges, akkor azok a permutéaciok rész-
csoportot alkotnak G-ben, amelyek z-et fixen hagyjak, azaz {r € G : zm =z} <

< G. Most adjuk meg az eldbb leirt két fogalom elnevezesét:

2.7.6. Definicio: Legyen G < Sx permutaciécsoport.

x € X esetén azon y € X pontokat, melyekre 37 € G, znm =y, azx

orbitjanak (vagy palyajanak) nevezziik és [x]-szel jeloljuk. Ennek megfeleléen X
G-orbitjairol beszéllink. Amint 1attuk, X el6all a G-orbitok diszjunkt uniojakent.
Azok a m € G permutaciok, melyekre zm = x, részcsoportot alkotnak G-ben; ezt

Stg(x)-szel jel6ljuk és az x stabilizatoranak nevezzik.

Példaul az {1,2, ..., n} halmaznak egyetlen S, -orbitja van, de az 1-et fixen hagyo
permutaciokbol all6 részcsoport (amely el8bbi definicionk szerint éppen Sts (1))
szerint két orbitjavan: az {1} ésa {2,3,...,n}.

Haa G < Sx permutéciocsoport elemeivel barmely két z,y € X pont at-
vihetd egymasba, azaz egyetlen G-orbit van X -ben, akkor G-t tranzitivnak ne-
vezzik; ez a definicid persze X -tdl is fugg. llyen pl. S,, a szokésos halmazon (de
nem tranzitiv, ha S, részcsoportjaként n 4+ 1 ponton hatonak tekintjik agy, mint
az n + 1 pont stabilizatorat), nem tranzitiv viszont n > 3 esetén az a kételem
részcsoportja , amely az 1-et és a 2-t felcserel0, a tobbi elemet fixen hagyo (12)
cserébdl és az egységelembdl all.

Egy masik fontos specialis tulajdonsag az, ha G < Sx-ben barmely pont sta-
bilizatora egyelem( (azaz csak az egységelembdl all); ekkor G-t szemiregularis-
nak hivjuk. Ha G egyszerre tranzitiv és szemiregularis, akkor regularis. Regularis
permutaciocsoportra példa S, kdvetkez6 részcsoportja:

G = {e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}
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Feltehetjuk azt a kérdést, hogy hany képe van az + € X elemnek a permutacio-

csoport elemeivel. A vélasz Stg(z) egy mar ismert jellemzéjével kapcsolatos:

2.7.7. Tétel: Legyen G < Sx permutaciocsoport, z € X.
Kolcsondsen egyértelmi megfeleltetés van az St (z) szerinti bal oldali mellékosz-

talyok es x orbitjanak elemei, azaz = képei kozott. Eszerint |[z]| = |G : Stg(x)|.

Bizonyitas: Tegyuk fel, hogy aSt;(z) = BSte(x). Ekkor
a '8 € Stg(r) & z(a!B) = x & za = x5, hiszen bijekciokrél van sz6.
Ez éppen azt jelenti, hogy az aSts(z) — za hozzarendelés jol definialt, rdadasul

bijekcio (a szurjektivitas nyilvanvalo). =

A tétel kdzvetlen kdvetkezménye, hogy ha G tranzitiv, akkor tetsz6leges z € X -
szel |G| = | X|-|Stg(z)| (mivel G a stabilizator szerinti bal oldali mellékosztalyok
diszjunkt unidja), tovabba ha G reguléris, akkor |G| = |X| (amit az ezekre a

specialis tulajdonsagokra adott példaink is illusztralnak).

2.7.3. Permutacioreprezentacio és csoporthatas

Cayley-t6l szarmazik az a nevezetes tétel, amely egy csoportnak permuta-
ciécsoportként vald ,,megjelenitését” mutatja be : ennek alapjan minden csoportra
gondolhatunk ugy, mint regularis permutacidcsoportra. A tétel bizonyitasat kbve-

tden ezt a gondolatot ltalanositjuk majd.
2.7.8. Tétel (Cayley): Ha G csoport, akkor G = G*, ahol G* < Sg.
Bizonyitas: Tekintsiik ugyanis azta ¢ : G — Sg fuggvényt, amely

xp=z+—z9 Vred
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o

Az egyszer(sitési szabaly mutatja, hogy ez a fliggvény injektiv, masrészt ha y €
€ G tetszleges, akkor y = (yg~')g, tehat sziirjektiv is. Emellett az asszociati-
vitasi szabaly alapjan a miveletet is tartja, azaz ¢ egy izomorfizmus, ezért Sg >
> Imp = G, amint allitottuk.

Az elébbi meggondoldsokbol azt is leolvashatjuk, hogy Im ¢ reguléris permuta-

ciécsoport. -

Az imént a csoport elemei természetes mddon ,,hatottak™ a csoporton, még-
pedig a szorzas révén permutaltédk az elemeket. Most legyen H < G olyan rész-
csoport, amelyre |G : H| = k. Az eldbbi példabol kiindulva definialhatunk egy
homomorfizmust Ggy, hogy G elemei a H szerinti jobb oldali mellékosztalyokat
permutéljak, igy a kép ezuttal Sy egy részcsoportjaval lesz izomorf.

Ez a ¢ homomorfizmus legyen a kdvetkezd:
(9)p=Hzxw— Hzxg Vzed

Most sem nehéz belatni, hogy ez tényleg homomorfizmus, ami az elébb elmon-
dottak szerint a k-adfoku szimmetrikus csoportba képez G-bdl.
Vizsgéljuk meg Ker o-t! Ez azon g € G elemekbdl all, amelyekre

Hrxg=HxVre G H=Hzgrx 'VreG&orgr e HVz € G &

& VreG3he Hagr ! =h.

Eszerint Kerp = (.2 'Hz = Hg, vagyis a mag éppen H normalis belseje
(amirdl igy masodszor is kider(lt, hogy norméalosztd G-ben).
Lathatjuk, hogy ez a meggondolas H = e esetén eppen a Cayley-tételre vezet,
tovabba nemcsak véges, hanem tetsz6leges o szamossag esetén is érvényes egy o
index( részcsoport szerinti jobb oldali mellékosztalyokat tekintve; mi a bemuta-
tott véges index( esetet fogjuk hasznalni. \egyik észre azt is, hogy a képként el6-
allé permutaciécsoport tranzitiv, ugyanis Hy = Hx(z~'y), azaz barmely ,,pont-

bol” barmely pontba eljuthatunk. (Ezenkivil, mint mondtuk, a Cayley-tételben
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szerepld permutacié-megjelenités esetében (ez az un. jobb oldali reguléaris rep-
rezentacio, amire Cayley-reprezentacioként fogunk hivatkozni) a kapott permuta-
ciocsoport nemcsak tranzitiv, hanem szemiregularis is.)

Az elmondottakat foglaljuk 0ssze a kdvetkez6 tételben:

2.7.9. Tétel: Legyen G csoport, H < G és |G : H| = k.

Ekkor a G-b6l a H szerinti mellékosztalyok Sy-val izomorf permutaciocsoportja-
ba képezd ¢ : g — (Hz — Hzg Vx € G) leképezés egy homomorfizmus, melynél
G képe az Imp < S tranzitiv permutacidcsoport, a mag pedig H normalis bel-
seje Ker ¢ = Hg.

H = e esetén a G (véges) csoport izomorf Sy, egy G* részcsoportjaval, amely egy

|G| = k-adfokd regularis permutacidcsoport.

Altalaban ha adott egy G csoport, egy X (# () halmaz és egy ¢ : G — Sx

=z =7

Az el6bb targyalt permutécioreprezentacional tulajdonképpen a G csoport
elemei ,hatottak” (amint ezt a szot fentebb mar hasznaltuk is) egy bizonyos G-
hez ,.kapcsol6d6 halmazon” (egy részcsoport szerinti jobb oldali mellékosztalyok
halmazan) mint permutacidk. Hasonld helyzetre mas kézenfekv6 példakat is néz-
hetlink: pl. G elemei a konjugalasok (mint bijekciok) révén G nemires részhal-
mazait is permutaljak, agyszintén permutéljak pl. az egymassal izomorf részcso-
portokat (ilyenek pl. a p-Sylow részcsoportok).

Ezek alapjan hasznos definialni az un. csoporthatas fogalmat:

2.7.10. Definicié: Legyen G csoport és T # () egy halmaz.
Azt mondjuk, hogy G jobbrol hat a 7-en, ha értelmezve vanegyo : T'x G — T

fliggvény, amire a kbvetkezok teljesulnek:

to(gig2) = (togi)gs toeg=t Vte€T,g1,90 € G
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Vegylk észre, hogy a definicié alapjan a csoport barmely g elemére a ¢t —
—tog (Vt € T)aT elemeinek egy permutacidja. Ebbol kiindulva az is egysze-
rGen adddik, hogy a g — (t — tog Vt € T') leképezés egy homomorfizmus G-bél
Sr-be, azaz G-nek egy permutécidreprezentacidja. Tehat minden jobb hatdsnak
természetes modon megfelel egy permutacidreprezentacio.

Megforditva: adott ¢ : G — S, permutacioreprezentaciohoz természetes modon

hozzérendelhetjik G-nek egy jobb oldali hatasat T-na (¢, g) — (t) ((g)¢ ) hozza-
~~—

€St
rendeléssel. A fentebb definialt két fogalmunk tehat szoros kapcsolatban van, és

egymasnak kdlcsonosen egyértelmiien megfeleltethetdk. Vilagos tovabba, hogy
ha G < Sx permutéaciocsoport, akkor G hat X -en a megfeleld permutécidkkal.

Ha a G csoport hat egy 7' halmazon, akkor a t € T elem Stg(t) stabiliza-
toranak és [t] orbitjanak fogalma a korabbi fogalom értelemszer(i modositasaval
most is bevezethetd:

Ste(t) E{g € G |tog=1t};
[} = {tog| g€ G}

Ez azért célszer(l, mert az 2.7.7. tétel sz6ro6l sz6ra igaz marad abban az esetben is,

amikor G ,,csak” hat T-n.

2.7.11. Tétel: Legyen G csoport, amely a 7' # () halmazon hatést € T.
Ekkor |[t]| = |G = Sta(t)].

Bizonyitas: Egy az egyben ugy érvelhetiink, mint a jelzett 2.7.7. tételnél. n

Alkalmazzuk ezt az eredményt arra az esetre, ha a G csoport konjugalassal hat
sajat nemires részhalmazain! Ekkor ha ) # T C @, akkor T stabilizatora ép-
pen az Ng(T') normalizétor, igy ,,faradsag nélkil” megkaptuk a korabbi |[T]| =
= |G : Ng(T)| 6sszefliggest. Ugyanennél a példanal maradva minden normélosz-
t6 orbitja egyelem( és ugyanez igaz a Z(G) centrum valamennyi nemures rész-

halmazara is.
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2.7. Permutacidcsoportok 2. EIméleti attekintés

A permutécioé-reprezentaciok alkalmazasaként most két allitast igazolunk.
El6szor jojjon az a tétel, amelyet a 2 index{ részcsoportok normalosztosaganak

altalanositasaként igerttink a 2.2.3. pontban.

2.7.12. Tétel: Legyen G véges csoport, p a legkisebb primosztéja |G|-nek és
H < @G olyan részcsoport, amelynek indexe p.
Ekkor H < G.

Bizonyitas: Mivel H egy p index( részcsoport, igy tekinthetjik G-nek fent meg-

Ve

H; < H, amint lattuk.

|G|
|Ker |

szorzastétele miatt p-vel oszthat6 és feltevésiink szerint p-nél nagyobb. fy p-n

Ha Ker¢ < H, akkor |Im¢| = biztosan dsszetett szam, hiszen az indexek

kivil van legalabb még egy primtényezéje van, amely esetleg lehet p is (ekkor p
legalabb a négyzeten szerepel a primtényezés alakban). Mindkét eset ellentmond
a Lagrange-tételnek, hiszen ha egy ¢ > p primtényez6t talaltunk, akkor ez nem
osztja | S,| = p!-t, mert p volt a legkisebb primoszto, igy ¢ a faktorialisban szerep-
16 szorzat egyik tényezdjét sem osztja; az sem lehet, hogy p-nek legalabb masodik
hatvanya osztja [Im |-t, mert p* nem osztja p!-t.

Eszerint |Ker ¢| = p = Kerp = H = Ker ¢ < G, amit bizonyitanunk kellett. g

A kovetkezd, meglepd tétel bizonyitasaban a Cayley-reprezentacio alkalmazasa a
f6 gondolat, emellett sziikséglink lesz majd a permutéciok paritasardl és ciklusfel-

bontésarél elmondottakra is.

2.7.13. Tétel: Legyen G csoport, |G| =n = 4k + 2.
Ekkor G-ben van 2 index(, azaz 2k + 1 elem(i normaloszté.

Kovetkezmény : k > 1 esetén nem létezik 4k+2 elem(i egyszeri csoport.

“ sz

& G* < S, ; tudjuk, hogy G* regularis permutaciocsoport.
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2. EIméleti attekintés 2.8. Feloldhatd és nilpotens csoportok

Mivel n paros, igy a Cauchy-tétel szerint van G-ben 2 rend(i elem, amelynek képe
G*-ban is egy 2 rendl elem, mondjuk «.. Utdbbit - mint S,, egy elemét - felirhatjuk
diszjunkt ciklusok szorzataként; ebben a felirasban (elhagyva az egypontu ciklu-
sokat) csak 2-ciklusok (azaz cserék) szerepelhetnek a permutacié rendjének és
ciklusszerkezetének dsszefliggése miatt. Masrészt mivel G* regularis, igy az egy-
ségelemen kivul minden permutécié fixpontmentes, azaz a-nak mind az n pontot
mozgatnia kell, tehat az 2k + 1 db csere szorzata. Ebbdél kdvetkezik, hogy « pa-
ratlan permutacio.

A korabban S,,-nél latott meggondolés altalaban is érvényes, azaz ha egy permu-
taciocsopotban van paratlan permutécio, akkor ugyanannyi paros és paratlan per-
mutacio van (mert egy rdgzitett paratlannal, illetve inverzével val6 balszorzas egy
bijekcid, mely valtja a paritast). Eszerint G*-ban 2k + 1 db paros (és ugyanennyi
paratlan) permutacio van, amelyek egy 2 index( részcsoportot, tehat normalosztot
alkotnak; ennek képe egy G* — G izomorfizmusndl egy 2 index( norméaloszto
G-ben. [

A feladatok k6zdtt még szamos esetben fogjuk hasznalni a mellékosztalyo-
kon tortén6 permutacioreprezentacidkat a Sylow-tételekkel parositva, hogy adott

elemszamu csoportok ,,nemegyszer(iséget” bizonyitsuk.

2.8. Feloldhato és nilpotens csoportok

Ebben a pontban olyan csoportokat vizsgalunk majd, melyek specialis mo-
don ,,bonthat6k le” norméalosztok sorozatan keresztiil. EI6szor néhany szot sz6-

lunk az ilyen lebontasokrol altalaban.
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2.8. Feloldhatd és nilpotens csoportok 2. EIméleti attekintés

2.8.1. Normallanc, kompoziciélanc

2.8.1. Definicio: Legyen G csoport.
G normallancanak neveziink egy G = Ngi> N;> Ny . . .> Ny, = e sorozatot, ahol
tehat minden N; az V;_;-ben normaloszto.

Az N;/N;. faktorcsoportok a lanc faktorai, & a lanc hossza.

Példaul tetsz6leges G-re G 1> e egy normallanc; kevéshé trivialis példaként G =
= Ay>{e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}>{e, (12)(34) } > e; ez a példa is mutatja,
hogy a norméalosztdsag nem ,tranzitiv”, azaz N; <G nem feltétlendl teljesil (jelen
esetben pl. (123)_1((12)(34))(123) = (14)(23), ahogy S, konjugaltosztalya-
inak targyalasanal meggondoltuk; tehat a lanc harmadik tagja nem normaloszté
G-ben).

Ha adott normallanc N; eés N, tagja kozé beillesztiink egy N; o NH% >
> N, tagot, akkor a normallancot finomitjuk. Persze ugyanannak a norméalosz-
tonak tetszdlegesen sokszori ,,szerepeltetésével” mindig finomithatunk (legalabb-
is definicionk szerint) egy lancot; ezt trivialis finomitasnak nevezziik. Kitlintetett
normallanc az, amely (mar) csak trivialisan finomithatd. Ekkor mar semelyik N;-
ben nincs olyan normélosztd, mely N, i-et tartalmazza (i = 0,1,...,k — 1);
amint a 2. izomorfizmus tétel utdn meggondoltuk, ez a pontosan azt jelenti, hogy

az N;/N;, faktorok egyszer(i csoportok minden i-re (i = 0,1,2,...,k — 1).

2.8.2. Definicio: AG = Ny Ni> Ny ...> N = e normallancot kompozicio-
lancnak hivjuk, ha csak trivialisan finomithato.
Ez pontosan akkor teljesul, haaz N;/N;+1 (i = 0,1,...,k — 1) kompoziciofakto-

rok egyszerd csoportok.

Véges csoportnak mindig van kompoziciolanca, hiszen barmely normallancabdl

kiindulva (mondjuk a trivialis G > e-b6l) véges sok 1épésben finomitva kompozi-
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2. EIméleti attekintés 2.8. Feloldhatd és nilpotens csoportok

ciélanchoz jutunk. Emellett van olyan végtelen csoport, amelynek nincs kompozi-
cidlanca; erre egy példa Z, ennek ugyanis tetsz6leges # e részcsoportja végtelen
ciklikus csoport, azaz barmely normallanc utolso N, >e Iépése tovabb finomithato.
Vil&gos, hogy egy kompozicidlanc G-t kdvet6 elsd tagja maximalis norméloszto
G-ben, azaz egy olyan N norméloszto, melyre N < M <G = G = M (kilénben

még tudnank nemtrivialisan finomitani).
~7.3 >~7.

Zg-nak kompozicolanca a Zg > @De és a Zg > @De is, tehat egy csoport-
nak tébb kompoziciolanca is lehet. Jegyezzilk meg, hogy ha G egyszerii csoport,
akkor G-nek egyetlen kompoziciolanca van, a G > e, de latni fogjuk, hogy ilyen
tulajdonsagu S, is, han > 5, ennek ugyanis egyetlen kompoziciélanca S,,> A, >e
(mivel A, egyszerli, han > 5, és S, /A, = Z,, ez tényleg kompoziciolanc). Az
egyik feladatban ugyanakkor kiszamoljuk majd, hogy egy nem is tal bonyolult
szerkezet(l csoportnak (pontosan) 60 kompozicidlanca van.

Z¢ két kompoziciolancanal lathatjuk, hogy a lanc faktorainak halmaza ugyan-
az mindkét esetben ({Z,, Z3}). A kovetkez0 tételben belatjuk, hogy ez minden
véges csoport esetében igy van ; megjegyezziik, hogy az allitas tetszéleges csoport-
ra igaz, melynek van kompoziciélanca. A tétel kimondasa el6tt gondoljuk meg,
hogy éaltalaban nem elegendd a faktorok halmazarél beszélni (a halmaz értelme
szerint), ugyanis ugyanaz a faktor tobbszor is szerepelhet, mint pl. a fentebb
szerepld A, esetén, vagy a véges p-csoportok esetén, ahol - mint latni fogjuk
- minden faktor Z, tipusu. A faktorokat tehat ,multiplicitassal” kell szamolni;
egy csoport két kompozicidlancat ekvivalensnek mondjuk, ha az egyik Fy; (i =
=1,2,...,k) ésamasik Fy; (j = 1,2, ..., k) faktorai megfeleltethet6k egymas-
nak ugy, hogy a megfelelé faktorok izomorfak. Vilagos, hogy a lancok ekvivalen-
ciaja ,tranzitiv”.

2.8.3. Tétel (Jordan, Holder): A G véges csoport barmely két kompozicidlanca

ekvivalens.
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2.8. Feloldhatd és nilpotens csoportok 2. EIméleti attekintés

Bizonyitas: |G| = n szerinti teljes indukciot hasznalunk; n = 1-re az allitas
persze igaz.
Tegyuk fel, hogy minden k& < n-re mar belattuk az allitast.

Ha G-nek egyetlen M maximalis normélosztoja van, vagy - mivel minden
normallanc kompoziciélancca finomithato6 - ami ugyanezt jelenti, minden kompo-
zicidlanca M-mel kezdddik, akkor készen vagyunk az indukcids feltevést hasz-
nélva. Ebben az esetben ui. G barmely kompoziciélancéban a faktorok a kézos
G/M mellett M egy kompozici6lancénak faktorai, de az ilyen lancok kozil bar-
mely kett6 ekvivalens a feltevés szerint.

Legyen tehat K és L két kiilonbdzd maximalis norméloszté G-ben és legyen
adott két olyan kompoziciélanc /¢y, ¢, is, melyek rendre K-bol és L-bdl indul-
nak/,,folytatddnak”. Ekkor persze K « LésL « K ésigy KL< G = KL = G;
mindket allitasnal a maximalitasra hivatkozunk (illetve arra a mar ismert allitasra,
hogy két normaloszté részhalmazszorzata is normaloszto).

Az 1. izomorfizmus tétel szerint K N L <« K, L (valéjadban kénny( belatni, hogy

két normaloszto metszete is normaloszto, tehat K N L < G is igaz) és
G/K=KL/K~L/KNL G/L=KL/L=K/KNL

Legyen a tovabbiakban K N L = N. Az indukciés feltevés szerint K-nak az
a kompoziciolanca, amely ¢;-ben szerepel ekvivalens minden olyannal, amelyet
N-en keresztll kapnank; ugyanez elmondhato L-lel és /5-vel is. Rogzitsik tehat
N egy ¢* kompoziciélancat (amelyek kozul barmely kettd ekvivalens, igy akar-
melyiket valaszthatjuk) és vegylk K-nak a K > N S oeésLnek Lo N 5 e
kompozicidlancat (a nyil ertelemszeriien azt jelenti, hogy az ¢* lanc mentén ,,Ié-
pegetink” e-ig). Ezek valoban kompoziciolancok, ugyanis a lancok elsd faktorai
(csak ezekkel lehetne baj) az el6bbi izomorfizmustételek alapjan egyszer(i csopor-
tok.

e e s : :
MostaGrKi>N — eésaGrL>N — e kompoziciolancok ekvivalensek, hiszen
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2. EIméleti attekintés 2.8. Feloldhatd és nilpotens csoportok

az ¢*-ban szerepl§ faktorokon kivil G/K = L/N és G/L = K/N. Mésrészt az
els6 lanc ekvivalens /1-gyel, a masodik pedig ¢,-vel a korabbiak szerint.

by ¢. és 4, is ekvivalensek ; éppen ezt kellett igazolnunk. n

Egyszer(i alkalmazéaskeént gondoljuk meg, hogy (amint feljebb mér allitottuk) S,,-
nek egyetlen kompoziciolancavann > 5 esetén. Mivel S,,>A,,>e kompoziciélanc,
igy a Jordan-Holder tetel szerint barmely kompoziciolanchan egy As és egy Z, ti-
pust faktornak kell szerepelni. S,,-ben azonban nincsen kételemd normalosztd,
ugyanis ha {a, a®> = e} ilyen lenne, akkor a-nak minden konjugaltja 6nmaga

(e nem lehet a konjugalés injektivitasa miatt) és igy e # a € Z(S,) = e, ami el-
lentmondas. Eszerint olyan kompoziciélanc nincs, ahol az A,, tipusu faktor meg-
elézi a Z, tipusut; csak annyit kell meggondolnunk, hogy 2 index{i norméalosztd
csak A, lehet. Valéban, ha N egy masik 2 index{ (igy maximalis) normalosztd,

akkor A, N = S,, a maximalitas miatt, ezért

An/An AN 2 AN /N = S,/N = 7,
——

=S,

Ezzel A,-ben egy (2 index{) nemtrividlis normaloszt6t kapnank, de A, (n > 5)

egyszerd, igy ilyen nem létezik.

2.8.2. Feloldhat6 csoportok

Most, hogy a pont elején jelzett lebontasrol mar széltunk, j6jjon a ,,speciéli-

san lebonthatd” csoportok definicidja:

2.8.4. Definicio: A G csoportot feloldhaténak nevezziik, ha van olyan normal-
lanca (ezt kommutativ lancnak hivjuk majd), amelynek faktorai Abel-csoportok.

A G feloldhato csoport legrévidebb kommutativ lancanak hossza G derivalt hossza.
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A definiciobdl viladgos, hogy minden K Abel-csoport feloldhaté (mert K © e egy
kommutativ Ianc). Emellett feloldhato pl. D,, is (n > 3), (bar nem kommutativ,
mert tf # ft), aminta D, > (f) > e l&nc mutatja, melynek faktorai rendre Z,
és Z, tipustak. Azt is latjuk, hogy egy csoport pontosan akkor kommutativ, ha
derivalt hossza legfeljebb 1 és 0 derivalt hossza kizardlag az egyelem( csoportnak
van. Nem feloldhat6 csoportot is ismeriink mar, ilyen ugyanis az A,, 5 < n ese-
tén, mert ennek az egyszer(iség miatt trivialis finomitasoktdl eltekintve egyetlen
normallanca van. Kénny({ meggondolni, hogy az eldbbi altalanosan is igaz: egy

nemkommutativ egyszer( csoport biztosan nem feloldhato.

A kovetkez0 tételben a feloldhatosag néhany fontos tulajdonsagat foglaljuk

0ssze.

2.8.5. Tétel: Legyen G csoport.
i) Ha G feloldhat6 és H < G, akkor H is feloldhato.
i1) N < G esetén G feloldhaté < N és G/ N feloldhato.

i1i) Véges sok feloldhato csoport direkt szorzata is feloldhato.

Bizonyitéds: ) Legyen G = Ny N; > ...> N = e egy normallanca G-nek és
tekintsuk ennek tagjainak H-val vett metszetét, azaz M; := N; N H. Azt allitjuk,
hogy ezek (a természetes sorrendben) éppen egy kommutativ lancat alkotjak H-
nak.
Egyrészt M; > M, 1, ugyanis az elsd izomorfizmustétel szerint az N; — N; 4
termeszetes homomorfizmus M;-re vald megszoritasanak magja N;,1 N M; =
= Nyt N (NV;NVH) = N;;1 N H = M; ;1 (azt hasznaltuk ki, hogy N; > N;y1).
De a jelzett tétel alapjan M;/M;, 1 az N;/N; 1 egy részcsoportjaval izomorf, tehat
(maga is) Abel-csoport.

i1) A = irnybol annyit mar tudunk ¢) alapjan, hogy N feloldhato. A faktor-
csoport feloldhat6sagahoz az eldbbi jeldléssel legyen F; := N;N/N, azaz vegyuk
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G norméllancéban a tagok képét a G — G/N természetes homomorfizmusnal
(megszoritva azt az N;-kre). Homomorfizmusnal normaloszté képe normaloszto,
igy N; > N;,1 miatt F; > F; ., és a faktorok is homomorf médon képzddnek le, a
fejezet 3. pontjanak végeén tett észrevétel szerint; mivel kommutativak voltak, igy
kepeik is Abel-csoportok. Eszerint az imént G/N egy kommutativ lancat kaptuk,
a faktorcsoport tehat feloldhato.
A <= irdny természetesen ugy értendd, hogy adottak az N* és az M* feloldhato
csoportok és a G-ben van olyan N = N* norméloszto, melyre G/N = M* (ezt
ugy mondjuk, hogy G bévitése M*-nak N*-gal).
Vegyik G/N egy G/N = Go/N > G1/N >...> Gi/N = N/N = eq/y kom-
mutativ lancaban a tagok teljes inverz képét a G — G/N természetes homomor-
fizmusnal (az a tény, hogy G/N lancanak tagjai ilyen alakban irhatoak, a 2.3.7.
tetel kovetkezménye). Ebben Go >G> ... Gy = N és G, /G; = Gi/N/Gj/N a
mésodik izomorfizmus tétel szerint, tehat ennek a lancnak kommutativak a fakto-
rai. A lanc ,,végéhez illesztve” N egy kommutativ lancéat, G-nek egy kommutativ
lancat kapjuk.

i1i) Legyen D = G x G X . .. X Gy, ahol G, feloldhat6 csoportok és tegytk
fel, hogy G1 = G1o> G11 > G > ... > Gy = e egy kommutativ lanca G-nek.
Tekintsik a D* = G11; x Gy X ... x G < D csoportot. Ez a direkt szorzat tulaj-
donsagai miatt normaloszto D-ben, és a (direkt szorzat tulajdonsagai mellett) a 2.

izomorfizmustételt is felhasznalva:
D/D* = D/(GzX"'XG’“)/D*/(GZx...ka) = G /Gho

Eszerint D/D* kommutativ. A megkezdett eljarast folytatva el6bb G, fenti kom-
mutativ lancdnak mentén, majd a tobbi G; (valamely) kommutativ lancainak men-
tén haladva D egy kommutativ lancahoz jutunk, tehat D feloldhatd, amint allitot-

tuk. m
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Megjegyzendd, hogy ¢)-ben nem feltétlenil egyezik meg H és G ottani lancénak
hossza (mert H N N; = e a , trivialisnal korabban” is teljesulhet), de a bizonyitas
mutatja, hogy H < G derivalt hossza legfeljebb annyi, mint G-é. G = D, és
H = (f) esetén az utdbbi hossz 1 a kommutativitas miatt, mig az el6bbi 2 (ui.
1 nem lehet, mert D,, nem kommutativ, viszont fent szerepelt olyan normallanca,
amelynek hossza 2).

El6bbi tételiink szerint pl. S,, nem feloldhaté n > 5 esetén, mert van olyan rész-
csoportja (nevezetesen A, ilyen), amely nem feloldhat6. Még egy egyszer( alkal-

mazast mutatunk be:
2.8.6. Tétel: Minden véges p-csoport feloldhato.

Bizonyitas: Teljes indukcidt hasznalunk. Legyen |G| = p* k > 2; k = 1-re
persze az allitas igaz. Tegylk fel, hogy a k-nal kisebb kitevékre mar belattuk az
allitdst. Amint a 2.4.4. tételbdl tudjuk, G centruma nem Allhat csak az egység-
elembdl, igy Z(G) p* elem{i (p-)csoport valamely 1 < ¢ < k-ra; k = £ esetén
persze készen vagyunk, mert ekkor G Abel-csoport (tehat feloldhato).

Egyébként ¢ < k, igy G/Z(G) és Z(G) < G az indukcios feltevés szerint felold-
hatoak, tehat 2.8.5. 7¢) alapjan G is az. =

»-Ezzel szemben” megmutathatd, hogy van olyan végtelen feloldhaté p-csoport,

melynek centruma trivialis.

A G véges csoportnak, mint mar emlitettik, mindig van kompoziciolanca,
s6t barmely normallancot finomitva kompoziciélanchoz jutunk. Ha G feloldhat6
véges csoport, akkor tetsz6leges kommutativ lancat finomitva egy olyan kompozi-
ciolanchoz jutunk, melynek faktorai kommutativ egyszeri csoportok, azaz Z, ti-
pustak valamilyen primekre (viszont végtelen feloldhato csoport kommutativ lan-

ca nem feltétlendl finomithatd kompozicidlancca). Az iménti allitishoz még meg
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kell gondolnunk, hogy kommutativ lanc finomitasa is kommutativ lancot eredmé-
nyez. Elég persze olyan finomitasra belatnunk, amelynél egyetlen tagot illesztiink
be. Valoban, ha G = Ny Ny > ... N;> Njpq1 > ... > Ny = e egy kommutativ
lanc volt és az N, > NH% > N, finomitést végezziik, akkor az NH%/NZ-H faktor
kommutativ, mivel az N;/N;.; Abel-csoport egy részcsoportjaval egyezik meg,

masrészt a masodik izomorfizmus tétel szerint N,-/NH% o Ni/Nit /n. az-

FRVLIY
az Ni/NH% egy Abel-csoport homomorf képe, tehat ez is kommutatl’v.2
Eszerint egy véges csoport tetszéleges kommutativ lancat finomitva a jelzett fakto-
rokkal biré kompoziciolanchoz jutunk; a Jordan-Holder tétel alapjan ezek a fak-
torok egyértelmiien meghatarozottak a G csoport esetén, tehat nem flggenek a
kiindulasi lanctol.

Az el6bbiekben belattuk a kdvetkezo tételt:

2.8.7. Tétel: A G véges csoport akkor es csak akkor feloldhatd, ha kompozicio-

lancanak faktorai Z, tipusu ciklikus csoportok.

2.8.3. Kommutatorok

A kovetkezOkben a feloldhatosagnak egy masfajta, altalanos (tehat végtelen
csoportokra is érvényes) jellemzését adjuk meg, amely egy specialis részcsoport-
tal kapcsolatos.

Legyen G csoport, N < G és vizsgaljuk meg, mikor lesz a G/N faktorcsoport

kommutativ :
aNON = bNaN Va,b e G < a b 'abN = N Va,b € G &

sa b labe NVa,be G

Azt latjuk, hogy a faktorcsoport kommutativitdsanak sziikseges és elégseges fel-

tétele, hogy az N normalosztd tartalmazza az dsszes [a,b] = a~'b~'ab Un. kom-
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mutatort. Ez pontosan akkor teljesiil, ha N tartalmazza az ezek altal generalt rész-

csoportot is, amelyet G kommutatorrészcsoportjanak neveziink.

2.8.8. Definicio: Legyen G csoport.

Az [a,b] = a b7 tab (a,b € Q) elemeket kommutatoroknak, a kommutatorok
altal generdlt részcsoportot G kommutatorrészcsoportjanak nevezzik. Utobbit
G’ jeldli.

Ha N <« G, akkor G/N kommutativ< G' < N.

Vegylk észre, hogy G’ <G, ui. a kommutatorok halmaza zart a konjugalasra:
g 'la,blg = [g ag, g 'bg] a konjugalas miivelettartdsa miatt; utébbibdl pedig
egyszer(ien belathat6, hogy ha ) # X C @G zart a konjugalasra, akkor (X) < G.
Ebbdl rogton adodik, hogy ha N < G tartalmazza G'-t, akkor N a G/G' Abel-
csoport egy részcsoportjanak teljes inverz képe a G — G/G' természetes homo-
morfizmusnal ; mivel Abel-csoportban minden részcsoport normalis, igy N < G
(normalosztd teljes inverz képe).
G/G'-at szokés G4,-Vvel jeldlni; a fentiek és a masodik izomorfizmus tétel szerint
G . a homomorf értelemben legnagyobb kommutativ képe G-nek.
Vilagos, hogy [a, b] = e pontosan akkor teljesil az a, b € G elemekre, ha egymas-
sal felcserélhetdk, azaz ab = ba és igy G' = e < G kommutativ. Jegyezziik meg,
hogy ha pl. G nemkommutativ egyszer( csoport (mint pl. As), akkor G' = G az
elébbiek szerint, igy G minden derivaltja dGnmaga. A kommutétorrészcsoportjuk-
kal megegyez6 csoportokat perfektnek hivjuk.
Miel6tt tovabbmennénk, egy érdekesség. Lathatd, hogy egy csoport kommuta-
torainak halmaza tartalmazza az egységelemet (pl. [e,e] = e miatt) és zart az
inverzképzésre is, hiszen [a,b] " = [b, a]. Ebb8l még nem kovetkezik, hogy rész-
csoport, mert ezekkel a tulajdonséagokkal rendelkezik pl. Zg-bena {(0), (2), (—2)}

(rész)halmaz is, amely persze nem részcsoport. Altalaban nem is igaz, hogy rész-
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csoport, tehat a generalas nem hagyhat6 el, azonban a legfeljebb 95 elemi (!)
csoportok korében a kommutatorrészcsoport megegyezik a kommutatorok halma-
zaval. [7]

Természetes modon értelmezhetjiik egy G csoport G™ m > 1, magasabb
rend(i derivaltjait” is a derivalas szokasos rekurziv képletével : G £ (Gm-Dy:
persze G© & @, Példaul G” = G® G kommutatorrészcsoportjanak kommuté-
torrészcsoportja. Fontos észrevétel, hogy a konjugalas mivelettartasa miatt min-

den m > 0-ra G « G teljesil.

Most mar meg tudjuk fogalmazni a feloldhatosag fentebb igért altalanos kri-
tériumat. Ha G = Ny > Ny > ... > N, = e egy kommutativ lanca a G (feloldhato)
csoportnak, akkor itt a kommutatorrészcsoport alapvetd tulajdonsaga miatt NV, >
> G® teljesiil (mert a faktorok kommutativak). Ebb6l adddik, hogy G*) = e.
Megforditva, haa G = GO > GW > GP > ... > G®) = ¢, azaz az (n. kommu-
tatorlanc ,leér” az egységelemig, akkor ez egy kommutativ lanca G-nek, igy az

feloldhato. Ezzel belattuk a kovetkezo6t:

2.8.9. Tétel: A G csoport pontosan akkor feloldhato, haG = GO > GW ... >
> G*) = e teljesiil valamely £ > 0-ra.
A G feloldhat6 csoport minden kommutativ 1anca ,,tartalmazza a kommutétorlan-

cot”, igy G derivalt hossza éppen a kommutatorlancanak hossza.

Erdemes megemliteni, hogy ezzel a tétellel a feloldhatd csoport részcsoportjanak
és a feloldhat6 csoportok direkt szorzatanak (2.8.5. ) és iii)) feloldhat6ségéara a
fentinél egyszer(bb és elegansabb bizonyitast adhatunk. Ugyanis nyilvanvaléan
H < G esetén H™ < G™), igy ha utobbi megegyezik e-vel valamely n-re, akkor
H™ = ¢ is teljesiil; ebbdl a bizonyitasbol is kideriilt, hogy H derivalt hossza
legfeljebb akkora, mint G-é. A maésik allitdshoz csak arra van sziikség, hogy ha
G\, ..., Gy, feloldhato csoportok, akkor (G x ... x Gx)™ = G{™ x ... x g™
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a direkt szorzatbo6l addéddan. Ez mutatja, hogy a direkt szorzat kommutatorlan-
camax{/¢; :i=1,2,...,k} |épésben leér az egységelemig, ahol ¢; a G; derivalt
hossza. Az is vilagos, hogy ennél kevesebb Iépés viszont nem elég (mert akkor
valamelyik G; kommutétorlancanak még nincs vége), igy a direkt szorzat derivalt

hossza megegyezik a direkt faktorok derivalt hosszainak maximumaval.

A , kommutatorok nyelvén” egyszerlen leirhaté néhany fontos eddigi fogal-
munk.
El6szor is kézenfekvd rekurziv modon altalanositjuk a (kettds) kommutator defi-
niciojat. Legyen G csoport, z; € G (i = 1,2,..., k). Ha k — 1 elem kommutatoréat
mar értelmeztik, akkor az [z, zo, . . ., xx| kommutatort igy definialjuk:

def
[21, T2, . . ., xk]) = [[T1, T2 - -+, Th1] , Tk]

Egyetlen z elem [z] kommutatora legyen sajat maga. Egyszer(ien ,,kiszdmolhat6”
a kovetkez8 azonossag: [ab,c] = [a, ]’ [b, ¢, ahol a b-edik hatvényra emelés a
b-vel val6 konjugaldst jelenti. Ebb8l természetesen [a, bc] is kdnnyen szarmaztat-
hat6, hiszen mint lattuk [a, be] = [be, a] .

A kommutatorképzés részhalmazokra is definialhato. Legyenek tehat X, Y C
C G nemiires részhalmazok. Ertelmezziik e két részhalmaz un. ferde kommutato-

rat a kdvetkez6képpen:
(X, Y] E {[z,9] |z € X,y €Y)

Vilagos, hogy ezzel a definicioval G’ = [G, G], G" = [G',G"], G® =[G+ D, G D],
Tovabbmenve értelmezhetjik (tetszbleges) X1, Xo, ..., X,, véges sok nemires

részhalmaz ferde kommutatorat is a kdvetkez6 rekurzidval:

[XlaXZa cee ’Xm] déf [[X13X27 .- 'aXm—l] aXm]

Néhany, a ferde kommutatorokkal felirt egyszer( allitast foglalunk 6ssze a

kovetkezd tételben:
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2.8.10. Tétel: Legyen G csoport.

i) Legyen N < G. Ekkor N «G < [N,G] < N.

i1) Az X, Y < G nemires részhalmazok barmely két eleme felcserélhetd egymas-
sal & [X,Y] =e.

Specidlisan X = H < G, Y = G esetén ez a kovetkez6t jelenti:

H<ZG) & [HG =e.

i1i)) AG = Ny> Ny > Ny...> N, = e normallanc pontosan akkor kommutativ
lanc, ha [N;, NV;] < N;y1 Vi=0,1,...,k — 1-re.

iv) Ha N, M <G, akkor NN M > [N, M]«G.

v) Ha K, L, M <« G, akkor [K L, M| = [K, M] [L, M].

Bizonyitas: ¢) N < G pontosan akkor norméaloszto, ha a konjugalasra zart, az-
az g 'ng € N Vg € G. A részcsoportsag miatt ez ekvivalens azzal, ha n*-zel
~balrél szorozzuk a feltételt”, azaz N <G < n~'g7'ng = [n,g] € N Vg €
€ G & [N,G] < N (ageneralt részcsoport legszlikebbségi tulajdonsaga miatt).
i)zy =yr Vo € X,y eV & axlylay[ry =eVe € X,z €V &
([z,9]) = [X,Y] =e.
i11) Mint lattuk, (V;) < N;;w (6 =0,1,...,k — 1) az N;/N;,, faktor kommu-
tativitdsanak sziikséges és elégséges feltétele; de (IV;)' = [N;, N;] a ferde kom-
mutator definicidja szerint.
iv) A direkt szorzatnal mar lattuk, hogy egy kommutatorban tulajdonképpen két
konjugalt van ,,6sszeflizve”; ezt most n € N és m € M-re alkalmazva [n, m] =
=n"'m'nm = n"'m 'nm, tehat [N, M] generatorelemei benne vannak N N
N M—beé\ﬁ, igy a generalt fg?(fje kommutator is. A normalosztdsag ismét a konjuga-
las miivelettartasabol adodik: g = [n,m] g = [g_lng, g_lmg-l , azaz a generator-
[H/—/ Hf—/J

eN eM
elemek halmaza zart a konjugalasra, ezért a generélt [N, M] is.

v) Definicio szerint [KL, M| = ([k¢,m] | k € K,¢ € L,m € M) és a fenti kom-
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mutatorazonossagot hasznalva [k¢, m] = [k, m]*[¢, m]. Itt [k, m]* = [k*, m*] va-
lamely £* € K, m* € M elemekkel a kommutator konjugaltjara vonatkozé 6ssze-
fuggeés és K, M normalitasa miatt. Az el6bbi eredményt is figyelembe véve irhat-
juk, hogy

([kt,m]) = [k, m]" [¢,m] < {[k;m] | ke K,me M) ([{,m]|leL,meM).

—[K,M] —[L.M]
A masik irany( tartalmazashoz csak azt a nyilvanvald tényt kell észrevenniink,

hogy [K, M| < [KL,M]és [L, M| < [KL, M]; ekkor persze [K, M| [L, M] <
< [KL’M] |

2.8.4. Nilpotens csoportok

Most elérkeztiink oda, hogy definialni tudjuk a nilpotens csoportokat.
Az iment lattuk, hogy a feloldhatdsag a kommutatorok nyelven egy olyan lancot
jelent, amelynél a ,,megel6z6™ N; tag sajat magaval vett [V;, V;| (ferde) kommuta-
tora benne vanaz N, . 1-ben. A tetszdleges részcsoportokra Kiterjesztett kommutator-

definicioval az el6bbinél er6sebb feltételt is megfogalmazhatunk:

2.8.11. Definicié: A G csoportot nilpotensnek mondjuk, ha van olyan

G = Ny Ny >...> N, = elanca, ahol [N;,G] < Njyy Vi=12,...k—1
esetén.

Az ilyen lancot centrdlis 1&ncnak hivjuk, & a 1&nc hossza.

A G nilpotens csoport legrévidebb centralis lancanak hossza G nilpotenciaoszta-

lya.

Valbjaban a definiciéban a ,,>” jelek helyett elég lett volna ,,>" jeleket irnunk,
ugyanis az [NV;, G| < N;i1 < N;-b6l 2.8.10. i) szerint kdvetkezik, hogy egy cent-
ralis lanc minden tagja normaloszté G-ben is.

Vilagos, hogy minden nilpotens csoport feloldhato, de forditva nem igaz, mint
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hamarosan kideril. Latjuk, hogy minden Abel-csoport nilpotens, mert ezekben
barmely két elem kommutatora e-vel egyezik meg; s6t a legfeljebb 1 nilpotencia-
osztalyd csoportok pontosan az Abel-csoportok (es 0 nilpotenciaosztalya csak az
egyelem(i csoportnak van). Emellett a véges p-csoportokrdl bebizonyitjuk majd,

hogy nilpotensek is (nemcsak feloldhatdak).

Most fogalmazzuk &t a nilpotencia definicidjaban szerepl6 feltételt egy masik
szemléletes mddon.

[Ni, G] < Niz1 < [N, G] Niy1/Nit1 = egyn,,,, a természetes homomorfizmus
tulajdonsaga miatt.
Vegylk eszre, hogy az el6bbi [V;, G] N;y1/N;+1 megegyezik [N;/N;y1, G/Nii1]-
vel, ugyanis a kommutator definicidja (és ismét a természetes homomorfizmus
tulajdonséga) szerint
[N;/Niy1,G/Niyq] = <ni_lg_1nigNi+1 | n; € Nj, g € G> =

= (n;'g 'nig | ni € Ni, g € G) Niy1/Niy1 = [Ni, G] Niy1/Nipa
Mint azt 2.8.10. 4¢)-ben meggondoltuk, az utdbbi pontosan azt jelenti, hogy N;/N;,1 <
< Z(G/Ni;1), vagyis egy centralis lanc pontosan egy olyan speciélis kommutativ
lancot jelent, amelyben (korabbi jeldléseinkkel) minden N; tag normélosztdé G-ben
is és az N; /N, faktorcsoport benne van G/ N, centruméban (i =0,1...,
..., k—1),vagyis N; része az el6bbi centrum teljes inverz képéneka G — G /N;4
termeészetes homomorfizmusnal.

Az eldbbi atfogalmazéds nyoméan most két olyan lancot ,rendellink” egy G
csoporthoz, melyek hasonlé szerepet jatszanak a nilpotencianal, mint a kommuta-
torlanc a feloldhatosagnal.

Ha G egy tetszbleges csoport, akkor képezhetjuk az 6nmagéval valé ferde kom-
mutatorait egymas utén, azaz legyen G = G > %G = [G,G] > 1G =

= [%2(G),G] > ... > G = [w.1G,G] = [G,G,...,G|. Az igy kapott lanc-
k db
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ra persze teljesulnek a nilpotencia definicidjaban szereplé kovetelmények, azaz
hogy a ,,megel6z6” tag és G kommutatora benne van a kdvetkez6 tagban (mert
azt éppen igy definaltuk); emellett semmi nem garantélja, hogy a lanc ,,leér” az
egységelemig, azaz teljesil-e v,G = e valamely k-ra. Ez nem is feltétlendl van
igy, hiszen pl. (45)" = As, amint meggondoltuk, tehat ennél a csoportnal a lanc
minden tagja As. Az el6bb definialt lancot G alsé centralis lancanak nevezziik.

G fels6 centrdlis 1ancat igy értelmezzik: legyen (oG = e < (4G = Z(G) és
altalaban legyen (.G a G/ (1 G centruménak teljes inverz képe a G — G /(G
termeszetes homomorfizmusnal. Latjuk, hogy ez a lanc definicioja alapjan ezuttal
a fenti atfogalmazasban szerepld centralis lanc-feltételt teljesiti, de most azt nem
tudjuk, hogy ,,felér-e” a G-ig, azaz van-e olyan k, hogy (G = G. Ez sincs mindig
igy, ugyanis ha mondjuk G centruma trivialis (ilyen pl. Ss), akkor a felsé centralis
lanc csak az egységelembdl all.

Ahogy a kommutatorlanc, melyet ,,minden kommutativ lanc tartalmaz”, je-
lenti a feloldhat6 csoportoknal a legrévidebb kommutativ lancot, Ugy az also6 és
fels6 centralis lancok jelentik az ,,optimalis” centralis lancot nilpotens csopor-
toknal a kovetkez0 tétel szerint, mely ugyanugy bizonyithat6, ahogy feloldhat6

csoportokra vonatkozo parja:

2.8.12. Tétel: Legyen G nilpotens csoportés G = Ng> Ny > Nob>...> Ny =€
egy centrdlis l1&nca G-nek. Ekkor fennallnak a kdvetkezok:

G <N 1 Vi=12,...,k+1;

¢G> Ny ;Vj=0,]1,...k

Speciélisan tehat v;.1G = e és (,G = G és G nilpotenciaosztadlya megegyezik

az also és a felsd centralis 1anc hosszaval (ami itt k).

El6bbi tételink mutatja, hogy ha egy e # G csoport centruma trivialis, akkor nem

lehet nilpotens; igy pl. S5 nem nilpotens, habar feloldhatd (S5 > ((123)) > e egy
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kommutativ lanc).
Most igazoljuk a nilpotencia néhény ,,6rokl6dési” tulajdonsagat:

2.8.13. Tétel:
i) Ha G nilpotens és H < @, akkor H is nilpotens.

ii) Ha G nilpotens és N < G, akkor G/N is nilpotens.

i) Ha G1,Go, ..., G, nilpotens csoportok, akkor G x G5 x ... x Gy, is nil-

potens.

Bizonyitas: i) Vilagos, hogy v,G > v,H VYn = 1,2,...; ebbdl kdvetkezik az
allitas és persze az is, hogy H nilpotenciaosztalya legfeljebb annyi, mint G-é.

i1) Megvizsgaljuk G és G/N also centralis lancanak kapcsolatat. Nézzik
el6szor [G/N,G/N]| = v2(G/N)-et!
Ez definici6 szerint vo(G/N) = ([9,h] N | g, h € G) = (G)N/N a természe-
tes homomorfizmus tulajdonsaga alapjan.
Ugyanilyen meggondolassal: v3(G/N) = [v2(G/N),G/N] = [(v2G)N/N,G/N| =
= [(72G)N, G] N/N = (|G, G][G,N])N/N = (y3G)N/N.

——

:’)/3G SN
Folytatva azt kapjuk, hogy v,,G/N = (v,»G)N/N, azaz a homomorf kép als6

centrdlis lanca az eredeti lanc (tagonként vett) homomorf képe; mivel v,G = e
valamely &-ra, igy legkésobb a k-adik lépésben v, G /N = eg/n.
G/ N tehat nilpotens és nilpotenciaosztéalya legfeljebb annyi, mint G nilpotencia-
osztalya.

i11) Ennek igazolésa a feloldhat6sag véges direkt szorzatra vald 6rokl6désé-
nek igazolasara latott kommutatorlancos érveles parja:
Ye(G1XGaX. . . XGy) = G X, GoX. . . Xy Gyp s eszerintmax {c; : i = 1,2,...,n}
Iépésben, ahol ¢; a G; nilpotenciaosztalya, a direkt szorzat alsé centrélis lanca el-
éri az egysegelemet (kevesebb lépésben pedig nem, azaz a nilpotenciaosztalya az

el6bbi maximum). -
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Amint igértlik, most bebizonyitjuk, hogy a véges p-csoportok nilpotensek ; az ér-

velés hasonld lesz, mint amit a feloldhatdsagnal lattunk.
2.8.14. Tétel: Minden |G| = p* (k > 1) p-csoport nilpotens.

Bizonyitas: Teljes indukcio k-ra; £ = 1 esetén az allitas igaz (hiszen Z,, kom-
mutativ is), igy legyen most & > 2.

Mint tudjuk Z(G) > e és Z(G) = G esetén G kommutativ, ebben az esetben tehat
készen vagyunk; feltehet6 emiatt, hogy Z(G) < G. Ekkor G/Z(G) az indukci-
0s feltevés szerint nilpotens; legyen egy centrélis lanca G/Z(G) = Go/Z(G) >
>G1/Z(G)>...>Gr/Z(G) = eq/z) (1d. a2.8.5. tétel bizonyitasaban tett meg-
jegyzésiinket arra vonatkozolag, hogy a lanc tagjait ilyen alakban irhatjuk).

fjuk fel, mit jelent, hogy a lanc centralis:

[Gi/Z(G),G/Z(G)] < Giy1/Z(G) & Vg € Gig € GIgit1 € Gig1, 2 €

€ Z(G) g9 :@i [Gi,G] < Giy1(i=01,...,k—1)
€Git1

Itt egyszer(ien a centrum szerinti bal oldali mellékosztalyok egyezésének fel-
tételét irtuk fel és kihasznaltuk, hogy elég a [g;, g] alaki kommutatorelemekre
(mint generatorokra) vizsgalni az allitast. Azt kaptuk, hogy G/Z(G) lancaban a
tagok G; teljes inverz képét képezve egy G = Go>G1>. .. Gy, = Z(G) centrélis
l&nchoz jutunk G és Z(G) kozott; ez tovabbra is centralis Ianc marad, ha a végére
irjuk e-t (ami tulajdonképpen Z(G) centrdlis lanca), ugyanis [G, Z(G)] = e < e.

Az imént tehat G-nek egy centralis lancat allitottuk el6. =

Jegyezzilk meg, hogy a bizonyitashdl az derdilt ki, hogy tetszéleges N < G esetén
G/N egy centrdlis lancanak megfelel G-nek egy N-ig terjedd centrélis lanca. Az
el8bbi érvelést azért fejezhettik be, mert Z(G) = N mellett a lancot N > e-
vel ,lezérhattuk™. A bizonyitas tehat tetsz6leges csoportra mikadik, amelyben a

centrumnak van olyan részcsoportja, mely szerinti faktor nilpotens.
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A nilpotencia azonban (szemben a feloldhat6saggal) altalaban nem 6roklédik
a bovitésnél, pl. S3 nem nilpotens, mert trivialis a centruma, viszont Zz =< N =
= ((123))<S; = G és G/N = Z, is nilpotens. Tehat G/N és N nilpotenciajabol

nem kdvetkezik G nilpotencidja (szemben a feloldhatosaggal).

A véges csoportok esetében a nilpotencia tébb ,,szép” tulajdonsaggal ekviva-

lens.

2.8.15. Tétel: Legyen G véges csoport. A kdvetkez6 tulajdonsagok ekvivalensek :
i) G nilpotens.

i1) Minden H < @ részcsoporthoz van G és H kdz6tt norméallanc (az ilyen rész-
csoportokat szubnormalosztoknak hivjak).

i74) G minden maximalis részcsoportja norméaloszté G-ben.

(Maximélis részcsoport alatt értelemszer(ien olyan H < G részcsoportot értiink,
melyre H< M <G = M =G

iv) G a p-Sylow részcsoportjainak direkt szorzata.

Bizonyitas: ) = ii): Tekintsuk K; = H~;G-t! Ekkor K; > K; 1, mivel utobbi
a G — G /741G természetes homomorfizmus K;-re vald megszoritasanal a
7i+1G < K; norméloszto képének teljes inverz képe. G nilpotens, igy 7.G = e
valamely 0 < c egészre, ezért legfeljebb j < c lépésben K; = H, vagyis létezik
legfeljebb ¢ hossszusagu G és H kdzotti normallanc.

i1) = 411): Legyen H < G maximalis részcsoport. Ekkor H szubnormalosz-
t0 G-ben, de ha legalabb ,,két 1épésben” lenne az, akkor tartalmazna egy valodi
részcsoportja G-nek, ami ellentmond a maximalitasnak. gy H < G.

i11) = 1) El6sz0r belatjuk, hogy minden p-Sylow normélosztd, azaz (ami
a lll. Sylow alapjan, mint lattuk, ugyanezt jelenti) pontosan egy db p-Sylow rész-
csoport van minden sz6ba jov6 p primre. Tegylk fel indirekt, hogy valamely ¢

primre [Syl (G)| = |G : Ne(Q)| > 1, ahol Q egy ¢-Sylowot jeldl. Ekkor tehét
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@ normalizatora egy valddi részcsoport G-ben és benne van egy R maximalis
részcsoportban (véges sok Ng(Q)-t tartalmazd részcsoportot kell végignézni). De
itt R <G, azaz Ng(R) = G, ami ellentmond annak a tételnek, hogy egy olyan
részcsoport, mely tartalmazza egy p-Sylow részcsoport normalizatorat, sajat ma-
gat kell hogy normalizalja (2.6.6. tétel).
Mivel kiilénbdzd primekhez tartozé Sylow-részcsoportok csak az egységelemben
metszhetik egymast (amint a rend tulajdonsagabol latszik), igy a 2.2.14. tételt va-
lamint a részcsoportok normalitasat felhaszndlva G = P, P, - - - Py és
P, (P; | j # i) = e. Enhez még azt kell meggondolnunk, hogy egy kivalasztott
P; nem lehet benne néhany P;, (js # ¢) altal generalt (P;,) részcsoportban sem.
Valéban, mint lattuk, egymast trivialisan metszé normalosztdk elemenkeént felcse-
rélhetok ; ebbdl adddik, hogy az utdbbi generalt részcsoport egy elemének rendje
az egyes részcsoportokba esd ,,komponensek” rendjeinek legkisebb tébbszérose,
amely relativ pim lesz a P;-hez tartozé p; primhez. Eszerint valoban G = Hle P;.
iv) = 14): Mint lattuk, minden véges p-csoport nilpotens és véges sok nilpo-

tens csoport direkt szorzata is az. -

A tétel szerint az 6sszes véges nilpotens csoport szerkezetének leirasa az 6sszes
véges p-csoport szerkezetének leirasaval egyenértékii; utdbbi azonban (szintén)
nagyon nehéz problémat jelent, mert a véges p-csoportok minden specialis tulaj-

donsaguk ellenére elég bonyolultak lehetnek.

2.8.5. A Frattini-részcsoport

Végul ismerkedjlink meg a nilpotens csoportokkal kapcsolatban még egy fo-
galommal, melynek segitségével egy masik, szemléletes leirds adhat6 a véges nil-

potens csoportokra.
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2.8.16. Definicio: A G csoport maximalis részcsoportjainak metszetét Frat G-vel
jel6ljik és G Frattini-részcsoportjanak nevezzik.

Ha G-nek nincsen maximalis részcsoportja, akkor FratG “a.

Példaul FratZe = e, ugyanis mindkét prim elemszamu részcsoportja (melyek-
bdl egy-egy van) maximalis és metszetiik csak az egységelembdl all. Jegyezziik
meg, hogy véges csoportnak mindig van maximalis részcsoportja (e-b6l elindulva
veges sok tartalmazason keresztiil G-hez ériink). Ezzel szemben meggondolhato,
hogy pl. a kvaziciklikus p-csoportoknak nincsen maximalis részcsoportjuk.
Vildgos, hogy FratG < G, s6t a Frattini-részcsoport Un. karakterisztikus rész-
csoportja G-nek, azaz G minden automorfizmusanal (amely persze maximalis
részcsoportot maximalis részcsoportba kell hogy vigyen) fixen marad (igy a kon-
jugalasoknal is).

A Frattini-részcsoport a kdvetkez6 meglepé médon is karakterizalhatd:

2.8.17. Tétel: Legyen G csoport.
Frat G megegyezik G' un. nemgeneratorainak halmazaval, azaz pontosan az olyan
g € G elemekbdl all, melyekre (g, X) = G = (X) = G tetszbleges ) # X C G

részhalmazra.

Bizonyitas: Legyen el6szor g € FratG és tegyik fel, hogy (¢, X) = G, de
(X) # G valamely X C G-re.

Ekkor g ¢ (X) és itt nem részletezendd halmazelméleti megfontolasokkal be-
lathaté (a Zorn-lemmat hasznélva), hogy létezik egy legnagyobb olyan (X')-et
tartalmazé M részcsoport G-ben, melyre g ¢ M ; tehdtha M < N < @, ak-
kor g € N. Nyilvan M # G (mert g nincs benne). Azt allitjuk, hogy ebben az
esetben M maximalis részcsoport G-ben: ha ugyanis az elébbi M < N < G
teljesulne, akkor (g, N) = N, ami nem lehet, hiszen (g, N) > (g, X) = G. De

igy is ellentmondast kaptunk, mert eredményiink szerint g nincs benne az M ma-
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ximalis részcsoportban, de benne van a Frattini-részcsoportban (persze ha G-nek
nincsenek is maximalis részcsoportjai, akkor egy ilyen megtalalasa jelenti az el-
lentmondast).

Megforditva tegyuk fel, hogy a ¢ € G elemre (9, X) = G = (X) = G
minden nemires X részhalmazra, de valamely M < G maximalis részcsoportban
nincs benne g (persze ha G = Frat G, akkor ez eleve nem lehet). De ezzel az

M-mel a maximalitas miatt (g, M) = G és (M) = M # G, ami ellentmondés. m

Most megadjuk az igeért jellemzését a véges nilpotens csoportoknak.
El6szor is a 2.8.15. tétel szerint egy ilyen csoportban minden maximalis részcso-
port indexe prim kell hogy legyen. Ugyanis a feladatok kozott belatjuk majd, a
korabbi jelbléssel G = P, x P, x ... x P, minden részcsoportja P x Py X
X ... x Py alaky, ahol P; < P;. Mivel minden részcsoport szubnormaloszto, és
minden normallanc kompozicélancca finomithato, igy egy ilyen részcsoport pon-
tosan akkor lesz maximalis, ha pontosan az egyik p-Sylow-bdl valasztunk egy p
index( részcsoportot (ui. a p-csoportokban a feloldhatésag miatt csak a prim in-
dex( részcsoportok maximalisak).
Mivel a maximalis részcsoportok normalosztok is, igy eldbbi allitasunkat is hasz-
nalva ha M < G maximalis, akkor G/M = Z, valamely p-re, igy G' < M a
kommutatorrészcsoport tulajdonsaga szerint. Vagyis G’ minden maximalis rész-
csoportban benne van, igy G' < Frat G.
Megforditva, G’ < Frat G esetén minden M maximalis részcsoport tartalmazza
G'-t, ezért (mint lattuk) M < G, és a 2.8.15. tételre hivatkozva G nilpotens.
A kovetkezd tételt lattuk be:

2.8.18. Tétel: A G véges csoport pontosan akkor nilpotens, ha G’ < FratG.
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2.9. Szabad csoportok és prezentaciok

Ebben a részben el6szor természetes médon definidlunk ,.teljesen absztrakt”
csoportokat, melyekrél kider(l, hogy ilyenek homomorf képeként minden csoport

el6all. Ezutan az ilyen eldallitasokrol esik majd par sz6.

2.9.1. Szabad csoportok

Legyen X # () egy halmaz és vegyiink egy ezzel azonos szamossagu, de

téle diszjunkt masik halmazt, melyet (szuggesztiv mdédon) X —*-zel jeloliink, az
elemekre is alkalmazva a jel6lést; tehat ha o egy X — X ! tetsz6leges bijekcid
ésx € X, akkor X7!' 5 z7! := (2)a.
Készitsiink szavakat a #° : z, € X, B, = %1 betlik véges sokszori egymas
mellé irdsaval, azzal a megallapodéssal, hogy nem irunk egymas mellé z -t és
x!-t; az ilyet tiltott szonak mondjuk. (A 7 indexelés arra utal, hogy X tetsz&le-
ges szamossagu halmaz lehet.) Természetesen egyetlen betiit is szonak tekintiink
és két szd akkor és csak akkor egyezik meg, ha megfelel6 komponenseik (betliik)
megegyeznek. Két példa szavakra az 1 z121 €s az x5 'wsz3zg (it mondhatjuk,
hogy X = {z1,x,... ,x5}). Jel6ljlk az tres szot (amelyben 0 db bet(i szerepel)
1-gyel. A sz6 hosszanak nevezziik a benne szerepl6 z7-k szémat (8; = =+1),
tehat az el6bbi példankban a szavak hossza rendre 3 és 4 és az egyetlen 0 hosszU-
sagu sz az lres sz0.

Most a szavak halmazan értelmeziink egy szorzast, amely ,,vizualisan” tel-
jesen egyezik az eddigi szorzassal. Legyen ugyanis a w, = 225" ...z0* és a
we = y{'yy ...y} (zi,y; € X, Bi,y; = £1) szavak szorzata az ezek egymas
mellé irasaval kapott szo:

def 81, .82 Bk, 1,72 Ve
WiWe =Ty Ty ---Tp Y1 Yo ---Yp -
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Az Ures szbval akarmelyik iranybol val6 szorzas persze barmely szét fixen hagy.
Megtorténhet, hogy z, = y; és Bx = —71, tehat egy tiltott szo keletkezik a szor-
zasnal: ekkor ugy jarunk el, hogy ezt téréljik. Ha most Ujra tiltott sz6 keletkezik,
akkor azt is toroljik és igy tovabb, egészen addig folytatjuk az eljarast, mig nincs
tobb tiltott sz6. Amint lathato, eléfordulhat, hogy egészen az lires sz6ig kell ,,egy-
szer(isitenunk”, ha ugyanis w1 -ben és w,-ben éppen forditott sorrendben szerepel-
tek ugyanazok a betlk és ellenkez6 eldjel(i ,,kitevdn” (amely kitev6 egyeldre csak
egy jelolés), akkor w,w, = 1 (latjuk: itt éppen a szorzat inverzének mar megszo-
kott alakja bukkan fel).

Az el6bbi modon értelmezett szorzasrél pl. a kozépsé sz6 hossza szerinti teljes
indukcioval kénny( meggondolni, hogy asszociativ; ez a tiltott szavak ,,felbuk-
kanasa” miatt nem egészen nyilvanvald. Az eddigiek alapjan tehat definialhatunk

egy csoportot:

2.9.1. Tétel: Legyen X # () egy halmaz, X ~! pedig jel6ljon egy ugyanakkora
szamossagu, X -t6l diszjunkt halmazt.

Az 2 x5 .. .xf’“ : z; € X, B; = £1 alaku szavak az tires szoval egydtt csoportot
alkotnak az ,,egymas mellé iras” miveletére nézve.

Egységelem az tires sz ésaw = 27252 . 2% sz6 inverzeaw* = z; %z, Po 1
Ezt a csoportot az X altal generalt szabad csoportnak nevezzik és F'x-szel jel6l-
juk.

X elemei Fx szabad generatorai és azt is mondjuk, hogy F' szabad X -en.

Azt mondjuk, hogy F szabad csoport, ha létezik () # X halmaz, melyre Fx = F.

Példaul ha X = {a} egyelem(i halmaz, akkor az el6bbi szabad csoport a j6l ismert
végtelen ciklikus csoport:
Fx={...,a7'a ',a" ' 1,0,aa,aaqa,...} = 7Z

Emellett a szavak egyezésér6l mondottak szerint egy legalabb kételeml X hal-
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maz altal generalt szabad csoport nemkommutativ, hiszen az x, 2z, € X elemekre
x1T2 # xox1. Ugyancsak egyszerlen végiggondolhato észrevétel, hogy minden
szabad csoport torziémentes. Definiciénkbdl az is latszik, hogy @ # Y C X ese-
tén Iy < Fy.

Amint mar most is sejthetd, a szabad csoport szerkezete igazabdl csak | X|-tol
fligg, tehat azonos szdmossagu halmazok altal generalt szabad csoportok izomor-
fak ; ezt hamarosan be is bizonyitjuk.

Ha adott F'x-ben egy sz0, akkor benne ugyanazon bet(i egymas melletti pél-
danyait az egyszer(ibb jeldlés miatt ,,6sszevonhatjuk”, pl. w = x1x2x2x2x2x3‘1x3‘1x4-
ben az x,-kb6l és x5 '-ekbl all6 részeket Gsszevonva ezt kapjuk: w = 17525 224
Ezt az egyértelmdi felirast, amely a szorzasi definicidval 6sszhangban van és amely-
bol a szb eredeti alakja persze leolvashatd, a sz6 normalalakjanak hivjuk és a

tovabbiakban altalaban ekként gondolunk majd a szabad csoport elemeire.

Most belatjuk azt az egyszer( tételt, majd annak kdzvetlen kbvetkezményét,
mely a szabad csoportoknak a pont elején jelzett jelent6ségére mutat ra. A bi-
zonyitas (és a tetel allitasa) némileg arra hasonlit, ahogyan vektorterek kdzotti

linearis leképezéseket egyértelmiien meghataroznak a baziselemek képei.

2.9.2. Tétel: Legyen () # X egy halmaz, G egy csoport.
Ekkor minden f : X — G flggvényhez létezik pontosan egy ¢ : Fx — G

homomorfizmus, amelynél (z)p = (z)f Vz € X.

Bizonyitas: Vilagos, hogy ha a keresett homomorfizmus létezik, akkor egyér-
telm(, ugyanis minden sz képe ismert a mivelettartads miatt, ha az dsszes bet(i
(azaz az ures betlin/szon kivil X 6sszes elemének) képét ismerjik ; ezeket pedig

az z — (x)f fuggvénnyel megadtuk:

(@ . Yo = ((@)e)™ - (@)™ = (@) )" - ((@x) )™

Itt a B;-k mar tetsz6leges egész Kitevoket jeldlnek. Fontos észrevétel, hogy az
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elébbi megadas azért értelmes, mert minden sz6 egyértelmien irhaté betlik szor-
zataként: ha valamelyiket tobbféleképpen irhatnank fel, akkor a kiilénbdz6 felira-
sokhoz tartozé fuggvényértékeket ,,0ssze kéne hangolni”, amir6l egyaltalan nem
tudjuk, hogy mindig megval6sithato.

Persze (1)¢ &t ec €s nem nehéz latni, hogy az igy definialt X — G fliggveny

valoban homomorfizmus, ezért a bizonyitassal készen is vagyunk. n

)N N
Fx h

Az elébbi, fliggvények kodzotti kapcsolatot igy jel6ljik majd: ; , ahol
o az X bedgyazésat jeldli F'x-be. Megjegyezzilk, hogy a bizonyitasban kiemelt
egyeértelm( feliras tulajdonsag jellemzi is a szabad csoportokat, ugyanis igaz a
koévetkezd: ha a G csoportot generalja az X C G részhalmaza és G minden # e
eleme egyértelmien irhatd [[ =i : z; € X, o; # 0 alakban, akkor G = F.

A 2.9.2. tételt alkalmazhatjuk pl. Ggy, hogy tetszéleges G' csoport mellett
G = X-et valasztjuk a szabad csoport szabad generatorrendszerének, és az f
fuggvény egyszerlien legyen a G — G identikus flggvény. Ekkor a fent leirt egy-
értelmien létez6 Fx — G homomorfizmus egy epimorfizmus, azaz G = F/N
valamely N <« Fx mellett: G az Fx homomorf képe. Persze a fenti X helyett
vélaszthatjuk G tetszbleges olyan X részhalmazat, melyre (X) = G és f flgg-
venynek az x — x € G ,injektalast”; ekkor ugyanis a ¢ homomorfizmusnal
Mg = ((z)f |z € X) = (X) =G

Az imént a kovetkez0 tételt lattuk be:

2.9.3. Tétel: Minden G csoport el6all egy szabad csoport faktorcsoportjaként,

azaz G = F'/N valamely F' szabad csoporttal és annak NV < F' normalosztéjaval.

fenti meggondolasok mutatjak, hogy ez az eldallitas nem egyértelm, hiszen pl.
T, esetén F,, = Fi o . qy-nel és Fy = Z-gyel is torténhet a fent bemutatott kétfele

megvalositas (Z,, egyetlen elemmel is generalhatd). Még akkor sem egyértelmd,
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ha adott F', ui. tobbféleképpen valaszthatjuk pl. az f fliggvényt. Hamarosan lesz

még sz0 prezentaciokrol.
A 2.9.2. tételnek most egy elvi fontossagu alkalmazasat mutatjuk be:

2.9.4. Tétel: Legyen # X, Y két halmaz, | X| = |Y|.
Ekkor Fx = Fy : azonos szamossagu halmazok altal generalt szabad csoportok

izomorfak.

Bizonyitas: Jel6lje rendre o, és 0, az X-et Fix-be és Y-t Fy--ba injektalo fligg-
vényt (minden bet{ihz dnmagat rendeljik) és rogzitsink egy f : X — Y bijek-
ciét (ami az egyez6 szamossag miatt létezik).

Ekkor fenti tételiink szerint egyértelmden léteznek olyan 3, és 3, Fx — Fy €s

Fy — Fx homomorfizmusok, melyekrél a kovetkezdket tudjuk :
XgFXﬂ)FY éS Yﬂ)FLYﬁ)FX
fO_'; flo1
Vizsgéljuk meg a 0,3, 3, flggvényt; ez a kompozicio értelmes és X-bdl Fx-be
képez:
! [ toy
~SN ~ SN _1
0181 8o = f oo = ff 701 = 01

Eszerint a 3,5, egy olyan Fx — Fx homomorfizmus, melyre fennll, hogy
XY pry 152
o1

ség miatt 3,82 = idp, . Ugyanilyen érveléssel kapjuk (o323, -t atalakitva), hogy

; de tudjuk, hogy az idp, flggveny is ilyen, ezért az egyértelmi-

Bof1 = idp, . Ezek szerint 5, egy Fx — Fy bijekcio, igy a mivelettartas miatt

izomorfizmus: F'xy =& Fy, amint allitottuk. m

Bizonyitéas nélkul kdzoljuk, hogy elébbi allitasunk megforditasa is igaz:

Ha F; = F, szabad csoportok az X; és X, halmazokon, akkor | X;| = | X5

Az elébbiek alapjan kolcsondsen egyértelm(i megfeleltetés van a nemnulla sza-
mossagok és a szabad csoportok (izomorfiatipusai) kozott: adott oo szamossaghoz

letezik egy ilyen szamossagl halmazon szabad csoport (ahogy fent megadtuk),
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amely imént bizonyitott tétellink szerint (izomorfia erejéig) csak a-tol fugg; két
kil6nb6z6 szamossaghoz pedig egymassal nem izomorf szabad csoportok tartoz-
nak a nem bizonyitott allitds értelmében. Az F' szabad csoport szabad generéa-
torrendszerének szamossagat F' rangjanak nevezziik. Amint lattuk, pl. Z = F;
rangja 1.

Rovid halmazelméleti kitérdt téve emeljik ki az el6bbi tétel két kdzvetlen

(egymassal is 6sszefliggb) és dnmagukban is érdekes kdvetkezményét:

2.9.5. Tétel: Tetszdleges v # 0 szamossagra létezik oo szamossagu csoport.

Kdvetkezmény : Az 6sszes csoport(izomorfiatipus)ok nem alkotnak halmazt.

Bizonyitas: Ha a = n véges sz&mossag, akkor persze Z,, egy ilyen szdmossagu
(elemszamu) csoport (és mint jeleztiik, van olyan n, amikor nincs is mas).
Ha o végtelen szamossag, akkor F,-val jel6lve egy a szdmossagu halmaz altal
generalt szabad csoportot, |F,| = «, hiszen vilagos, hogy « < |F,| (mert ,,a”-nyi
bet(i van), masrészt |F,| = (1+)a+a?+a®+...=a+a+...=aly < a? =
= .
Itt a szavak unidjaként irtuk fel F,-t azok hossza szerint csoportositva, ahol az
(1+4) az egyetlen 0 hosszséagu sz6 ,jaruléka” (1 + « = « miatt van zarojelben) és
a szamossagaritmetika (6sszeomlasanak) szabalyait hasznaltuk (a felsorolasban
semmi nem szerepel kétszer, mert a szavak egyertelmien irhatok betilk szorzata-
ként).
Kaptuk: o < |F,| < a = |F,| = o a Schroder-Bernstein tétel alapjan.

A kovetkezmény igazolashoz tegyuk fel indirekt, hogy mégis egy I" halmazt
alkot az 6sszes csoport. Ekkor ennek egy €2 részhalmaza az 6sszes szabad cso-

port(izomorfiatipus)bol 4116 osztaly. Az elébbi részhalmaz képe a H — |H| ,,5z4-

mossagoperacional” a potlas axidmaja miatt halmaz, ami az 6sszes végtelen sza-
mossagot tartalmazza (hiszen minden ilyen fellép mint egy szabad csoport sza-

mossaga az el6bbi meggondolasunk szerint). A végtelen szamossagok azonban
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nem alkotnak halmazt, hiszen ellenkez6 esetben az dsszes szamossagok is azt al-
kotnanak (mert a veges szamossagok azt alkotnak), ami nem igaz; ezzel kész az

ellentmondas. ]

2.9.2. Prezentéaciok

r_r

Mint az el6z6 részben kidertlt, minden G csoport el6all egy F' szabad csoport
homomorf képeként, azaz F'/N alakban, valamely N < F-vel. Amint mondtuk, ez
el6allitas ,,nagyon nem” egyértelm, tehat a prezentaciohoz meg kell adni F'-et és
N-et is. Most egy olyan jel6lést ismertetlink, amellyel csoportokat prezentacidik-

kal adhatunk meg.

Egy tetszdleges G = (X') csoport abban kiilonbozik F'x-t6l, hogy el6bbinél a
generatorelemek kozott lehetnek bizonyos 6sszefliggések. Nevezetesen a generéa-
torelemekbdl készitett ,,szavak” kozil egyesek ,,nemtriviadlisan egybeesnek”, mint
pl. D, = (t, f) esetén tft = f~'; ilyen Osszefliggések persze nincsenek az Fy
szabad csoportban, annak definicidja szerint. Ezeket az 0sszefuggéseket, melye-
ket relacioknak hivunk, mindig megadhatjuk agy, hogy ¢ - g5 - ... - g,* = ea
megfeleld egyenlséget egy oldalra rendezve; itt g; a G néhéany (X -ben l1évo) ge-
neratorelemét jeloli. Egyszer(i észrevétel, hogy két relaciot 6sszeszorozva, relaciot
invertalva és konjugalva ismét relaciohoz jutunk ; ezt persze Ugy értjik, hogy a bal
oldalon 1évd kifejezésekkel és a jobb oldalon 1évé e-vel kulon-kulon végezzik a
miveletet. Az el6bbi eljarasokkal kapott relacidkat az eredeti relaciok kovetkez-
ményeinek mondjuk. Pl. az z2y® = e relacié kovetkezménye az y 3272 = e
(invertalas) és az y 'z%y3y = y '2?y* = e (konjugalas).

Az eddig elmondottak alapjan definialjuk a csoportok Un. definialé relaciokkal

torténd megadasat:
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2.9. Szabad csoportok és prezentaciok 2. EIméleti attekintés

2.9.6. Definicié: Legyen ) # X egy halmaz és sy = e (A € A) tetsz6leges
relaciok, azaz formalis egyenl6segek, amelyeket X elemeivel irunk fel.
AG=(X|sy=e: Xe& A)csoporton a kovetkez6 csoportot értjik:

G = F/N, ahol

F = (X*), aegy X — X* bijekcio és

N azon szavak altal generalt normalosztd F-ben, melyeket az s, relaciokbol ugy
nyeriink, hogy minden x bet(t (z)«-ra cseréliink.

Az X elemeit G generatorainak hivjuk, az s, = e egyenléségek pedig a definiald

relaciok.

Példaul a C,, = (x | 2™ = e) csoport definicionk szerint az egyetlen elem (jeldlje
mondjuk x*) altal generdlt F; szabad csoport azon N normaloszté szerinti faktor-
csoportjaval izomorf, melyet z*" general ; mivel, mint lattuk, F; = Z, igy latjuk,
hogy C,, éppen a mar jol ismert Z,, n elem( ciklikus csoport.

Meggondolhatd, hogy a definialt faktorcsoportban pontosan a definiciéban sze-
repld relaciok és azok kdvetkezményei teljestilnek majd, ui. egy tetszéleges G =
= F'/N-beli elemekkel felirt relacio bal oldalanak megfelel az i — F/N ter-
mészetes homomorfizmus N magjanak egy eleme, amely eldall X* elemeibdl

szorzasokkal, invertalasokkal és konjugalasokkal.

Amint az érezhet6 is, az elébbi megadasunk nem feltétlenil mikaodik ,,for-
ditva”. Ezt Ggy értjik, hogy ha adott egy G csoport, akkor nem feltétlendl tudjuk
annak 0sszes ,,fuggetlen” (azaz nem kdvetkezmény-kapcsolatban allo) relaciojat
feltarni, igy a néhany relacié megadasaval fenti értelemben definalt csoport nem
feltétlendl lesz izomorf G-vel. Példaul ha G = e az egyelem( csoport, akkor per-
sze G-ben is fennall a fenti 2™ = e relacio, és x = e generélja G-t, de Z,-et adja
a definicio.

A kovetkezd tétel éppen azt mondja, hogy a definicié a homomorf értelemben leg-
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2. EIméleti attekintés 2.9. Szabad csoportok és prezentaciok

nagyobb olyan G csoportot adja meg, mely teljesiti a megadott relaciokat. Ez segit
majd abban, hogy bizonyos ismert csoportoknak megadjuk egy-egy prezentacio-

jat.

2.9.7. Tétel (Dyck tétele): Legyen G és H két csoport, amelyeket ugyanazon
generatorokkal értelmeztiink és G minden definialo relacioja szerepel H definialo
relacioi kozott.

Ekkor H a G egy homomorf képével izomorf.

Bizonyitas: A definicionk szerint G = F/N; és H = F/N,, ahol a feltevés
miatt Ni < N,.

Ebben az esethen a mésodik izomorfizmustételt felirva:

H = F[Ny = ™ f
=G

Eppen ezt kellett belatnunk. -

- sz

= (t, f)-ben fennallnak a kovetkez0 relaciok: t* = f* = tftf = e; a dié-
dercsoport tehat definialhat6 ezekbdl a relacidokbol (és generatorokbdl) kiindulva,

melyekhez esetleg tovabbi relaciokat kell hozzavenniink:

D,=(t,f|?=f"=tftf=...=¢€)

Dyck tétele szerintekkor D,, az G = (t, f | t* = f™ = tftf = e) csoport egy fak-
torcsoportjaval izomorf. De a megadott relaciok szerint G = F x T, ahol F & Z,,
F>Z,ést; fkt, = f*t, €T, f, € F;ittaw, jeloli az zN mellékosztalyt a
sz6ban forgd F' — F'/N természetes homomorfizmusnal.

Eszerint éppen D,,-et adja a prezentacio: D, = (t, f | t* = f* = tftf = e).

Masik példank legyen S5, amelyrdl azt allitjuk, hogy
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2.9. Szabad csoportok és prezentaciok 2. EIméleti attekintés

S3 ={a,b|a®=0b*= (ab)? =€) :=G.
El6szor is az a = (123) és b = (12) vélasztassal lathatjuk, hogy ezek teljesitik a
relaciokat és (a, b) = Sy, mivel 6 = [Ss| > [(a,b)| > 4G = [(a)| |(b)| = 6. S
tehat G' egy homomorf képével izomorf. De a relaciok alapjan abab = e = ba =

= a b1 (= a?b), ezért G minden eleme a*b™ N alakban irhat6 (IV a definiciéban
szerepl6 generalt normaloszto), ahol raadasul eléga & = 0,1,2 ; m = 0,1 eseteket
néznink. Emiatt G legfeljebb hat elem(, igy S3 = G, amit igazolnunk kellett.

A kovetkezd fejezet feladatai kozott tovabbi csoportokhoz kerestink majd prezen-
taciokat.

Erdemes megemliteni, hogy éltalaban egy adott prezentécié alapjan nem fel-
tétlentil konny( informacidt nyerni egy csoportrél. Szamos megvalaszolatlan kér-
dést szolgéltatnak példaul a viszonylag természetesen adéd6 B(k,n) (szabad)
Burnside-csoportok: B(k,n) az a csoport, melynek k£ generatora van és a reléci-
0Ok azt fejezik ki, hogy minden elem n-edik hatvanya az egységelem; a korabbiak
szerint B(k,n) = Fy/(F})", ahol (F})™ persze az n-edik hatvanyok altal generalt
normalosztot jelenti az Fj, szabad csoportban (igazabol elég csak generalt rész-
csoportot mondani, ui. nem nehéz belatni, hogy tetszéleges G csoportban az el6b-
bi értelmezéssel G* normaloszté minden k € Z-re). Amellett, hogy mint latjuk
B(1,n) =2 Z, a fenti meggondolasunk szerint, a Burnside-csoportok jo részénél
(t6bb jelentds részeredmény mellett) az sem ismert, hogy egyaltalan véges-e a

csoport.

Végll bizonyitas nélkul kozoljik azt a fontos tételt, mely szerint a szabad
csoportok részcsoportjai elég specialisak (ellentétben homomorf képekben vald

gazdagsagukkal):

2.9.8. Tétel (Nielsen, Schreier): Ha F' szabad csoportése < H < F', akkor H

is szabad csoport.
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3. fejezet

Feladatok

3.1 Feladat: Adjuk meg azokat a G csoportokat, amelyeknek pontosan harom

reszcsoportjuk van!

Megoldéas: A feltevés szerint G nem allhat csak az egységelembdl; jelolje az
egyetlen valddi részcsoportjat H. Legyen z € G\ H. Ekkor (z) = G, ugyanis z
nyilvan nem generalhatja H-t, masrészt x # e. Eszerint G ciklikus csoport.
Amint a 2.2.12. tételbdl rogton adddik, G-nek pontosan annyi részcsoportja van,
ahéany oszt6ja |G|-nek, a kanonikus alakbdl pedig latjuk, hogy harom osztdja pon-
tosan az n = p* szamoknak van. Tehat |G| = p?; 2.5.3. szerint ekkor G = Z,, x Z,,
vagy G = Zy».

Konnyen lathatd, hogy az el6bbinek haromnal tobb részcsoportja van, ugyanis két
valadi részcsoportja pl. {((1,0)) és {(0,1)), igy ilyen nem lehet a keresett csoport,
csak Z,: tipusu. Ezek pedig eleget tesznek a feltetelnek a mar hivatkozott 2.2.12.
tételnek megfelel6en.

A vélasz tehéat a kdvetkezd:

Azok a csoportok, melyeknek pontosan harom részcsoportja van, éppen a p? rend(i

ciklikusak.
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3. Feladatok

3.2 Feladat: Mutassuk meg, hogy Cauchy tételének (2.6.2. tétel) megforditasa

semmilyen 6sszetett szamra nem igaz!

Megoldéas: Adott m tetszbleges 6sszetett szamra mutatunk olyan G' (véges) cso-
portot, melyre m | |G|, de G-ben nincs m rend( elem.

El6szor foglalkozzunk azzal az esettel, ha m nem négyzetmentes; legyen
m = p'ps? - ... - pp¥, ahol mondjuk o; > 2. Tekintsiik a kdvetkezd, m elemii
Abel-csoportot: G = Zy, prtlxl_l X Lz X .. prZk. Egyszer(i meggondolas mu-
tatja, hogy (tetsz6leges véges direkt szorzat esetén) a direkt szorzat egy elemének
rendje megegyezik a komponensei rendjeinek legkisebb kdzds tobbszordsével (ha
valamelyik végtelen, akkor az elem rendje is végtelen); ebbdl kovetkezik, hogy
G-ben nincs m rend( elem (azaz G nem ciklikus), mert a legnagyobb el&fordul6
rend p{* ' - pS? - ... pi* < |G| = m. Ezzel az esettel tehét készen vagyunk.

Legyen most m négyzetmentes dsszetett szam és jeldlje p az m legnagyobb
primosztojat. Tekintsiik a p-edfokd szimmetrikus csoportot, azaz S,-t. Lathato,
hogy m | |S,| = p!, ugyanis a faktorialisban minden p-nél kisebb (természetes)
szam szerepel, igy m primtényez6i is (a sziikséges > 1 kitevdvel). Meggondoljuk,
hogy S,-ben nincs m rendd elem. Ha 9 € S, ilyen lenne, akkor ennek diszjunkt
ciklusokra val6 felbontasaban a ciklushosszak legkisebb kdzds tobbszordse éppen
m (a rend és a ciklusszerkezet kapcsolatarél az 2.7.1 részben mondottak értel-
mében). Ez azonban lehetetlen, hiszen ha a ciklushosszak ci, c,, ..., cs, akkor
plm=cicy-...-co = p|c; valamely i-re, azaz van egy legalébb p hosszisagu
ciklus; ez csak akkor lehet, ha 9 egy p-ciklus, igy viszont o(¢) = p # m, ami el-
lentmondas. (Az is lathatd, hogy a Cauchy-tételnek megfelelé m = p esetén nem

jutunk ellentmondasra.) Az allitast ezzel igazoltuk. =
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3. Feladatok

3.3 Feladat: Jeldlje a G véges csoport részcsoportjainak szamat s(G).
Mutassuk meg, hogy s(A x B) > s(A) - s(B) és pontosan akkor all egyenl6ség,
ha (|4, [B]) = 1.

Megoldas: Az allitas els6 fele azonnal adddik abbol, hogy ha A; < A és By <
< B, akkor A; x B; < Ax B (ez gyorsan ellendrizhet6) ; A x B-nek tehat legalabb
annyi részcsoportja van, amennyit a direkt faktorok részcsoportjainak ,,0sszeszor-
z&sabol” nyerhetiink, azaz legalabb s(A)s(B).

Vizsgaljuk meg, mikor all egyenlség. EI8szor tegyiik fel, hogy (|A],|B|) > 1
és legyen p egy kozds primosztoja a két elemszamnak. Cauchy tétele szerint Ié-
tezik mindket csoportban p rend( elem, mondjuk @ € A és b € B ilyenek. Ek-
kor {(a,b)) egy p elemii részcsoportja A x B-nek, amely azonban nem irhat6
A; x By alakban (pl. azért nem, mert az elemszam miatt csak egy egyelemi és
egy p elem( részcsoport direkt szorzata lehetne, azaz az egyik direkt faktor vala-
melyik egységelem lenne, ami nem all fenn). Ezt a részcsoportot tehat nem sza-
moltuk meg az A; x B alaklakkal egyditt, igy s(A x B) > s(A)s(B).

Legyen most (\A| , \B\) = 1; a direkt szorzat tetszdleges részcsoportjarol
meg kell mutatnunk, hogy az tulajdonképpen A; x B; alaku (az is lehet, hogy
valamelyik direkt faktor az egyelem( csoport). Legyen egy ilyen részcsoport H =
= {(a;,b;) | 1 =1,2,...,k}. Vilagos, hogy A, := {a;} < Aés By := {b;} < B.
A relativ primségi feltevés miatt (o(a;),0(b;)) = 1 (i = 1,2,...,k); ekkor min-
den i-re van olyan ; € N szdm, hogy a)* = a; és b)' = ep, azaz (a;, ;)" =
%=1 (ofas))

7% =0 (o(bi))
lusok relativ primsége miatt biztosan megoldhat6 (kinai maradéktétel). Ugyanez-

= (ai, €p), Ugyanis a { szimultan kongruenciarendszer a modu-

zel a gondolatmenettel adodik, hogy alkalmasan megvalasztott v; pozitiv egészek-
re (aj,b;)% = (ea,b;). Mivel H részcsoport, ezért (a;, e) és (ea,b;) is H-ban

vannak (léven H-beli elemek hatvanyai), tehat a szorzatuk is, ami (a;, b;).
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Ez éppen azt jelenti, hogy az 6sszes A, x B;-beli elem benne van H-ban (nemcsak

a megadott (a;, b;) parok), azaz H = A; x By ; ezt kellett igazolnunk. -

Megjegyzés: Hlusztracioként és 6nmagaban is érdekes volta miatt szamoljuk ki a
legegyszer(ibben adodo esetet: hany részcsoportja van G = Z,, x Z,-nek? A két
trivialis részcsoporton Kivili (valodi) részcsoportok mind Z,, tipustak, igy ezek az
egységelemtdl eltekintve diszjunktak és G 6sszes egységelemtdl kilonbozé eleme
pontosan egy ilyen részcsoportban van benne. Ha tehat £ db van bel6luk, akkor

fennall a kdvetkez6:
l+(p-1VDk=p">k=p+1—>s(ZyxZy,)=p+3

Tehat p + 3 db részcsoportja van a direkt szorzatnak, mig (s(Zp))2 = 4:azels6

érték p novekedtével a végtelenhez tart, a masodik p-t6l fuggetlenul 4.

3.4 Feladat: fFjuk le a P> kvaziciklikus p-csoport (amelyet a 2.6.1. definicio

utan ismertettiink) részcsoportjait!

Megoldas: A kvaziciklikus csoportot most a kényelmesebb/egységesebb jeldlés
miatt igy ,.épitjuk fel”: P> = Z, < Z,» < Z,s < ...* Azt fogjuk megmutatni,
hogy a ,,vizualisan sejthetd” valasz a helyes: P> nemtrivialis részcsoportjai Zx
alaklak (k = 1,2,...) és minden ilyen részcsoportb6l pontosan egy van. A meg-
oldas két kisebb Iépéshal all.

i) Legyen H < P egy véges részcsoport, H = {a1, as, . ..,a.}. EKkor H
benne van valamely Z,x-ban, ugyanis minden a; eleme benne van valamelyik Z
ciklikus csoportban és ezek koziil a legnagyobb ; ,,index{i” az 6sszeset tartalmaz-
za. H tehéat ennek a ciklikus csoportnak egy részcsoportja, azaz £ = p® valamilyen
s-re s H = Z,., valamint H egyértelm{ (adott ciklikus csoport adott elemszamu

LEz az eljaras precize(bbe)n is Kivitelezhetd az un. direkt limesz segitségével, amelyet a

szakdolgozatban terjedelmi okokbdl nem ismertettiink.
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részcsoportja). Véges részcsoportok eszerint pontosan a P>°-t ,,felépitd” primhat-
vanyrendi ciklikusak.

i1) Legyen most H egy vegtelen részcsoportja P*°-nek. Tegyuk fel, hogy
H-ban van legnagyobb rend(i elem; legyen ez az elem a és a rendje o(a) = p*.
Eszerint (z)-t is hasznalva) a az egyetlen p* elem(i ciklikus részcsoportot generalja
P>-ben mig H tobbi elemei p* elem( (¢ < k) ciklikus részcsoportokat general-
nak; az ilyenek azonban mind benne vannak Z . = (a)-ban. Arra jutottunk, hogy
H < Z,, ami ellentmondas. H-ban tehat nem lehet legnagyobb rend( elem, azaz
tetsz6legesen nagy rend(i elem létezik. Ha g € P*°, akkor van olyan h € H elem,
melyre o(h) > o(g), ekkor g € H a korébbi érvelés szerint. Tehat P> < H, igy

H = P> és a leirés teljes. m

3.5 Feladat: fjuk le azoknak a véges kommutativ p-csoportoknak a szerkezetét,
melyekben az egységelemen kivul minden elem rendje p (a véges Abel-csoportok

alaptételének felhasznalasa nélkul)!

Megoldas: A feladatot kétféleképpen is megoldjuk.

I. megoldas: A csoportot szokas szerint jel6lje G és legyen |G| > 1. V&-
lasszunk egy tetsz6leges g1 # e elemet; ez egy p rendli G ciklikus részcsoportot
general. Ha G; = G, akkor megéllunk, ellenkezé esetben létezik go € G \ Gy,
amely (szintén) egy G, p-cikl(ik)ust general; ez természetesen GG,-et trivialisan
metszi. Az eddigiek szerint (G, G5) = G1Gs = G x G, hiszen egymast csak
az egységelemben metszé normalosztokrol van sz6. Ha most G x G = G, akkor
készen vagyunk, egyébkent Iétezik g3 € G\ G1 x G4 és az el6bbi érvelést elismeé-
telhetjiik. Az eljaréast folytatjuk: ha G, x ... Gy < G, akkor valasztunk egy g1
elemet, amely Gy, -et generélja és (G1,Ga, ...,Gri1) = G1 X Gy X ... Ggy1.
G végessége miatt a algoritmus biztosan véget ér, tehat a kdvetkez6t lattuk be:
ha G olyan véges kommutativ p-csoport, melyben az egységelemen Kivil csak p

rendi elemek vannak, akkor G a Z, direkt hatvénya, azaz G' = (Z,)". Ezeket a
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csoportokat elemi kommutativ p-csoportoknak hivjak.

I1. megoldas: Megmutatjuk, hogy értelmezhet6 egy skalarral val6 szorzés Z,,
(amely ezuttal mint test szerepel természetesen) elemeivel - melyekre a (0), (1), (2),
..., (p — 1) jelolést hasznaljuk - G-n ugy, hogy vektorteret kapjunk (Z, felett);
ebbdl adddik, hogy G mint vektortér (specilisan mint Abel-csoport az 6sszadésra
nézve) (Z,)"-nal izomorf, ahol & a tér dimenzitja.

Jeloljuk kivételesen a G-beli miiveletet +-szal és a (k) € Z, elemmel val6 ®
szorzast értelmezzik a kovetkez6képpen:

k db
Kos¥T+g+.. +9

A Osszeadasra vonatkozo vektortéraxidomak automatikusan teljestilnek (mivel Abel-
csoportrol van sz0), tehat a szorzésra vonatkozdakat kell ellendrizni hogy megmu-

tassuk, valdban vektorteret kaptunk.
k db

-
7z N

i) (k) © (g1 + 92) = (g1 +92) + (91 + g2) + ... + (91 + g2)
=g+a+...+a)+(@+gp+...+9)=(Fk) 0g +(k)©g

- 7 - 7

K db K db
i) (k) + () ©0g =g+9+...+9g=g+9+...+g+g+g+...+g =
k+L db K db ¢db

=k 0g+ ) 0og.

Itt kihasznaljuk az elemek rendjére vonatkozd feltevést, azaz hogy barmely elemet
onmagaval p-szer 0sszeadva (,,p-edik hatvanyra emelve”) az eredmény 0, ugyanis
a bal oldalon I1évd (k) + (£) 6sszeg csak ekkor felel meg a jobb oldalon Iévének,
ahol a tagok szama az el6bbiek szerint szintén csak mod p szamit. Ezen alapul a
kovetkez6 axioma teljestlése is:

i) (k)(0)og=g+9+...+g=g+...4g+g+...+g+..49+...+g=

N

-~ -~

e db ¢ db ¢db ¢ db
=k)o((0)og).

iv) Végil (1) ® g = g definici6 szerint. G tehét tényleg ,,vektortérré teheté” 7Z,

felett és az allitast belattuk. -
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Megjegyzés: Erdemes észrevenni, hogy az els6 bizonyitasbdl a kovetkezd tulaj-
donség is kider(l: az ilyen szerkezet(i csoportokban minden p elem( részcsoport
direkt faktor, hiszen barhonnan elkezdhettiik az eljarast. Ez nem minden Abel-
csoportra igaz, amelynek ,,faktorizacioja” tartalmaz Z, tipusi csoportot. Vegyuk
pl. G = Z, x Z,.-et és annak H = ((0,p)) p elemi részcsoportjat. Nem nehéz
meggondolni, hogy ennek nem létezik ,,direkt komplementuma”, azaz olyan K <
< G, amelyre H x K = G. Halenne ilyen K, akkor annak egyreszt Z, tipustnak
kéne lennie G szerkezete miatt?, masrészt trividlisan kéne metszenie H-t. Hogy
néznek ki a p? elem(i ciklikus részcsoportjai G-nek? A direkt szorzat egy elemé-
nek rendjérél 3.3 feladatban mondottak értelmében a generatorelem (a, b) alakd,
ahol o(b) = p? és a tetszbleges. Eszerint H N {(a,b) = H, hiszen a generétort
p,2p, . .., p*-edik hatvanyra emelve az 6sszes (0, kp) : k=0,1,...,p— 1 elemet

megkapjuk ; ezzel ellentmondasra jutottunk.

3.6 Feladat: Hatarozzuk meg a G véges (multiplikativan irt) Abel-csoport ele-

meinek szorzatat!

Megoldas: El6szor jegyezziik meg, hogy a feladat (a fenti formaban) csak Abel-
csoportra értelmes, hiszen egyébként meg kellene adni a szorzat tényezdinek sor-
rendjét.

Ratérve a megoldasra a szorzat tényez0it csoportositsuk Ugy, hogy egy elem és
az inverze egymas utan kertiljén: g1 g7 'g2g5 " . . .. Ez persze nem minden elemnél
megy, méghozza pontosan akkor nem milkddik, hag =g ' > =e o g=c¢
vagy o(g) = 2 (amint ezt a 2.6.2. Cauchy-tétel p = 2-re vonatkozé eseténél mar
meggondoltuk). Eszerint a kérdéses szorzat megegyezik a masodrend(i elemek (ha
vannak ilyenek) és az egységelem szorzataval (utobbi persze nincs érdemi hatés-

2 Altalaban is igaz a dolgozatban nem szerepl8 Krull-Remak-Schmidt tétel értelmében, hogy
egy csoport tovabb nem bonthat6 csoportokra vald direkt faktorizaciojaban a faktorok izo-

morfia erejéig egyértelmiiek; itt azonban ez elemi Gton is meggondolhato.
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sal a szorzatra).
Vegyuk észre, hogy ezek valdjaban részcsoportot alkotnak (Abel-csoport esetén):
ha 22 = e és y% = e, akkor (zy™!)” = zy~lzy™' = 22y2 = ¢, igy a 2.2.4.
tételre hivatkozhatunk. Jelélje ezt a részcsoportot K. Ha K > e, azaz ha G-ben
ténylegesen van masodrend( elem, akkor az elGbbi feladat alapjan K =2 (Z,)* va-
lamely ¢ > 1-re; elegendd tehat elemi kommutativ 2-csoportokra megvalaszolni
a kerdést.
Ha ¢ = 1, akkor a szorzat az egyetlen mésodrend{i (G-beli) elemmel egyezik
meg. Ha ¢ > 1, akkor a valamelyik Z, tipusu direkt faktorban lévé mésodrend(
elem pontosan 2¢-! tényezdben szerepel (ennyi olyan elem van (Z,)¢-ben, mely-
nek egyik direkt komponensét rogzitettlik), ezért az 6sszes elemet 6sszeszorozva
az egységelemet kapjuk.

Kérdesunkre a valaszt tehat roviden igy foglalhatjuk dssze:
A G véges Abel-csoport dsszes elemének szorzata az e egységelemmel egyezik
meg, ha G-ben a masodrend(i elemek szdma 0 vagy > 2, illetve ha egyetlen ma-

sodrend(i a eleme van a csoportnak, akkor ezzel. =

Megjegyzés: Az eldbbi dsszegzést megfogalmazhatjuk masként is.
Tudjuk (2.6.2.-b6l), hogy (tetszdleges) G pontosan akkor nem tartalmaz masod-
rendl elemet, ha |G| paratlan. Mésrészt 2.5.4. szerint G 2-Sylowja néhany 2-
hatvanyrend( ciklikus csoport direkt szorzata; eszerint €s 2.2.12. alapjan pontosan
akkor van egyetlen mésodrend(i elem G-ben, ha egyetlen ciklikus csoport szerepel
az el6bbi felirasban, ami éppen azt jelenti, hogy G 2-Sylowja ciklikus.
Osszefoglalva: a G véges Abel-csoport elemeinek szorzata az e egységelem-
mel egyezik meg, ha |G| péaratlan, vagy G (nemtrivialis) 2-Sylowja nem ciklikus,

és az egyetlen masodrendd elemmel, ha a (nemtrivialis) 2-Sylow ciklikus.
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3.7 Feladat: Jeldlje d(G) azt, hogy G véges csoport minimalisan hany elemmel
generalhato.

Mutassuk meg, hogy |G| > 24|

Megoldas: A d(G) = k jelolés mellett legyen {g1, go, - .., gx} €gy minimalis
elemszamu generatorrendszer, amelynek régzitsik ezt a szamozasat. Tekintsik a
g 957 ... go* (esetleg egytényezds) szorzatokat, ahol a; = 0,1; ezekb&l 2* db
van. Most megmutatjuk, hogy a szorzatok mind kiilénb6z6ek, ebbdl adddik a bi-
zonyitando allitas.

Tegytk fel ugyanis, hogy ¢i"¢5*...g;* = gflgf2 . .g,fk és van olyan i in-
dex, hogy «; # ;. Nyilvan feltehetjik, hogy pl. a1 # p1, killénben egyszerd-

sitlnk vele; mondjuk «; = 1 és B; = 0 (azaz utdbbi helyen e &ll a szorzatban).

Ekkor atrendezve az egyenlBséget g; = g5” ... gk gy g, 2F .. .- g5 *?, ami mu-
tatja, hogy g1 € (g2, 9s, - - -, gx), ellentmondva annak, hogy & elem( a minimalis
generatorrendszer. -

Megjegyzések : A bizonyitott allitas gy is megfogalmazhatd, hogy minden n ele-
m{i véges csoport generalhatd legfeljebb |log, n| elemmel. Ez - amint a 3.5 fel-
adatbdl kider(l - (Zg)k esetén éppen a pontos érték és persze egy (kelléen sok
elem(i) ciklikus csoport esetén (amelyre d(G) = 1) elég nagyvonalu becslés.
Erdemes megjegyezniink azt az érdekes (és messze nem trivialis) tényt is, hogy
minden véges egyszeri csoport generalhato legfeljebb két elemmel (egyetlen elem-
mel persze csak a Z, tipustak). Utobbi allitasnak egyel6re csak olyan bizonyitasa
ismeretes, amely az 6sszes véges egyszer( csoport attekintését add un. Klasszifi-
kacidra hivatkozik, amelynek (szamos cikkbdl allo) teljes dokumentacidja 10000
oldalnal is tébb ().

Koénnyen megallapithatjuk, hogy a (feladatban szerepl6) becslés nem javithato

|G| > 3%%)-re, amint Z, vagy Z, x Z, példaja mutatja.
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3.8 Feladat: Legyen G véges csoport, |G| =n > 1.
lgazoljuk, hogy |AutG| < [T (n — 27), ahol |k = log, 7.

Megoldéas: G végesen generdlt (mivel véges) és a 3.7 feladat szerint (annak je-
I61ését hasznalva) d(G) < |log, n| := k. Vegyuk G-nek egy legfeljebb & elem(
minimalis generatorrendszerét, ami alljona g1, go, - . ., gx elemekbdl (amelyek ko-
zul esetleg néhany ,,nincs is”), tovabba legyen a € AutG. Az automorfizmusok
elemi tulajdonséagaibdl azonnal adodik, hogy (g1)«, .. ., (gx)a is minimalis ge-
neratorrendszer G-ben (kiilénben az a~t-nél vett képlk egy kisebb elemszamu
generatorrendszert adna). Szintén egyszer( észrevétel, hogy az (g;)« értékek meg-
adasaval « is egyértelmiien meg van hatarozva (mint a vektorterek homomorfiz-
musainal) ; nem feltétlentl adhatunk meg azonban barmilyen & elem( minimalis
generatorrendszert képkéent (szemben a vektortérizomorfizmusokkal).

Az el6bbiek alapjan (g)a-t legfeljebb n — 1 = n — 2°-féleképpen valaszthatjuk,
mert e nem lehet. (g2)a nem eshet {(g;)a)-ba, ami legaldbb 2 = 2 elem(i; tehét
(g2)a legfeljebb n — 2! értéket vehet fel. Hasonldképpen (g3)a ¢ ((g1c, (go)c),
ami legalabb 22 elem(i a 3.7 feladatra hivatkozva, mert ha {(g; ), (g2)a} nem len-
ne minimalis generatorrendszer az altaluk generalt részcsoportban, akkor ezeket
minimalis generatorrendszerre cserélve és a tébbi (g;)a-t megtartva G-nek egy k-
nal kevesebb elem( generatorrendszeréhez jutnank. (g3)a-t tehat legfeljebb

n — 22 érték kozll valaszthatjuk, és az imént elmondottak alapjan (g;)a-t legfel-
jebb n — 2¢-1 érték kozul (1 = 1,2,...,k).

A ,legkedvezébb esetben” a képekrol fliggetlenil donthetiink ; ebbdl éppen a ki-

vant becslést nyerjuk:

AUG| < (n—-2n—-2Y(n—-2%-...-(n—2"1) = 1:[(77, - 2.
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3.9 Feladat: Bizonyitsuk be, hogy Aut D, & D,!

Megoldas: EIl8szor is ha o € Aut Dy, akkor o az f negyedrend( forgatast f-be
vagy f3-be kell hogy vigye (mert ez az 6sszes negyedrend(i elem) és a ¢ tlikrozést
valamely olyan méasodrend( elembe, amely nem négyzete egy negyedrend(inek;
ezek pontosan a tf* (i = 0,1,2,3) tikrozések. Mivel (¢, f) = D,, igy az el6bbiek
mutatjak, hogy Aut D, legfeljebb nyolcelem{. Most megmutatjuk, hogy a jelzett
alak automorfizmusok kozil valamennyi meg is valosul.

Vegyuk ugyanis azt az oy, o : Dy — D, fliggvenyt, amelyet igy definialunk:
e f s R = R (m=10,151=10,1,2,3;£=13)

Konny(l meggondolni, hogy ez bijekcio, ami a ¢, f generatorelemeken éppen a
fent leirt mddon hat: ¢ — tf* és f — f¢ (valdjaban ezekbdl a képekbdl ,,sejthetd
meg” oy ¢ alakja). Lassuk be, hogy oy, , mivelettartd is; ehhez vegyik a t™: fi és
t™2 fi2 elemeket, melyek rendre a t™ fE+itt ég ¢m2 fh+i2t glemekbe képzGdnek. A

szemidirekt szorzat tulajdonsagai szerint (kihasznalva a konjugalas mivelettarta-

sat):
(7 )« (m 72) = s )™ fis = g (772 i —
~——
fo f7t
— tml—l—mz f(’iz:l:il) — tm1+m2fk+(iz:|:i1)f
Masrészt

(tml fk—i—ilﬁ) . (tmgfk—f—iQé) _ tm1+m2 (fk+i1g)tm2 fk-f-izﬁ —
f:l:(lc+i1l)

— mitme fk—l—(igzl:il)é

oy ¢ tehat mivelettarto, igy tényleg automorfizmus. Mivel (amint megallapitottuk)
Aut D, legfeljebb nyolcelemi es pontosan ennyi db « , van, igy azt latjuk, hogy
|Aut D,| = 8 és minden automorfizmus «y ¢ alakd.

Az egyszerlibb jelolés kedvéért jelolje innentdl kezdve oy et (k, ¢). Amellett az
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észrevétel mellett, hogy a k, ¢ (egész) kitevok nyilvan csak mod4 szamitanak,
szamitsuk ki a (ky, £1)(ko, £2) szorzatot. Definicié szerint az els6 tényezd ™ f*-t
t™ fhititi_pe viszi, erre alkalmazva a masodik tényezét (fliggvényt) ¢m fretkibatitite.
t kapunk, azaz (ki1,¢1)(ka, 62) = (k1ly + ko, £1¢2). ESzerint az automorfizmus-
csoport Z4 és Z,* = Z, szemidirekt szorzata, ugyanis {(k,1)} egy negyedrendd
normalosztd és {(0,¢) | £ = +1(mod4)} egy kételem( részcsoport Aut D,-ben.
A fenti szorzéasi szabaly miatt Aut D, nem kommutativ, tehat a Z, x Z, szemi-
direkt szorzatban Z, egy masodrend(i automorfizmus(rész)csoportjaba kell hogy
képz6djon Z4-nek:

AutD,; 2 (a,b | a* = b* = baba = €) = D,; ezzel az allitast belattuk. n

3.10 Feladat:

i) Mutassuk meg, hogy a G csoport azonos konjugaltosztalyaiban [évé elemek

centralizatorai konjugaltak (tehat izomorfak)!

ii) Legyen G véges csoport és az i-edik konjugaltosztalyban 1évo elemek cent-

ralizatorainak elemszdma legyenc; (i = 1,2,...,h).
Bizonyitsuk be, hogy 3" | L =1!

iii) Kdvetkezmény: Csak véges sok véges csoport létezik adott osztalyszam-

mal.

Megoldas: i) Az elméleti részben hasznalt jeldléssel legyen y € [x], azaz y =
= 29 valamely g € G-vel, tovabba legyen c € C(x), azaz z° = x. Ekkor fennall

a kovetkez6:

tehat g 'cg = 9 € Ce(y) ésa g, konjugalas x centralizatorét y centralizatoranak
egy részcsoportjaba viszi. Forditva: hay? = y, akkor 2999 = zésd? ' € Cg(x).

Ezzel megmutattuk, hogy a (rogzitett) g-vel valé konjugalas egy C(z) — Ce(y)
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izomorfizmus.

i1) Amint azt meggondoltuk a 2.4.3. tételben, |[z;]| = |G : Cg(z;)|, ahol z;

1 1 _ |G:Cg(ai)
|Ca ()] ci G|

az i-edik konjugaltosztaly tetszdleges eleme. Innen

A bizonyitando allitas eszerint ez:

Z|G CG 371 -1
G|

azaz
h

D |G : Celm:)| = |G

i=1
Utobbi egyenldség viszont pontosan azt mondja, hogy G elemszéama a (diszjunkt)

konjugaltosztalyok elemszamainak 6sszege, ami igaz, 1évén a ,,konjugaltnak len-
ni” ekvivalenciarelacio (amint azt belattuk a konjugalas tulajdonsagainak vizsga-
latanal). A kivant allitast ezzel igazoltuk.

i11) A(z egyébként egyéltalén nem nyilvanvald) kovetkezmény igazolasahoz

azt mutatjuk meg, hogy a Z =1; 0 < z; € N egyenletnek rogzitett

=1 :c
h mellett csak véges sok megoldasa van. Mivel adott G véges csoportra |G| =
=max{c; : i=1,2,...,h} (hiszen pl. G = Cg(e)), igy az elébbi (még bizonyi-
tasra varo) eredményt hasznalva adott ~ osztalyszamu csoportnak legfeljebb annyi
eleme lehet, amennyi a fenti egyenlet legnagyobb z; megoldasa; tehat csak veges
sok véges csoport johet sz6ba.

Ratérve a jelzett bizonyitasra legyen z; < zo < ... < zp,.

Ekkor 1 = Y30, L < 2 amib6l h > 21; a; tehat legfeljebb az 1,2,..., A
értékeket veheti fel. Most levonva m—ll-et ugyanez a gondolatmenet mutatja, hogy
xo-re is csak véges sok érték jon szoba és igy tovabb: minden z;-re véges sok

lehetéségunk van. Ezzel a bizonyitas teljes. n

Megjegyzés: Végtelen csoportok nagyon ,,vad” médon viselkedhetnek konjugal-

tosztalyok szempontjabol, amint azt a nevezetes Higman, Neumann és Neumann
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beédgyazési tétel mutatja: minden torziomentes csoport bedgyazhat6 egy olyan G
végtelen csoportba, amelynek két konjugaltosztalya van, azaz az egysegelemen
kivil barmely két elem konjugalt G-ben(!!). Tavolrol sem nyilvanvalé mar az
sem, hogy ilyen csoport egyaltalan létezik. Ennek nagyon egyszerii és enyhe ér-
zékeltetésére megemlitjik, hogy (amint az egyébként kénnyen meggondolhatd)

veges csoportok kozil kizardlag Z,-nek van két konjugaltosztalya.

3.11 Feladat:

i) (Burnside-lemma) Legyen X # () egy véges halmaz és G < Sx permuta-
ciocsoport. A Fix() jel6lje a = permutécio fixpontjainak halmazat.
Mutassuk meg, hogy X G-orbitjainak szdma megegyezik az ,,atlagos fix-

pontszdmmal”, azaz az alabbi kifejezéssel:
~ > [Fix(r)
— m
|G|

ii) lgazoljuk, hogy ha G legaldbb kételem(, véges, tranzitiv permutaciocso-

port, akkor G tartalmaz fixpontmentes elemet.

Megoldas: i) A megoldas kulcslépése az, hogy a bizonyitandd képletben szerep-
16 0sszeget maskent irjuk fel a ,,kettds leszamlalas” modszerét alkalmazva.
Készitsiink (gondolatban) egy |G| sorbdl és | X| oszlopbdl all6 tablazatot, amely-
ben az ij pozicioba tegyiink egy piros pontot, ha a j-edik oszlopban levo z; € X
elem fixpontja az i-edik sorban 1évd 7; permutacidnak. Tehat pl. az egységelem
soraban minden pozicidban van egy pont és egy = € X elem oszlopaban pontosan
az Stg(x) stabilizator elemeinek megfelel helyeken vannak pontok.

Hany piros pontot irtunk ésszesen a tablazatba? Soronként dsszeszamolva az al-
litasban szerepld ) . [Fix(7)|-t kapjuk, ami persze megegyezik azzal, ha osz-

loponként szamoljuk ossze: Y . [Stg(z)|. Tudjuk, hogy |[z]| = |G : Stg(z)],
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azaz a bizonyitando allitas |G|-vel val6 egyszer(sités utan a kovetkez6 alakot 6l-
ti:
1

X G-orbitjainak szama= ) ___ B

Ez pedig teljesul, hiszen egy-egy orbit elemeire 6sszegezve az adott orbit elem-
szamanak reciprokat 1-et kapunk, tehat az 6sszes orbit 6sszes elemére (azaz X
minden elemére) dsszegezve éppen az orbitok szama adodik. A bizonyitas ezzel
teljes.
Megjegyzés: Lathatjuk, hogy az érvelés miikodik valamivel &ltalanosabban is, ne-
vezetesen akkor, ha a G' véges csoport hat az X véges halmazon (G végességét
most fel kell tenniink, kilénben esetleg végtelen tablazatot kellene késziteni).

i1) Mivel G tranzitiv, igy X szikségképpen véges és egyetlen G-orbit van.
Az imént bizonyitott lemmat alkalmazva 1 = ﬁ > e [Fix(m)|, amibdl |G| =
=Y .cc [Fix(m)|. Az egységelemnek legalabb két fixpontja van, hiszen a feltevés
szerint | X| > 2.
Tegytik fel indirekt, hogy minden 7 € G esetén |Fix(m)| > 1, ekkor az el&bbiek
alapjan |G| = > . [Fix(7)| > 2 + |G| — 1 = |G| + 1, ami ellentmondas, tehat

valdban létezik olyan permutécio, melynek nincs fixpontja. n

3.12 Feladat: fjuk le a |G| = pq rendii csoportok szerkezetét, ahol p > ¢ pri-

mek!

Megoldéas: Sylow 1. tétele (vagy Cauchy tétele) alapjan G-nek léteznek prim-
rend(i ciklikus p- és g-Sylow részcsoportjai. A két kiilonb6z6 primhez tartozé (va-
lamely) P és @@ Sylow-részcsoport termeszetesen csak az egységelemben metszi
egymast és PQ = G, ugyanis |PQ| = |P||Q| = |G|, PN Q = e miatt. A Sy-
low tételekbdl tudjuk még, hogy [Syl,(G)| = 1 (modp), valamint [Syl (G)| | ¢;
p > ¢ miatt ez a két feltétel egyszerre csak Ugy teljesulhet, ha egyetlen p-Sylow

van, ami igy normaloszto (G tehat biztosan nem egyszer().
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Eszerint G mindenképpen P x (Q alaku, tehat az a kérdés, hogy a (kivalasztott)
g-Sylow hogyan hat a konjugalassal P-n, azaz milyen részcsoportjaba képzddik
Aut P-nek; ez - lévén @ egyszer(i csoport - vagy a trivialis, vagy egy Z, = Q
tipusu automorfizmus(rész)csoport lehet.
A ¢-Sylowok szdmara is az el6z6 két feltétel teljestil a megfelelé modositasokkal,
ami rogton mutatja, hogy ¢ 1 p — 1 esetben g-Sylowokbdl is csak egy van és igy az
is norméaloszto. Ebben az esetben G a két, egymaést csak az egységelemben met-
sz0, igy elemenként felcserélheté normaloszté szemidirekt szorzata, amelybdl -
mint lattuk - G = P x @ adodik. G tehat Z,, tipusu ciklikus csoport. Ez pontosan
annak felel meg, amikor a ¢g-Sylow a trivialis automorfizmuséaba képz6dik P-nek.
Erdemes megemliteni, hogy az iménti eredmény szerint pl. 15 = 5 -3 és 35 =
= 5.7 elem( csoportb6l csak egyféle van, s6t végtelen sok olyan 6sszetett szamot
adhatunk meg, amelyekre (mint elemszamokra) csak egyféle csoport létezik (ami
persze az adott rend( ciklikus csoport).

Réatérve ap = 1 (mod q) esetre az egyik lehetség persze mostisaG = P x )
, azaz amikor mindkeét tipust Sylow-részcsoportbdl egy van; ekkor @ trivialisan
hat a konjugalassal P-n.
A masik esetben ) egy Z, tipusu automorfizmus-részcsoportjaba képzodik Aut P-
nek. Ezen a ponton felhasznaljuk azt a(z egyébként nem tdl bonyolult) tételt, mely
szerint AutZ,, = Z;,, azaz az n-edrend ciklikus csoport automorfizmuscsoportja
amodulo n redukalt maradékosztalyok multiplikativ csoportjaval izomorf és min-
den (1) — (¢) (¢,n) = 1 hozzarendelés alapjan az egesz csoportra kiterjesztett
leképezés valoban automorfizmus. Specialisan, ha n = p prim (vagy mas olyan
modulus, amelyre nézve létezik primitiv gyok), akkor ez a csoport ciklikus, amint
azt szamelméletbdl tudjuk. Jelen esetben tehat a p — 1 elemi{ Aut P ciklikus cso-
port egy ¢ elemii részcsoportjarél van sz6, amelybdl pontosan egy van, és az is

ciklikus, ahogyan azt 2.2.12.-ban belattuk.
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RoOgzitsik most P és Q egy-egy generatorelemét, azaz legyen pl. P = (x) és
@ = (y), tovdbba legyen k£ € N egy rogzitett primitiv gyok mod p. Ekkor a
szemidirekt szorzatban szereplé Q — Aut P automorfizmust egyértelmiien meg-
hatarozza, ha (korabban mar hasznalt jelolessel) z¥ := 2™ (1 < m <p— 1)-et
megadjuk. Itt m-nek olyannak kell lennie, hogy a & primitiv gyok &ltal generalt
7, elem( ciklikus csoport egyetlen g elem ciklikus részcsoportjat generalja;
ilyen m-bdl a hatvany rendjére vonatkoz6 dsszefiiggés alapjan éppen ¢ (q) van (¢
az Euler-féle fuggvényt jeldli). Részletesebben m lehet kp%l, aholk=1,2,...,¢q
és (k,q) = 1.

Ezen a ponton felmerul a kérdes, hogy ha m; és my ket lehetséges (m-)

érték, akkor az ezeknek megfeleld G; és G csoportok vajon tényleg kilénbo-
z6ek-e? Megmutatjuk, hogy ez val6jaban nem igy van.

Ugyanis tekintsiik valamelyik fenti (mddon definialt) @ x P szemidirekt szorzat
alabbi leképezését onmagara: yz? — y°z?, ahol ¢, d, € N és (a,p) = 1 («
rogzitett). Vilagos, hogy ez bijekcio, st mivelettartd is, ami rovid szamolassal
ellenérizhet6 (kihasznalva a konjugalas mivelettartasat). Tehat ez a leképezés au-
tomorfizmusa a szemidirekt szorzatnak, amelynél (z™ )Y = z™1*, Ha adott m, és
ma, akkor (mivel my és mo relativ prim p-hez) létezik olyan o*, hogy mia* =
= my (modp) és (a*,p) = 1; az ehhez tartozé z — z* y — y automorfizmus
mutatja, hogy ugyanazt a csoportot definialtuk mindkét esetben, azaz G; = Gs.

Most mar teljes a pg elem(i csoportok leirasa:

Ha |G| = pq, ahol p > ¢ primek, akkor ¢ t p — 1 esetén G = Z, x Z,,
q | p— 1 esetén pedig vagy G = Z,, x Z,, vagy G = Z, x Z,, ahol Z, az egyetlen

g elem( részcsoportjaba képzddik Aut P-nek. n

Megjegyzés : Korabbi ismereteinkkel egyltt most mar teljes leirast ismeriink azok-

rél a csoportokrol, melyek elemszama két (nem feltétlenul kiildnb6z8) prim szorzata.
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3.13 Feladat:
i) Mutassuk meg, hogy A4 = (z,y | 22 =y = (2y)® = e)!

i) lgazoljuk, hogy Sy = (z,y | z* = y* = (zy)® = ¢)!

Megoldéas: ) El6szor vegylk az z* = (12)(34) és y* = (123) elemeket (melyek
paros permutaciok); lathato, hogy ezek teljesitik a relaciokat. Be akarjuk latni,
hogy A4 = (z*,y*). Tudjuk, hogy (z*,y*) < A4 és a generalt részcsoport leg-
alabb hatelem( a 2.2.14. tétel alapjan. Ha tehat meggondoljuk, hogy A4-ben nincs
hat elem(i részcsoport, akkor a generatumnak egybe kell esnie a teljes alternalo
csoporttal.
Tegyuk fel indirekt, hogy M < A, egy hatelem( részcsoport; ekkor M < A4, mi-
vel a részcsoport indexe 2. Tekintsik az N = {e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} <
< A, részcsoportot (a 2.7.2. tétel el6tti megjegyzésiinkben megallapitottuk, hogy
ez val6ban részcsoport, amely A4 2-Sylowja). Mivel (a permutaciok rendjérol és
A4-r6l elmondottak alapjan) ez a részcsoport az 6sszes masodrend(i elemet tar-
talmazza, igy N < A4, ugyanis egy konjugalas ezeket egymas kdzott permutalja.
Ekkor MN < A, ésigy MN = Ay, hiszen MN > M, mert N £ M Lagrange
tétele miatt.
Az 1. izomorfizmustétel szerint N/N N M = NM/M = Ay/M = Z,, ami-
b6l [N N M| = 2. Mivel normalosztok metszete is normaloszto, igy egy kételem(
normalosztot kaptunk. Altalaban is igaz azonban a 2.8.3. miatt, hogy egy kételemi
normélosztd a centrumban van. Ezzel ellentmondésra jutottunk, mert Z(A,) = e;
emellett hasonl6an érvelhetiink, mint a 2.7.4. tételben.

Kiderult tehat, hogy A4 = (z*,y*) és a megadott elemek teljesitik a rela-
cidkat; Dyck tétele szerint tehat A, a definialé relacidkal megadott csoport egy
faktorcsoportjaval izomorf. K-val jeldlve az utébbit tekintsiik K szorzassal vald

jobb hatasét a kdvetkez6, mellékosztalyokbol all6 halmazon:

{), W)=, (y) zy, (y) zy°}
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Persze ellendriznunk kell (a definialo relacidk alapjan), hogy ez tényleg jobb ha-
tas; ehhez elég, hogy mind az x, mind az y generatorokkal valé jobb szorzas
valoban egymaés kozott permutélja a megadott mellékosztalyokat. Csak két eset
nem olvashaté le kdzvetlenil; amikor az (y) zy és az (y) xy? mellékosztalyokat
szorozzuk jobbrol z-szel. Azt sejtjik, hogy (y) zyz = (y)zy* és vegyik ész-
re, hogy amennyiben ez igaz, ugy jobbrol szorozva éppen a méasik bizonyitando

egyenldséget kapjuk. Az el6bbi pedig valoban teljesil :

(y) zyz = (y) zy® & ayz(ay®) " = zyayz € (y)

ami igaz, hiszen az (zy)® = zyryzy = e relaciobdl xyzyxr = y=' € (y). Ezen
a ponton meg kell jegyeznunk, hogy a fentiekbdl derul ki az is, hogy val6ban
négy kilonbdz6 mellékosztalyrdl beszéliink ; ezt a fontos tényt eddig nem gon-
doltuk meg. Ugyanis (y) nyilvdn nem eshet egybe semelyik tovabbival (mert ek-
kor z is y-hatvany és igy K haromelemd ciklikus lenne, amelynek nem lehet A,
homomorf képe), masrészt ha a tébbi harombdl barmely kettd egybeesne, akkor
konnyen adédoéan mind a harom egybeesne, ez pedig ellentmond annak, amit az
x-szel vald jobb szorzasnal meggondoltunk.

Adott tehat K -nak egy permutéacioreprezentacioja S,-be, aminek magjat azok
az elemek alkotjak, amelyek mind a négy mellékosztalyt fixen hagyjak. Tudjuk,
hogy az (y) mellékosztalyt pontosan y hatvanyai hagyjak fixen, amelyek kozll
azonban csak a trivialis y*> = e hagyja fixen (mondjuk) (y) z-et; eszerint a per-
mutécidreprezentacio magja e és igy K az S, egy részcsoportjaval izomorf. Mér
csak azt kell meggondolnunk, hogy K % S,. Ez viszont Kideril az el6bbiekbdl,
hiszen mint lattuk nincs olyan # e permutécié K-ban (illetve izomorf képében),
amely (y)-t és (y) z-et is fixen hagyna (mig S4-ben van ilyen), ezért | K| < 12 és
van A,-gyel izomorf homomorf képe = K = A4, amit igazolnunk kellett.

i1) Most is azt gondoljuk meg el6szor, hogy S, teljesiti a relaciokat. Valdban,

tekintsuk az z* = (1234) és y* = (12) permutacidkat; ekkor z*y* = (234), igy
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az osszes relacid teljesul. Mivel a 2.2.14. miatt a két elem altal generalt részcso-
port legaldbb nyolcelem( és az el6bbiek alapjan tartalmaz harmadrend( elemet,
igy vagy tizenkét, vagy huszonnégy elem( kell hogy legyen. Ha az el8bbi allna
fenn, akkor a 2.8.3.-t kovetd meggondolas szerint S, centruma nem csak az egy-
ségelembdl allna (ami nem igaz) ; tehat (z*, y*) = S, és S, a fenti prezentécioval
definalt csoport homomorf képe. Utobbit jeldlje K.

Tekintsuk K-ban az (x) = H szerinti kovetkezé mellékosztalyokat:
{H,Hy, Hyz, Hyz*, Hyz®, Hyz’y}

Meg fogjuk mutatni, hogy legfeljebb ennyi jobb oldali mellékosztaly van H sze-
rint, ebbdl adédoan K legfeljebb 4 - 6 = 24 elem(), tehat K = S,.

A definialo relaciokbol kozvetlenil latszik, hogy az y-nal jobbrol vald szorzés a
kovetkezd mellékosztaly-cseréket hajtja végre: H <+ Hy és Hyx? < Hyx*y;
gondoljuk meg, hogy a fennmaradé két mellékosztalyt is cseréli. Mivel (zy)3 =
= zyxyxy = e, igy yry = 'y~ = 2dyad, tehdt Hyzy = Halyz® =
= Hyax3, ezzel az egyik irdny meg is van. A Hyx®y = Hyx masik irdnyhoz az
kell, hogy yz3yz—ty ! = ya®yady H-ba essen, ami igaz, hiszen

yrlyr’y =y (yryzy) y(yeyzy)y = (yy) zyzy(yy)ryz(yy) = (zyzyry) =« € H.
—— ~~

3 e

Most az = generatorelemel szorozzuk meg jobbrol az 6sszes mellékosztalyt ; ekkor

H fixen marad és vilagos, hogy a kévetkez6 4-ciklus szerint permutalddik a benne

szerepld 4 mellékosztaly: (Hy Hyx Hyxz? Hyz?). Azt kell tehat meggondolnunk,

hogy a Hyz2y mellékosztaly (is) fixen marad, azaz z := yz2yzy~'(2?) 'y~! =

= yrlyzyx®y € H.

Ezisteljesul, hiszen z = (yzyyxy) x yxyyry = yryy (ryryry) yry = yr yy yry =
—_—— ———— ~~

yzly yz’y e e
= yoyxry = L. Mivel minden H szerinti (jobb oldali) mellékosztaly valamely, a

generatorelemekkel felirt szoval vald szorzassal kaphaté meg, igy az el6bbi meg-

gondolasok azt mutatjak, hogy az 6sszes mellekosztalyt felsoroltuk.
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A bizonyitas ezzel teljes. n

Megjegyzés : Lathato, hogy a feladat ¢) részére is igaz az allitas (és érv), hogy ott
valGjaban az 0sszes, az adott részcsoport szerinti mellékosztalyt eléallitottuk ; az

i)-beli gondolatmenet tehat Ggy is befejezhetd, ahogy az i7)-beli.

3.14 Feladat: Legyen F szabad csoport az X # () halmazon.
Bizonyitsuk be, hogy F" azon szavakbol all, amelyekben minden x, bet(i kitevdinek

0sszege= 0!

Megoldas: Nevezziik a fenti szavakat nullosszeglinek és jel6lje a nulldsszegi
szavak halmazat K. Az allitas egyik fele konnyen adodik a kommutator definici-
6jabol. Ha w; és wy két s20, akkor a [wy, wy] = w; 'wy 'wiw,y ,kommutalasnal”

minden bet( kitevGinek 6sszege 0 lesz (az esetleges x oz, " tiltott szavak megjele-

[e%

s

nése miatti egyszer(isitések természetesen nem valtoztatnak az 6sszegen). Eszerint
minden kommutatorra igaz az allitas és vilagos, hogy kommutatorok szorzataira
is igaz; ezzel be is lattuk, hogy F' C K.

A masik iranyhoz hasznalt ,,trikkot” az egyszer(bb jel6lés- és fogalmazas-
maod miatt egy konkrét peldan mutatjuk be, de lathatd lesz, hogy a mddszer alta-
lanosan is makadik.

Tekintslk példaul F3-ban a kdvetkezd (normalformaban felirt) nullosszegli sz6t:
D1

w; = xfxgxgxgxgxflxglxg x;Qxflx;l

Szorozzuk meg w-t jobbrél @;'z3* @ 125 = [@1, 3] = ki-vel; gyors szdmolas

mutatja, hogy ekkor a kdvetkez6t kapjuk:

@2

3

Wy = a:fmx%x%xgxfl x;lxg x;zxfl

LEIt{int” tehat a sz6 végérdl az z;* és az x5 kitevé hozzdadodott egy, a szoban

6t megel6z6 x5 hatvany kitev6jéhez; ekdzben persze semelyik betli kitev6inek
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dsszege nem valtozott meg. A wy-ben megjeldlt @,-t hasznélva, azaz (@9, z1] =
= ky-ral jobbrél szorozva w,-t most , eltlintetjik” a sz6 végén szerepld z -hatvanyt,
amelynek kitev6je hozzaadddik egy korabbi z,-hatvanyéhoz. Az eljarast folytat-
juk az eddigiek szerint: az /-edik w, sz0 végén 1évd betibdl (pl. z,) keresunk
egy tovabbit a szban (ha a bet( kitevdje nemnulla, akkor a valtozatlan nullésszeg
miatt ilyennek lennie kell) és a fent leirtak értelmében készitett k£, kommutator-
ral jobbrél szorozva az el6z6 betiit ,eltintetjuk”, a kitevét hozzaadva a (tetszés
szerint valasztott korabbi, azonos bet(l) hatvanyahoz. Latjuk, hogy ez az eljaras
véget ér tetszbleges Fs-beli sz6bol kiindulva, és pontosan akkor, amikor az ere-
deti sz6 minden bet(ijébdl mar csak egy szerepel. Ennek az egyetlen betlinek a
kitevOje meg fog egyezni a kiindulasi sz6 adott betlje kitevbinek dsszegével. Spe-

cialisan ha nullosszegli sz6bol indulunk ki, akkor az eljaras végén (mondjuk az

¢-edik lépésben) az Ures szét kapjuk, azaz w - kikoks - ... - ky = 1 ésigy w =
=k, 'k, ... k', azaz (Iévén kommutator inverze is kommutator) w kommu-
tatorok szorzata: K C F', igy K = F’, amint allitottuk. -

3.15 Feladat: Hany kompoziciolanca van G = Q x Z15-nek, ahol @) a(z alabb

definialt) kvaterniécsoport?

Megoldas: A @ kvaterniécsoport a kovetkezd (ismertként kezelt) kvaternidk
halmaza:

Q = {£1, +i, £+, £k}

A mlivelet a kvaterniészorzas, azaz a ,,nemtrivialis” szorzasok a kdvetkezok:
ij=—ji=k ki=—ik=3j, jk=—kj=14, i ’=j"=k’=1

Q nilpotens, hiszen 2-csoport, de nem kommutativ. A(z elemeket végignézve) —1
az egyetlen masodrend( elem és kénny( kiszamolni, hogy Z(Q) = Q' = (—1) =

= {—1,1}; mivel ezt minden # e részcsoport tartalmazza, igy @-ban minden
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részcsoport normalosztd.?

Ratérve a feladatra tudjuk, hogy G feloldhato, hiszen feloldhatd csoportok
direkt szorzata. Eszerint G kompoziciolancaiban (amelyek a végesseg miatt biz-
tosan léteznek) a faktorok primrendtiek, és |G| = 120 = 23 - 3 - 5 miatt minden
kompozicidlancban harom db Z, és egy-egy db Zs ill. Zs tipusu faktornak kell
szerepelnie (a Jordan-Holder tételt is felhasznalva).

A 3.3 feladat alapjdn G-nek csak olyan részcsoportjai vannak, amelyek A x B
alakuak, ahol A < @ és B < Z;s.
Az eddigiek szerint egy kompoziciélanc ilyen alaku:

G=Agx By A xB; >Ay X By b>...> A5 X By & e
ahol az 6t db faktor a fentiek valamilyen ,,ismétléses permutacioja” és A; 1 < A;,
B 1<4B; (i=0,...,4) (s6t, igazdbdl A; <« Q) és B; < By is teljesl).
Vegyuk észre tovabba, hogy barmilyen permutacidhoz tartozik legaldbb egy kom-
pozicidlanc, ugyanis egy még sz6bajovod p prim indexszel mindig talalunk rész-
csoportot A; x B;-ben, tovabba ez p = 3,5 esetén csak Ugy torténhet, hogy az
A; ,.kvaterniokomponenst” megtartva Z.5 = Zs x Zsz valamely p-Sylowjat va-
lasztjuk B;,1-nek, p = 2 esetén pedig a Z5-beli komponenst megdrizve A;-ben
kerestink egy 2 index(i részcsoportot. Nevezzik az el6bbi ismétléses permutaciot

= z=7

poziciélanc (Z5 elébbi direkt felbontasaval):
GrQxZsxed (iyXxZsxeb{(—1)xZsxeb(—1)xexebeXxexXe

Az el6z6 lancban (i) helyett valaszthattuk volna (j)-t vagy (k)-t is, ez indokol-

3 Dedekind és Baer alabbi tétele mutatja, hogy egy pontosan meghatarozott értelemben nem-
kommutativ csoportoknal mindig a kvaterniécsoport ,,felbukkanasa” okozza azt, hogy min-
den részcsoport norméalosztéd: Ha G nemkommutativ csoport, amelyben minden részcso-
port normélosztd, akkor G = @) x E x O, ahol @ a kvaterniocsoport, E egy elemi kom-

mutativ 2-csoport és O egy Abel-csoport, amelyben minden elem rendje péaratlan.
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ja az ,egyik” sz6 hasznalatat és mutatja, hogy meg kell még gondolnunk, egy
port valasztasanal hany lehet6séghdl valaszthatunk. Mivel Z5-nek (mint ciklikus
csoportnak) egyetlen 3 és 5 rend(i részcsoportja van, ezért a ,,multiplicitast” kiza-
rolag a kvaternidcsoport okozza. Ennek egyetlen masodrendd eleme van, a —1;
ez egyrészt mutatja, hogy a masodik Z, tipusu faktornal a ,,kvaterniokomponens”
egyértelmlien meghatarozott, masrészt az adddik, hogy nincsen Z, x Z, tipusd
részcsoportja Q-nak (ui. ebben harom db méasodrenddi elem is lenne). by az elsd
Z, tipusu faktornal egy négyelem ciklikus részcsoportot kapunk a kvaterniécso-
portban (mivel 4 = 22 elem(i csoportra ez az egyetlen tovabbi lehetdség), amely-
mellett ezek kozul valaszthatunk tetszdlegesen, amikor az elsé Z, faktor fellép,

igy G 6sszes kompoziciolancainak szama:

5!
53 =00 .

3.16 Feladat:

a) Bizonyitsuk be, hogy ha a G véges csoport elemszama harom (nem feltét-

lendl kiildnb6z6) prim szorzata, akkor G feloldhato.

b) Igazoljuk, hogy a legkisebb n, amelyre létezik n elem{ nemkommutativ

egyszer( csoport, az n = 60.

Megoldas: «a) El6szor is vegylk észre, hogy a 3.12. feladat (beleértve a végén
Iév6 megjegyzest is) alapjan elég egyetlen nemtrivialis normalosztot talalnunk G-
ben, ez ui. sziikségképpen feloldhato lesz a faktorcsoporttal egyditt.

Legyen |G| = pgr, ahol p > ¢ > r primek. Négy eset lehetséges aszerint, milyen

a harom prim egymashoz val6 viszonya:
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i)p=q=r
Ekkor |G| = p? és igy G feloldhat6 (s6t, nilpotens).

iyp=q>r
A Sylow-tételek alapjan |Syl (G)| = 1 (modp) és r-nek oszt6ja, ami jelen eset-
ben csak Ugy teljesulhet, ha egyetlen p-Sylow van, ami igy norméalosztd és készen
vagyunk.

W)p>q=r
Tudjuk, hogy 1, ¢ vagy ¢? db p-Sylow lehet; nyilvan feltehetjik, hogy 1-nél tébb
van.
Ha ¢ darab van, akkor a Sylow-tételek alapjan |G : Ng(P)| = ¢ (P valamelyik
p-Sylow), de mivel ¢ a G elemszdmanak legkisebb primosztéja, ezért Ng(P) <G
a 2.7.12. tétel szerint; ezzel talaltunk egy nemtrivialis normalosztot.*
Végul tegyik fel, hogy ¢? db p-Sylow van. Mivel ezek primrend ciklikusak, ezért
osszesen ¢®- (p—1)+1 = pg® — ¢*> + 1 = |G| — (¢* — 1) elemet tartalmaznak. A
fennmarado ¢% — 1 elem kozil kell hogy kikeriiljenek a g-Sylow(ok) # e elemei,
de ezek szerint csak egyetlen ¢-Sylow ,fér el”, azaz |Syl (G)| = 1: a ¢-Sylow
normaloszto.

w)yp>q>r
Szokas szerint a p-Sylowok szamat kezdjik el vizsgalni, ami lehet 1, r, ¢, gr; fel-
tehet6, hogy nem 1 és a mod p ,,maradékos feltételt” is figyelembe véve az r és a
q is kizérhat6. Tehat |Syl,(G)| = qr. Ezek a primrend(i ciklikusok dsszesen
(p—1)-gr+1 = rgp—rg+1 elemet tartalmaznak. Feltéve most, hogy nem egyetlen

g-Sylow van (egyébként az norméaloszté lenne) legalabb ¢ + 1 db-nak kell lennie

4Val6jaban Ng (P)<G-b6l az is kovetkezik, hogy P<G. Ez kozvetlentl adodik 2.6.6.-bdl, de
megindokolhatjuk enélkiil is. Ugyanis N (P)-ben egyetlen p-Sylow van, ami igy Ng(P)
minden automorfizmuséanal fixen kell hogy maradjon, tehat tetsz6leges G-beli elemmel
val6 konjugalasnal is. A fenti feltevés igy tulajdonképpen ellentmondasra vezet, hiszen

G-ben is csak egyetlen p-Sylow lehetne.
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a ,maradékos feltétel” miatt, amelyek dsszesen legalabb (¢ + 1)(¢ — 1) = ¢*> — 1
db nemtrivialis (g-adrend(l) elemet jelentenek az eddigiek mellett. Ez ellentmon-
das, hiszen ¢?> > rq miatt mar mostis rgp —rq¢ +1+¢> — 1 = rqp — rq +
+ ¢* > rgp = |G| elemink van (és még nem is szdmoltunk az r-Sylowokkal). A
bizonyitas ezzel teljes.

b) El6bbi eredménylink szerint egy véges, nemkommutativ egyszer( csoport
elemszama legalabb négy db (nem feltétlenul kilénb6z6) prim szorzata. Mivel
n = 60-ig az elemszam legfeljebb 6t (nem feltétlendl killénbdz6) prim szorzata,
igy a 2 legnagyobb hatvanya szerint szétvalasztva az eseteket a kovetkezd értékek
johetnek szoba:
n=2 =232;2"=162*-3 =48;23.3 =24 23.5 =40 2.7 = 56;
22.32=3622-3-5=606s2-3% =54,

A véges 2-csoportok feloldhatdak, igy n = 16,32 nem lehet. Kizarhatjuk to-
vabba az n = 54-et is, hiszen a 2.7.12. miatt ebben van 2 index{ norméaloszto6. 60
elem( egyszer( csoportok mar ismerunk, ilyen pl. As; vizsgaljuk a tdbbi esetet.

Ha létezne huszonnégy elemi egyszer( csoport, akkor abban harom db 2-
Sylow lenne, amelyek magukat normalizaljak; ekkor azonban a szokasos per-
mutacioreprezentaciéval G =2 H < Sz, ami az elemszam miatt ellentmondas.
Ugyanez az érvelés kizarja az n = 48-at is.

A |G| = 40 esetben 6t db 2-Sylownak kéne lennie, igy G = H < Ss, ahol H
egy negyven elem részcsoportja Ss-nek. llyen azonban nem létezik, hiszen most
Ss-nek a feltételezett H szerinti mellékosztalyokon vett S5 — S; permutaciorep-
rezentaciojanak magja e kell hogy legyen, ugyanis Ss-nek csak A5 a nemtrivialis
normalosztoja, de utobbi persze nem lehet benne H-ban. Ebb6l az S5 = S5 kép-
telenség adddik, tehat egyetlen 2-Sylow van G-ben.

Maradt az n = 36 és n = 56. Utbbi esetén (az egyszerliseg miatt) nyolc

db 7-Sylow van, amelyek az ismert szamolas szerint egyiitt 8 - 6 + 1 = 49 elemet
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jelentenek. Ezek mellett csak egyetlen 2-Sylow fér el, ami igy norméalosztd. Ez
ellentmondas, tehat G' nem egyszerd.

Végul legyen n = 36 és tegyik fel, hogy G egyszer(. Ekkor négy db 3-Sylow
van, tehat G = H < Sy, ellentmondas.

Az allitast igazoltuk. n

Megjegyzés : Tovabbi meggondolasokkal viszonylag roviden megmutathat6, hogy
valojaban egyetlen hatvan elem{ nemkommutativ egyszer{i csoport létezik, a mar
ismert As. llyen rend még pl. az n = 168 is; ennek igazoldsa mar joval nehe-
zebb.®
A mar emlitett Klasszifikaciobol kideril, hogy minden n-re legfeljebb két, egy-
massal nem izomorf n elemd egyszer(i csoport létezik. Erre az allitdsra nem ismert
elemi bizonyitas.

Végil emlitést érdemel a (XX. szazadi) csoportelmélet egyik legnevezete-
sebb és legjelentdsebb eredménye ; a néhany sz6ban megfogalmazhato allitast egy

250 oldalas (!!) cikkben bizonyitotta a két szerz6:
Tétel (Feit, Thompson): Minden pératlan rend(i csoport feloldhato.

3.17 Feladat: Nevezzik a G véges csoportot p-lancszeriinek, ha Syl (G) =

={P,P,,..., P} ¢ > 3ésap-Sylowokra teljesil a kdvetkezd két feltétel :

Npespy) P =¢ &
IP,NP|>1si=j+1(modl)

(megfelelGen indexelve a részcsoportokat).

(Ez szemléletesen éppen azt jelenti, hogy a Sylow-részcsoportok ,,lIancszerien”
metszik egymast.)

Bizonyitsuk be, hogy nem létezik p-lancszeri csoport semmilyen p primre.

5Lasd (pl.) Michio Suzuki: Group Theory, Springer-Verlag 1977. 107-110.0.
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Megoldas: Tegyuk fel, hogy a fenti jel6lés mellett G p-lancszer(.
Hasson G' a szokasos modon konjugalassal Syl (G)-n, azaz tekintslk azt a

¥ : G — S, homomorfizmust, amelynél
g— (P~ g 'Pg)Vge G, P e SylL(G)

Ekkor Im 9 a ll. Sylow-tétel miatt tranzitiv permutaciocsoport £ ponton, igy £ | [Imd|.
A tovabbiakban legyen Im9 = H. Mivel minden ¢, konjugalas bijekcio, igy
0g(P; N Pj) = pg(P) Ny(P;) Vg € G,1 < i,j < £ Ez mutatja, hogy tetsz6-
legesen megadva mondjuk P; képét egy konjugalasnal, P, képe csak P; kepével
,»,S$zomszédos” p-Sylow lehet és ezt a kett6t megadva az 6sszes tobbi p-Sylow képe
mar egyértelmiien adodik (ugyanugy, mint D,,-nél).
Kaptuk: [H| < 2¢, amibdl a korabbi észrevétel szerint |H | = ¢, vagy 2¢.
Most meggondoljuk, hogy ¢ nem lehet. Indirekt legyen a kép ¢ elemd, ekkor
a fenti ¥ homomorfizmus Ker ¢ := N magjanak indexe |G : N| = |H| = ¢. Mé&s-
részt ¥ definicidja miatt N = (\;_, Ne(P:). Mivel |G : Ng(P;)| = |SylL,(G)| = ¢

minden i-re, igy az adadik, hogy valamennyi normalizator egybeesik :
¢
N = (| No(P:) = Na(P;) Vi
=1

Ekkor azonban pl. P; < Ng(P1) = Ng(P,) ésigy (Py, Py) > Py, azaz (P, Py) =
= P, P,, ami ellentmondés, hiszen ekkor | P, P,| = ||§iﬂ§;“ > If’kifl = pk*+! tehata
generalt részcsoport egy legalabb p**! elem(i p-részcsoport, ami persze nem léte-

zik.® Eszerint |H| = 2¢.

Tegyik fel, hogy p 1 2¢,azaz p # 2 (ui.p | 2¢ = p | £, mert £ = 1 (mod p)
miatt (p,£) = 1). Ekkor, mivel homomorfizmusnal p-Sylow részcsoport képe a
kép p-Sylowja, minden P; ey-ba képzédik, azaz Vi P; < N = P; < Ng(P,)

6 Lathat6, hogy ez a gondolat voltaképpen a 1l. és 111. Sylow-tétel bizonyitasanak egy rész-

lete.
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(mondjuk) ; ez ugyantgy ellentmondas, mint az imént. Eszerint p | 2¢ és igy p =

= 2; legyen 2% || |G].

||

Az elsd izomorfizmustétel miatt P, N N p-Sylowjai N-nek, és 2 = BAN

ami mutatja, hogy |P; N N| = 21, Ekkora P,N N = @; jel6lést bevezetve Q; <
< N, ezért Q; < Ng(P3) = |(Q1, P3)| = 2271 > 2k (k > 2) abban az esetben,
ha ¢ > 3 (mert |Q, N P;| = 1 ilyenkor); igy a fentihez hasonl6 ellentmondést
kaptunk. Legyen tehéat £ = 3.

Az iménti érvelés mutatja, hogy ebben az esetben [Q; N P3| = 25! kell hogy
legyen és mivel csak harom db 2-Sylow van, igy @2 N P; elemszdma is ugyan-
ennyi. Mivel P,N P; > Q; N P; (i = 1,2), ezért a 2-Sylowok metszetei is a lehet
legnagyobbak. Jeldlje R; a P; N Py metszetet. Ry, R, < P3; miatt az el6bbiekbdl
adddik, hogy (R1, R2) = Ry Ry = P3 a szokasos érvelést kovetve.(x) De mindkét

részcsoport 251 elem(, igy az unidjuk elemszama is majdnem ennyi:
|R1 URQ‘ = |R1| + |R2‘ - |R1 ﬂR2| == 2k -1

Ez azt jelenti, hogy P;-nak egyetlen olyan x eleme van, amely nincs benne sem
R;-ben, sem Rs-ben. Ennek az elemnek x = ryr, alakinak kell lennie, ahol
r; € R; és egyik sem e, s6t, barmely két ,,nemegység” elemet vélasztva a két
részcsoportbdl, szorzatuk z-et kell hogy adja. Csakhogy k& > 3 esetén egy rog-
zitett r-et véve valaszthatunk két ro # r5 elemet, melyekre z = rry = 71y =
ro = r3, ami ellentmondas.’

Eszerint k£ = 2 és a 2-Sylowok Z, x Z, tipust kommutativ csoportok (cikli-
kusak nem lehetnek, mivel ezeknek egyetlen ketelem(i részcsoportjuk van, tehat a
harom Sylow ugyanabban a részcsoportban metszené egymast).

Ismert, hogy ha a p-Sylowok kommutativak, akkor az 6sszes metszete el6all mint
(alkalmasan valasztott) kettének a metszete [4]; ez jelen esetben a feltevésiink

"Lényegesen rovidebben eljuthatunk idaig (x)-tdl a kévetkezd ,.érveléssel”:

27672 = 2h=1 . 2671 = |Ry | |Ry| = |RiRe| = [(R1, Ro)| = |P3| =2 = k=2
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miatt nem igaz, tehét a (p, &k, £) = (2,2,3) eset is kizért és a bizonyitas teljes. m

Megjegyzés: Az iménti probléma eredetileg abbol szarmazik, hogy ha valamely p-
re a p-Sylowok legalabb p? elem(iek, akkor pusztan a csoport elemszamat ismerve
nem tudunk becslést adni ezen Sylowok unidjanak elemszamara (és igy az eddig a
3.16 feladatban bemutatott bizonyitasi modszerek elakadnak), hiszen a metszetek
(esetleg) nagyon bonyolultak lehetnek.

Altaldban vizsgélhatjuk azt a grafot, melynek csticsai a p-Sylowok és két
cstcsot pontosan akkor kotlink 6ssze, ha a megfeleld részcsoportok nemtrivialisan
metszik egymast. Itt természetesen esszer( kironi azt a feltételt, hogy az 6sszes (és
egynél tobb) p-Sylow metszete trivialis legyen (ez tetsz&leges G esetén G/O,(G)-
re mindig igaz). Err6l a grafrdl, amely a Sylow-tételek miatt reguléaris, tébb dolgot
kérdezhetiink, pl.: hany komponense van? mennyi az egyes csucsok (egymaseval
megegyez06) foka? adott komponens (amely 6sszefligg6) hogyan nézhet ki?

A fenti eredmény arra valaszol (illetve annak a lehetetlenségét allitja), amikor
1 komponens( a graf és 2-reguléris (egy ilyen ui. biztosan koér). Egy cikkbdl,
mely alapvet6en nem ezzel a kérdéssel foglalkozik, kideril példaul, hogy Sy 2-
Sylowjainal teljes grafot kapunk. [5]

A szakirodalomban (a Mat hSci net en [8] hozzaférhetd részében legalabbis)

nem talaltam olyan cikket, amely ,.explicite” ezekkel a kérdésekkel foglalkozna.

3.18 Feladat: Mutassuk meg, hogy minden G csoportnak egyértelmien létezik
maximalis perfekt részcsoportja, tovabba ha G véges, akkor ez a kommutatorlanc

legkisebb (elemszamu) tagja.

Megoldas: A bizonyitashoz sziikségunk lesz a halmazelméletb6l ismert Zorn-
lemmara:
Ha egy A részben rendezett halmazban minden lanc felulrél korlatos, akkor van

A-ban (legalabb egy) maximalis elem.
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A perfekt részcsoportok kdzott (és altaldnosan, G' 6sszes részcsoportjat tekintve)
a halmazelmeéleti tartalmazas egy részben rendezest jelent. Megmutatjuk, hogy
G-nek egy perfekt részcsoportokbdl allo lancaban a tagok unidja szintén perfekt
részcsoport, ami persze felsé korlatja az 6sszesnek. Eszerint létezik legalabb egy
maximalis perfekt részcsoport a Zorn-lemma szerint; az egyértelmiiséget kilén
meg kell gondolnunk.

Legyen {G : ) € A} perfekt részcsoportok egy lanca, azaz G, = G, VA € A
es H = U, G EKkor H' < H teljesul (mint mindig), vegyik h € H-t. H de-
finicioja miatt » € G valamely \-ra, ezért h € G, = G,. Az el6bbiek szerint
Vh € HIN € A h € Gy, < H',azaz H < H' ésigy H = H' perfekt, amint
allitottuk.

Most réatérhetiink az egyértelm(iség bizonyitasara. Legyenek R, # Ry a G
maximalis perfekt részcsoportjai ; ekkor nyilvan egyik sem tartalmazza a masikat.
Mivel mindkettd perfekt, ezért (R, R,)' < (Ri, Ry) = (R!, R}) (az egyenl6-
séghez hasznaltuk a perfektséget), masrészt (R}, R,) < (R, Ry) mindig igaz.
Eszerint (R1, Ry) olyan perfekt részcsoport, amely R;-et és R»-t is valddian tar-
talmazza; ez ellentmond ezek maximalitasanak. Kovetkezésképpen Ry = R», az
egyértelmliséget is belattuk.

Megjegyzés: Ha G véges, akkor nincs szlikség a Zorn-lemmaéra ahhoz, hogy ma-
ximalis perfet részcsoportot talaljunk, hiszen e < G perfekt és csak véges sok
részcsoportot kell végignézni.

Legyen most G véges és GGV bGP . >GM = G = | akommu-
tatorlanc, amely tehat az n-edik Iépésben ,,akad el” (esetleg, pontosan az n derivalt
hosszu feloldhat6 csoportoknal, az egységelemhez érkezve) ; ekkor G = R per-
fekt. Ha H < G perfekt, akkor H = HV) = H® = ... = H™ < g" = R,
tehdt H < R és igy R valoban maximalis.

A bizonyitas teljes. n
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3.19 Feladat:

i) Igazoljuk, hogy tetsz6leges csoport barmely u, v elemeire fennall :

[um, ’U] — [U, v]um_1+um_2+...+u+1

(az 6sszeg alakl kitevot a szokasos madon értelmezzik).

i) Mutassuk meg, hogy ha egy G nilpotens csoport tartalmaz p-edrenddi ele-

met, akkor a centruma is.

Megoldas: i) A 2.8.10. tétel el6tt szerepld [ab, ¢] = [a, ¢]’ [b, ¢] azonossag sze-

" [u™1, v]. A méasodik

m—

rinta bizonyitand6 formula atirhatd igy : [u™, v] = [u, v]*
tényez6t ugyanugy tovabb bonthatjuk, végil m 1épésben éppen a bizonyitandd al-
litast nyerjuk.
Emeljuk ki azt a (folytatas szempontjabdl is) fontos esetet, amikor [u, v] € Z(G)
(illetve elég annyi, hogy [u,v] € Z({u,v})); ekkor [u, v] minden konjugaltja 6n-
maga, és ezt kapjuk: [u™, v] = [u, v]™

i1) A bizonyitashoz szikségunk lesz a kdvetkez6 észrevételre: ha a G nilpo-
tens csoportnak e = (o(G) < (1(G) = Z(G) < ((G) < ... < GI(GQ) = G felsd
centrdlis lanca, akkor G/(;(G) fels6 centrdlis lanca ,,tagonként” szarmaztathatd

ebbdl a lancbdl :

ea/a(e) = G(G)/G(G) < G(G)/G(G) < ... < 6G(G)/G(G) = G/G(G)

Az egyszeriiség kedvéért legyen Z,, = (i(G). Az elBbbi allitas igazolasdhoz vizs-
galjuk meg, hogya g7, - Z./Z, (c = 1,...,n—1) mellékosztaly mikor van benne

G/Z / Z./z, centrumaban:

G/7,

92, Z:)2, € Z(""" ] 5 15) & (921 Ze/ 20 I, ] = Car1

Zc/Zq

< VheGgZ,hZ)) = [g,h| Z1 € Z,] 71 ©Vh € Glg,h| € Z. & g € Zoyq
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Tehat G/ZI/ZC /z, centrumanak teljes inverz kepe pontosan Z..1/Z; a megfeleld
természetes homomorfizmusnal ; pontosan ezt kellett belatnunk.

Ratérve a bizonyitandé allitasra tudjuk, hogy G felsé centralis lanca ,,felér”
G-ig:

e=27y(Q) < Z1(G) =Z(G) < Z,(Q) < ... < Z,(G) =G.

Legyen x € G egy p-edrendi elem.
Ha z € Z(G), akkor nincs mit bizonyitani. Tegylk fel, hogy = € Z5(G)\Z1(G).
A nilpotencia definiciéja miatt ekkor Vg € G [z, g] € Z1(G) és az i) végén tett
megallapitas szerint fennall: [z, g]" = [P, g] = [e, g] = e Vg € G. Tehat minden
x-szel képzett kommutator a centrumban van és rendje p-nek osztoja; mivel nem
lehet mindegyik= e (ui. z ¢ Z(G)), ezért valamelyik egy p-edrendd elem lesz
Z(@G)-ben.
TegyUk fel most, hogy az = € Z;(G)\Z;—1(G), i = 0,1,..., k—1 esetekre mar be-
lattuk az allitast (minden G nilpotens csoportra) és legyen x € Z(G)\ Zk-1(G).
Tekintsiik G felsd centrélis lancénak (tagonkeénti) képét a G — G/Z1(G) := Gy
természetes homomorfizmusnal. Ekkor a fenti észrevétel alapjan =7, (G) €
€ Zr 1(G1)\Zx_2(G1) egy p-edrendl elem G, -ben, igy a feltevés szerint Z(G;) =
= Z5(G) /¢ (G) tartalmaz p-edrend( elemet, mondjuk y Z; (G) ilyen. Ez pontosan
azt jelenti, hogy Z»(G) > y ¢ Z1(G), de y? € Z1(G). EKkor azonban tetsz6leges
h ¢ Cg(y) elemre fennall:

[y, h]" = [y, h] = e

Ez azért van igy, mert az [y, h| komutator y € Z,(G) miatt biztosan a centrumba
esik, igy az ¢) végén szerepl8 azonossag alkalmazhat6, masrészt y? € Z(G), tehat
a jobb oldali kommutator e-vel egyezik meg; mivel y és h nem felcserélheték (h
megvalaszthatd igy, hiszen y nincs a centrumban), ezért [y, h| # e egy p-edrend(

elem Z(G)-ben. A bizonyitas teljes. n
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3.20 Feladat: Szamitsuk ki S,, Frattini-részcsoportjat!

Megoldas: Bizonyos részcsoportokrol, melyek metszete nyilvanvaloan trivialis,
megmutatjuk, hogy maximalisak S,,-ben; ebbél azonnal adodik, hogy Frat (.S,,) = e.
Jeldlje St(z) az i pont (S, _1-gyel izomorf) stabilizatorat S,,-ben. Ekkor vila-
gos, hogy (N, 5., St(¢) = e. Legyen most i rogzitett és o € S, \St(7) tetszole-
ges permutacio, amelyre (i)o = ¢, valamint legyen p € S, \St(7) is rogzitett és
(k)p = i (ekkor persze k, ¢ # 7). Fenndll, hogy (k¢) € St(i) tovabba lathato, hogy

a kovetkez6, oo permutacio -t fixen hagyja:
a=oa(kl)p

Eszerint o € St(i) és 0 = ap ' (kf) € (St(7), p) (az eddig nem részletezett k = ¢
esetén is igaz az iménti allitas, csak a (kk) ,,cserét” egyszerien figyelmen kivil le-
het hagyni). Ezzel belattuk, hogy tetsz6leges p € S,,\St(i) elemre (St(7), p) = Sy,
mas szoval egy St(z)-nél bévebb részcsoport mar minden elemet tartalmazni fog:

a stabilizator maximalis részcsoport. A bizonyitas teljes. n

Megjegyzés: Azokat a tranzitiv permutaciécsoportokat, melyekben minden pont
stabilizatora maximalis, primitivnek hivjak. Belathatd, hogy ez a tulajdonsag az-
zal ekvivalens, hogy az alaphalmaznak (melyen a permutaciocsoport hat) nem
letezik olyan nemtrivialis particioja, amelynek elemeit a csoport egymas kozott
permutalnd. Konnyen adodik, hogy S,, ilyen, hiszen itt barmely két rendezett n-es
atvihetd egymasba (Un. n-szeres tranzitivitas). A bizonyitas nem erre épiilt, de ezt

felhasznalva az el6bbi eredménytiink altalanosithato:

Ha G primitiv permutécidcsoport, akkor Frat(G) = e.
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4. fejezet

Egy kozépiskolas szakkor

Ebben a fejezetben azzal a szakkori foglalkozassal/el6adassal kapcsolatos
tervekrdl és tapasztalatokrol lesz sz, amelyet az ELTE Apéaczai Csere Janos Gya-
korlégimnaziumban tartottam 2008. november 12-én a 12.A osztaly tanul6i sza-
mara. Az osztaly, ezen bellil a foglalkozason részt vevok egyik felével matematika
gyakorlotanitas soran volt alkalmam megismerkedni és talan nyugodtan mondha-
tom: jo kapcsolatot kialakitani. A foglalkozason 11 tanulé mellett részt vett Dr.
Kiss Géza (matematika) vezet6tanar (az osztaly matematikatanara), tovabba Vitéz
I1dik6 matematikus és Vidor Sara 6tédéves matematikus hallgato is. Valamennyi-
Uket megkérdeztem a szakkorrel kapcsolatos (utolagos) észrevételeikkel, vélemé-

nyukkel kapcsolatban, amelyekre ki is fogok térni.
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4.1. Tervezés

4.1.1. Altalanos észrevételek

Egy ,.egyetemi anyagrol” sz6l6 és - részben kilsd okok miatt - egyetlen al-
kalombol all6 szakkor célkitlizései szlikségszerlien szerények kell hogy legyenek.
Ennek megfelel6en nem lehetett és nem is volt célom, hogy a csoportelmélet - akar
legenyhébb értelemben vett - mélyeibe bevezessem a tanuldkat, és az sem, hogy
szamos szellemes, kdzépiskolahoz kapcsolddd alkalmazast targyaljak; utobbival
persze vallalva a kockazatot, hogy az egész Ujdonsag kissé ,,16g majd a levegé-
ben”. Amit szerettem volna elérni ezzel szemben az az, hogy valamiféle, k6zép-
iskolai ismereteken alapulé izelit6t adjak arrél, a felsébb matematika ezen része
nagyjabol mirdl szo6l. Talan pontosabb, ha kissé misztikusnak is hat, ha ugy fo-
galmazok: egyfajta ,,érzetet”/raérzést szerettem volna kivaltani a tanul6kbdl, ah-
hoz hasonlo érzetet, amely talan maganak a csoportelméletnek a kialakulasahoz is
vezetett, mindenesetre alapvet6 szerepet jatszik az egyetemi tananyag elsajatita-
séban: a (k6z6s) maveleti tulajdonsdgok megjelenése és (kdzos) kdvetkezmenyei
kiilénbdz6 (alap)halmazok esetében, ebbdl kiindulva magéanak a csoportaxiomak-

ban megfogalmazott tulajdonsagokkal rendelkez6 miveletnek az absztrakcioja.

A mar emlitett id6tényezot is figyelembe véve a megval6sitas médjara az ,,in-
teraktiv kiseldadas” latszott legalkalmasabbnak. Ez azt jelenti, hogy bar én ,,dik-
taltam” az elég feszes tempOt a tablara irva és magyarazva, de ahol csak lehetett,
kérdésekkel igyekeztem kisebb-nagyobb ,,részmunkalatokba” bevonni a tanulokat
is, illetve folyamatosan arra 6sztondzni 6ket, hogy kérdezzenek. Ugyanakkor ép-
pen a ,raéreztetd” jelleg és az eleve sok utdnagondolast igényl6 absztrakcié miatt
nehéz megitéini, hogy adott pillanatban melyik tanuld éppen hol tart ebben a fo-

lyamatban, illetve vajon eléggé tudta-e kdvetni a mar elhangzottakat ahhoz, hogy
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esetleg csak intuitiv médon, de kovetni tudja a hatralévdket. Ennek megfelel6en
felkésziiltem arra, hogy (némi kockéazattal) ne essem kétsegbe, ha éppen kétke-
dd/értetlen arcokat latok (bar ltaldban ezekre is rakérdeztem), viszont a hozzajuk
intézett kérdéseimet Ugy valasszam meg, ill. annyira alapozzam meg (esetleg mar
»tulsdgosan” is), hogy a halvanyabb raérzés is célba talaljon és segitsék a remélt
(otthoni) tovabbgondolast.

Ugy gondolom, a fentiek megvaldsitasanak egyik feltétele mindenképpen az
optimalis tanuldi l1étszam, hiszen tdl sok tanuld esetén elvész esetleg (érthetd6 mo-
don) az interaktivitas és mindenfele egyéni kilénbség, mig tul kevés tanuld esetén
esetleg az ,,egyénre szabas” felfokozott lehetésége jelentdsen eltéritheti az el6adot
(ram legalabbis ez biztosan igaz) eredeti céljatol. Erzésem szerint a 11 f6s létszam
kiegyensulyozottnak bizonyult az emlitett szempontokbol.

Annak is van azonban jelent6sége, hogy a diakok egy részét ismertem; ugyan-
is ennek a (kdlcsondsen pozitiv) ismeretségnek fontos szerepe volt abban, hogy
egy ilyen interaktivitas egyaltalan létrejohetett. ,,ldegennel” szemben, legyen az
barmennyire kdzvetlen/hiteles, valosziniileg nehezebben hozhaté mikddésbe (ilyen
roévid idén belil) a kétiriny kommunikacio.

Végil az egyik legfontosabb aspektus, amelyet nem lehet eléggé hangsulyoz-
ni: a szakkoron részt vevok valamennyien kivalo képességi (és magaviseleti), a
matematika felé (is) 6szinte érdeklédéssel forduld tanuldk voltak (amint ezt el6re
tudtam), akiknek egyuttm(ikodo, inspirald és eléremutatd, a megértést célzé hoz-

zaallaséra nyugodtan szamithattam.

4.1.2. A téma vazlata

Ahhoz, hogy a csoport fogalmanak (a szakkor vége felé) torténd bevezetése a

hosszu ,,el6készités” végére indokoltnak tlinjon, mindenekel6tt sziikség van arra,
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hogy valamilyen ,,nemtrivialis” csoporttal (persze még nem ezen a néven) megis-
merkedjlink, hiszen (amint ezt utélag Kiss Géza is megjegyezte) pusztan a modn
maradék(osztaly)ok és a ’“% sz0gd forgatasok altal ,,képviselt” ciklikus csoportok
még nem jelentenek akkora Ujdonsagot, nem elég bonyolultak ahhoz, hogy ezek
motivaljak az absztrakt csoportok vizsgalatat.

Emellett arra a kozépiskolas szemmel valdszinileg szokatlan tényre is ra kell
mutatni, hogy a (sok évnyi matematikatanulason alapuld) ,,megszokassal” és intu-
icidval ellentétben nem annyira a mivelet kommutativitasa, mint az asszociativi-
tasa ,,nélkilozhetetlen” (erre alabb részletesebben visszatérek). Itt talan érdemes
megjegyezni, hogy bar egy kdzépiskolas tanulo szdmaéra a ,,szokasos” 6sszeadas
és szorzas furcsa nev(i mlveleti azonossagai (elvileg) ismertek (én egy kilence-
dikeseknek sz616 dolgozatban is talalkoztam azzal a kérdéssel, amely ezek felso-
rolasat kérte), mindamellett ezeknek a tulajdonsagoknak a tényleges jelent8sége
nem vilagosodik meg, amig nem talalkoznak nem asszociativ/nem kommutativ
mivelettel. A kdzépiskolas anyagban nemigen talalni ,,explicit példat” arra, hogy
milyen egy nemkommutativ ,,szorzas/6sszeadas”.

Amint a fentiekbdl latszik, maga a csoport mint absztrakt fogalom csak a fog-
lalkozas vége felé, az ismert és kevésbé ismert elemekbdl, gondolatokbdl allo

elékészités utan kertll majd megfogalmazasra.

Viszonylag konnyen adddo, de mar ,,nemtrivialis” csoport a D,, diédercso-
port és az S,, szimmetrikus csoport; ugy dontéttem, hogy az elébbivel valé ismer-
kedéssel kezdem a targyalést. D,, a szabalyos n-sz6ghtz kapcsolddik, mégpedig
ennek szimmetriai alkotjak ; az eddig csupéan vizualisan ,,megcsodalt” szimmetri-
akat most 6nmagukban kezdjuk el vizsgalni. D,, (mint egybevagdsagok halmaza)
utdn megismerkediink a K-val jeldlt, négyelemi halmazzal, amelyet a téglalap
szimmetridi alkotnak (tehat K a Klein-csoport). Az el8bbiekben a sokszdgek csu-

csait megszamozzuk, és némi meggondolast kdvetden a csucsok (bizonyos) sor-
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rendjeivel azonositjuk az egybevagosagokat. Ezért valasztottam D,,-et a fenti S,
helyett, ugyanis mig a szimmetrikus csoport esetén a sorbarendezések mint figg-
vények eleve kisse absztrakt fogalméaval dolgoztunk volna, addig itt szellemes
attekintést adunk a szemléletes transzforméaciokrol (mert az is kidertl, hany ilyen
van), amelyekkel kdzben megtanulunk ,,iigyesen” szamolni.

A D,-beli miivelet, azaz a kompozicié megismerése utan az a cél, hogy tébb
Iépésben eljussunk oda: ez a miivelet, melyet hamarosan egyébként szorzasként is
fogunk jeldlni, tébb szempontbdl teljesen Ggy viselkedik, mint a jol ismert nem-
nulla racionalis, valos(, komplex) szdmok szorzasa, egyetlen lenyeges kilonb-
séggel: a D,-beli ,;szorz&s” nem kommutativ, amint ez hangsulyosan tobbszor
is eldkertl (ki is szamoljuk). Ha ettdl a kellemetlen jelenségt6l eltekintlink, ak-
kor viszont a szorzassal jelolt mdvelettel végul t* f¢ (k=0,1; £=0,...,n— 1)
alakban felirt D,, halmazzal tulajdonképpen ugy lehet dolgozni, hogy a geometriai
hattérrdl meg is feledkezhetiink és csak a ,,betiik vilagaban” dolgozunk a megis-
mert szamolasi szabalyokkal.

Az el6bbi tematikus egység végén kiderdil, hogy a szokasosax = ay = z =y
»a-val valo egyszerdsitésnel” titkon az asszociativitast hasznaljuk ki. Hogy illuszt-
raljam az asszociativitas jelentdségét, ezutan egy kissé talan mesterkélt, de elemi
példat mutatok nem asszociativ miveletre (Id. késdbb). Ezt vizsgalva azonnal ki-
derdl, hogy a(z adott miivelet szerinti) hatvanyozas értelmezése (is) nehézségekbe
utkozik akkor, ha a mlvelet nem asszociativ, de ha értelmezziik is egy természete-
sen adddo zardjelezéssel, akkor sem marad igaz pl. a megszokott ™" = ™ - a™
azonossag.

A kovetkez6kben felidézzik a Z, = {0,1,2,3} mod 4 maradékok dsszeada-
sat, és ennek tulajdonsagait, majd az alabbi feliras sugallata hatasara felismerjik,
hogy itt nagyon hasonlé dolog torténik, mint korabban D, forgatasainal (a négy-

zet szimmetriacsoportjaval a korabbi részben kiemelten foglalkoztunk - 1d. alabb):
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Zys={114+114+14+11+1+1+1=0}

Ezutén a Z,, = {0,1,...,n} modn maradékokra vald éltalanositast kdvetden
megfogalmazunk két fontos észrevételt: egyrészt ha D,-ben megfeledkeziink a
tukrozésekrdl és csak az F,, = {f, f2,..., f™ = id} forgatasokat tekintjiik, akkor
ezek kozul a D,,-beli szorzas nem vezet ki, s6t még kommutativ is, masrészt ha az
F,, és Z, halmazok kozott f-nek az 1-et, id-nek (ez D,, egységeleme) a 0-t és az
elébbin értelmezett - szorzasnak az utobbi + Osszeadésat feleltetjik meg, akkor
ezekkel a megfeleltetésekkel mondhatjuk, hogy a két halmazban ,,tulajdonképpen
ugyanaz” torténik a miveletek soran, bar azok konkrét jelentése egészen mas; a
miveletek specialis tulajdonsagai alakilag teljesen megegyeznek.

Az el6bbiek, mint kiderult, kettds célt szolgalnak: természetes példat akarok mu-
tatni részcsoportra, emellett ,,mélyebb” célként a ,,tkp. ugyanaz” jelenségével az
izomorfia fogalméat akarom érzékeltetni.

A kovetkez6 1épésben a mar megismert f, ¢ és id szimbdlumokkal (érte-
lemszer{ien modositva azok jelentését) leirjuk a korabban szerepelt K halmazt is,
amelyr6l megallapitjuk, hogy ft = ¢ f, tehat K-n a szorzas kommutativ és minden
elem négyzete id. Ekkor felmertl a kérdés: vajon K ,tulajdonképpen ugyanaz”-e,
mint a szintén négyelem(, kommutativ F; ?

A nemleges valaszt (az izomorfizmus fogalmanak és tulajdonsagainak ismertetése
nélkil) az mutatja, hogy ha létezne ,,j6 megfeleltetés”, akkor K-t is megkaphat-
nank mint valamely elemének hatvanyait; ez azonban nem teljesul, hiszen - mint
kiderult - minden elemének négyzete az id elemmel egyezik meg, eszerint min-
den elemnek legfeljebb két killonb6z6 hatvanya van (és id-en Kivil mindegyik
elemnek pontosan ennyi). Tehat a harom megismert négyelemi muvelettel ella-
tott halmaz, azaz K, F, és Z, kdzll az utébbi kettd ,,tkp. ugyanaz”, az elsd pedig

»lényegesen kuldnbozik” télik.
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Ennyi el6késziilet utan jott el az id6, hogy a csoport fogalmat definialjuk
a csoportaxiomakkal. Szamos ,,0sszeadasos” és ,,szorzasos” példat felsorolunk a
mar emlitettek és esetleg Ujonnan javasoltak kozul, tovabba az alaposan megtar-
gyalt D,, kapcsan még egyszer kiemeljik azt is, hogy a kommutativitast (miért)
nem koveteljik meg az axidmakban (de ha az is teljesul, akkor Abel-csoportokrol
beszeliink).

Miutan megismertiik a csoportokat, a csoportelmélet targyat, kérdezziink cso-

portokkal kapcsolatban: pl. minden n-re van n elemi csoport?; hany n elemi
csoport van? - megallapitjuk, hogy ebben a formaban erre a kérdésre végtelen
a valasz, de nem pontosan erre gondoltunk, igy modositunk a kérdésfeltevésen:
hany n elem(i csoport van, ha nem tekintjik kilonbdz6knek azokat, amelyek ,,tu-
lajdonképpen ugyanazok”?
Erre a nehéz kérdesre ,,mese” a valasz, azaz nehany n-re megtudjuk, hany n ele-
m{ csoport van, ezek kozott pl. az n = p esetet és azt is, hogy n = 4-re csak a
megismert K és Z, vannak. A ,,mesének” tobb eleme van: a ,felvillantott” mive-
leti tabla kizarolag kombinatorikusan szamolt ,kitdltési szamanak™ és az n elem(
csoportok szamanak kontrasztja; az a teny, hogy az 6sszes adott elemszamu cso-
port megkonstrualasa és két megadott, megegyezd elemszamu csoport ,,tulajdon-
képpen ugyanaz”-saganak eldontése is nehéz feladat altalaban; a Klasszifikacio
(persze nem ezen a néven) mint a csoportelmélet egyik nevezetes programjanak
iddbeli és terjedelmi dimenzioi.

A szakkor végén megemlitek par tudomanyteriletet, ahol a csoportelmélet

szerepet jatszik.
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4.1.3. A foglalkozas tervezett anyaga

1. Keressik meg az 6sszes olyan egybevagosagi transzformaciét a sikon,

amelyek egy szabalyos

a) haromszoget
b) négyszdget

c) n-sz6get 6nmagaba visznek!

1. Iépés: El6bb keresuink ,,gyorsan” minél tébb egybevagosagot mindharom
részében a feladatnak; vildgos hogy az a)-ban és a b)-ben adéd6 forgatasok, be-
leértve a legnyilvanvalobb/legkevésbe nyilvanvalo identitast is (melyet id-del fo-
gunk jeldlni) és tiikrozések altalaban is jok lesznek (a megfeleld, értelemszerdi val-
toztatasokkal). Ezzel a konstrukcidval tehat az a)-ban a kdzéppont korili harom
db forgatést és harom db tengelyes tiikrdzést, a b)-ben ezekbl négy-négy darabot,
mig altalaban a c)-ben n-n forgatést és tikrozést, 6sszesen 2n db egybevagosa-
got allitottunk el6. Utdbbiak paros n esetén a szemkdztes cslcsokat 0sszekotd,
paratlan n-nél pedig a csucsokat a szemkdztes oldal felez6pontjaval 6sszekdtd
egyenesekre torténnek.

Kérdés: Van-e ennél tobb?

2. |épés: Bebizonyitjuk, hogy az 6sszeset megtaldltuk. Ehhez eldbb észre-
vessziik, hogy egy egybevagosag csucsot cslcsba visz (részletes véggiggondolas
HF), és az észrevétel alapjan szamozzuk meg a csucsokat 1-t6l n-ig. Minden egy-
bevagosaghoz hozzarendelhetjlik a csicsoknak egy sorrendjét, amint az 4.1. abra
példai illusztraljak. Ennek a hozzarendelésnek fontos tulajdonsaga, hogy injektiv,
azaz kulénb6zé egybevagdsagokhoz nem tartozhat ugyanaz a sorrend, maskép-
pen: adott sorrend egyértelmiien meghatarozza az egybevagosagot. Ugyanis ha

a csucsok egy sorrendjét mar megadtuk, akkor a sokszog tetszdlegesen valasztott
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pontjanak képét a megadott csucsoktol vald tavolsagok (melyek, egybevagdsagrol
Iévén sz0, nem valtoznak) meghatarozzak (részletes vegiggondolas itt is HF). Az
elébbi meggondolasok kdvetkezménye, hogy legfeljebb annyi egybevagdsag van,
mint ahany sorrendje az n cslcsnak (azaz legfeljebb n!) és pontosan annyi, ahany
lehetséges sorrend van : koénny( észrevenni ugyanis, hogy nem minden sorrendhez
tartozik egybevagosag. A lehetséges sorrendeket pedig nem nehéz megszamolni:
az 1 csucsnak ugyanis n képe lehet (mondjuk forgatdsokkal barmely csucsba ,,el
tudjuk vinni), és ha ezt mar megadtuk, akkor a 2 képére csak az 1 képével szom-
szédos két csucs valamelyike johet szdba. Ez tehat dsszesen legfeljebb n - 2 = 2n
lehet8ség és ennyit meg is tudtunk adni, tehat az 6sszeset megtalaltuk.

Az elBbbi egybevag6sagok, azaz az n csucsu szabalyos sokszoget fixen hagyd

egybevagosagok halmazat D,,-nel fogjuk jeldlni.

2. Oldjuk meg az el6z6 feladatot altalanos téglalapra is!

Az el6bbi receptet kdvetve elébb megadunk annyit, amennyit ranézésre tudunk:
két db tengelyes tiikrozés (a szemkdztes oldalak felez6pontjain atmend egyene-
sekre) és két db forgatas: a kozéppont koruli 180°-o0s forgatas (azaz kdzéppontos
tlkrozés), illetve itt is az id-del jeldlt, minden pontot fixen hagy6 identitas. A mar

hasznosnak bizonyult csticsszamozassal kiderul, hogy legfeljebb négy egybevago-

4.1. abra. Egybevagdsagok szamozasa

149



4.1. Tervezés 4. Egy kozépiskolas szakkor

sag lehet (ui. az 1 cstcs négy helyre mehet, de ezutan a kiilénbdz6 oldalak miatt
a 2 mar csak egyetlen helyre), tehat készen vagyunk (ezt szemlélteti a 4.2. abra,

melyre kés6bb is fogunk hivatkozni).

4.2. abra. A téglalap egybevagosagaihoz

Az altalanos téglalapot 6nmagaba vivd egybevagosagok halmazat K jeldli majd.
,»Szorgalmi hazifeladat™ : Oldjuk meg az el6bbi feladatokat
i) &ltaldnos rombuszra, i1*) (szabalyos) tetraéderre!

Ut6bbi elemszam(&)ra milyen felsd becslést adhatunk az eddigiek alapjan? Egy
kivalasztott cstcs négy helyre mehet, ezutan valamelyik tovabbi még harom hely-
re, a harmadikra még két lehet6ség van, végul a negyedik helye mar egyértelmi;
tehat legfeljebb 4 - 3 -2 -1 = 4! = 24 egybevag6sagrol lehet sz6 (4.3.4bra).
— Allitas: Ezek mind megval6sulnak (tehat a nehézség most abban rejlik, hogy

geometriailag megadjuk az 6sszeset).

25’

3. ,,Hogyan lehet szamolni D,,-ben?”

»Mit tudunk csinalni két egybevagésaggal ?”— Alkalmazzuk 6ket egymas utan!

Ekkor persze ismét valamelyik (D,,-beli) egyvevagosagot kapjuk.
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4.3. dbra. A szabalyos tetraéder

Tekintslk pl. D4-et. A 4.4.4bra szerint (162. oldal) vizsgaljuk meg, hogy az éra-
mutato jarasaval ellentétes iranyban tortén6 90°-os forgatas egyszeri, kétszeri, ha-
romszori alkalmazasa utan egy (a sikon) rogzitett tengelyre vonatkozo tiikrozést
alkalmazva melyik egybevagosag adddik, végil pedig azt is, hogy elébb a tik-
rozést majd a forgatast alkalmazva mit kapunk. Az egyszerliség kedveeért jeldlje
rendre f és ¢ a fenti 90°-0s forgatast és (rogzitett) tikrozest, tovabba ¢f jelent-
se azt, hogy eldbb az f-et, majd a ¢-t alkalmaztuk (éppL’ng, ahogy a fliggvenyek
kompozicigjat altalaban is kiolvassuk: gh(z) = g(h(x))) ; ugyanez a jelolés per-
sze tobb egybevagosag egymasutanjara is mikodik.
Az abran lathatd szamolas mutatja, hogy az 6sszes tikrdzés megadhato igy:
GLf et f S
Azt persze tudjuk, hogy az 6sszes forgatas megkaphat6 az f egymas utani alkal-
mazasaval: f, ff, fff, ffff = id. Fontos ,eredmény”, hogy ft = tfff # tf,
azaz nem mindegy az egybevagdsagok sorrendje!
Allitas (ezt nem bizonyitjuk, bar a kés6bbiek alapjan be lehet): altalaban is igaz,
hogy a t rogzitett tukrozéssel és a kdzéppont korili % szogl forgatéassal D,

megadhatd igy:

Dy=S L1 - f =i ttf,...t ff...f

n db ,tényez6” n—1 db ,tényez6”

Az els6 n db elem a forgatasokat, a tovabbi n pedig a tilkrézéseket irja le.
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Természetesen pl. Dqgoz-ban kdnnyli megmondani aztis, mennyilesz  ff...f
——

2010 db ,tényez6”
hiszen ez azt jelenti, hogy a fenti forgatast 2010-szer hajtottuk vegre egymas utan,

ami ugyanaz, mintha csak kétszer hajtottuk volna végre, mert a 2008-szor vald

forgatas az identitas lesz.

. t ha,sok” paratlan
Hasonlbéang...t = .
N——

SoK” id  ha,sok” paros

A fenti, D,-beli vizsgalodas mintajara felmeril a kérdés: melyik eleme lesz
D,-nek ft? — Tudjuk: ft vagy tikrdzés, vagy forgatas.

i) ft forgatas? Ezt kétféleképpen is megcéfoljuk ; egyrészt azzal a ,,frappans”
észrevétellel, hogy ft véltja a korlljarast, ezért biztosan nem forgatés (ez lesz a
masodik megoldas). Masrészt ime egy révid ,,szamolas” mint ,,indirekt bizonyitas
arra”, hogy ft nem forgatas (ez tehat az els6, f6 megoldas, amely tovabbvisz majd
minket):

Tegylk fel, hogy ft = f...f; ebb0l az egyenl6séghdl , ki akarjuk fejezni” ¢-t.
Y~

k db
Ehhez irjunk balrdl mindkét oldal elé f ... f-et (azaz geometriailag: alkalmazzuk
—

n—1db
mindkét egybevag6sag utan az (n — 1)% szog(i elforgatast), ekkor ezt kapjuk:

fooft=idt=f.. . ff...f=Ff...f
— — —
n db n—1db k db n—1+k db

Itt a bal oldalon megjelent id ¢ = ¢, a jobb oldalon pedig egy forgatas; eszerint ¢
is egy forgatas lenne, ami ellentmondaés.

i1) ft tehdt egy tikrozés, az a kérdés, hogy D,, fenti megadaséba vajon me-
lyik. Most egy, az el6bbihez hasonld ,,blivészkedés” kdvetkezik abbdl kiindulva,

hogy a tukrdzések tulajdonsagai miatt ftft = id:

ftft=id /,-t"
ftrgt = ftf =idt=t [o-f...f"
id n—1db
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ft=tf...f

n—1db
n—1db

Tehat azt kaptuk, hogy az ft ismeretlen tikrozés a tm-nel egyezik meg; ez

egybevég a D,-re kapott ft = tf f f eredménnyel.

Emeljik ki (még egyszer), hogy eszerint ft # tf!

Alkalmazzuk az el6bbieket pl. annak megvalaszolasara, hogy melyik eleme lesz

Dy-nek az ftf ftif f fttt? El6szor is tt = id miatt ez ftf f f f ft alakban irhato,

amelyben a korabbiak szerint ft = tf f f, tehat tovabbi alakitassal ¢t ffff fffft =

id id
= tt = 1id.

Lathatjuk, hogy most mar hosszadalmas ,,rajzolas” nélkil meg tudjuk mondani

tetszOleges ,.kifejezésrdl”, hogy az melyik elemmel egyezik meg.

Az eddig elmondottak is sugalljak, hogy talan egyszer(ibb médon is lehetne
jeldlni D,, elemeit.
Hivjuk ezentul az egybevagosagok egymas utani végrehajtasat szorzasnak (ame-
lyet - jelét a,,hagyomanyos” szorzasnal megszokott modon altalaban el is hagyjuk

majd), ennek szellemében jeldlje f ... f-et f*, ugyanigy ¢ .. .t-t t¢ és ezek legye-
e £db
kdb
nek a megfelel6 elemek k-adik és ¢-edik hatvanyai. Ezzel az (j jel6léssel a korabbi

szamolasi szabalyaink D,,-ben ezt az alakot 6ltik: f* = id, t* = id és ft = tf* 1.
Emellett pl. f2n13 = f3. f2n = f3 542009 — ¢,

A hatvanyok nyelvén tehat kényelmesen megfogalmazhatéak a mar megismert tu-
lajdonsagok és ugyanugy megadhatjuk D,, elemeit, ahogy azt mér feljebb (hosszas
f, t-sorozatokkal) megtettik.

Figyeljik meg, hogy id6kdzben tulajdonképpen ,,feleslegessé”/nélkilozhetbvé

valt az f és a t betlik konkrét, geometriai jelentése. Minden tovabbi nélkiil megte-
hetjik ugyanis, hogy pusztan a rendelkezésre allo szamoléasi szabalyokkal alakit-

gatunk f-ekbdl és t-kbol allo kifejezést, ahogyan azt a fenti példaban is tettik.
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Ezek utan (mar az ,,0j” jeloléssel felirty az f* = f- fmt = fol. f =id
egyenl6ségekre hivatkozva az f™~!-t nevezzik el f=*-nek (f ,reciproka”), azaz
f inverzének, ehhez hasonléan ¢? = id miatt ¢! := ¢.

D,, minden elemének van inverze, mégpedig a tikrozéseknek a korabbiak szerint
sajat maguk: ¢f*tf* = id, az f* forgatasnak pedig (f1)* (,a mésik iranyban

csinaljuk az elforgatast”). Fennall a kovetkez6: ft = tf~*.

Nézziuk meg, mi kdvetkezik abbdl, hogy az elemeknek van inverze. Tegyiik
fel pl., hogy valamely =,y € Dygos elemekre f -z = f -y (f a szokasos forga-
tas). Ezt az egyenldséget a mar latott blivészkedés mintajara atalakitjuk Ggy, hogy

balrdl szorozzuk (most mar jogos ez a megfogalmazas) f*-zel:

fe=fy=("Ne=("fly=id-z=id-y=>z=y

Azt kaptuk tehat, hogy x = y: a,,520k&s0s” egyenletrendezés kdvetkeztetése itt is
mkaddik. Persze ugyanigy jarhattunk volna el, ha f helyett tetszéleges masik ele-
met veszunk, hiszen annak is van inverze. (A balrdl szorzas viszont fontos, mert
tudjuk, hogy pl. ft #tf1)

Vizsgaljuk meg azonban az eldbbi atalakitast részletesebben! Amikor a kiin-

dulasi sort megszorozzuk (balrdl) f~!-zel, akkor el8szor csak ennyit mondhatunk:

f(fe) =1 (fy)

Ezt a lépést az el6bb atugrottuk, méghozza a szorzatokat atzaréjeleztiik a kdvet-
kez6 maédon:

fH(f2) = (f
(Ugyanigy a masik oldalt.) Itt tehat tulajdonképpen kihasznaltunk egy, a szo-
kasos szorzasnal megszokott miveleti tulajdonsagot, amely azt garantalja, hogy
egy szorzatot barhogyan lehet zaréjelezni, mindig ugyanazt az értéket kapjuk ; ezt
asszociativitasnak hivjuk. Felmerul most a kérdes, hogy a szoban forgé geomet-

riai transzformaciok szorzasa, azaz egymas utan végrehajtasa, asszociativ-e?
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Allitas (végiggondolasa HF): a szokasos fiiggvénykompozicié (amir6l itt is sz6
van) asszociativ.

Figyeljuk meg, hogy ezt a tulajdonsagot a korabbi példainkban is hasznaltuk, ahol
pl. id-eket ,kilonitettlink el” egy soktényez0s szorzaton belll! Szerencsére, mint

az allitds mutatja, nem csaltunk ezzel.

Foglaljuk 6ssze az eddig elmondottakat. D,,-ben van egy szorzasnak (el)neve-
zett mlivelet (ennek semmi koze a szokasos szorzashoz), amely a kovetkez6 tulaj-

donsagokkal rendelkezik:

i) asszociativ,

ii) létezik az id nevii elem, amellyel barmelyik elemet akarmelyik iranybol

szorozva 6nmagat kapjuk,

iii) minden elemnek van inverze (,,reciproka”), amellyel akarmelyik iranybol

megszorozva id-et kapjuk.

Ehhez hasonld jelenséggel talalkoztunk méar korabban? Igen: ilyen a ,,szo-
késos” szorzés, azaz a racionalis, vagy bOvebben valds szdmok szorzésa.(?—
Szandékos pontatlansag!) Ez ugyanis asszociativ, az 1-gyel barkit barme-
lyik iranybdl szorozva 6nmagét kapjuk, és minden nemnulla elemnek van inverze,
azaz reciproka— a ,,nemnullasigot” tehat ki kell kétniink (erre utalt az el&bbi
kérddjel).

Van azonban egy lényeges kildnbség: a valds szamok szorzasa kommutativ, azaz
VYa,b € Ra-b="b-a, migpl. D,-ben ft # tf. Eszerint mégsem egészen olyan

az ujonnan megismert mivelet, mint a ,,régi”, de tébb kdz0s tulajdonsaga is van.

60’
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4. tjuk le a(z altalanos) téglalappal kapcsolatos K halmazt a D ,-nél be-

mutatott modon!

A 4.2, dbra (150. oldal) szerint rogzitsiink most is egy t tengelyes tikrdzést

és legyen f atéglalap kdzéppontja korili 180°-os forgatds. A miveletet rutinosan
jeloljik szorzasként (melynek jelét esetleg ki sem irjuk).
Ekkor ,,betlizve” K a kdvetkezdképpen adhato meg: K = {id,t, f,tf}; ezt el-
lendrizhetjik Gjra a szamozéasos nyomonkovetéssel, de elég annyi, hogy itt négy
kiilénbdz6 elem all, azaz K minden eleme szerepel. Utdbbihoz csak annyi kell,
hogy tf a harom tovabbi elem kozil semelyikkel nem egyezik meg; ez gyorsan
igazolhato a (mar) szokasos(nak mondhato) ,,blvészkedessel”: pl. tf =t = f =
= 1d, ellentmondas (tf # f most is kozvetlenil latszik a koriljaras vizsgalata-
val). Latjuk tehat, hogy ¢ f a masik tiikrozés; fennall, hogy t2 = f2 = (tf)? = d.
Kérdés persze ,,most is”, hogy mi lesz ft? Az ismert (el6bbi) médon id, t és f
azonnal kizarhato, igy ft = ¢f adodik (amelyet a rajzon ellen6rizhetiink is).

A K-beli szorzasra minden tulajdonsag teljestl, amelyet D,,-nél felsorol-
tunk: a mivelet (mint kompozicid) asszociativ, létezik a minden elemet szorzasnal
fixen hagyo id is és persze minden elemnek van inverze, mellyel barmely irany-
bol szorozva id adodik, nevezetesen minden elem sajat maga inverze. Raadasul a

K-beli szorz&s kommutativ is, amint ezt a fenti ¢t f = f¢ mutatja.
5. ,,Asszociativitas nelkul nincs élet...”

Az asszociativitas ,elsddlegességét” illusztralandd, most vizsgéljunk meg
egy példat. Ertelmezziink a pozitiv egész szamokon egy o-rel jeldlt miiveletet a
kovetkezbképpen:
aob® gt (utébbi a szokasos hatvanyozas)

Példaul 205 = 25 = 32 és 502 = 52 = 25; vilagos, hogy o nem kommutativ.
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Azt az egyszer(i kérdést tesszilk most fel, hogy mennyi lesz ,,33”, azaz a o
mivelet szerinti harmadik hatvanya a 3-nak: ,,33” = 3030 3?

(A tovébbiakban is, a félreértések elkeriilése végett, idéz6jelben lesz majd az Uj
fajta hatvany.)

Ezt konnyen kiszamolhatjuk: az értéke éppen 3 o (3 0 3) = 3 0 27 = 3?". De
mashogy is ,kiértékelhettiik” volna a szorzatot, nevezetesen (303) 03 = (3%) o
03 = (33)3 = 3% ez mas eredményt ad!! Az elGbbi kérdés (ebben a formaban)
értelmetlen!

A o szorzas tehat nem asszociativ és latjuk, hogy mar a hatvanyozas értel-
mezésénél is problémak vannak. Pontosabban a hatvanyozast még értelmezhet-
juk egy megadott zaréjelezéssel, mondjuk mindig jobbrol balra haladva: ,,a*” =
=go0qgo...0a00aq = ao (ao (ao (ao(aoa))) ...);ekkor nem lehet

k db?érnyezé'
értelmezésbeli ,,vita” egy hatvannyal kapcsolatban, de nem marad érvényben a

megszokott ,,a¥t¢” = a*” o ,,a®” azonossag (amelyet egyébként szamtalanszor
kihasznalunk), hiszen az el6bbinek (iménti) értelmezése alapjan egyaltalan nincs

feltétlentl koze az utdbbi kettd szorzatahoz.

A fenti észrevételek, Gsszevetve D,, példajaval, arra utalnak, hogy az asszoci-
ativitas bizonyos ertelemben lényegesebb tulajdonsaga a miveletnek, mint a kom-
mutativitas, ellentétben azzal, amit talan elsé latasra gondolnank. Az ut6bbi nélkil
még egészen jol lehet boldogulni (Id. D,,), az el6bbi hijan azonban alapvetd mi-
veleti azonossagokrol kell lemondanunk. Mint mar emlitettuk, a D,, vizsgélata
soran latott ,,blivészkedések” alapja is minden esetben az volt, hogy egy sokté-

nyezds szorzatot barhogy lehetett zardjelezni, mindig ugyanaz maradt az értéke.

80’

157



4.1. Tervezés 4. Egy kozépiskolas szakkor

6. Z, vizsgalata

Jeloljuk Z,-gyel a {0,1,2,3} halmazt, amelyen legyen az 6sszeadas a 4-es
maradékok szokasos 0sszeadasa (azaz a modulo4 0sszeadas): pl.2+2=1+3 =
=0,3+ 3 = 2sth.

Vizsgaljuk most ezt az 6sszadast a korabbi ,,szempontjaink” alapjan. Vilagos,

hogy asszociativ. Van egy olyan Kitlintetett elem, amelyet barkihez hozzaadva

(barmelyik irdnybdl) 6nmagat kapjuk: ez a 0. Emellett minden x elemnek van

egy parja, amelyiket hozzaadva (barmelyik iranybol) a 0-t kapjuk; ezt —z-szel

jeloljik és az = ellentettjének nevezzilk. Mindezeken felll a Z4-beli 6sszeadas

kommutativ is.

Azt lathatjuk, hogy az itteni 6sszadasra (0sszeadasnak nevezett miiveletre) jellem-

z6 miveleti tulajdonsagok alakilag teljesen egyeznek a korabban vizsgalt szorza-

sokra (szorzasoknak nevezett miveletekre) jellemzéekkel.

Egyszer(i észrevételként Z,-et irjuk fel igy:
Zs={11+11414+11+1+1+1=0}

Hasonldval mér talalkoztunk, nevezetesen Dy-ben az {f, ff, fff, ffff =1id}

forgatasok éppen igy viselkedtek !

Ezen a ponton jegyezzik is meg, hogy ha D,-ben, altalaban D,,-ben csak a
forgatasokat tekintjlk, akkor ezek a forgatasok a D,,-beli szorzassal Gnmagukban
is eleget tesznek a fentebb vizsgalt miveleti tulajdonsagoknak s6t, itt a mivelet
még kommutativ is.

Visszaterve a mar megkezdett gondolatra, ha az F,-gyel jelolt D,-beli forga-
tasok és Z, kozott az 4.1 tablazat szerinti megfeleltetéseket hajtjuk végre, akkor
az egyikben végrehajtott mivelet ,,atmasolddik™ a masikra; a két halmaz (a mi-

veletek szemsz6gébdl) csak a jeldlés tekintetében kiillonbozik.

A fenti allitast altalanosan is megfogalmazhatjuk az ,,n-nel valé osztasi ma-
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Ziy Fy

+

1 /
1+...4+1 | f-...-f
— | Y——

kdb k db

4.1. tblazat. Megfeleltetések Z, és F; kdzott

radékok, 0sszeadas” Z,, halmaza és a D,,-beli forgatasok F;, halmaza kdzott. Azt
mondhatjuk tehat, hogy ezek ,.tulajdonképpen ugyanazok”, mert (pl.) a fenti kol-
csondsen egyértelm( megfeleltetést végrehajtva barmelyik halmazban dolgozha-
tunk az ottani mdvelettel, a végén egyszerlen kicserélve a miveleti jeleket es a

megfeleltetett elemeket megkapjuk az eredményt a masik halmazban.

Eddig megismertlink harom db négyelem(, kommutativ mivelettel ellatott
halmazt: Fj-et, Z4-et és K-t; ezek kozil az elsd kettérél kiderult, hogy ,.tulaj-
doképpen ugyanazok”. Természetesen vetddik fel a kérdés, hogy vajon a téglalap
egybevagosagainak halmaza is tkp. ugyanaz-e, mint két tarsa? Tegyuk fel, hogy
talalunk egy ,,j6 megfeleltetést” pl. Z, és K kozott. Ekkor - [évén a mivelet at-
masolddik - az 1 képének hatvanyai el6allitjak K-t, hiszen az 1 ,,hatvanyai” (azaz
az 1,1+1,...elemek) eléallitjak Z,-et. Kordbban méar észrevettiik azonban, hogy
K -ban minden elem négyzete id, eszerint nincsen olyan eleme, melynek négy k-
16nb6z6 hatvanya lenne és igy ezek a hatvanyok K minden elemét elGallitanak
(hiszen, ugyanugy mint D,, > t-nél, a kitevd paritésa szerint az = elem hatvanyai
x-szel vagy id-del egyeznek meg). Ez a meggondolds mutatja, hogy K és a masik

két halmaz ,,Iényegesen kiillénbdznek”, bar mindnyajan négyelemdiek.

100’
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7. A csoport fogalma

Elérkeztlink oda, hogy definaljuk a foglalkozas f6 fogalmat:
Definicié: A G # 0 halmazt csoportnak nevezziik, ha értelmezve van rajta egy
(pl.) --tal jelolt(kétvaltozos) mivelet, amely eleget tesz a kdvetkezé tulajdonsa-
goknak:
- asszociativ: egy soktényez0s szorzat barhogyan zaréjelezhet6
- létezik egy 1-gyel jeldlt kitilintetett elem, mellyel valé barmelyik iranyu szorzas
minden elemet fixen hagy,
- minden g € G elemnek létezik egy parja, melyet a g inverzének hivunk és g—!-zel

jelolunk: ezzel teljesul, hogy g - g7t =g t-g=1.

Az el6bbi tulajdonsagokat csoportaxiomaknak hivjak. Sok példat lattunk ed-
dig csoportra, ilyen volt D,, (melynek neve: n-edfoku diédercsoport) es benne F,
a (szorzésnak hivott) kompozicio miveletével, Z,, a mod n 6sszeadas miveleté-
vel, a nemnulla val6s szdmok a (szokasos) szorzasra. Ezenkiviil csoportot alkot pl.
az 0sszes valds szam a (szokasos) dsszeadasra nézve; ennek a csoportnak az ,,1”
egysegeleme a 0 lesz és egy elem inverze egyszeriien az ellentettje. Ugyanilyen
j6 példa a racionalis szamok és az egész szamok az 6sszadasra. A nemnulla raci-
onalis szamok a szorzasra is jok (a valésakhoz hasonldan), de példaul a nemnulla
egészek mar nem, hiszen csak a +1-nek van inverze (azaz reciproka).
Latjuk: vannak véges (elemszamu) és végtelen csoportok és D,, példajat is figye-

lembe véve kommutativ és nemkommutativ csoportok.

Tegyunk fel kérdéseket (veges) csoportokkal kapcsolatban!
Kérdezhetjik példaul hogy, hogy tetsz6leges elemszamu véges csoport létezik-e.
Erre tulajdonképpen mér megadtuk a valaszt: Z,, tetsz6leges n-re egy n elemi
csoport, azaz a valasz igenl®.

Ezutan természetesen adddik a kdvetkezd kérdés: hany n elem(i csoport van
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adott n-re ? Ebben a forméban erre is konny(i valaszolni: minden n-re végtelen sok
csoport van. Ugyanis a sikon felvehetiink ugy végtelen sok szabalyos n-szdget,
hogy mindnek a kozeéppontja mas-mas pontban legyen; ekkor nyilvan végtelen

779y

sok ,,D,,-szer(i” csoportot kapunk, a forgatasok ui., 1évén kiilénbdznek a kdzép-
pontok, biztosan kiilonbozni fognak. Csak a forgatasokat tekintve tehat végtelen
sok n elem( csoportot nyeriink (a ,,teljes csoportokbdl” pedig végtelen sok 2n ele-
m(t). Persze érezzik, hogy ez az ellenpélda kissé ,,iigyetlen”, hiszen latjuk, hogy
ez a végtelen sok csoport valdjaban mind ,,tulajdonképpen egyforma” (a fenti ,,tu-
lajdonképpen ugyanaz” fogalmanak megfelel6en), és igy csak egyféle n elemi
csoportot allitottunk elé. Vilagos, hogy a kérdést kéne ligyesebben megfogalmaz-

ni, az elébbiek sugallatara valahogy igy:

Hany n elem(i csoport van, ha nem tekintjiik azokat kiilonb6zdknek, amelyek

»tulajdonképpen ugyanazok”?

Ezzel a mddositott kérdéssel mar egy valddi, nehéz csoportelméleti felad-
vanyhoz érkeztiink. Példaul belathatd, hogy négyelem(i csoport csak kétféle van,
amelyeket megismertiink: a K un. Klein-csoport és Z,; emeljik ki Gjra, hogy
ezekr6l meggondoltuk, hogy tényleg Iényegesen kiillénbdznek.

A 4.2.tablazat (162. oldal) néhany n-re ismerteti a valaszt. A tablazat alapjan prim
elemszamu csoportbdl csak egyféle van (ez persze a Z,, tipusu kell hogy legyen)
és nemcsak n = 4 = 22-re, hanem minden n = p?-re igaz, hogy kétféle n elem{i
csoport van. Az is kiderul viszont, hogy pl. n = 35 elem(i csoportbdl is egyféle
van (Zss). Ez azt jelenti, hogy egy 35 elemd halmazon Iényegeben csak egyfe-
leképpen lehet ugy miveletet értelmezni, hogy a szokasos miiveleti azonossagok
teljesiiljenek, ugyanez minden prim elemszamu halmazra is igaz.

Korantsem ismerjik azonban minden n-re a valaszt; pl. n = p°-ra altalanosan

nem tudjuk megmondani az n elemi (,,Iényegesen kiilonb6z6™) csoportok sza-
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@} 37 L — —L] EEER tf
Fi 1 ~ 1 < \f')- - Fi :\
) : tff
4 @ - @ﬂ- - @3 - 2 F !
: o, = tiff
2 4 1 1 > 1 | "
s g — i ft
4.4. dbra. Szamolas D,,-ben
n Hanyféle n elem{ csoport van?
p (prim) 1
p° 4
P’ 5
2p (p > 2) 2
pq (p <q prl'm) 1 v. 2 (pontosan ismert, hogy melyik &ll fenn)
35 1
60 13

4.2. tdblazat. Az n elem( csoportok szama
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mat. Jegyezziik meg, hogy az a célkitlizés, hogy valamilyen n-re megtaldljuk az
0sszes n elem(i csoportot, két dolgot foglal magaban: talalnunk kell ,,minél tob-
bet”, végll megmutatni, hogy barmely ilyen csoport valéjaban ,tkp. ugyanaz”,
mint a mar megtalaltak valamelyike.

A csoportelmélet azonban nem csak ezzel a kérdéssel foglalkozik. Példa-
ul egy tobb mint 100 éven at huzodo ,,projektben” meg akartak adni az Gsszes,
bizonyos jol meghatarozott tulajdonsaggal (melyet most itt nem tudunk részle-
tezni) rendelkez6 véges csoportot (melyek altalaban nem azonos elemszamuak).
A sok-sok matematikus munkaja révén végil eredményesen végz6do vallalkozas
dokumentacioja - mely alatt szdmos cikket, kozottik esetleg tobb szaz oldalasakat
is, kell érteni - 10000 oldalnal is hosszabb ().

A csoportelmélet dnmagaban rejl6 érdekessége mellett mas tudomanyagak-
ban is szerephez jut; itt emlithetjiik a geometriat, az elmeleti fizikat, ezen belul pl.
a magfizikat (mondjuk a kvarkok csoportelméleti megfontolasok alapjan torténd

felfedezését).

120°

4.2. Kivitelezés - reflexio

A szakkari foglalkozas a fenti napon 15:15-t6l 17:30-ig tartott. A 15 perces
,»,h0sszabbitas” mellett megjegyzendd még két ,,terheld” kortilmény: a tanuldknak
aznap eleve hét ,,regularis” orajuk volt, raadasul a szakkort szunet nelkul tartot-
tuk (kilsé okokbdl). Utdlag persze vilagossa valt, hogy ez a rendkivil hosszu
id6tartam eléaddonak, befogaddnak egyarant megterheld, killéndsen ebben a kései
ordban. Eredetileg még tébb anyagot terveztem, ugyanis még be akartam bizo-
nyitani a rend fogalméanak bevezetése utan azt, hogy prim elemszamu csoportbol

csak egyféle van. Azonban - amint ez be is igazolddott - a szakkor tervének végsé
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letisztazasa soran az id6beosztast is vazolva nyilvanvalova valt, hogy ez hid ab-
rand.

Mindamellett a foglalkozas - nyugodtan mondhatom - a tervezett, ,.iranyitot-
tan interaktiv”, felszabadult légkdrben telt. A tanulok aktivan kdvették a tablara
is nagyrészt felkerll6 eseményeket és jegyzeteltek is; mint utélag egyikiik meg-
jegyezte, 11 oldalt irt (magahoz képest peldatlan modon) - az én kézzel irott vaz-
latom 8 oldalas volt. Igyekeztem megtalalni az egyensulyt abban, hogy a nagyon
beszédesen kérd6 tekintetekre reagaljak, egyébként azonban hagyjam mikddni,

illetve hozzam mikddésbe az intuiciot.

Erdemes kiemelni néhany konkrét mozzanatot. A ,,mi lesz D,,-ben ft?” kér-
désnél az egyik diak rogton jelezte, hogy biztosan nem forgatas, hiszen valtja a
koruljarast, igy - hasznélva a szep észrevételt - célszerd roviditésként a ,,szamo-
16s” bizonyitast kihagytam, miutan néhany masodpercig morfondiroztam, vajon
nem kéne-e mégis elmondani az érvelést, az ,,inverzzel val6 szorzast” illusztra-
lando. Végul ugy dontdttem, ennyi lendiletre sziikség van, killéndsen a még hat-
ralévé anyag mennyiseégéenek figyelembevétele mellett. Az inverzzel szorzés ugyis
elékerilt a kovetkez6 I1épésben, ahol megtudtuk, melyik tukrozés ft. Itt érdekes
maodon arra nem kérdeztek ra, hogy miért szabad a ,,betlisorozatb6l” néhanyat
elkiiloniteni, és az asszociativitas (szandékosan késdbbre csisztatott) problémaja
egészen a tervezett pillanatig nem merdilt fel. Persze meglepd jelenség volt a jobb-
rol és balrél val6 szorzas ,.iranyfliggése”, fel is merilt ezzel kapcsolatos kérdés
az ,.egyenletrendezés” elsd Iépésében. Utblag (mar a szakkdr utan) rajéttem, hogy
érdemes lett volna a (megfelelé elemmel) balrél val6 szorzassal kezd6d6 atalaki-
tast is megnézni.

A szemfiiles tanul6knak kdszénhetden az is Kiderdilt, hogy a D,-beli tetsz6-
leges szorzat kiszamitasat illusztralo kifejezésem (ftf fttf f fttt) nem a legugye-

sebbre sikerult, ugyanis ezt a fentiekben leirtaktol (amelyre ki akartam hegyezni
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a dolgot) eltér6 maddon is ki lehet szamitani, nevezetesen meg lehet ,,sporolni”
az ft =t f...f felhaszndlasat: ftf f(tt)fffitt = fef(ffff)t = ftft = id,

ehhez csak am)yi kell, hogy ft egy tiikrozés, amelyet kétszer alkalmazva az iden-
titast kapjuk.

Késbbb, az fr = fy = x = y éatalakitasnal, amikor mér felvetettem, hogy
itt tulajdonképpen azt hasznaljuk, hogy egy szorzatot at lehet zardjelezni, és en-
nek a nevét is megmondtak, felvetette az egyik fia, hogy ,,miért lenne a D,,-beli
szorzas asszociativ, amikor nem is kommutativ ?”.

A raciondlis/valos szamok ,,nemnullasagaval” valo csalés is gyorsan leleple-
z6dott; ebben a kontextusban ez most nem annyira nyilvanvalo észrevétel, mint pl.
esetleg egy egyenletmegoldas kapcsan. Talan itt érdemes megjegyezni azt is, hogy
amikor mér a csoport fogalmanak definicioja utan felidéztiik az emlitett példakat,
egy tanulo felvetette a komplex szdmokat is (amelyeket fakultacion tanultak), az
Osszeadasra nézve.

A nem asszociativ szorzas példaja egy-két nem vart problémat okozott, en-
nek megfelelGen tébb id6t is vett igénybe a tervezettnél. Egyrészt, mint a példa
végére kiderilt, kezdetben azt gondoltak, hogy a mar megkezdett utat kdvetjik
majd, nem volt tehat egészen vilagos, hogy D,, és a mlveleti azonossagok utan
hirtelen miért nézziik ezt a mesterkélt miiveletet. Megjegyzendd, hogy az eredeti
tervemben a fenti 4. és 5. rész megcserélve szerepelt, csak a szakkorén alakult
igy a sorrend, mivel ott azt éreztem, hasznosabb, ha el6bb illusztralom, mennyire
fontos az asszociativitas és ezutan, viszonylag gyorsan ,.talesiink” a Klein-csoport
leirasan. Nem biztos, hogy ez a csere okozta a nehézséget; valamennyire minden-
képpen az el6zményektol eltérd ,,mélyviznek” szantam ezt a részt, amely az em-
litett szemponton kivil tényleg csak beékel6dott az anyagba, de kézzelfoghatdan
akartam érzékeltetni a miveleti azonossag szerepét, nem csak egy félmondatban

megjegyezni. Problémak voltak még a jelOléssel is, ui. a tablan elsé lejegyzés al-
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kalmaval nem szerepeltek a (fentebb is lathatd) leirast megkonnyit6 idéz6jelek,
és el6szor a régi és 0j mivelet dsszekavarodasa tobbeket megzavart. Ezt a terve-
zeés hianyossaganak tekintem; kulénodsen egy ilyen eléggé elvont jelenség esetén,
amikor egy ismert miveletb6l kiindulva értelmezek egy Gjat, amely ,,szerint vett
hatvanyozasrol” beszélek, gondosabban kitalalhattam volna a jeldlést.
Szerencsére a tartalmi egység végére gy tiint, hogy megeértették a pelda céljat;
ebben - minden idétlensége ellenére - a fenti tervezetben cimként szerepld, tablara
is felkertild mondatnak is lehetett szerepe.

Sikeresnek bizonyultaz 1,1 + 1, ... felirason alapul6 (fenti jel6léssel) F,, és
Z,, kozotti hasonlosag felfedeztetése, ugyanis az egyik tanuld rogton leleplezte,
hogy a forgatasoknal lattunk mar ilyet. Meggy6zonek tlint az is, ahogyan a més-
hogyan jeldlt miveletek azonos logikaju miveleti tulajdonsagaiban megfeleltet-
ték egymasnak az egyes elemeket (id-nek a 0-t, inverznek az ellentettet). Persze
az izomorfizmus/izomorfia fogalmanak (csoport definicidja utani) pontos értel-
mezése nagyon messzire vezetett volna, igy meg kellett elégednem azzal a kétes
sikerrel, amelyet a K és Z, kulénboz6ségérdl sz16 heurisztikus érvelés okozott.
Talan ez volt a foglalkozas legnehezebb része.

A csoport fogalmanak definialasa, melyet egyébként is csak kb. a 100-adik
percre terveztem, végll az id6kdzben felhalmozodott (idébeli) cstszasokkal egyitt
tényleg szinte a finaléja lett a hosszu foglalkozasnak. Tébb tanulé mondta utdlag,
hogy bar sokaig nem teljesen volt vilagos, merre haladunk, a végén megértették.
Sajnos, amint nagyjabol el6re is lehetett sejteni, érzésem Kissé ,,tavolinak” tlintek
a csoportokrol feltett kérdéseim (,,minden n-re van-e n elem( csoport?”, stb.);
ennek persze egyreszt bizonyéara a tanuldk faradasa volt az oka, masrészt talan a
feldolgozas mddja csak részben eldlegezte ezt meg. Emiatt is kerilt bele a Klein-
csoport az anyagba, hiszen igy legalabb egy példan érzékeltetni lehetett azt, hogy

779y

adott elemszamu csoportbdl tobb ,,1ényegesen killonb6z6” is lehet. Az adott elem-
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szamu csoportok szamardl sz616 tablazat kapcsan megjegyeztem, hogy eredetileg
az n = p esetet szerettem volna igazolni, a szakkor (hivatalos) végeztével az egyik
fil erre érdekl6d6en megkérdezte, hogy ahhoz még mennyi idd kellett volna. Ere-
detileg terveztem itt egyfajta kombinatorikus meggondolason alapulé érzékelte-
tést is, nevezetesen azt szdmoltuk volna ki, hanyféleképpen lehet egy n x n-es
~miveleti tablat” kitolteni, ha el6sz6r semmit nem szabunk meg, majd a ,.kom-
mutativitast” kikotjuk ; ezeket az eredményeket persze azzal vetettiik volna 6ssze,
hogy - tudvan, hogy ténylegesen hany csoport van adott n-re - hany kitoltés lehet-
séges a csoportaxiomak figyelmbevételével. Erre végil is az id6 szoritasa miatt
nem kerult sor, de utdlag igy jobbnak is latom, hiszen a szdmolas (csoportaxio-
mas része) valdjaban tal bonyolult lett volna.
Felmer(lt azonban a kérdés, hogy milyen ,ismert csoportok” vannak még, amire
a permutaciokat mint fliggvenyeket emlitettem anélkil, hogy a részletekbe men-
tem volna; ez igy a jelek szerint els6re nem volt teljesen érthetd (ami bizonyos
értelemben megerdsiti azt a korabbi észrevételemet, amely miatt a permutéaciok
helyett inkabb a diédercsoportra alapoztam a feldolgozast).

Emlitést erdemel még, hogy a szakkor végeztével negy tanuld még mintegy
fél éran at ,,faggatott” matematikaval és nagyrészt csoportokkal kapcsolatos kér-
désekrol; ez némileg megnyugtat afeldl, hogy az estébe hajld, faraszt6 algebrazas

talan érdekes volt par ember szamara.

[ )

Par sz6ban 0sszefoglalom még a szakkoron jelenlévd, fent nevezett felndttek
véleményét is, az egyszerliség kedvéért a monogramjukkal jel6lve Gket.

KG a szakkort (a tanuldkat is figyelve) érdekesnek, a téma felépitését jonak
talalta, kiemelve azt, hogy jo 6tlet volt nem az absztrakt definiciéval kezdeni, ha-
nem ,,kézzelfoghatd” példakon és meggondolasokon keresztil eljutni a csoport

fogalmahoz.
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Ezt hangsulyozta VS is, aki (hozzam hasonldan) Ggy gondolja, hogy valami-
féle ,,érzet”/kép nagyon fontos a csoporthoz hasonl6 absztrakt fogalmakkal kap-
csolatban. Szerinte a szakkor hozzasegitette a tanulokat ennek kialakulasahoz.

VI (aki egyébként tobb foglalkozast is tartott ebben az osztalyban) szintén
elismerden nyilatkozott a szakkorr6l, hozzatéve, hogy talan a ,,nem asszociativ
mivelet”-es rész nem jott a legjobbkor - ezzel teljesen egyetértek (amint ezt fen-
tebb részletesebben kifejtettem).

KG a foglalkozas tavlataival kapcsolatban is érdeklddott, illetve javaslatokat
tett. EImondta pl. azt, amelyet az altalanos észreveételek kozott én is emlitettem,
hogy a ,,mire lehet ezt hasznalni?” kérdésre nem derlt ki igazabdl a vélasz a
foglalkozason (ezt az egyik jelenlévd tanuldval folytatott utdlagos beszélgetésem
is megerdsitette), érdeklédott arrdl, hogy milyen alkalmazéasokat gondolok ,.el-
mondhatonak” és megjegyezte, hogy az idétartammal kapcsolatos tapasztalatokat
figyelembe véve alapjan egy ilyen kibévitett anyag akar 2-3 szakkarre is elegendd
lehet. O a diédercsoport megismerése utan a permutaciok targyalasaval folytatna,
ezutan esetleg a részcsoportok és az izomorfia fogalmanak tisztazasaval. Ezzel én

is egyetértek (féleg a permutaciokra vonatkozd otlettel).

Az alkalmazasokrdl: figyelembe véve a tanuldk kiemelkedé érdeklddését és
tudasat, elképzelhetdnek tartom pl. azt, hogy az (6nmagaban is szép és érdekes)
Euler-Fermat tétel megismertetése utan meg lehetne mutatni ennek csoportelmé-
leti altalanositasaként a Lagrange-tételt, amelyet aztan esetleg alkalmazni lehet-
ne valamilyen jatékkal (pl. a Rubik-kocka) kapcsolatos kérdés megvalaszolasa-
ra. Kell§ el6készitéssel talan a Cauchy-tétel McKay-féle bizonyitasa (2.6.2.) is
elmondhatd, amely egyszer(iségében nagyon mutatos, a ,,felsébb matematikan”
belll egy elemi(bb) trikk alkalmazasanak szellemes példaja. Tudomasom van az
el6bbiek mellett olyan kartyatriikkrdl is, amelynek miikddésének van csoportel-

méleti aspektusa.
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Végll még egyszer szeretném megkdszonni a 12.A osztaly jelenlévd tanulé-

inak és az emlitett latogatoknak az aktiv részvételt és az épitd észrevételeket.
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