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Bevezetés

A g-adrendi II, projektiv sik Sj nemiires ponthalmazat k-szemiivnek nevezziik,
ha minden P € S pont esetén pontosan k db ly,ls,...,lr egyenes van, melyre
S Nl; = {P} teljesiil (i = 1,2,... k). Ezeket az egyeneseket Sj, P-beli érintSinek
nevezziik. A szemiiv elnevezés onnan szarmazik, hogy a projektiv sik k-ivei egyben
(¢ + 2 — k)-szemiivek. Az 1-szemiivek a szemiovélisok, melyeket az elmult 10 évben
sokan vizsgaltak, de még ezekkel kapcsolatban is nagyon sok megoldatlan probléma
van.

A szemiivek teljes leirdsa reménytelen feladat, ezért érdemes plusz feltételek mel-
lett vizsgalni Gket. Ilyen feltétel példaul, ha a szemiiv tartalmaz sok pontbdl allo
kollinearis ponthalmazt (hosszi szel6t). Néhany ezzel kapcsolatos, szemiovalisokra
vonatkozo, Dover [6] altal bizonyitott eredményt sikeriilt szemiivekre &ltalanositani,
ezek az 1.4-es szakaszban szerepelnek. Ezt kdvet&en azokat a szemiiveket vizsgaljuk,
melyeknek legalabb két, viszonylag hosszi szelGje van.

Egy maésik vizsgalt kérdés, azon szemiovalisok karakterizaldsa, melyeket tartal-
maz harom egyenes [3|, [13]. Ennek okan a 2. fejezetben megprobaljuk hasonlé mo-
don karakterizalni a szemiiveket. A P(G(2, q)-sikokon bizonyos esetben ez teljesen
sikeriilt.

A harom egy ponton atmené egyenes altal tartalmazott szemiovalisok elem-
szamara additiv kombinatorikai tételek segitségével 0 als6 becsléseket adunk a
3. fejezetben. A tételek altalanosithatoak voltak 2-szemiivekre, melyekre tovabbi
példakat is megadunk. Ez a 4. fejezetben szerepel, néhany tovabbi konstrukcioval
egyiitt. A felhasznalt additiv kombinatorikai tételek Grynkiewicz [8] és Pollard [15]
eredményei.

A harom egy ponton atmend egyenes altal tartalmazott szemiovalisok koziil az
egy bizonyos extra tulajdonsaggal rendelkezdket erés szemiovalisnak nevezik [3]. A
3. fejezetben az eddigi eredményeket megjavitva megmutatjuk, hogy a PG(2,p*")
stkokon ezek elemszéama csak 3(p** —p") lehet, mig p > 7 esetén PG(2, p>* ') sikokon
nem léteznek ilyen strukturak.

Az 5. fejezet a diplomamunkdm tanari része, melyhez a fejezet elején kiilon
bevezets talalhato.

A szakirodalomban megtalalhato tételek bizonyitasahoz csak hivatkozasokat kdz-
link. Ez alol egyediil a szerz6 Kozépiskolai Matematikai Lapokban megjelent [4], és
a Kiss Gyorggyel kozos, kozlésre benytjtott cikke [5], valamint az 5. fejezet egyes
allitasai jelentenek kivételt.



Koszonetnyilvanitas

Ko6szonettel tartozom témavezetémnek, Kiss Gyorgynek, a kivalo témajavaslatért,
a sok szakirodalomért, valamint hogy mindig szakitott id6t a jegyzeteim atnézésére
és az ezekkel kapcsolatos hasznos észrevételeire.



1. fejezet

Szemiivekrol Altalaban

1.1. Tételek, definiciok, jelolések

A véges projektiv sik axiomait és alapvetd kombinatorikus tulajdonsagait dolgo-
zatom utolso fejezetében egy kdzépiskolasoknak szant kartyatriikk bemutatasa soran
ismertetem, igy ezekre itt most nem térek ki. Amennyiben az olvasé az ott leirtaknél
tomorebb bevezetst szeretne, akkor Kiss Gyorgy és Szényi Tamas: Véges Geometridk
[14] cimi konyvét tudom ajanlani. Az alabbiakban néhany alapvetd allitas, defini-
ci6 és jelolés kovetkezik, melyeket a dolgozatban hasznélni fogunk. II;-val mindig
g-adrendii véges projektiv sikot fogunk jelolni.

1.1.1 Allitas: A K test feletti haromdimenziés vektortér egydimenzios altereinek
halmazat jeloljik P-vel, kétdimenzids altereinek halmazat pedig &£-vel. Ekkor a
(P, ) par projektiv sikot alkot (az illeszkedési relacio a tartalmazas).

A bizonyitashoz lasd [14, p. 3].

1.1.2 Definicié: Amennyiben K a g-elemii véges test, akkor a fenti médon definiélt
véges projektiv sikot PG(2, ¢)-val jeloljiik. Véges projektiv sikokon a Desargues-tétel
pontosan a PG(2, q) sikokon teljesiil [14, p. 49], ezért néha Desargues sik elnevezést
fogjuk hasznalni.

A késébbiekben sokszor fogjuk hasznélni az alabbi jol ismert triikkkot [3], [13]:

1.1.3 Allitas: Amennyiben Iy, Iy, ls a PG(2, q) paratlan rendii sik harom, egy pon-
ton atmend egyenese, akkor a koordinatarendszert megvalaszthatjuk dgy, hogy az
egyenesek egyenletei: X; = — X3, X = 0 és X; = X3 legyenek. Ilyenkor a met-
széspont koordinatai: (0,1,0) és az egyenesek (—1,a,1), (0,,2), (1,¢,1) pontjai
pontosan akkor kollinearisak, ha az alabbi determinans értéke 0:

—1
0
1

o o Q

1
2.
1
Ez pedig akkor teljesiil, ha a 4+ ¢ = b.

1.1.4 Allitas: Amennyiben Iy, Iy, [3 a PG(2, q) sik harom, nem egy ponton dtmend
egyenese, akkor a koordinatarendszert megvalaszthatjuk gy, hogy a harom egyenes



metszéspontjai az (1,0,0), (0,1,0) és (0,0, 1) pontok legyenek [13]. Ekkor az egyene-
sek (0,a,1), (b,0,1) és (—c,1,0) pontjai pontosan akkor kollinearisak, ha az alabbi
determinans 0:

0
b

—C

—_ O Q

1
1.
0
Ez pedig akkor teljesiil, ha b = ac.

1.1.5 Definicié: Amennyiben A és B egy additiv csoport részhalmazai, hasznalni
fogjuk az alabbi jeloléseket:

A+B={a+b|acAbe B},
A-B={a—-b|aecAbe B}

1.1.6 Definici6é: A 1I, sik olyan ponthalmazat, mely nem tartalmaz harom egy
egyenesen 1évG pontot, fvnek nevezziik. A k pontbol allo iveket k-ivnek hivjuk.
Paratlan rendi sik (¢+ 1)-iveit ovalisnak, paros rend( sik (¢4 2)-iveit hiperovalisnak
nevezziik.

1.1.7 Allitas: PG(2, q)-ban léteznek ovalisok, ha ¢ paros, akkor hiperovalisok is.
A bizonyitasa [14, p. 90]-ben megtalalhato.

1.1.8 Definicié: A II, g-adrendt projektiv sik /g-adrend részsikjat Baer-részsiknak
nevezziik.

1.1.9 Definici6: A II, ¢g-adrendi sik olyan ponthalmazat mely nem tartalmaz teljes
egyenest, de minden egyenest metsz, blokkol6é halmaznak nevezziik.

1.1.10 Tétel: Minden Baer-részsik blokkoléhalmaz.

A bizonyitasa szintén [14, p. 99]-ben olvashato.

1.1.11 Definicié: Az [ egyenest az S C II, ponthalmaz k-szel§jének hivjuk, ha
INS|=k.

1.1.12 Definici6: Az [ egyenest az S C II, ponthalmaz érint6jének P-beli érin-
t6jének hivjuk, ha I[N S = {P}.
1.2. Szemiivek létezése

Ebben a fejezetben definidljuk a szemiiveket, és megadunk néhany egyszeri
példat, mely bizonyitja, hogy minden pozitiv egész k-érték esetén léteznek k-szemiivek.

1.2.1 Definici6é: Egy S; C II, nemiires ponthalmazt 1 < k < g esetén k-szemiivnek
neveziink, ha minden P € S, pont esetén P-nek pontosan k£ db érint6je van.
Az 1-szemiiveket szemiovalisnak nevezik.

1.2.2 Allitas: Legyen S) C I1, egy k-szemiiv, ekkor teljesiil az alabbi négy allitas:



—_

. k = q+ 1 pontosan akkor, ha Sy egyetlen pontbdl all,

[N

. k = q pontosan akkor, ha Sj egy egyenes egynél tobb pontbol all6 részhalmaza,

3. k = q — 1 pontosan akkor, ha S;, harom nem kollineéaris pontbdl all,

B

. k = q — 2 pontosan akkor, ha Sy az alabbiak egyike:

e S; négy altalanos helyzetid pont
o Si egy teljes négyszog 6 csticsa

e Sk egy Fano-részsik.

B1zoNYITAS: Csak a 4. pontot bizonyitjuk, az els6 harom magétol értetéds.
Tegyiik fel, hogy £ = ¢ — 2 és legyen P € Si. Ekkor P-n 4t kell, hogy menjen
pontosan 3 olyan egyenes: [y, ls, I3, amely tartalmaz P-n kiviil is Sj-beli pontot.

Az I; (i € {1,2,3}) egyenesek egyike sem tarlamzahat 3-nal t6bb pontot, mert
ha lenne koztiik ilyen, akkor a masik két egyenes P-n kiviili pontjainak legfeljebb
q — 3 db érint&je lenne. Ez alapjan 3-esetet kiilonboztethetiink meg:

1. Ha mindh&rom egyenes 2-2 pontot tartalmaz, akkor ez egy 4 elemi ponthal-
maz, mely kénnyen lathatéan nem tartalmazhat harom kollinearis pontot.

2. Ha a harom egyenes egyike 3 pontot tartalmaz, a masik kett6 pedig 2 pontot,
akkor a 2 db 2 pontot tartalmazé egyenes P-t6l kiilénboz6 A illetve B pontjai egy
egyenesre kell, hogy essenek a 3 pontot tartalmazo6 egyenes valamely P-t61 kiilonb6zé
@ pontjaval, maskiilonben A-nak és B-nek legfeljebb ¢ — 3 érintGje lenne. Ekkor
azonban a ponthalmazunk lefedhet6 az AB és P(Q) egyenesekkel és igy a () € Sy
pontnak ¢ — 1 érintGje van, ami ellentmondas.

3. Ha a harom egyenes egyike 2 pontot tartalmaz (P és @), a méasik kett§ pedig
3 pontot (P, Ay, By és P, Ag, Bs), akkor kénnyen lathato, hogy @ = A;A; N BBy
vagy Q = A1 By N Ay By, Mindkét eset egy teljes négyoldal 6 csticsat adja.

4. Ha mindharom egyenes 3 pontot tartalmaz, az [; egyenes pontjait jeloljiik
P, A;, B;-vel. Kénnyen lathato, hogy ekkor az {A;A;NB;B;, A;B,NA;B;} = {An, B, h},
{i,7,h} = {1,2,3} esetén. Ilyen konfiguracié pedig egyediil a Fano-sik van.

Hogy a megadott példak valoban (¢ — 2)-szemiivek, azt konnyi ellenérizni.

A dolgozat tovabbi részében feltessziik, hogy k < g — 2. Az alabbi példat Kiss
Gyorgytdl hallottam, és ez volt az els§ példa amit megismertem:

1.2.3 Példa: Ha a II, sikon létezik Derargues-konfiguracio (2 db pontra nézve per-
spektiv hdromszog, és megfelel§ oldalparjaik metszéspontja, valamint a perspektivi-
tasi pont), akkor ez a 10 pont (¢ — 5)-szemiivet alkot.

1.2.4 Allitas: Legyen Sy egy k-szemiiv a II, sikon. Ekkor |Sy| > ¢ — k + 2.

1.2.4 élességét az alabbi példa igazolja.

1.2.5 Példa: A II, sik minden (¢—k+2)-ive k-szemiiv, ezért 1.1.7 miatt kévetkezik,
hogy PG(2,q)-ban léteznek ¢ — k + 2 pontbol &llo k-szemiivek.

1.2.6 Példa: Legyen [; és [y két egyenes a I, sikon. Toroljilk a két egyenes met-
széspontjat és még k-k db pontotot mindkét egyenesr6l. A megmarad6 2q — 2k db
pont k-szemiivet alkot.



1.2.7 Példa: Legyen q = s* > 16 és II; a I1, sik Baer-részsikja. Legyen [ egy olyan
egyenes, mely s+ 1 pontban metszi a Il részsikot. Legyen L C {l} \ Il tetszsleges
k elemii ponthalmaz, K C II, \ {l} pedig egy olyan k-elemii ponthalmaz, mely
legfeljebb s—2 db kollinearis pontot tartalmaz. Ekkor Sy, := (IL,\ (K UI))U(I\ (LUILy))
egy 2q — /q — 2k pontu k-szemiiv. Ennek igazolasa két részbol all:

Legyen P € [ N S, ekkor 1.1.10 miatt II; minden P-n 4tmend egyenest metsz.
[-en kiviil semelyik masik egyenest sem metszheti egynél tobb pontban, ha ugyanis
lenne egy ilyen r # [ egyenes, akkor erre r € Il és igy r N1l = {P} € Il, ami
ellentmond P valasztasanak. Ebb6l mar kovetkezik, hogy P érint6i éppen a P-t a
K-beli pontokkal 6sszekots k db egyenes.

Legyen @ € 1I;, N Sk, a Q-t a II; N I-beli pontokkal 6sszekots egyenesek s + 1
db II;-beli pontot tartalmaznak. A K-ra tett feltételiink miatt minden ilyen egyenes
tartalmaz legaldbb két db Sy-beli pontot, igy ezek az egyenesek nem lehetnek
Q-érint6i. Tehat () érint6i a Q-t az L-beli pontokkal 6sszekots k db egyenes.

1.3. FelsO becslés szemiivek elemszamara

1.3.1 Tétel: Legyen Sj egy k-szemiiv a II, sikon, ekkor

q(k—1+\/4kq—3k2+2k+1>
2

|Sk] <14

B1zONYITAS: Legyen |Si| = s és I, \ Sy = {P1, P, ..., Ppigi1-s}. Legyen tovabba
t; a P,-n 4tmend érint6k szama. Szamoljuk meg kétféleképpen azon (P, ;) rendezett
péarokat, ahol [; az S; Pi-beli érintGje, igy az alabbi egyenlésséget kapjuk:

Z t; = ksq.

Azon (P, 1}, 1)) rendezett parok leszamlalasaval, ahol [; és [, is az S), P;-beli érintdje,
kapjuk masik egyenlGsségiinket:

Zti(ti —1) = k?s(s — 1), tehat th = ks(q+ ks — k).
A szdmtani és négyzetes kozepek kozotti egyenlStlenség szerint:

( >t )2< >t

C+q+l—s) —@F+q+1—s

Ahova a kapott kifejezéseket beirva és atrendezve kapjuk, hogy
ks® + s(q — kq —2k) — (¢* + ¢+ 1)(g — k) <0.

Innen a masodfoki egyenlet megoldoképletébdl kapjuk a bizonyitand6 egyenlétlen-
séget. 0

A fenti tétel szemiovalisok esetén Thas [19] és Hubaut [9] egyméstol fiiggetlen
eredménye, a felhasznalt otletet Kiss Gyorgy mutatta meg nekem.



1.3.2 Példa: A g-adrendi II, sik m-edrendd II,, részsikja ¢ — m-szemiiv. Legyen
ugyanis P € II,,,, ekkor P-n 4t megy m + 1 db szel6 és (¢ + 1) — (m + 1) db érintd,
amivel allitasunkat igazoltuk.

El6z6 tételiink élességét a Baer-részsikok bizonyitjak (lasd 1.1.8), melyek
(¢ — \/q) -szemiivet alkotnak és elemszamuk ¢ 4 /g + 1.

1.4. Szemiivek hosszia szelGvel

A kovetkezs tétel Dover [6] szemiovalisokra vonatkozo eredményének az altalanosi-
tésa k-szemifvekre.

1.4.1 Tétel: Legyen Sj egy k-szemiiv a II, sitkon. Amennyiben &k < \_{*/ﬁj, akkor
Si-nak nincsenek (¢ + 1 — k)-szel6i.

B1zONYITAS: Tegyiik fel, hogy [ egy olyan egyenes, melyre |Sy NIl| = ¢+ 1 — k.
Megmutatjuk, hogy ekkor ¢ < (k+ 1)*, és igy ¢/q — 1 < k, ami k egész volta miatt
k < L\J/GJ esetén ellentmondéshoz vezet.

Legyen O = S \ [, elgszor megmutatjuk, hogy ¢ — k < |O| < ¢g. Mivel minden
P € SNl ponton at kell mennie pontosan g—k db olyan egyenesnek, mely tartalmaz
O-beli pontot, ezért az alsé becslés nyilvanvalo. A fels6 becsléshez gondoljuk meg,
hogy minden O-beli ponthoz tartozik Si-nak k& db érintGje, ez Gsszesen |O| - k db
érinté. Ezek az érint6k l-et csak [\ S-ben metszhetik, igy szamuk legfeljebb & - ¢,
amibdl a felsG becslés kovetkezik.

Jeloljiik M-mel a stk azon egyeneseinek halmazat, melyek legalabb két O-beli
pontot tartalmaznak. Legyem m € M, ekkor m N1 € S, ellenkez6 esetben m N O
pontjainak legfeljebb k£ — 1 érint&je lenne.

L. eset: |O] = ¢ — k. k < g — 2 miatt létezik P,Q € O, legyen az altaluk
meghatarozott egyenes m. Ekkor az el6z6 észrevételiink miatt mNl € Sy, ugyanakkor
ennek a metszéspontnak legalabb k + 1 érintGje van, ami ellentmondaés.

2. eset: |O] = q—k+t, ahol t € {1,2,...,k}. Ekkor az alabbi észrevételeket
tehetjiik:

Minden P € [ N Si-beli ponthol csak 1,2,....t + 1-szel6k mehetnek O-hoz, el-
lenkez6 esetben P-nek k-nal kevesebb érint&je lenne.

Legyen cr az R € O pontbél indulé M-beli egyenesek szama.

Ekkor |O| =q—k+t <cg-t+ 1, amibdl kovetkezik, hogy

qg—k+t—-1

< cp.
; S CRr

El6z6 két észrevételiink miatt:

(g—k+t—1)(g—k+1) <Z n

(t + 1 ReO

Mivel az M-beli egyenesek Si-ban metszik [-t, ezért a skatulya-elv miatt lesz egy
olyan D € S, N pont, melyre:
(q—k+t—1)(qg—k+1)
tt+1)(¢g—k+1)

> Cp.



Jelgjiik tp-vel a D-b&l O-hoz hiuzhaté érinték szamat. Ekkor 2cp +tp < |O| =
q—k+téscp+tp =q—k, hiszen Sy D-beli érintSinek a szama k. Ebbdl cp < t
kovetkezik, amibdl el6z6 egyenlGtlenségiinket felhasznalva ezt kapjuk:

(g—k+t—1)(¢g—k+1)

tt+1)(g—k+1) —
Az egyenl6tlenséget atrendezve kapjuk, hogy:

q—k—1 qg—k—1
— 1 — 11 )<t 1—-k).
( / +)(t+1 +)—<Q+ )

t < ¢ — 1 miatt -t novelve a bal oldal csokken, mig a jobb oldal né. Igy az
egyenlGtlenség a t = k esetben is teljesiil, és ekkor az alabbihoz vezet:

F—qllP+ P+ 1) +E -k <0,

amibdl

1
qg5-(k3+k2+1+\/k6+2k5—3k4+2k3+6k2+1)<k3+k2+1<(k+1)3.

O
A tovabbiakban azokat a k-szemiiveket vizsgaljuk, melyeknek van (q— k)-szelGje.

Szemiovalisok esetén szintén Dover [6] vizsgalta a kérdést.

1.4.2 Allitas: Ha a 11, sik egy Sy k-szemiivének van (¢ — k)-szel6je, akkor
q
.
B1ZONYITAS: Legyen [ olyan egyenes, amire [[ N S| = g — k és legyen L = [\ Sy,
O = Sk \ [. El6szor a fels6 becslést igazoljuk:

|L| = k+ 1 és L minden pontjabdl legfeljebb ¢ db, igy L pontjaibok &sszesen
legfeljebb (k 4+ 1)g db érinté huzhato az O-beli pontokhoz. Az O-beli pontok min-
degyikén at k db érint6 megy, melyek midnegyike L-ben metszi [-t, igy az alabbi
becslés adodik: |O|k < (k + 1)q.

Masrészrdl g — k < |O], ellenkez6 esetben az Sy Ni-beli pontoknak legalabb k+ 1
érint6jiik lenne. Igy |O]-ra az alabbi becsléseket nyertiik:

(k+1)q
Y
Az egyenl6tlenséghez | Sy N1| = g — k-t hozzdadva a bizonyitando allitast kapjuk. o

q—k<|0| <

Az als6 becslés élessége esetén az alabbi karakterizaciot tehetjiik:

1.4.3 Allitas: Ha a I, sik egy S, k-szemiivének van (¢—k)-szelGje és |Sy| = 2q—2k,
akkor Sy az 1.2.6 példaban bemutatott konstrukcio.

B1ZONYITAS: Az el6z6 bizonyitashol vegyiik at az [, L és O jeloléseket, k < q — 2
miatt létezik O-nak harom tetszéleges pontja, legyenek ezek A, B, C. Az AB, AC,
BC egyenesek csak L-ben metszhetik [-t, hiszen a metszéspontbol |O] = g — k miatt
legalabb k41 érint&je lenne Sy-nak. Ha ez a 3 egyenes 3 kiilonb6z6 pontban metszené
L-t, akkor az A, B, C pontok mindegyikének legfeljebb k& — 1 érintGje lenne. Tehat
kell, hogy legyen kozottiik két egyenes, mely ugyanabban az L-beli pontban metszi
egymast, am ekkor A, B és C' egy egyenesre esik. Mivel ez 3 tetszélegesen valasztott
pont volt, igy minden O-beli pont egy egyenesre esik, mely egy S-en kiviili pontban
metszi [-t. 0O
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1.5. Szemiivek 2 db hosszu szelGvel

A tovabbiakban azokat a k-szemiiveket vizsgaljuk, melyeknek létezik 2 db hossza
szelGje. Az alabbi lemma bizonyitdsat témavezetém Otlete tette ilyen egyszertivé,
el6tte az 1.5.4 lemma bizonyitasidhoz hasonléan, bonyolultabban bizonyitottam kic-
sivel gyengébb allitast.

1.5.1 Lemma: Ha a I, stk egy Sy k-szemifvének van egy (¢ — n)-szelGje és egy
(¢ — m)-szelGje, valamint

1 1
SRS TS )

akkor ez a két szel6 Syp-n kiviil metszi egymast.

BIZONYITAS: Legyen |l; N Sk| = ¢ —n és |lo N Sg| = ¢ — m és indirekt tegyiik fel,
hogy l;Nly = P € Sk. Legyen O = Si\ ([1 Uly), ekkor P € Si miatt ¢—k—1 < |O|.
Az O-beli pontokon at 6sszesen |O|k db érintGje megy Si-nak. Mivel ezek mindegyike
Si-n kiviil metszi a két hosszi szel6t, ezért szamuk (n + 1)(m + 1)-gyel feliilrdl
becsiilhets. Igy az alabbi egyenlGtlenséget kapjuk:

(m+1)(n+1)

—k—-1<|0| <
q — ‘ ’ —_— k )
amibdol . .
g<ht14mE 3{(7” ).
Ez pedig ellentmond a g-ra vonatkoz6 feltételiinknek. 0O

1.5.2 Allitas: Ha a II, sik egy S, k-szemiivének két db (¢ — k)-szelGje van, és
q>2k+3+ %, akkor ezek a hosszi szel6k Si-n kiviil metszik egymast.

A kovetkezs tétel karakterizalja a 2 db (¢ — 2)-szel6vel rendelkezs 2-szemiiveket
8-nél nagyobb rendii stkokon.

1.5.3 Tétel: Ha a II, sik egy Sy 2-szemiivének van 2 db (¢ — 2)-szelGje és g > 8,
akkor a hosszu szel6k So-n kiviil metszik egymast és az aldbbiak egyike teljesiil:

1. Sy az 1.2.6 példaban szerepld konstrukeio,

2. |S2| = 2g—2, a hosszi szel6kon kiviil es6 2 db Sy-beli pont, és a szelGegyenesek
So-bél kimaradé 5 pontja egy Fano-részsikot alkot.

B1zONYITAS: Legyen a két hosszi szel§ [ és [y, valamint P = [y N [y, ekkor az
el6z6 allitas miatt P ¢ Sy. Legyen tovabba {l1} \ So = {P,Q1, R1} és {lo} \ S2 =
{P,Q2, Ry}, valamint O = Sy \ (l; U ly). Amennyiben |O] = 0, akkor az els§ eset
teljestil.

Tegyiik fel, hogy |O] > 0 és legyen M; = Q1Q1 N R1 Ry, My = Q1 Ry N Q2Ry,
valamint M € O egy tetszéleges pont. Ekkor M € {M;, M,}, maskiilonben az
MRy, MRy, MQ)1, M5 egyenesek koziil lenne olyan, mely [y és [y koziil legalabb
egyet So-ben metsz, de akkor ennek a metszéspontnak legfeljebb egy érintGje lenne.
Ezzel azt is belattuk, hogy |O] < 2.
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Ha O = {M}, akkor M-nek PM is érintGje, tehat 3 db érintGje lenne, ami nem
lehetséges. Azt kaptuk, hogy O = {M;, My}, ekkor M, My és P egy egyenesre kell,
hogy essen, méaskiilonben mindkét O-beli pontnak 3 db érint6je lenne.

Ekkor |S| =2q — 2 és P,Q1, Ry, Q2, Ry, My, M egy Fano-sikot alkot. O

1.5.4 Lemma: Legyen S) egy k-szemiiv, a II, sikon és legyen k£ > 3, [, és [, pedig
két egyenes, melyekre
|Skml1| =q—n,

’Skmb’:q_ma

valamint iy N1y ¢ Sy. Tegyiik fel tovabba, hogy m > n > késm > k+ 1+ ﬁ
Megmutatjuk, hogy ez csak akkor lehetséges, ha ¢ < mn.

B1zONYITAS: Legyen Iy N1y = M, I \ Sk pontjai: M, P, P, ... P, ésly \ Sk pontjai:
M,Q1,Q2,...Qm. A {P, P,,...,P,} pontokat (T]’j) db diszjunkt halmazba osztjuk
a kovetkez6 modon:

Legyen I C {1,2...,m} és |I| = k. P € H; pontosan akkor, ha P érintéi a
{Q; | i € I'} pontokban metszik lo-t.

Minden I € {1,2,...,m} esetén legyen T} = Uj¢;H;. Ekkor minden P; € T; pont
esetén a P;(); egyenes tartalmaz P;-n kiviil legalabb még egy Si-beli pontot, hiszen,
T; definicidja miatt, nem érintGje a P;-nek. Minden P; € T} esetén valasszunk hét egy
ilyen pontot, és nevezziik el O;-nek. Ezek az O, pontok kiilonb6z6 P; € 1) pontok
esetén kiilonbozdk, hiszen kiilénb6z6 Q-en dtmend egyenesen vannak. Vezessiik be
az O = {0y | P € Ti} jelolést, ekkor |T;| = |O;| és a H; halmazok diszjunk volta
miatt:

Y IHil =T = 0. (1.1)
1¢1
Minden Oj-beli pontnak lehet egy érintGje, mely az M-en megy at, és van legalabb
k — 1 db érint8je, mely P,Q, alakd, ahol a € {1,2,...n} ésbe {1,2,...,m} \ {{}.
Az ilyen érintSk szama legfeljebb (m — 1)n, igy az alabbi becslést kapjuk:
O(k—1) < (m—1)n (1.2)
1.1 és 1.2 miatt kapjuk, hogy:
(k= 1)1y < (m— 1)n
1¢1

Végezziik el a fenti becslést minden [ € {1,2,...m} esetén, igy ezt kapjuk:

(k=1)> ") " |H| <m(m—1)n.

=1 1¢1

Most a bal oldalon minden |Hy|-t m — k-szor szamoltunk (valahényszor [ ¢ I). Tehat
egyenlGtlenségiink igy is irhato:

(m—k)(k—1)> _|H| < m(m— 1)n.
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Ugyanakkor minden Sj N [;-beli pont beletartozik a diszjunk H; halmazok valame-
lyikébe, tehat >, |H;| = [(Sk N l1)] = ¢ — n. Ez alapjan egyenlStlenségiinket igy
irhatjuk &t:

(m—Fk)(k—1)(g—n) <m(m — 1)n,

ahonnan
m(m — 1)n
< . 1.3
= - D) (1-3)
Mar csak azt kell belatnunk, hogy:
n+ m(m — 1)n <mn
(m—Fk)(k—1) —
Mindkét oldalbél n-et kivonva, majd n(m — 1)-gyel egyszertsitve ezt kapjuk:
m
<1.
(m—Fk)(k—1) —

Ebbél rendezés utan:

0<m(k—2)—k*+k,
k2 —k <m
k-2 — 7
ahol a bal oldal £ 4+ 1 + %—Vel egyenld, igy a feltételiink miatt készen vagyunk.

1.5.5 Definici6: Az alabbi, 1.3 egyenl6tlenségben szerepld kifejezésre vezessiink be

egy jelolést:
m(m — 1)n

(m—k)(k— 1)
Ekkor egyszert fliggvényvisgalattal nem nehéz belatni, hogy 3 < k esetén:

Fr(m,n) :=n+

(k+6)2
2

(k +6)?
2

Fok+1,k+1) < (1.4)

Fe(k+2,k+2) < (1.5)

1.5.6 Tétel: A II, sikon 3 < k < y/2¢ — 6 esetén nincsenek olyan k-szemiivek,
melyeknek két db ¢ — ¢ szel6jiik van, valahényszor k <t < ,/q.

B1zoNYITAs: Tegyiik fel, hogy létezik a megadott tulajdonsdgokkal szemiiv. ElGszor
1.5.1 lemmét szeretnénk hasznalni annak belatasara, hogy a szel6k Si-n kiviil met-
szik egymést. Ehhez az kell, hogy:

t+1)2
ED

A k-ra és t-re tett feltételeinkbdl ez kovetkezik, hiszen:

E+1+

t+1)2 +1)?
k+1+< +k) <\/2q—5+@<q,
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kénnyen ellenérizhets. Ezek szerint az 1.5.4 lemma hasznalhatoé minden ¢t > £+ 1+

ﬁ esetben, és ebbdl ¢ < t? < ¢ kdvetkezik, ami ellentmondas.

Hogy ha t < k+ 1+ ﬁ, akkor ez k£ < t miatt csak agy lehet, hogy t =
k+1 vagy t = k+ 2. Az 1.3 egyenl6tlenséget ilyenkor is hasznalhatjuk, hiszen a
lemma bizonyitasaban csak ez utan hasznaltuk a nem teljesiils feltételiinket. Igy
1.3 tetszGleges m > n, m > k > 1 egészek esetén igaz. Ebbdl azt kapjuk, hogy
q< Fu(k+1,k+1) és ¢ < Fyp(k+2,k+2).

Ennek viszont ellentmond 1.4 és 1.5 miatt a k-ra tett feltételiink, mert abbol
(k +6)?/2 < q kovetkezik. O

1.5.7 Megjegyzés: El6z6 tételiink érdekessége, hogy 2 db (¢ — k)-szelGvel, vagy
2 db (¢ — /q)-szel6vel rendelkezd szemiivekre bdségesen vannak példak, melyeket
a kovetkez§ fejezetben bemutatunk. A teljesség kedvéért a 2-szemiiveknél, tehat a
k = 2 esetben is megadunk az 1.5.4 lemmahoz hasonl6 allitast.

1.5.8 Allitas: Legyen S, egy 2-szemiiv a II, sikon és legyen [y,l, két egyenes,
melyekre |SoNly| = g—n és |SaNls| = ¢g—m, valamint [Ny ¢ S. Legyen m > n > 2
és m > 3. Megmutatjuk, hogy ez csak akkor lehetséges, ha ¢ < mn +m +n + 6.
B1zoNYITAS: A bizonyitast a k > 3 esetben latottakhoz hasonléan végezve kapjuk,
hogy:

m? — 2

m—2"’

ahol a jobb oldal Fy(m,n). Mar csak azt kell belatnunk, hogy:

qg=n

m2 —2

n <mn-+m-+n+6,

m — 2

Atszorzéas és rendezés utan:

mn + 12 < m? + 4m.

Ez pedig m > n és m > 3 miatt teljesiil. 0
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2. fejezet

Szemiivek harom egyenesen

2.1. Szemiivek két egyenesen

Ebben a fejezetben osztalyozzuk az k-szemiiveket aszerint, hogy legkevesebb
hany egyenessel lehet ket lefedni.

2.1.1 Allitas: A I1,-sik egy egyenessel lefedhet6 k-szemiivei 1.2.2 szerint kétfélék
lehetnek:

1. Sk egyetlen pont, ekkor k = ¢ + 1,
2. Sk egy egyenes egynél tobb pontja, ekkor k£ = q.

2.1.2 Allitas: A I1, sik azon Sy k-szemiivei, melyek nem fedhetSk le egy egyenessel,
de lefedhet6k két egyenessel, két csoportba oszthatok. Legyen a két fed§ egyenes [y
és [y, metszéspontjuk pedig P:

1. S, harom db nem kollineéris pontbol all, ekkor &k = q — 1,

2. Sk az 1.2.6 példaban szereplé konstrukeio.

B1zONYITAS: Amennyiben P € Si, tgy P-nek pontosan ¢ — 1 érintGje van igy
k = q — 1, tehat 1.2.2 miatt készen vagyunk.

Amennyiben P ¢ Sy, ugy feltehetd, hogy mindkét egyenesen van legalabb 2 db
Sk-beli pont, ellenkez§ esetben meg tudunk adni két olyan Sy-t fed§ egyenest, melyek
metszéspontja Si-ban van, ezt az esetet pedig az el6bb vizsgaltuk. Mivel mindkét
egyenes tartalmaz legalabb 2 pontot, ezért az [; N Sp-beli pontok érintéinek szama
i € {1,2} esetén: k = |[;\ Sk|—1. Ebbdl pedig kovetkezik, hogy Sy mindkét egyenesrol
q — k pontot tartalmaz és igy valoban az 1.2.6 példaban szereplé konstrukei6. 0

2.2. Szemiivek harom, egy ponton Atmené egyene-
sen

Ebben a fejezetben mar csak olyan szemiivekkel foglalkozunk, melyek hé&rom
kongruens egyenessel lefedhet6k, de kettGvel nem.

2.2.1 Allitas: Amennyiben az Sy k-szemiivet fedd harom egy ponton 4tmend egyenes
P metszéspontjara P € Sy teljesiil, akkor Sy kétféle lehet: egy teljes négyoldal 6
csicsa, illetve a Fano-sik. Mindkét esetben k = g — 2.
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B1zONYITAS: Mindharom egyenes tartalmaz P-n kiviil is pontot Si-bol, kiilénben
mar két fedGegyenes is elég lenne. Ekkor a P-beli érinték szama g —2, tehat k = ¢—2
és igy 1.2.2 miatt csak 3 lehet6ség johet szoba. Fzek koziil a 4 altalanos helyzeti
pont mar 2 egyenessel is lefedhetd, a masik két példa viszont megfeleld. 0O

Legyen S C {l1UlUl3}, P =11NIlyNIi3 és a P ¢ Sy eset vizsgalatahoz vezessiik
be az alabbi jeloléseket:

1Sk Nl = q— =,
1Sk Nl = q—y,
1Sk N3l =q— =

Jegyezziik meg, hogy z,y, z egyike sem lehet ¢, hiszen ekkor Si-t mar 2 egyenes
lefedné. Ugyanez a helyzet, ha x,y, z koziil legalabb kettének az értéke ¢ — 1. A
folytatashoz sziikségiink lesz az alabbi lemmakra.

2.2.2 Lemma: Amennyiben az el6bb definialt x,y, z értékek egyike ¢ — 1, a masik
ketts pedig ennél kisebb (ezt az el6z6 észrevétel miatt feltehetjiik), gy |Sk| = 5, Sk
altalanos helyzeti és k = q — 3.

B1zONYITAS: Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy z = ¢—1. Ekkor
az Si-t nem metsz8, P-t elkeriil§ egyenesek szamat kétféleképpen megszamolva az
alabbi egyenlGséget kapjuk:

(¢—Dx—(¢—yk=(¢—1)y—(¢— )k

Ezt atrendezve azt kapjuk, hogy (¢ — 1)(z — y) = k(x — y).

Amennyiben z # y, abb6l ¢ — 1 = k kovetkezne, ami nem lehetséges, hiszen
y < q— 2 miatt egy [, N.Si-beli pontnak legfeljebb ¢ — 2 érintGje van. Belattuk tehat,
hogy = = y.

Legyen S, N3 = C' és tegyiik fel, hogy C-n 4t van olyan e egyenes mely [;-et és
lo-t is Sk-ban metszi. Legyen ez a két metszéspont A és B. Ekkor mind A-nak, mind
B-nek z db érint6je van, tehat C-nek is  db érintGje kell, hogy legyen. Mivel C'P
a C-nek érint6je, ezért lesz pontosan egy olyan A’ € [; \ (Sk U P), melyre A’C' nem
érint6, vagyis B’ = A'C'Nly € Si. Ekkor azonban B’-nek legfeljebb x—1 érintGje van,
ami ellentmondas. Azt kaptuk tehat, hogy nincsen ilyen e egyenes, amibél k =z — 1
kovetkezik, mert barmely (I; U ly) N Sk-beli pontnak ennyi érintGje van.

A C pont érintGinek a szdma x — (¢ — x) + 1, hiszen C-t az I N S-beli pontokkal
osszekotve [i-et [; \ (S U P)-ben metszd pontokat kapunk, igy C'P-n kiviil
[I1 \ (Sk U P)| —|la N S| db érintsje lesz.

A 2x — ¢+ 1 =2z — 1 egyenletbdl kapjuk, hogy z = ¢ — 2, amibél |Si| = 5 méar
kovetkezik. Az altalanos helyzetiiség, és hogy (¢ — 3)-szemiivet kaptunk, kénnyen
lathato. 0

2.2.3 Tétel: Tsmét a korabbi jeloléseket hasznalva megmutatjuk, hogy a fennmaradé
x,y, 2z < g — 2 esetben az aldbbi két allitas egyike teljesiil:

l.z=y=z2,

2. x,y, z koziil kettd egyenls k-val.
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Amennyiben 2. teljesiil gy a harmadik (k-tol kiilonb6z6) érték g — k és ¢ — 2 kozé
esik.

BIZONYITAS:
Ismét az Si-t nem metszd, P-t elkeriil6 egyenesek szdmabol kapjuk az alabbi
egyenlGsségeket:

vz = (¢ —ylk=yz—(¢—x)k =ay — (¢ - 2)k.
Ebbdl atrendezéssel nyerjiik, hogy:

amibd6l a lemma elsé fele mar kovetkezik.

A masodik rész igazolasdhoz az altalanossidg megszoritasa nélkil feltehetjiik,
hogy * = y = k. 2z < q — 2 feltétel volt, az als6 korlat megmutatasahoz pedig
valasszunk egy tetsz6leges P-t6l kiilonb6z6 @ € 1\ Sy pontot. Ekkor minden Sy Nls-
beli, illetve minden Sy N [3-beli pontbol megy érinté (Q-n at. A (-n dtmend érintdk
szama tehat egyrészt (¢ — k) + (¢ — z), masrészt legfeljebb ¢, ahonnan ¢ — k < z
kovetkezik. 0O

2.2.4 Megjegyzés: Szemiovalisok esetén a fenti bizonyitas [3]-ban is megtalalhato.
q > 3 esetén csak 1. tipusi szemiovalisok léteznek.

2.2.5 Tétel: Ha a II,, p-karakterisztikdju sikban egy S, halmaz lefedheté harom
kongruens egyenessel (melyek P metszéspontjat nem tartalmazza Si) és a korabbi
definiciokat hasznalva: x =y =k, ¢ — k < z < ¢ — 2, akkor p|k.

BI1ZONYITAS: Legyen Y, Z € l3N Sk, Py € I3\ Sk és Q, € 11\ Sk gy, hogy QoFy N
l3 = Z. Nézziik most az alabbi vetitési eljarast, mely megtaladlhatoé Kéarteszi Ferenc,
Bevezetés a véges geometriakba cimid konyvében |10, p. 147]:

Py-t Y-bol [1-re vetitve kapjuk Qi-et, Q1-et Z-bdl ls-re vetitve Pi-et, Pi-et Y-bol
[1-re vetitve Qo-t stb. Mivel Y, Z € Sy és x = y = k igy minden i-re P;, Q); ¢ Si. Mivel
a sik karakterisztikdja p, igy az eljaras p-lépésben zarodni fog. Ekkor uj Qo, Po ¢ Sk
pontokat valasztva folytassuk az eljarast. Amikor az utols6 zarédas utan mar nem
tudjuk ajrakezdeni a miiveletet, akkor P-n kiviil minden [; \ Sy és s\ Sk-beli pontot
sorra vettiink, igy ezek szadma valoban p t6bbszorose. 0

Az alabbi tétellel karakterizaljuk a paratlan rendt GF'(2, ¢)-sik azon k-szemiiveit,
melyek 2.2.3 2. esetébe tartoznak. Az 1.1.3 allitdsban leirtakat kovetve feltehetd,
hogy [, I, I3 az X; = — X3, X1 = 0 és X; = X3 egyenesek, melyek tehat a kozos
(0,1,0) pontban metszik egymast. Az is feltehetd, hogy z = 2z = k és g — k <
y < q — 2. A feltételeknek eleget tevd S; k-szemiovalisokkal kapcsolatban legyen
L; = SN 1; (i =1,2,3), és vezessiik be az alabbi jeloléseket:

A={a€eGF(q): (—1,a,1) ¢ Ly}
B={be GF(q):(0,b,2) € Ly}
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OZ{CEGF(Q):(LC,D%L;;}

Mint azt az 1.1.3 allitdsban megmutattuk, az (—1,a,1), (0,,2) és (1,¢,1) pontok
pontosan akkor kollinearisak, ha a 4+ ¢ = b.

2.2.6 Tétel: (Exact inverse sumset theorem) Legyen A és B a Z Abel csoport
véges, nemiires részhalmazai, ekkor az alabbiak ekvivalensek:

o |4+ B =4
o |A-B| =4

e Bastab(A) egy mellékosztalyanak részhalmaza, A pedig stab(A) mellékosztalya-
inak uni6ja

A tétel bizonyitasa megtalalhato Tao és Vu konyvében [18, p. 71].

2.2.7 Tétel: Paratlan p esetén PG(2,p") Osszes olyan k-szemiive esetén, mely a
2.2.3 tétel 2. esetébe tartozik, teljesiil hogy:

A szemiiv altal meghatarozott A és C halmazok elGallnak GF(p™)* egy G rész-
csoportja mellékosztalyainak unidjaként, B pedig a G egy mellékosztalyanak részhal-
maza. Tovabba ha ¢ jeloli a természetes homomorfizmust GF (p™)"-bola GF (p™)* /G
faktorcsoportba, ekkor ¢(C') = ¢(B) — ¢(A), ahol |¢p(B)| = 1.

Ha az el6z6 bekezdésben megfogalmazott allitdsok teljesiilnek, akkor az A, B, C
altal meghatarozott ponthalmaz egy |G||¢(C')|-szemiiv, melynek elemszama

2p" = 2|Glo(C)] + Bl

B1zoNYITAS: Mivel minden Si-beli pontnak, igy az Lo-beli pontoknak is &£ db érin-
téje van és |A| = |C| = k, ezért B— A C C és B— C C A, tehat |[B — A| < |C]
és |B — C| < |A|. Felhasznalva, hogy |C| = |A| < |B— A és |A] = |C| < |B -],
kapjuk hogy az el6bbi egyenlGtlenségekben egyenlésség all, igy |B — A| = |A] és
|B — C| = |C]. El6bbi a 2.2.6 tétel miatt ekvivalens azzal, hogy |A + B| = |A] és
|C'+ B| = |C].

Szintén ebbdl a tételbdl kapjuk, hogy B a stab(A) egy mellékosztalyanak részhal-
maza, A pedig stab(A) mellékosztalyainak unioja. A tétel allitdsaban szerepls G-t
valasszuk stab(A)-nak, ezzel allitasunk elsé felét belattuk.

|B—A|=|C|és B—ACC miatt B— A = C, igy ezért készen vagyunk
#(C) = ¢(B) — ¢(A) sziikségessével is.

A feltételeinkbdl B — A = C' és B — C' = A is kovetkezik, amibél vilagos, hogy
az Lo-beli pontoknak pontosan k& db érint6jiik van. Vegyiink most egy tetszéleges
() € L; pontot, koordinatai legyenek: (—1,¢, 1), ahol tehat ¢ ¢ A. Azt kell megmu-
tatnunk, hogy (¢ + C') N B = (. Indirekt, ha lenne olyan b; € B, ¢; € C, melyekre
g+ c1 = by, akkor ¢ € B—C, ami ellentmondaés, hiszen ¢ ¢ A. Hasonl6an belathato,
hogy az Ls-beli pontoknak is pontosan k£ db érint6je van. 0O

2.2.8 Példa: El6z6 tételiinkbdl kovetkezik, hogy PG(2,q)-ban ¢ = p", ¢ paratlan
esetben léteznek 2q — 2k + t elemszamu k-szemiivek, minden olyan k és t értékre,

ahol plk és 2 <t < lengkJ,

2.2.9 Példa: Amennyiben a II, (nem-feltétleniil Desargues) sik tartalmaz egy Il
részsikot, akkor vilasszuk az [y, ls, 3 egyeneseket tgy, hogy ezek mindegyike k + 1
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pontban messe I1;-t, egymast pedig egy P € I, pontban. Legyen Z C (I3N1I;)\{P}
tetszGleges részhalmaz az alabbi feltétellel: 2 < |Z] < k.

Sk = (ll\Hk) U (lg\Hk) Uz

Megmutatjuk, hogy Sy k-szemiiv: legyen {i, 5} = {1,2}, ekkor @ € [; \ Iy-nak
pontosan k db érintGje van, melyek a (I N;) \ { P} pontokban metszik ;-t (5 # 7).
R € 3N Sp-nak is pontosan ennyi érintGje van, hiszen az érint6i pont azok az
[3-on kiviili egyenesek lesznek, melyek [1-et illetve lo-t [1x-ban metszik, ilyenbdl pedig
pontosan k db van.

Az igy kapott Sy halmazok elemszama 2q — 2k +2 és 2q — k k6zo6tt minden értéket
felvehet.

2.2.10 Példa: Mivel létezik olyan 9-rend( (nem Desargues) sik, melynek van
2-rendd részsikja |10, p. 28|, igy ebben a sikban megadhatunk az el6z6 példanknak
megfelel6 16, 17, 18 elemszamu 2-szemiiveket. Ez az els§ példank olyan szemiivre,
mely csak nem Desargues sikon létezik.

Az 1. esetbe tartozo k-szemiivekre a "Tovabbi konstrukciok" cimi fejezetben
mutatunk példakat. A késGbbi fejezetekben sziikségiink lesz az alabbi lemmaéra:

2.2.11 Lemma: Amennyiben a I, sik S; szemiovalisat tartalmazza harom egy pon-
ton atmend egyenes, melyek mindegyike ¢t db Si-beli pontot tartalmaz, akkor

t>\/kz+k—2—ﬁ
=Vt Ty

B1zONYITAS: Legyen a harom fedGegyenes [y, lo, I3, és a kozos metszéspontjuk M.
Ekkor barmely l; N Si-beli pontnak van k& db érintGje, mely az Iy \ M és I3\ M
egyenesek mindegyikét csak ¢ db pontban metszheti. Igy az alabbi becslést nyerjiik:

(g —t)k < t%

ebbdl a lemma allitasa kovetkezik. 0

A becslés szemiovalisok esetén [3]-ban megtalalhato.

2.3. Szemiivek projektiv haromszogben

A szemiovalisok kozott tobb olyan példa is van, amit egy projektiv haromszog
oldalai tartalmaznak (lasd [13]). A kovetkezSkben ugyanezzel a tulajdonsaggal biro
szemiiveket fogunk vizsgalni.

2.3.1 Allitas: A 11, sikon k < qg—l esetben nincs olyan k-szemiiv, melyet tartal-
maz az li, ls, [3 nem egyponton atmend egyenesek unidja és Sy tartalmazza ezek
metszéspontjait.

B1zoNYITAS: Vilagos, hogy ekkor [y, [, [3 mindegyikén pontosan k pont hianyzik
Sk-bol. Legyen O = Sy \ [3, megmutatjuk, hogy |O| < ¢. Minden O-beli ponthoz
tartozik Sp-nak k db érintGje, ez Gsszesen |O| - k db érint6. Ezek az érintdk [-t csak
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[\ Sk-ban metszhetik, igy szamuk legfeljebb k - ¢, amibdl |O] < g kévetkezik.
Igy azt nyertiik, hogy:

0| = [(lUl3) \ l1| =2 — 2k —1 < g,

amib6l ¢ < 2k 4 1 és igy az allitas kovetkezik. 0O
Elsbbi korlatunk élességét 4.1.7 példaban mutatjuk meg.

2.3.2 Allitas: Ha a I1, sik S k-szemiivét tartalmazza az [y, ly, [3 nem egy ponton
atmend egyenesek unidja, és Sy ezek metszéspontjai koziil 2-t tartalmaz, akkor Sy a
1.2.6 példaban szerepl§ konstrukeio, és igy mar két egyenes tartalmazza.

B1zONYITAS: Legyen a két tartalmazott cstcs [yNl3 és [oNl3, ekkor [ és [ mindegyike
(q — k)-szel6. Legyen x = ¢ — 1 — |l3 N S| és jeloljiik M-mel a haromszog harom
csucsanak a halmazat. Az (I; Ul3) \ M-ponthalmazt Sp-n kiviil metszd egyeneseket
kétféleképpen leszamolva kapjuk az alabbi egyenl6sséget:

kr =k —(k—1(g—1—2)+ (¢ —1—k)k,

amit rendezve x = ¢ — 1 adodik. Ez pedig azt jelenti, hogy l5 csak két Si-beli pontot
tartalmaz. O

2.3.3 Tétel: Ha a II, sik Si k-szemiivét tartalmazza az [y, I, I3 nem egy ponton
atmend egyenesek unidja, és S; ezek metszéspontjai koziil 1-et tartalmaz, akkor, a
haromszog harom oldala egy (g — 1 — k)-szel§ és két (g — ¢)-szel6, ahol t = k — 5 +
\Jq—k— %. Megmutatjuk, hogy rogzitett £ > 2 esetén csak véges sok k-szemiiv

van, mely ebbe a tipusba tartozik, és ilyenek csak akkor létezhetnek, ha 4q — 4k — 3
négyzetszam.

B1zONYITAS: Feltehetjiik, hogy I3 Nly € Sy, ekkor |l3 N Sk| = ¢ — 1 — k. Legyen
r=q—|SpxNh|ésy=q— SNl

Jeloljiik M-mel a haromszog harom csticsanak a halmazat. Az (I; U ls) \ M-
ponthalmazt Si-n kiviil metsz6 egyeneseket kétféleképpen leszédmolva kapjuk az
alabbi egyenlGséget:

kr=yk —(k—1)(¢g—1-2)+(¢—1—-y)(k—1),

ebbdl rendezés utéan kapjuk, hogy k(x —y) = (k — 1)(z — y), tehat z = y.
x = y felhasznélasaval szamoljuk meg kétféleképpen az (I3 Uly) \ M ponthalmazt
Si-n kiviil metsz§ egyeneseket:

?=kr—(k—1)(¢g—1—2)+ (¢g—1—k)k,

amibdl rendezés utan kapjuk, hogy:

v +a(l—2k)+k*—q+1=0.
Ebbdl kifejezhetjiik x-et:

2k — 1+ /4g— 4k — 3
5 .

T2 =
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Mivel x-egész, ez csak akkor lehetséges, ha 4qg — 4k — 3 négyzetszam. x > k, ellenkezd
esetben az [3 N Si-beli pontoknak nem lehetne k db érintGje, igy azt kapjuk, hogy

r=k—3+y/¢g—k-3.
[1 NSk minden pontjanak van k — 1 db olyan érint6je, mely lo-t és [3-at nem az
lo N l3 csticsban metszi, igy az alabbi becslést kapjuk:
(g—1—2)(k—1) < kx.

A folytatasban tegyiik fel, hogy 2 < k.
Irjuk be ide az z-re kapott kifejezést:

<q_%—k—,/q—k—%) (k—1)§k<k—%+\/q—k—z),

a bal oldalt alulrél, a jobb oldalt feliilr6l becsiilve:

(4= 1—k— @) (k—1) < k(k + V).
Ez az alabbi egyenlGtlenségre vezet:
(k—1)g—/q(2k —1) —2k* + 1 <0,

és ebbdl ¢ < c- k kovetkezik pl. 7 < k esetén ¢ = 4 megfelel§ lesz. Azt kaptuk tehéat,
hogy rogzitett k esetén, csak véges sok ebbe a tipusba sorolhaté k-szemiiv létezik.

Amikor k£ = 1, vagyis Sy egy szemiovélis, akkor PG(2, q) sikokon az elgbbi eset
teljes karakterizacioja megtalalhato Kiss Gyorgy és Ruff Janos kozos cikkében [13].

2.3.4 Tétel: Ha a II, sik Sy k-szemiivét tartalmazza az [y, I, I3 nem egy ponton
atmend egyenesek unidja, és Sy nem tartalmazza ezek metszéspontjait, akkor az
alabbiak egyike teljesiil:

1. Sy mindhidrom egyenesrdl ugyanannyi pontot tartalmaz,

2. Sk két egyenesrdl ¢ — k pontot tartalmaz, a harmadikrél pedig legaldbb 2-t és
legfeljebb k — 1-et.

BI1zZONYITAS: Legyen x = q—1—[SpNli|, y = q—1—|SpNiy| és z = ¢—1— S NI5].
Jeloljiik a haromszog harom cstcsanak a halmazat M-mel. Ekkor az (I; U l3) \ M
ponthalmazt Si-n kiviil metsz6 egyeneseket kétféleképp megszamolva:

yz=ay—(k—=1)(¢—1-2)+(k—-1)(¢—1-2),
amibdl:
y(z =) = (k= 1)(z —z).
Hasonléan kapjuk, hogy:
2y —z)= (k-1 -2),

e —y)= (k-1 -y).
Ebb6l © = y = 2z vagy pedig az kovetkezik, hogy x, y, z koziil ketté k£ — 1-gyel
egyenlG.
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Tegyiik fel, hogy k — 1 = x = y, ekkor az I3 N Si-beli pontok mindegyikéhez tar-
tozik k—1 db érintG, mely elkeriili M-et. Ezek szaméara a kévetkezd egyenlGtlenséget
kapjuk:

(q—=1-2)(k—1) < (k-1)%

ebbdl kapjuk, hogy ¢ — k < z, amibdl |l3 N Si| < k — 1 kovetkezik

Indirekt tegyiik fel, hogy |l3 N Sk| = 1, és legyen ez a metszéspont P. Ekkor Sy
lefedhets az I, N1y = {Q} metszésponton atmed PQ), ill. [y, Iy egy ponton atmend
egyenesekkel, igy 2.2.2 lemma miatt ez 5 altalanos helyzet{ pont. 0O

2.3.5 Megjegyzés: Specialisan, ha k = 2, akkor nincsenek a 2. tipusba tartozé
szemiivek, errdl szolt 1.5.3 tétel is. Megmutatjuk, hgy k£ > 2 esetén méar léteznek
ilyen struktarak.

2.3.6 Példa: Legyen k£ > 2 és II, a II; sik k-adrendd részsikja. Legyen [, 1y, 13
harom egyenes, melyek I1;-t £+ 1 pontban metszik. Legyen Ly = I3 \Il, Ly = I\ 11,
és Ly C I3 N 11, agy, hogy 2 < |Ls| k — 1. Ekkor:

Sk Z:L1UL2UL3

egy k-szemifv. Valoban, egy L;-beli pont érint6i az [; N1I; \ [; Nl pontokban metszik
Li-t ({i,j}={1,2}). Mig egy Ls-beli pont érintéi, a rajta atmend II;-beli egyenesek 3
kivételével.

Az 1. esetbe tartozd k-szemiivekre k = 3 esetén a "Tovabbi konstrukeidk" cimi
fejezetben mutatunk példékat.
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3. fejezet

Szemiovalisok harom, egy ponton
atmenod egyenesen

3.1. Pollard és Grynkiewicz tétele

Ebben a szakaszban osszefoglaljuk a fejezetben hasznélt additiv kombinatorikai
tételeket és jeloléseket.

3.1.1 Definicié: Legyen G egy tetszéleges csoport, A, B C G nemiires részhal-
mazok, ® pedig a csoportmivelet. Jeloljiik Ny(A, B)-vel azon ¢ € A ® B elemek
halmazat, melyek legalabb t-féleképpen éallnak elg ¢ = a ©® b alakban (a € A,b € B).
Amennyiben egyértelmi, N;(A, B) helyett N;-t irunk. Specialisan N;(A,B) = A©®
B={a®b|aec Abec B}

3.1.2 Definicié: Legyen A a (G, ®) Abel-csoport egy részhalmaza. Ekkor A stabi-
lizatoran az alabbi halmazt értjiik:

stab(A) ={g9 e G| A®g= A}

Ismert és konny( belatni, hogy stab(A) mindig a G egy részcsoportja.

Az alabbi tétel Pollard [15] eredménye 1974-bdl, a kovezkets szakaszban primrendd
sikok szemiovalisainak elemszambecsléséhez fogjuk hasznalni.

3.1.3 Tétel: (Pollard) Legyen G egy Abel-csoport, |G| = p prim, A,B C G
nemiires részhalmaz. Ekkor 1 < ¢ < min{|A|, |B|} esetén:

IN1| + |No| + ...+ |N;| >t - min{p, |A| + |B| — t}

Az alabbi tétel Grynkiewicz [8] 2010-es eredménye, mely a Pollard-tétel ltalanositasa.
Ezt szintén elemszambecslésekhez, illetve az erds szemiovalisok karakterizilasara
fogjuk hasznalni.

3.1.4 Tétel: (Grynkiewicz) Legyen G Abel-csoport, A, B C G véges, nemiires
részhalmaz, ekkor

t
>IN > (Al +|Bl) - 2t* + 1

i=1
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Vagy létezik olyan A’ C A és B’ C B részhalmaz, hogy

l:=|A\A|+|B\B|<t-1
N{(A',B") = Ni(A', B") = Ny(A, B)

t
DN = (| A+ |B) = (t = D(|H| = p) — t1 > t(|A| + |B| - |H])
i=1
Ahol H az N;(A, B) nem trivialis stabilizatora és p = |A' © H| — [A'| 4+ |B' ®
H| — |B'|. Amennyiben ¢ = 2 ugy az elsG egyenl6tlenség helyett |Ny| + |Na| >
2(]A| + | B|) — 4-et is irhatunk.

3.2. Elemszadm becslések

2.2.3 tételben megmutattuk, hogy egyetlen kivétellel, a harom egy ponton atmend
egyenesre illeszkedS szemiivek kétfélék lehetnek, ezek koziil a szemiovalisok g > 3
esetén mind abba a csoportba tartoznak, ahol mindharom fed6egyenes ugyanannyi
pontban metszi a ponthalmazt. Ebben a fejezetben ilyen szemiovalisokat fogunk
vizsgalni a PG(2,q) sikokon. 2.2.11 lemma alapjan barmely szemiiv, specialisan
szemiovalisok elemszdmara is konnyen tudunk felsé becslést adni. Az alabbi tétel
[3]-ban megtalalhato:

3.2.1 Tétel: Legyen S a II, sik olyan szemiovélisa, melyet tartalmaz harom egy
ponton atmend egyenes. Ekkor g > 3 esetén |S| < 3 (q — \/ﬂ

S elemszamanak als6 becslésére |13]-ben talalhato az alabbi becslés.

3.2.2 Tétel: Legyen S a g-adrendii sik olyan szemiovalisa, melyet tartalmaz harom
egy ponton atmend egyenes, ekkor ¢ > 9 esetén |S| > 3(q — 2)/2.

Az ebben a fejezetben vizsgalt szemiovalisokra példaként eddig egyetlen osztalyt
ismeriink, melyet szintén [13]-ban publikaltak szerzdi, és élességgel teljesiti az elem-
szamra vonatkozo fels6 becslést. A példat a szakasz végén kozoljiik. Most bevezetiink
néhany jelolést:

3.2.3 Definicio: Legyen a PG(2,q) sik S szemiovalisat tartalmazé harom egy pon-
ton atmend egyenes [y, lo, [3, k6z6s metszéspontjuk pedig [y NIlsNi3 = P. 2.2.1 Allitas
miatt ¢ > 3 esetén P ¢ S feltehetd. Az egyenesek S ponthalmazzal vett metszetei
legyenek:

Li=5N1l, Ly=5SN1y, Ly =5NI;,

melyekre |L;| = |Ls| = |L3|. Legyen k = q — |L;| "az egyenesekrdl kimaradoé pontok"
szama. Ekkor |S| = 3¢ — 3k, tehat 3.2.2 és 2.2.11 alapjan k-ra a kovetkezs adodik:

1

+1
g+ - !

<kE< —,
- 2

I
N | =
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3.2.4 Definicié: A koordinatarendszert valasszuk meg 1.1.3 allitasnak megfelelGen
ugy, hogy [y, lo, I3 egyenletei X; = —X3, X7 = 0 és X; = X3 legyenek, ekkor P
koordinatai: (0,1,0). Az egész fejezetre nézve definidljuk az alabbi halmazokat:

A={a€eGF(q):(—1,a,1) ¢ Ly},
B={beGF(q):(0,b,2) ¢ Ly},
C={ceGF(q):(1,¢,1) ¢ L3}.

Ekkor A, B és C' a GF(q) additiv csoportjanak k elemi részhalmaza. A (—1,a,1),
(0,b,2), (1,¢,1) pontok pedig pontosan akkor kollinearisak, ha a + ¢ = b.

A vizsgalt szemiovalisok elemszamarol az eddigi tételek alapjan csak annyit
tudtunk, hogy:

3(g—2)/2<[S]<3[q—al-
A kovetkezSkben az also korlaton szeretnénk javitani, az el6z6 szakaszban ismertetett
tételek segitségével.

3.2.5 Tétel: Legyen S szemiovalis a PG(2,p) sikon, ahol p paratlan prim. Legyen
l1, la, I3 harom egyenes, mely egy kozos P ¢ S pontban metszi egymast és legyen
S Cc{liUl Uls}. Ekkor |S| >3p—6[yp+ 1] +6.

B1zONYITAS: Hasznaljuk 3.2.3, 3.2.4 és 3.1.1 jeloléseit. Emlékeztetdiil:

k=q—|Li| = |A] = [B] = |C].

Mivel S szemiovalis, nincsen olyan Lo-beli pont, melynek 1-nél tébb érintdje
van, tehat Ni(A,C) C B minden ¢t > 2 esetén, tehat ilyenkor |N;(A, C)| < k, mig
|N1(A7 O>| <D

t>16és k< 3i(p+ 1) miatt:

min{p, |C| + |A| —t} = |C| + |A| —t =2k — ¢,

tehat a Pollard tétel szerint:

p+(t— 1Dk > |Ni|+ |No| + ... |N,| > 2tk — #*
A kapott egyenlGtlenséget atrendezve:

p+1

— +t—-1>k

t+1 * -
Ez a kifejezés akkor minimalis, ha t = \/p + 1 — 1, véalasszuk hat t-t [\/p + ﬂ —1-
nek, ekkor £ < 2 [\/p#— ﬂ — 2 kovetkezik (ha a Pollard tételhez sziikséges ¢ < k
feltétel nem teljesiilne, akkor a még erésebb k£ < [\/p + ﬂ — 1 is igaz).
|S| = 3p — 3k miatt a tétel allitasa kovetkezik. 0

3.2.6 Tétel: Legyen S mint az elgbb, csak most a PG(2,q) sikon. Legyen ¢ = p™
és n > 2, p paratlan prim, ekkor |S| > 3¢ — 3f.(q), ahol:

1[5 -4 nan=2

n

¢ +qgn—1 han>3

fn(Q> =
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B1zoNYITAS: Hasznaljuk az eddigi jel6léseket és Grynkiewicz tételét. Amennyiben

T
SN = T(|A] +[C]) - 272 + 1,
i=1
teljesiil valamely T < k-ra, akkor ez a kovetkez6 egyenl6tlenségre vezet:
q+ (T — 1k > 2Tk —2T% 4 1.

Ezt atrendezve:

q+1

— 2T —2>k 3.1

T+1 * - (3:1)
Amennyiben £L 4+ 27 — 2 < [k, akkor létezik a tétel allitasaban szerepls A’ és

T+1
C" részhalmaz. Ekkor alkalmazzuk a tételt ¢t = 1 esetben erre a két részhalmazra:

A"+ ' > | A+ |C| = |H,

ahol H az A" + (' stabilizator részcsoportja. Szintén a tételbsl kovetkezik, hogy

+1 -
%—H + 2T — 2 < k esetén:

T—-1>|A\A'l+|B\ B,
amibdl kapjuk, hogy:

A+ |C'| > |A|+|C|-T + 1.

Az alabbi egyenlGségek szintén a tételbdl, mig a tartalmazéas abbol kivetkezik,
hogy S szemiovélis és igy egyik pontjanak sem lehet 1 < T" db érint6je (T valasztasat
még nem mondtuk meg, de 1-nél nagyobb lesz):

Ni(A',C") = Np(A',C") = Np(A,C) C B,
ebbdl pedig |B| > |A" + C'| kévetkezik. Az eddigi egyenlStlenségeket Gsszerakva:

|B| > |A"+C'| > |A|+|C'|— |H| > |A|+|C|—-T+1- |H|
gy k> 2k — T + 1 — |H| adédik, amit atrendezve:

|H|+T—-1>k. (3.2)
3.1 és 3.2 egyenl6tlenségekbdl kovetkezik, hogy V 1 < t < k esetén:

1
max i—1—223—2, |H|+t—1p > k.
t+1

n > 3 esetén legyen t = p, ekkor:

1 "
AL VR i
t+1 p+1

ahol a jobb oldal |H| 4+t — 1 maximuma, igy:

+2p—2<p" P +p—1,

Pl Hp—12>k
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n = 2 esetén |H| csak /q lehet és ekkor:

qg+1
— + 2t =2 > t—1
1ﬁ+1jL ZVa+ ’

ezért a bal oldalt kell minimalizdlnunk. Ez a minimum

t=[y/%] =1, ebbsi

Mindkét esetben igaz, hogy ha a Grynkiewicz tétel ¢ < k feltétele nem teljesiil, akkor
k-ra még kisebb fels6 korlatot, és igy |S|-re még nagyobb alsé korlatot kapunk.

2 — 1-nél, ezért legyen

A maér emlitett [13]-ban szerepl§ példa az ottaninél a fenti jelolésrendszerhez
jobban illeszkedd megfogalmazasban, és kicsivel altaldnosabban:

3.2.7 Példa: (Kiss, Ruff) PG(2,q) stkokon ¢ = p*", p pératlan prim esetben
léteznek szemiovalisok 3 kongruens egyenesen. Jeliiljiikk GF(p**) additiv csoportjat
G-vel. G = Zg", ahol Z, a p-rendd ciklikus csoport. Legyen G, Gy C G olyan rész-
csoportok, hogy Gy = Gy = 77 és G1 x Gy = G. Ekkor G = {(7, 2) | ¥ € G1, 2z € Ga},
és legyen o a GGy egy tetszéleges permutacidjanak, egy G; — G izomorfizmussal
vett kompozicioja. Definidljuk A, B, C-t a kovetkezé modon:

A:={(z,0) | z € Gy}

B:={(y,0y)) | y € Gi}
C:={(0,2) | z € Gy}
Legyen:

Li={(-La1)|a¢ A}

L3={(1,C,1> | C¢C}

Ekkor S := L; U Ly U L3 egy 3q — 3,/q elemszdmiu szemiovalis. Azt, hogy S min-
den pontjanak pontosan egy érintGje van, az Lqi-beli pontokon fogjuk megmutatni,
a masik két esetben hasonléan belathato. Legyen () € Ly, ekkor () koordinatai:
(—1,¢,1), ahol ¢ € G = {(x,2) | © € G1, 2z € Ga}, tovabba ¢ ¢ A miatt ¢ = (x,,y,)
masodik, G5-szerinti koordinataja nem 0.

Azt kell megmutatnunk, hogy pontosan egy olyan R(0,7,2) & Lo, T'(1,¢,1) ¢ Lg
pontpar van, melyre ¢+t = r. Valoban, t € C miatt t els6, G1-szerinti koordindtaja
0 és igy r elsé koordinataja z, kell legyen. r € B miatt r = (x4, 0(z,)), ebbdl pedig
t =(0,0(z,) —y,) kovetkezik.

Ezzel belattuk, hogy a @) pont egyértelmiien meghatarozza R-t és T'-t.
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3.3. Tételek erds szemiovalisokrol

Az el6z6 példanak van egy specialis tulajdonsaga:
Barmely Q € [;Ul, Ul3\ (SU{P}) pont esetén (Q-n at pontosan ugyanannyi, jelen
esetben (/g — 1)* db 2-szelGje megy a szemiovalisnak (P-vel most is a 3 egyenes
metszéspontjat jeloltik).

3.3.1 Definicié: A harom, egy ponton atmend [y, l5, I35 egyenesek altal tartalmazott
S szemiovalist erds szemiovalisnak nevezziik, ha minden [; Uly U3\ (S U {P})-beli
pontjan at S-hez ugyanannyi db 2-szel6 hizhato. Ezt a szamot az erds szemiovais
paraméterének nevezziik.

A definiciot Blokhuis és szerzGtarsai vezették be [3|-ban. Szintén ebben a cikkben
bizonyitjak az alabbi allitasokat:

3.3.2 Allitas: Ha a PG(2,q) sik k-paramétert erds szemiovalisa 3a pontot tartal-

maz, akkor:
a

k=a— .
qg—a

Ebbdl egyszertien kovetkezik, hogy (¢ — a) osztja a-t, és igy (¢ — a) + a = ¢-t is.
Tehat, ha ¢ = p™, akkor a = p™ — p', és gy |S| = 3(p™ — p!). Mivel S, az Iy, Iy, I3
egyenesek mindegyikérsl ugyanannyi pontot kell, hogy tartalmazzon, ezért ilyenkor:

|Li| = |Ls| = |Ls| =,

ahol a 3.2.1 tétel miatt m/2 < m. Ebbdl régton adodik, hogy PG(2,p) primrendii
sfkon nincsenek erds szemiovalisok. Az emlitett cikk szerzéi a PG(2,p*) esetben
megadtak az erds szemiovalisok teljes leirdsat. Bizonyitottak tovabba, hogy:

3.3.3 Tétel: Ha a PG(2,p™), paratlan rend( sik egy erds szemiovalisara:
1. p=—1 (mod 4) esetén m < (p — 1),
2. p=1 (mod 4) esetén m < 2(p — 1),

akkor |S| = 3(¢ — a)-

A kovetkez§ szakaszban ezt a tételt fogjuk altalanositani.

3.4. Erds szemiovalisok karakterizacioja
A bizonyitasokban hasznalt A, B és C jelolések a 3.2.4 definicioban lettek bevezetve.
3.4.1 Tétel: Legyen S egy erds szemiovalis a PG(2, q) sikon, ahol ¢ = p* és p egy

paratlan prim. Ekkor:
S| =3(¢ = va)-

BI1zONYITAS: Legyen |A| = |B| = |C| = p", ahol az el6z6 szakaszban emlitettek
miatt [ < r < 2[. Bebizonyitjuk, hogy » = [. A 3.2.6 tétel bizonyitasabol tudjuk,
hogy minden ¢ < p” esetén:
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21 1
p<l T
t+1
vagy pedig létezik N, (A, C') nem trividlis H stabilizator részcsoportja, melyre:

ot -2, (3.3)

pr<|H|+t-1. (3.4)
Ezt a t = p' esetben fogjuk hasznlani. Hogy ha 3.3 esete all fenn, akkor:

21
PP

1
T +2pl—2<3pl—2<10l+17

és ezért r = [.

Amennyiben 3.4 teljesiil, akkor N, (A,C) H mellékosztalyainak az unidja és
B-nek részhalmaza. Ezért |H| < |B| = p". El6sz6r megmutatjuk, hogy |H| = |B],
tehat B a H-nak egy mellékosztalya. Mostantol tegyiik fel, hogy r > [ méaskiilénben
készen vagyunk. |H| < p" ezt eredményezné:

pr<|HI+p —1<p +p—1<2p T —1<p — 1,
ami ellentmondés. Legyen A’ = —A, B’ = C és (! = B, pontosan ugyanezt a
bizonyitast elmondhatjuk A’, B’, C’ halmazokkal A, B, C' helyett, tehat feltehetjiik,
hogy B" = C' is egy mellékosztaly. Az A” = B, B” = A és C" = —C jelolés
mutatja, hogy ugyanez mondhat6 az A halmazrdl is. Ekkor A+ C'is egy részcsoport
mellékosztalya és az elemszamaéra:

|A+ Cr| > p2l _pr Z p2l _p2l—1 > p2l—1‘

Ez csak akkor torténhet meg, ha A + C a GF(p*) teljes additiv csoportja. A + C
|A]IC]

minden eleme elgall A0 db kiilonbo6z6 a + ¢ alakt 6sszegként, ahol a € A és c € C.
r > [ miatt ez az érték nagyobb mint p?, ami ellentmond annak, hogy S szemiovalis,
hiszen minden Lo-beli pontnak p? érintGje lenne. 0O

3.4.2 Tétel: Legyen p > 7 prim, ekkor nincsenek erés szemiovalisok a PG/(2, p?+1)
sikon.

B1zONYITAS: Tegyiik fel, hogy S egy erds szemiovalis és |A| = |B| = |C] =
p', ahol [ +1 < r < 20 4+ 1. Mint az el6z6 bizonyitasban, most is a 3.2.6-ben
talalhato egyenl6tlenségeket fogjuk hasznalni, ezuttal a ¢t = {pH%J valasztassal,

mely a kovetkez&ket mondja nekiink:

Bk

vagy létezik az NW%J (A, C) nemtrividlis H stabilizator részcsoportja, melyre:

v < valp] o,

P < |H|+ LpH%J — 1.
Az els6 esetben ezt allithatjuk:

p? 4+ 1

pr S 1—
{pzﬁJ +1

+2 | —2 <3| -1 <pt
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Ami ellentmondas, mivel r > [ 4 1.
A masodik esetben N pH%J (A, C) elsall mint H mellékosztalyainak az unioja,
tovabba a B-nek részhalmaza. Ebbgl kapjuk, hogy |H| < |B| = p". Megmutatjuk,

hogy |H| = |B|, és igy B a H egy mellékosztalya. Ha r = [ + 1, akkor |H| < p" ezt
eredményezné:

P < \H| + {pl+%J 1<y +pl+%

Mig abban az esetben, ha r > [ + 2:

pr<|H|+ [p”ﬂ —1<2p

Mindkét eset ellentmondéashoz vezet. Mint az el6z6 bizonyitdsban, most is felte-
hetjiik, hogy A, C és igy A + C is mellékosztaly, mitobb A + C a GF(p?*!) teljes
additiv csoportja. A + C' minden eleme elGall ”jﬂg“ db kiilombo6z6 Osszegként és ez
az érték nagyobb mint p, ami ellentmondas, mivel minden Ly-beli pontnak p db

érintGje lenne. 0O

3.4.3 Tétel: Legyen S egy erds szemiovalis a PG(2, p* 1) sikon, ahol p = 3,5 vagy
7. Ekkor:
S| = 3" —p).

BIZONYITAS: Legyen |A| = |B| = |C| = p", ahol [ +1 < r < 2] + 1. Belatjuk,
hogy ekkor » = [ + 1. A mar jol ismert egyenlStlenségeinket hasznéljuk ezittal a
t = p! valasztassal, igy:

p2l+1 +1
P+l

vagy létezik az N, (A, C) nemtrividlis H stabilizator részcsoportja, melyre:

‘A

P < +2p' -2,

pr<|H[+p -1

Az els6 esetben ezt allithatjuk:

p2l+1 |
P+l

Ami egyediil az r = [ + 1 esetben teljesiilhet.

r

p S +2pl_2<pl+1+2pl_2<3pl+l

A mésodik esetben N, (A, C) a H mellékosztalyainak unioja, és a B-nek részhal-
maza. Ebb6l kapjuk, hogy |H| < |B| = p". Megmutatjuk, hogy |H| = |B|, és igy
B a H egy mellékosztalya. Mostantol tegyiik fel, hogy r > [ 4+ 1 ellenkez6 esetben
készen vagyunk. |H| < p" ezt eredményezné:

pr<|H|+p —1<2p7 1<y,

ami nem lehetséges. Mint az el6z6 bizonyitasokban, most is feltehetjiik, hogy A, C'
és igy A+ C is mellékosztaly, s6tt A+ C a GF(p**1) teljes additiv csoportja. A+ C
minden eleme elGall “jﬂgl‘ db kiilonb6z6 6sszegként, és ez az érték nagyobb mint p,

ami ellentmondas, mert ekkor minden Ls-beli pontnak p db érintGje lenne.

O
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4. fejezet

Tovabbi konstrukciok

4.1. 2- és 3-szemiivek

Ebben a szakaszban el6szor alsé korlatot adunk olyan 2-szemiivek elemszamaéra,
melyeket tartalmaz harom egy ponton dtmend egyenes és ezek mindegyike ugyanan-
nyi pontot tartalmaz a szemiivrél. A bizonyitds menete a szemiovalisoknal latot-
takhoz hasonl6 lesz, am a szemiovalisokkal ellentétben itt sikeriilt olyan végtelen
osztalyt taldlni, mely nagysagrendileg megkozeliti az alsd korlatot. A példat, egy
3-szemiivekre vonatkozd megjegyzés mellett, a tétel utan mutatjuk be.

4.1.1 Tétel: Legyen Sy egy 2-szemiiv a PG(2,p) sikon, ahol p paratlan prim.
Legyen [y, [, [3 hdrom egyenes, mely egy kozos P pontban metszi egymaést és legyen
SQ C {l1 U lg U lg} Ekkor:

1S5 > 3p — 6 {«/2}?—1— 4} 12

BIZONYITAS: Legyen |L;| = |Lo| = |L3| = p — k és a szemiovalisokhoz hasonloan
most is haszaljuk Pollard tételét:

t
2+ (t—2)k > [N, > 2tk — 17

i=1
A kapott egyenlGtlenséget atrendezve:
2p +4
PE2 ok
t+2

Ez a kifejezés akkor minimalis, ha t = \/2p+4 — 2, legyen hat ¢ = [\/2p+ 4] — 2,
ekkor k < 2 [\/2p + 4] — 4 kovetkezik (ha a Pollard tételhez sziikséges t < k feltétel
nem teljesiilne, akkor a még erésebb k < [/2p + 4| — 2 is igaz). Ezzel allitasunkat
belattuk. .

4.1.2 Tétel: Vegyiink egy S, halmazt, mint az el6bb, csak most a PG(2, q) sikon,
ahol ¢ = p™ és n > 2 (p paratlan prim), ekkor |Sy| > 3¢ — 3f,.(¢). Ahol:
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( 4%/q+% —8 han=2

14 han=3¢ép=3
Falq) = 37 han=3¢ép=>5
66 han=3ép=7
p? +2p + 2 han=3ép>11

4+ 2p — 2 han >4

\

B1zoNYITAS: A szemiovalisokhoz hasonléan most is Grynkiewicz tételét hasznaljuk.

Amennyiben
T

>IN = T(JA| +[C]) - 2T% + 1
=1

teljesiil valamely T < k-ra, akkor ez a kovetkez6 egyenlGtlenségre vezet:

2q + (T — 2)k > 2Tk — 2T* + 1.
Ezt atrendezve:
2+ 7

T+ 2
Ahonnan a mar latott médon kapjuk, hogy Vt < k esetén:

+2I'—4 >k

2% +7
maxd 950 Lo 4 H -1 >k
12

n =2 esetén 225 42t —4 > /g + ¢ — 1 miatt a bal oldalt kell minimalizdlnunk,

ez a minimum 7' = /q + % — 2-nél van, igy ekkor ¢-t valasszuk L [q+ % — 2-nek,
amibol k > 4 L/q+ g] _s.

n =3 é p = 3 esetén %7;7—1—225—4 > 9+t — 1 miatt elég a bal oldalt
minimalizalni, ezt az egészek korében t = 4-nél veszi fel és ebbdl k-ra a 14-es felss
becslést kapjuk.

n =3 és p =5 esetén %—f—?t—él > 25+t — 1 miatt elég a bal oldalt
minimalizalni, ezt az egészek korében ¢ = 9-nél veszi fel és ebbdl k-ra a 37-es fels6
becslést kapjuk.

n =3 és p="7Tesetén % + 2t — 4 minimuma ¢t = 17-nél van és itt az értéke
nagyobb mint 49 + ¢t — 1l-nek a t = 17-nél felvett értéke. Teh4t k-ra a bal oldal
minimumaboél adédé 66-os fels6becslés kovetkezik.

n =3 és p> 11 esetén t = 2p + 3 valasztassal %+2t—4 <p*+t—1. 1Igy
k-ra a p? + 2p + 2 felsS becslés adodik.

n > 4 esetén t = 2p — 1 valasztassal % +2t—4 <p*+t—1. Amibdl k-ra a
p" !+ 2p — 2-es felsé becslést kapjuk. O

4.1.3 Példa: Az el6z6 tételben 2-szemiovélisok elemszaméra kapott also korlatokat,
ha pontosan nem is, de nagysagrendileg el tudjuk érni. ¢ = p™, n > 3 esetén bontsuk
fel GF(q) additiv csoportjat X + Y direktosszegre és legyen:

A=B=C:=(XUY),

tovabba:
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Ly:={(-1,a,1) | a ¢ A},
Ly :={(0,b,2) [ b ¢ B},

Ly :={(l,¢c,1) | c ¢ C}.

Ekkor Sy := Ly U Ly U L3 2-szemiiv lesz. Valoben, ha valasztok pl. egy Lo-
beli pontot, akkor az 6t reprezentalé b csoportelem pontosan egyféleképpen all els
b = x + y alakban, ahol x € X és y € Y. Emiatt b-nek pontosan 2 db érintGje lesz,
az egyik Li-et metszi az x-nek megfelel pontban és Lo-t az y-nak megfelel6ben, a
masik pedig forditva. Azt is lathatjuk, hogy:

92| = 3¢ = 3(1X[ + Y] - 1),

ha tehat ¢ = p™, n > 3, akkor ezzel a modszerrel | X| = p"~! és |Y| = p vélasztéssal
el tudunk allitani 3¢ — 3p"~! — 3p + 3 elemszamut S, halmazokat.

4.1.4 Példa: Tekintsiik a PG(2,q) sikot, ahol ¢ = p*, p paratlan prim, XY, Z,
pediga G = ng’ additiv csoportnak ng—val izomorf részcsoportja gy, hogy paronként
vett metszeteik Z%-val izomorfak és (X N Z) x (X NY) x (Y NZ) = G. Ekkor
G ={(a,b,c) |lac XNZ be XNY, ce€Y NZ} Definidljuk az additiv csoport
alabbi részhalmazait:

A= {(&1,@2,0) ‘ (IZEXQZ)}
B = {(O,bl,bg) | bZEXﬂY}
C .= {(0170,CQ> | CZEYOZ}

Ezeket a részhalmazokat a szokdsos modon feleltessiik meg a fedGegyenesekrsl
clhagyott pontokkal. Ekkor A = {(z,y,2) | z,y € Zi z € ZF\ {0}} és benne
egy tetszéleges (o, Yo, 20) csoportelemnek megfelelé Li-beli pont érint6i az Iy és I3
egyeneseket a (0,yo,w) € B és (29,0, w — z9) € C elemeknek megfelels pontokban
metszheti, ahol w € Z tetszGleges, tehat minden Li-beli pontnak pontosan |ZF|
érintGje van. Hasonléan belathatd, hogy ugyanez igaz az Lo- és Ls-beli pontokra is,
igy A, B,C egy 3q — Bq% elemszadmi /g-szemiivet hataroz meg.

4.1.5 Megjegyzés: Pollard és Grynkiewicz tételét akkor is hasznalhatjuk szemiivek
elemszaméanak also becslésére, amikor S egy projektiv haromszog részhalmaza, mely
nem tartalmazza a haromszog csicsait. Ez esetben GF(q) multiplikativ csoportjat
kell vizsgalnunk 1.1.4 allitas segitségével, és amennyiben g — 1 prim (¢ = 3-at kivéve
ez egyediil akkor fordulhat el§, ha ¢ — 1 Mersenne-prim), akkor Pollard tételét, a
tobbi esetben pedig Grynkiewicz-tételét érdemes alkalmazni.

4.1.6 Példa: Amennyiben Z,_; el6all 2 valodi részcsoportjanak direktszorzataként,
gy PG(2,q)-ban az el6z6 példahoz hasonloan készithetiink olyan 3-szemiiveket,
melyeket egy projektiv haromszog tartalmaz. Legyen GF(¢)* = X X Y és legyen
A=B=C:=XUY, valamint:

Ll = {(Ova’ 1) | a ¢ A}>
Ly :={(b,0,1) | b ¢ B},
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Ly = {(~¢,1,0) | c ¢ C).

Ekkor az el6z6 példahoz hasonlboan itt is belathato, hogy S := L; U Ly U Ly
3-szemiiv (az el6z6hoz képest itt minden pontnak van még egy extra érintdje, mely
a pontot tartalmazo oldallal szemkozti cstcson halad at).

4.1.7 Példa: Legyen [y, Iy, I3 a 1.1.4 allitasban meghatarozott egyenesek a PG(2, q)
sikon, ahol ¢ = 4k + 3. Ekkor GF(q)* = Z3 X Zopy1. Megadunk egy (2k + 1)-
szemiivet, mely tartalmazza az egyenesek metszéspontjait. Tekinthetjiik ugy, hogy
GF(q)* ={(a,b) |a € {0,1}, b€ {0,1,...,2k}}, ahol a miivelet a koordinatankénti
osszeadéas, modulo 2, ill. modulo (2k + 1). Hagyjuk el mindharom egyenesrdl az
{(L,z) | x € {0,1,...2k}} elemeknek megfelels pontokat. A megmaradd pontok
(2k + 1)-szemiivet alkotnak. Ez a példa mutatja 2.3.1 allitas élességét.

4.2. Példak gorbék segitségével

Ismét harom, egy ponton atmend egyenesen 1évé szemiivekre fogunk példakat
mutatni.

4.2.1 Példa: Tekintsiik a PG(2,q) sikot, ahol ¢ = 4k + 3 (k € Z). Példat adunk
(k + 2)-szemiivre.

A = C alljon GF(q) kvadratikus maradékaibol (a 0-t is beleértve), mig B a
kvadratikus nem-maradékokbol és a 0-bol. Ekkor |A| = |B| = |C| = 2k + 2. Legyen
(—=1,a,1) € Ly tetsz6leges (ekkor a kvadratikus nem-maradék). ¢ valasztiasa mi-
att a kvadratikus nem-maradékok mindegyike egyértelmiien elgall gy, mint egy
kvadratikus maradék ellentettje, igy ennek a pontnak pontosan annyi érintéje lesz,
mint ahany (y?, z?) megoldaspar kielégiti az a + 2° = —y? egyenletet. Hasonloan
lathato, hogy egy tetszbleges (0,b,2) € Lo pont érintéinek a szdma, azon (22, 2?)
megoldésparok szdma, melyek kielégitik az z? + 2% = b egyenletet (ahol b nem-
nulla kvadratikus maradék). Illetve egy tetszéleges (1,¢,1) € Lz pont érintGinek
a szama, azon (r2,y?) megoldasparok szama, melyek kielégitik az 22 + ¢ = —y?
egyenletet (ahol ¢ kvadratikus nem-maradék). Az egyenleteket atrendezve és ismét
felhasznalva, hogy egy kvadratikus nem-maradék ellentettje nem-nulla kvadratikus
maradék, mindharom egyenlet az alabbi alakra hozhato:

X?+Vv?2=C

ahol C' nem-nulla kvadratikus maradék. Az érint6k szama pedig az (X?,Y?) ren-
dezett megoldasparok szama. Projektiv koordinatdkra attérve lathatjuk, hogy az
igy definialt masodrendt gorbének nincsenek ideélis pontjai, hiszen X2 = —Y? a ¢
valasztasa miatt nem lehetséges. A gorbének tehat ¢ + 1 db (XY, 1) alaka pont-
ja van. A gorbe pontjai kozott szerepel: (0,u,1), (u,0,1), (—u,0,1), (0, —u, 1), ahol
u? = C (és nincsen tobb pontja, melynek valamelyik koordinataja 0). Ezekhez a
pontokhoz az (X?,Y?) parra 2 megoldas tartozik: (C,0) és (0,C).

Amennyiben a 2 kvadratikus maradék GF'(q)-ban, ugy a gorbe pontjai kozott
szerepel a kovetkezs 4 pont: (v,v,1), (—v, —v,1), (v, —v,1), (—=v,v, 1), ahol v* = C'/2
(ugyanakkor nincsen tobb gorbepont, mely kielégitené az X? = Y? egyenletet).
Ezekhez a pontokhoz az (X?2,Y?) parra 1 megoldasa tartozik: (C'/2,C/2).

Mivel az elgbb emlitett 8 ponton kiviil a gérbe barmely (z,y, 1) pontja esetén
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(—z,y,1), (—x,—y, 1), (x, —y, 1) is paronként kiilonb6z6 gérbepont melyekhez az
(X?,Y?) parra ugyanaz a (22, y?) megoldasa tartozik, igy az értint6k szama ebben
az esetben: % +3= %.

Amennyibe a 2 kvadratikus nem-maradék, tgy a gérbének nem lesz az X? = Y?

LA o P ‘. gtl—4 _ q+5
egyenletet is kielégitd pontja, &m az érinték szdma ekkor is: &=— + 2 = 2.

4.2.2 Példa: Tekintsiik ismét a PG(2, q) sikot, ahol ¢ = 4k+3 (k € Z). Megadunk
a sikon egy (k + 1)-szemiivet.

Alljon A = B = C a kvadratikus maradékokbol (a 0-t is beleértve). Ekkor
|A| = |B| = |C| = 2k + 2. Legyen (—1,a,1) € L; tetszdleges (ekkor a kvadratikus
nem-maradék). Ennek a pontnak pontosan annyi érintéje lesz, mint ahany (32, 2?)
megoldaspar kielégiti az a + 2° = y? egyenletet. Egy tetsz6leges (0,0,2) € Ly pont
érintGinek a szama, azon (22, 2?) megoldasparok szama, melyek kielégitik az x? +
z? = b egyenletet (ahol b kvadratikus nem-maradék). Egy tetszoleges (1,c¢,1) € Ls
pont érintSinek a szdma: azon (2%, y?) megoldasparok szdma, melyek kielégitik az
r? + ¢ = y* egyenletet (ahol ¢ kvadratikus nem-maradék). Az els6 és az utolso
egyenlet ugyanolyan tipusi, tehat egy Li- illetve Ls-beli pont érintdinek a szama,
az

Y2 - X*=C

egyenlet rendezett (X2, Y?) megoldasainak a szama, ahol C' kvadratikus nem-mara-
dék. Projektiv koordinatakra attérve lathatjuk, hogy a fenti egyenlettel definialt méa-
sodrendii gorbének két idealis pontja van, melyek: (1,1,0) és (1,—1,0). Ehhez a két
ponthoz nem tartozik megoldasa az egyenletnek. A gorbén van tovibba a kdvetkezd
két pont: (u,0,1), (—u,0,1), ahol u> = —C. Ehhez a két ponthoz az egyenlet egy
megoldasa tartozik: (—C,0). Az idealis pontokat leszamitva a gorbének nincsen az
X2 =Y? egyenletet is kielégité megoldasa, igy az el6z6 példihoz hasonléan adodik,
hogy Gsszesen % + 1= % db megoldaspart kapunk, vagyis egy Li- illetve
Ls-beli ponton at ennyi érinté halad. Az Lo-beli pontok esetén az

X?+y?=C

egyenletet vizsgaljuk és a rendezett (X?2,Y?) megoldasparok szama adja meg az
érint6k szamét, ahol C kvadratikus nem-maradék. ElGszor jegyezziik meg, hogy az
igy definialt gorbének nem lesz ideélis pontja, és nem lesz olyan pontja sem, melynek
valamely koordinataja 0.

Amennyiben a 2 kvadratikus maradék, igy nem lesz az X2 = Y2-nek eleget tevs
pontja sem, igy a mar korabban latott médon kapjuk, hogy az egyenletiinknek %
db megoldéaspar tesz eleget.

Amennyiben a 2 kvadratikus nem-maradék, igy a gérbe pontjai kozott szerepel:
(v,v,1), (=v, —v,1), (v, —v, 1), (=v,v,1), ahol v* = C'/2 (ugyanakkor nincsen t&bb
gorbepont, mely kielégitené az X? = Y2 egyenletet). Ezekhez a pontokhoz az egyen-
let 1 megoldasa tartozik: (C'/2,C/2). Innen a méar ismert modon kapjuk, hogy az

egyenletnek % +1= %1 megoldaspar tesz eleget.
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5. fejezet

Véges geometriak és additiv
kombinatorika kozépiskolaban

5.1. Bevezetés

A szakdolgozat elsG részében tobbszor additiv kombinatorikai modszerekkel bi-
zonyitottunk véges projektiv sikokra vonatkozo allitdsokat. Mind az additiv kombi-
natorikanak, mind a véges sikok témakorének szamtalan, a kdzépiskolasok szamara
is érthetd és élvezhetd része van.

A véges geometridkkal egyrészt azért érdemes kozépiskolas szakkoron foglalkozni,
mert Osszekapcsolja a halmazelméletb6l, kombinatorikabol és geometridbol tanul-
takat, igy elGsegiti mindharom teriilet jobb megértését. Masrészt mert egy olyan
teriilet, ahova gimnazistak is konnyen betekintést nyerhetnek, és komolyabb matema-
tikai apparatus nélkiil megérthetik a témakor megoldatlan problémait, kihivasait.
Képet kaphatnak arrol, milyen dolgokkal foglalkoznak a matematikusok, fejlédik az
absztrakcios képességiik és reményeim szerint mindekozben jol érzik magukat, hiszen
izgalmas és sokszor meglepd feladatokat oldanak meg. Roviden tekintsiik a4t ennek
a fejezetnek a felépitését:

El6szor bemutatunk egy kartyatriikkot, mely a matematika irant kevéssé nyitott
didkok érdeklédését is felkeltheti. A triikkk magyarazata kdzben eljutunk a projektiv
stk axiomaihoz, illetve a ciklikus modell leirasdhoz. A triikkk itt talalhatod leirésa
roviditett formaban megjelent a Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok 2010.
méajusi szamaban [4]. Ez a leiras annyival bévebb, hogy a tanitési tapasztalataimat
is tartalmazza. Sajnos a triikk6t még nem tudtam kozépiskolasoknak elGadni, de sok
itt is el6jovE feladatot méar igen.

Ezutan par additiv kombinatorikai feladatot fogok ismertetni, melyeket egy 8.
osztalyosoknak szo6lo szakkorén kiprobaltam az Apéaczai Csere Janos Gimnazium-
ban. A véges geometridkhoz kapcsolodd feladatok a méasodik 6ran keriiltek el§ és
a kartyatriikk leirasanal szerepelnek. Ezzel a két témaval csak ebben a két 6raban
foglalkoztunk, de ugy vélem, hogy éppen addig jutottunk el, ameddig a csoport nagy
része biztonsaggal kovetni tudta az orat.

Az els6 szakkori ora leirasa utan két nehezebb feladat is szerepel, melyeket
Hegyvari Norbert tanar art6l hallottam az "Additiv kombinatorika" cimii kurzuson.
Noha az els6 ora feladatai ezekhez jo felvezetésiil szolgalnak, a szakkoron mégsem
beszéltiik meg 6ket. Ugy éreztem, hogy a viszonylag hosszt bizonyitasokat nem min-
denki kévetné a csoportbol, és a feladatokat inkdbb idésebbeknek érdemes feladni.
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A Berzsenyi Daniel Gimnazium matematika tdboraban "Ismerkedés a véges geo-
metridkkal" cimmel tartottam foglalkozast 12. osztalyosoknak. A triikk lefrasa kozben
az itt szerzett tapasztalataimat is ismertetni fogom.
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5.2. Egy kartyatriikk, és ami mogotte van

Egy biivész 13 db, egyenként 4-4 kar-
tyabol all6 kupacba osztotta az 52 lapos
francia kartya lapjait, majd a kupacokat az
abran lathato modon hatlappal felfelé, egy
olyan kor alakt asztalra helyezte, amely a
kézéppontja koriil barmerre elforgathato.

A mutatvany a kovetkezd: a biivész ki-
hiv egy onként jelentkez6t a nézdék koziil
és felkéri, hogy forgassa meg parszor az
asztalt, majd valasszon ki két tetsz&leges
kupacot. Az igy kivalasztott 8 lapot nézze
meg és amenynyiben talal koztiik azonos
értékd kartyakat, tgy azokat héatlappal
felfelé tegye félre, a tobbi lapot pedig
helyezze vissza oda, ahonnan elvette (a
kartyak iigyes elrendezése miatt minden e-

5.1. abra. setben két kartyat kell félretennie).
Ezutan a biivész vilaszt két kupacot.
Ezeket megnézi, majd két lap kivételével visszateszi a kartydkat a helyiikre. Végiil
megkéri az énként jelentkezGt, vegye kézbe 6 is félretett lapjait és mutassdk meg a
kézonségnek egyszerre, mi is az a 2-2 kartya, ami a keziikben van.
Meglepetésre, mind a négy kartydnak ugyanaz az értéke.

A megfejtéshez el6szor gondoljuk végig hogyan lehetséges, hogy a jelentkezének
minden esetben pontosan két kartyat kell félretennie. Hogy ez igy legyen, semelyik
két kupacban nem szerepelhet ugyanaz az érték ketténél tobbszor, vagyis minden
kupacban minden kartya legfeljebb egyszer szerepelhet. Ebbsl mar adédik els6 tu-
lajdonsagunk:

1. barmely két kiilonb6z6 kupacot valasztva kell lennie pontosan egy olyan értéknek,
amely mindkét kupacban szerepel.

Mivel egy kupacon beliil csak kiilonbo6z§ értéki lapok szerepelnek, ezért min-
den kupacon beliil (;1) kiilonb6z6 értékekbdl allo értékpar van. Egyik ilyen par sem
szerepelhet két kiilonbéz6 kupacban, hiszen ha lenne két ilyen kupac, ezekre nem
teljesiilne az 1. tulajdonsag. Tehat azon kiilonbo6z6 értékekbdl allo értékparok széma,
ahol a par mindkét tagja ugyanabban a kupacban szerepel: 13 - (3) = (123). Ez meg-
egyezik az Osszes kiilonboz6 értékekbol allo értékparok szaméaval, tehat az aldbbi
tulajdonsagnak is teljesiilnie kell:

2. béarmely két kiilonboz6 értéket valasztva kell lennie pontosan egy olyan kupacnak,

melyben mindkét érték szerepel.

A triikk vizsgalatat egy kicsit félretéve, ismerkedjiink meg a projektiv sikokkal.
Legyen P egy tetszbleges halmaz, £ pedig P bizonyos részhalmazainak halmaza.
P elemeit pontoknak, £ elemeit pedig egyeneseknek fogjuk hivni. Amennyiben egy
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P € P pont és e € £ egyenes esetén P € e teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy a P
pont illeszkedik az e egyenesre. A II = (P, &) part projektiv siknak nevezziik, ha az
aldbbi négy axiomanak eleget tesz:

P1. barmely két kiilénb6z6 ponthoz pontosan egy olyan egyenes van, melyre mind-
két pont illeszkedik,

P2. barmely két kiilonbo6z6 egyeneshez pontosan egy olyan pont van, mely mindkét
egyenesre illeszkedik,

P3. minden egyenesre illeszkedik legalabb harom kiilonb6z6 pont,

P4. minden pont legalabb harom kiilénb6z6 egyenesre illeszkedik.

A P1, P2 axiomak helyett a geometriai szohasznalattal élve azt is mondhatjuk,
hogy két ponton at egyértelmtien létezik az Gket Gsszekots egyenes, illetve, hogy
barmely két egyenesnek egyértelmiien 1étezik metszéspontja. A P3, P4 axiémék az
elfajulo esetek kizarasara szolgalnak.

SzembetinG a hasonlésig az els6 két axioma és a kartyakupacokra vonatkozo két
tulajdonsag kozott. Legyen P a 13 db kupacbdl all6 halmaz. Definidljuk tovabba a
kupacok aldbbi részhalmazait:

ha: Azoknak a kupacoknak a halmaza, melyekben szerepel asz

ho: Azoknak a kupacoknak a halmaza, melyekben szerepel 2-es

hi: Azoknak a kupacoknak a halmaza, melyekben szerepel kiraly

Mivel a francia kartyaban 13 kiilonb6z6 értéki lap van és mindegyik kupacban
minden érték legfeljebb egyszer szerepelhet, ezért dsszesen 13 db 4-elemii részhalmazt
definidltunk a kupacokon. Legyen €& = {ha, hs,--- , hk}, ekkor a (P, E)-par az 1. és
2. tulajdonsag miatt kielégiti a P1, P2 axiomakat, és nyilvanvaléan kielégiti P3-at
és P4-et is, tehat projektiv sikot alkot. Az alabbi tétel fontos lesz a kés6bbiek soran
(a bizonyitas megtalalhato pl. [14], [7]-ben vagy az interneten is elérhetd |2]-ban):

5.2.1 Tétel: Ha a Il projektiv siknak van olyan egyenese, melyre n+1 pont illeszke-
dik, akkor II minden egyenesére n + 1 pont illeszkedik, I minden pontjan at n + 1
egyenes megy at, I dsszesen n? +n + 1 pontot és ugyanennyi egyenest tartalmaz.

Az el6z6 tétel alapjan értelmes a kovetkezd definicio:

5.2.2 Definicié: A II projektiv sik rendje n, ha Il-nek létezik olyan egyenese,
melyre n + 1 pont illeszkedik. Ez esetben II-t n-edrendii véges projektiv siknak
nevezziik.

A 12. osztalyos tanulok foglalkozésan feladatként szerepelt a tétel, két segits
feladattal. Azon az 6ran a projektiv sik P3 és P4 axiomai helyett az aldbbi szerepelt:

P3’. Létezik négy altalanos helyzetli pont, vagyis négy olyan pont, melyek koziil
semelyik harom nem esik egy egyenesre.
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Nem nehéz belatni, hogy ezzel valoban helyettesithetjiik az elfajulo esetek kizara-
sara szolgalo két axiomat (lasd [14]). A segité feladatok, melyek megoldasa [7]-ben
megtalalhato:

5.2.3 Feladat: Ha az z pont nem illeszkedik az e egyenesre, akkor x-re pontosan
le| db egyenes illeszkedik.

5.2.4 Feladat: Ha xy, x5, x3, x4 altalanos helyzetd pontok, akkor van olyan n
természetes szam, hogy a négy pont mindegyike n+1 egyenesre illeszkedik, és minden
altaluk meghatarozott egyenes pontosan n + 1 pontot tartalmaz.

A feladatok megoldasa eléggé docogdsen ment, ennek f6 oka szerintem az lehetett,
hogy még az ora elején jartunk és csak ismerkedtek a fogalmakkal a gyerekek. En
a tablanal rajzokkal segitettem Gket és ha valahol elakadtak, mutattam melyik ax-
iomat probaljak meg hasznalni. A tétel bizonyitasa soran a sik egyeneseinek, illetve
pontjainak a szamat mar konnyen meghataroztak.

Egy masik feladatban arra kerestiik a vélaszt, hogy vajon miért van sziikség a
P3 axioméara. Az elfajuldé projektiv sikokat kdnnyen megtaldltak, és egyetértettek
abban, hogy ezek még nem tulzottan érdekesek.

Hogy milyen n értékek esetén létezik n-edrendd projektiv sik, illetve adott n
esetén hany db egymaéstol lényegesen kiilonb6zd (nem izomorf) sik létezik, méaig
megoldatlan probléma. Ha n primhatvany, akkor véges testek segitségével tudunk n-
edrend sikot konstrudlni (ez szintén megtalalhato [14]-ben) és a sejtés az, hogy csak
primhatvany rendd sikok léteznek. A nemlétezésre vonatkozo legfontosabb eredmény
a kovetkez6:

5.2.5 Tétel: (Bruck-Ryser) Ha n = 1,2 (mod 4) és létezik n-edrendii projektiv
sik, akkor n el6all két négyzetszam Osszegeként.

A tétel bizonyitasa [14]-ben megtalalhato.

Annyit azonban mar mi is belattunk, hogy ha hihetiink a biivésziinknek és tényleg
kupacokba tudja osztani az 1. és 2. tulajdonsagoknak megfelelGen az 52-lapos francia
kartyat, akkor létezik 3-rendii projektiv sik, hiszen az el6z6 oldalon definialt (P, E)
par kielégiti az axiomékat és 32 +3 4+ 1 = 13.

A tovabbiakban ismertetiink egy modszert, mely [14]-ben is megtalalhato és a-
melynek a segitségével véges projektiv sikokat készithetiink. Ismertetek néhény ezzel
kapcsolatos tanitasi tapasztalatot, majd megmutatjuk, hogyan kell a btivésznek szét-
osztani a kartyakat, illetve honnan tudja, hogy melyik két kupacot kell kivalasztania.
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A ciklikus modell

Legyen S az O kozéppontiu korbe irt szabalyos (n? + n + 1)-szog. Ha P és Q
a sokszog két kiilonb6z6 csicsa, akkor nevezziik a P és () tavolsdganak k-t, ha a
rovidebb PQ ivhez tartozo kozépponti szog k-360°/(n? + n + 1). Legfeljebb hany
csucsat lehet kivalasztani S-nek, hogy barmely kett§ tavolsaga kiilonb6z6 legyen?
Mivel a sokszdg csticsai 8sszesen (n?+n)/2 = (1) kiilsnbéz6 tavolsagot hataroznak
meg, ezért legfeljebb (n + 1)-et. Tegyiik fel, hogy sikeriilt kivalasztanunk (n+ 1) db
csucsot a megadott feltétellel és az altaluk meghatarozott részsokszoget jeldljiik R-
rel (az ilyen részsokszogeket szokas teljesen szabdlytalan részsokszognek nevezni). A
2. abran az n = 3 esetben berajzoltunk egy teljesen szabalytalan résznégyszoget.

R-nek O-koriili £-360°/(n? + n + 1)
szogii elforgatottjait (k= 0,1,...,n%+n)
jeloljik Ro, Rq, ..., Rpzin-vel. Az R, rész-
sokszog cstuicsainak a halmazat pedig r;-vel.

A pontok, vagyis P legyen S cstc-
sainak a halmaza, az egyenesek pedig £ =
{ro,m1, -+ ,Tn21n}. Tehdt a P € P pont
pontosan akkor illeszkedik az r; € £ egye-
nesre, ha P az R részsokszdg j-360°/(n? +
n + 1) szogi elforgatottjanak az egyik
csucsa.

Megmutatjuk, hogy modelliink kielégiti
1 a P1-P4 axiomakat. Legyen P, Q) két kiilon-
b6z6 pont, melyek tavolsaga k. R csicsai
kozott minden tavolsdg pontosan egyszer
fordul els, igy pontosan egy olyan elforga-
tottja van, melynek P és () is cstucsa. Ezzel belattuk, hogy P1 teljesiil.

Legyen R,, és R; két kiilonboz6 egyenes, ekkor n?+n+1 = n(n+1)+1 paratlan
volta miatt, az R,,-et R;-be, illetve az R;-t R,,-be viv6 pozitiv irdnyu forgatasok
koziil az egyiknek a szoge kisebb mint 180°. Az indexeket véalaszthatjuk ugy, hogy
ez az Rop-et Ri-be vive forgatas legyen és a szogét jeloljiik £-360°/(n? + n + 1)-val.
Ekkor k € {1,...,(n* + n)/2)}. Egy M pont pontosan akkor van rajta mindkét
szobanforgd egyenesen, ha R,,-nek létezik egy olyan N cstcsa, melyre az NOM
iranyitott szog +k-360°/(n? +n + 1). llyen M, N pontpér viszont pontosan egy van
R, csucsai kozott, hiszen ott R csticsaihoz hasonléan minden tavolsag pontosan
egyszer lép fel.

Ezzel P2 teljesiilését is belattuk, P3 és P4 teljesiilése pedig n > 2 esetén nyil-
vanvalo.

5.2. 4bra.

Az igy kapott véges projektiv sikokat szokas ciklikus sikoknak nevezni. Mivel a 2.
abran lathato szabalyos 13-szogben a berajzolt (1,3,4,8-csucsok altal meghatéarozott)
résznégyszog teljesen szabalytalan, ezért 1étezik 3-rendf ciklikus sik. Megmutathato,
hogy lényegében ez az egyetlen 3-rendii projektiv sik, vagyis barmely mas, a P1-
P4 axiéméakat teljesité 13 pontbol all6 modell pontjai és egyenesei, illeszkedéstarto
modon megfeleltetheték a mi példank pontjainak és egyeneseinek. Ez azonban nincs
mindig igy, pl. 9-rendi projektiv sikbol négy kiilonb6z§ létezik, melyek koziil csak
az egyiket kapjuk meg a fent ismertetett eljarassal.
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Bizonyithato6, hogy ha n primhatvany, akkor a szabalyos (n?+mn+1)-szog csiicsai
koziil mindig kivalaszthato egy teljesen szabélytalan (n+1)-sz0g (lasd [14]), és az igy
kapott ciklikus sik lényegében ugyanaz, mint a korabb emlitett (de nem részletezett)
véges testek segitségével konstrualhato sik.

A 8. osztalyosoknak tartott masodik szakkoron az alabbi feladatot kaptdk a
tanulok:

5.2.6 Feladat: Tud-e hét jobarat a hét napjaira hét talalkozot szervezni gy, hogy
barmely két bardthoz pontosan egy olyan talalkozo legyen, melyen mindketten részt-
vesznek?

A feladatot senki sem oldotta meg, igaz nem is hagytam ra elég id6t. Csak azt sze-
rettem volna érzékeltetni, hogy a feladat egyaltalan nem magatol értet6ds. Ezutan
a tablara rajzoltam egy szabdlyos 7-szdget és megkérdeztem a gyerekeket:

5.2.7 Feladat: Legfeljebb hany cstcsat lehet tgy kivalasztani a 7-szognek, hogy
barmely két kivalasztott pont tavolsidga kiilénb6zd legyen?

Talan mert a rendes tanéran éppen kombinatorikat tanultak, hamar rajottek,
hogy 4 csticsot mar nem lehet kivalasztani, hdrmat viszont igen. Berajzoltam az
altaluk javasolt harom csics altal meghatarozott haromszoget, és feladtam nekik a
kovetkezd feladatot:

5.2.8 Feladat: Bizonyitsd be, hogy a haromszdget a 7-sz6g kozéppontja koriil
k-360°/ 7 szoggel elforgatva (K =0,1,...,6) kapott 7 db haromszog koziil barmely
kettének pontosan egy kozos csiicsa van.

A feladatot szerencsére tobben is megoldottdk. Volt aki a csiicsok elnevezése
utan felirta a 7 db haromszog csicsait, és egyenként nézte meg, hany kozos eleme
lehet egy-egy csicsharmasnak. Voltak viszont olyan megoldéasok is, melyek a harom-
sz0g teljesen szabalytalan voltat hasznaltdk ki, és nyugodtan lehetett volna Gket
altalanositani.

Ezutan azt tanacsoltam a didkoknak, probaljak meg most a hét jobarat feladatat.
Szinte rogton érkezett a valasz az egyik tanul6tol: "De hiszen ez ugyanaz!". Az
indoklasa is helyes volt: a sokszog hét csiicsat a hét napjainak megfeleltetve, az
egyes haromszogek pontosan azt mutatjak meg, hogy melyik barat, melyik harom
nap menjen el az aznapi talalkozora.

A 12. osztalyosoknal mas felvezetéssel keriilt el a ciklikus modell. Miutan a véges
projektiv stkok kombinatorikus tulajdonsagait megbeszéltiik, és elmondtam nekik a
Bruck-Ryser tételt, még mindig adds voltam azzal, hogy egyaltalan 1étezik-e nem
elfajuld véges projektiv sik. A Fano-sik bemutatasa utan azt a kérdést vizsgaltuk,
hogy vajon "gorbe egyenes" nélkiil is le lehet-e rajzolni egy projektiv sikot. Az alabbi
tétel felvetése Sylvestertdl, és téle fiiggetleniil Erd6stsl szarmazik:

5.2.9 Tétel: A sik barmely nem egy egyenesre esé véges P ponthalmazabol kivalaszt-
hato két pont tgy, hogy az altaluk meghatarozott egyenes nem tartalmaz t&bb P-beli
pontot.

A tétel igazolasahoz, Gallai Tibor bizonyitasabdl kiindulva, elGszor ezt a segit-
séget kaptak a tanulok:
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Legyen L azoknak az egyeneseknek a halmaza, melyek legaldbb két P-beli pontot
tartalmaznak. Valasszuk ki azt a p € P, [ € L pont-egyenes part, melyre p ¢ [ és
p-nek az [-t6] vett tavolsdga minimalis. Bizonyitsuk be, hogy ez az e-egyenes csak
két P-beli pontot tartalmazhat. Ez utan az otlet utdn a bizonyitds mar nem nehéz,
indirekt modon kell folytatni [7]:

Tegyiik fel, hogy létezik x1, 29,23 € e és ezek koziil xy a kozépss. Ekkor az
T1x9p és xox3p hadromszogek egyikében x,-nél legalabb 90°-os szég van. Ebben a
haromszogben az xo-hdz tartozd6 magassag lesz a legkisebb magassag, vagyis kisebb
mint p [-t6l vett tavolsaga, ami ellentmondas.

A bizonyitashoz annyi segitségre még sziiksége volt a gyerekeknek, hogy elarul-
tam: Probaljanak az xizop és xoxsp haromszogek egyikében olyan (nem illeszkedd)
csucs-oldal part taldlni, melyek egymastol vett tavolsaga kisebb mint p [-t6l vett
tavolsaga.

Ez utdn mar mindenki szaméra vilagos volt, hogy "gorbe egyenesek" nélkiil legfel-
jebb 1-rendi véges projektiv sikot tudunk rajzolni, az viszont az elfajul6 esetek kozé
tartozik. Hogy akkor mégis hogyan lehet nem elfajul6 projektiv sikokat konstrudlni,
ehhez adtam fel feladatnak, hogy a két oldallal kordbban bemutatott modszerrel,
szabalyos 13-sz0g esetén, a 3-rendd projektiv sikot kapjuk. Az axiémak teljesiilését
onalloan lattdk be a gyerekek. Ezek utan megkérdeztem téliik a kévetkezot:

5.2.10 Feladat: Adott egy szabalyos 43-sz0g a sikon. Igaz-e, hogy barhogyan vé-
lasztjuk ki 7 cstcsat, a kivalasztott csticsok altal meghatarozott 21 tavolsdg kozott
mindig lesz két egyforma?

T6bb percig senki sem szolt semmit a hallgatosag koziil. Végiil emlékeztettem
6ket a korabban emlitett Bruck-Ryser tételre, ami utan egyszerre tobben is mondtak
a helyes megoldast: ha nem lenne két egyforma tavolsag, akkor a 13-szdgnél 14-
tott modszerrel 6-odrendt projektiv sikot készithetnénk, de a 6 nem all el§ két
négyzetszam Osszegeként. Ezzel a projektiv sikok létezésére vonatkoz6 komplikalt
feltételiink alkalmazast nyert. Itt jegyezziik meg, hogy visszafelé nem igaz a tétel
allitasa. 10 = 9 + 1, viszont 10-edrendi projektiv sik nem létezik.

Térjiink vissza a triilkk magyarazatara.
A kartyakat a triikkk megkezdése elGtt
az abran lathaté6 moédon tgy oszjuk szét a
8\/7 13 kupacba, hogy barmely 4 azonos értékii
9 __ 3) kartya a 2. ill. 3. abran berajzolt teljesen
S szabalytalan négyszog egy elforgatottjanak
10 / A a csticsait adja. Példaul az 1.,3.,4.,8. kupa-
T cokba keriiljenek az aszok, a 2.,4.,5.,9. ku-
11 N 14 pacokba a 2-esek, ... veégiil a 13.,2.,3.,7.

R 7 kupacokba a kiralyok.

12 ) i 3 Ekkor az az Aallitds, hogy a 3. ku-
13 1 2 pacban szerepel &sz, ugy is megfogal-
mazhato, hogy a 3. kupacnak megfelels
pont rajta van az aszok altal meghatéro-
zott egyenesen. Tulajdonképpen minden
5.3. abra. kartyalap megfeleltethet6 a 3-rendi cik-
likus sikon egy pont-egyenes illeszkedés
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parnak. Ezek szama valoban 52, hiszen a sikon 13 pont van, melyek mindegyike
pontosan 4 kiilonb6z6 egyenesre illeszkedik.

Amikor a nézé kivalaszt két kupacot, az egyértelmiien meghatarozza a négyszog
egyik elforgatottjat. A biivésznek csak oda kell képzelnie a négyszog masik két csu-
csat és az ott talalhato két kupacot kell valasztania. Mivel az igy kivilasztott 2-2
kupac egy egyenesre esik, ezért mindkét kupacparban ugyanaz az érték fog meg-
egyezni. A biivésznek ki kell vilasztania sajat kupacaibol a két egyforma kartyat és
ezeket kell a kezében tartania. Mivel csak a kartyak egymashoz viszonyitott helyzete
szamit, ezért az asztal elforgatasa semmiben sem befolyasolja a mutatvanyt.

Az alabbi tablazat azt mutatja, hogy a fenti modszerrel mely kartyak keriilnek az
egyes kupacokba. Természetesen sok mas elrendezés is lehetséges, nem szamit ugya-
nis, hogy az egyes értékeket, a négyszog mely elforgatottjahoz rendeljiik. A tablazat
k. oszlopaban a k. kupacban szerepld lapok szerepelnek, a szinek feltiintetése nélkiil.

7/8/910|J D K|A||2]34|5|6

Al2|3/4|56||78|9]|10

DK
D KI|A|234|5|6|78)|910|J
Al2(3

Végiil alljon itt néhany egyszeriibb, a triikkh6z kapesolodo feladat:

5.2.11 Feladat: Keressiink teljesen szabalytalan
(a) b-szoget, a szabalyos 21-szOgben.

(b) Hany db, forgatéassal egymasba nem vihetd, teljesen szabalytalan 4-szog valaszt-
haté ki a szabalyos 13-sz0g csticsai koziil?

Az (a) feladatban legyenek a 21-sz6g csticsai rogzitett koriiljaras mellett:
Py, Py, ..., Py. Ekkor nem nehéz belatni, hogy a {Py, P, Ps, P15, P17} csticsok egy
teljesen szabalytalan 5-szoget hataroznak meg.

A (b) feladatban legyenek a 13-szog csucsai rogzitett koriiljaras mellett:
Pl, PQ, R ,P13. Ekkor {Pl, PQ, P4, Pl()} és {Pl, PQ, P5, .[:)7}7 valamint tukorképelk
{Py, Py, Ps, P12} és { Py, P», Py, P11}, négy kiilonbo6z6 teljesen szabélytalan 4-szog. Az
altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy a keresett négyszog tratalmazza a
{P1, P,} cstcsokat, ezek utan szisztematikus probalgatassal konnyen megmutathato,
hogy az Gsszes lényegesen kiilonb6z6 megoldast megtalaltuk.

5.2.12 Feladat: El6adhato-e a triikk olyan kartya-elrendezés mellett, ahol minden
kupacban négy kiilonb6z6 szint kartya szerepel?
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Igen. Vegyiik észre, hogy a fenti tablazat minden soraban minden elem kiilonboz6.
Igy, ha az egyes sorokba egyforma szind kartydkat tesziink, és ennek megfelelGen
alakitjuk ki a kupacokat, akkor teljesiil a kivant feltétel.

5.2.13 Feladat: Mutassuk meg, hogy a néz6 és a biivész altal kivalosztott 4 ku-
pacban minden érték szerepel.

A kivalasztott 4 kupac megfelel a 3-rendi projektiv sik egy egyenesének. Igy a
feladat allitasa a P2 axiomabol kdvetkezik.

5.2.14 Feladat: A triikk agy is elvégezhetd, hogy a biivész nem két kupacot, hanem
egybdl 2 kartyat valaszt, melyek értéke megegyezik a nézdé altal félretett lapok
értékével. Hogyan lehetséges ez?

A Kkértydk szétosztasanal tigyeljiink arra, hogy a tablazat 4. soraban szerepld
lapok keriiljenek alulra, a 3. sorban lévék alulrél a mésodik helyre, a 2. sorban lévék
alulrol a harmadik helyre, mig az 1. sorban 1évG lapok legfeliilre.

Tgy ha a biivésznek a k-adik és (k + 1)-edik kupacokbdl kell hiiznia, modulo 13
(mert a nézé a (k — 2)-edik és (k + 5)-6dik kupacokat valasztotta), akkor minden k
érték esetén feliilrdl a 3. ill. 2. lapokat kell valasztania.

Ezeket az értékeket azonban nem kell mind a hat felléps tavolsaghoz megje-
gyezniink, elég ha azt tudjuk, hogy mindig a teljesen szabalytalan négyszog (vagyis
a szobanforgd egyenes) azon csticsaban (abban a kupacban) van legalul az egye-
nest reprezentalo lap (az a lap, amely az egyenes mind a négy kupaciban szerepel),
melynél a 6 és a 2 hosszu oldalak taldlkoznak. A négyszdg cstcsain az 6ramutatod
jarasaval ellentétes iranyba haladva, mindig az el6z6 cstiicsnal 1événél eggyel maga-
sabb szinten lesz a reprezentéans lap (modulo 4 szamolva).

5.3. Additiv kombinatorikai feladatok

Az alabbi feladatokat, ugyanebben a sorrendben, a 8. osztalyosok szakkorén
oldottuk meg. Nem a szakdolgozatom korabbi fejezeteiben hasznalt tételeket néztiik
meg, hanem annal joval egyszertibb &llitdsokat, de a problémaék jellege hasonlo.
Osszeghalmazok méretérdl szeretnénk valamit mondani. A feladatok természetes mo-
don altalanosithatok tetszéleges rendezett csoportra, mi errél az 6ran nem beszéltiink,
végig az egész szamok additiv csoportjdban dolgoztunk.

5.3.1 Feladat: Két szokasos dobokockéval dobva, hanyféle lehet a dobott szamok
Osszege?

5.3.2 Feladat: Az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szdmok helyett tudnal-e gy irni szdmokat a
kockékra (mindkét kockara ugyanazt a hat szamot), hogy a dobott szamok Osszege
tobbféle lehessen? Igy legfeljebb hanyféle kiilonbozé dsszeg lehetséges?

Az els6 feladattal természetesen nem volt sok probléma, bar volt akinek figyel-
metlenségbdl 12 jott ki, 11 helyett. A 2. feladatnal elGszor senki sem talalt olyan
megoldést, ahol 21 kiilonbo6z6 Osszeg lehetséges. Egyel6re én sem mutattam nekik
ilyen példat, hanem biztattam ket fels korlat talédlasara. Elgszor 6 - 6 = 36-ot tip-
peltek. Megbeszéltiik ennek a gondolatmenetnek a hib4jat, hogy bizonyos 6sszegeket
kétszer szamol. Rogton jott a kovetkezd tipp, a 36/2 = 18. Ez sem volt jo, hiszen
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az el6bb nem minden esetet szamoltunk kétszer. Itt rajottek, hogy kiilon kellene
szamolni azokat az Osszegeket, melyek két kiilonb6z6 szam Gsszegeként allnak eld,
és azokat, melyeket akkor kapunk, ha mindkét kockaval ugyanazt a szdmot dobjuk.
Igy végiil kitalaltak a (g) + 6 = 21-es fels6 korlatot. Példank viszont még nem volt,
ezért elmondtam egy masik bizonyitast:

Legyen a dobokockdkra irt szamok halmaza A = {ay, as, as, aq, as, ag}, ahol i #
j esetén a; # a;. Azt vizsgaljuk, hogy az A+ A = {a; + a4li,j = 1,2,...,6}
halmaz elemszama milyen nagy lehet. Természetesen ezt a kérdést nem csak 6 elemti
halmazok esetén tehetjiik fel. Hogyha A = {a;}, akkor vilagos, hogy |[A+A|=1. A =
{a1, as} esetén legfeljebb 2-vel n§ A+ A elemszama, hiszen két j Gsszeg jelenik meg,
melyekben ay szerepel. Altaldban ha A = {ay,as,...a;}, akkor A + A elemszama
legfeljebb k-val n6 az A = {a;,as,...,a,_1} esethez képest. Igy felsé korlatnak
szintén 1+2+ 344+ 5+ 6 = 21-et kapunk az |A| = 6 esetben. Arra a kérdésemre,
hogy mégis hogyan valasszuk meg az ai,as,...,ag szamokat ennek elérésére, méar
érkezett a véalasz a gyerekektsl, hogy legyen as + a1 > ay + ay, ag + a; > as + ao,

.., Qg + ay > as + as.

Ha a; = 1-bél indulunk ki és as, as, . . . , ag-nak mindig az el6bb kitalalt feltételek-
nek megfelel§ legkisebb egész szamot valasztjuk, akkor az A = 1,2,4,8, 16,32 hal-
mazhoz jutunk, amire valoéban teljesiil, hogy |A + A| = 21. Hiszen a 2F + 2! alaku
szamok egyféleképpen irhatok fel két kettGhatvany Osszegeként (k, [l € N). Ugyanigy
jo valasztas lenne példaul A =1, 3,9, 27,81, 243.

Azt is megfigyelhetjiik, hogy ha egy A = {a1, as, ..., a,} halmaz esetén |[A+A| =
M, akkor az A’ = A+ {k} ={a1 + k,as + k,...,a, + k} halmazra is teljesiil, hogy
|A"+ A'| = M. Ezt az allitast mar a gyerekek igazoltak, és igy végtelen sok példat
sikeriilt megadnunk, ahol az 6sszeghalmaz mérete maximalis.

5.3.3 Feladat: Legfeljebb hanyféle lehet az Gsszeg, ha nem kell mindkét kockara
ugyanazt a hat szdmot frni?

Ugy latszik az el6z6 feladat megoldasa soran raéreztek a tanulok erre a feladat-
tipusra, mert hamar kaptam a visszajelzéseket, miszerint 36 a megoldéas. Egy lehet-
séges peélda a felsGkorlat elérésére, ha A = {1,2,3,4,5,6} és B = {1,7,13,19,25,31}
(ahol A és B az egyes kockakra irt szamok halmaza).

5.3.4 Feladat: Lehetséges-e tigy irni szamokat a kockakra, hogy a dobott szamok
Osszege kevesebb mint 11-féle lehessen?

Ez a feladat viszont nehéznek bizonyult. Probalgatasok ttjan ugyan kialakult
a gyerekekben a sejtés, hogy nem lehet, de bizonyitani nem tudtak. Segitségiil azt
tanacsoltam, hogy rendezzék novekvs sorrendbe az egyes kockdkra irt szamokat.
Legyenek ezek:

a < Qg <ag<ay<as<agésb <by<by<by<by<bg.

Ekkor biztos, hogy pl. a; + b; < ag + bg. Ha sikeriilne e kdzé a két Osszeg kozé
még 9-et talalnunk, szigorian névekvs sorrendben, akkor készen lennénk. Ezt méar
ki tudtak talalni a gyerekek. 11 biztosan kiilénb6z6 elem pl. a kovetkezd:

CL1—|—b1 <CL1—|—b2 <a1+b3< <a1—|—b(5<a2+b6 <a3—|—b6< <CL6—|—b6.

Megbeszéltiik, hogy ugyanez a bizonyitas mikodik ar = b (K = 1,2,...,6)
esetén is, tehat a felsg korlattal ellentétben az alsé korlatnal nincs kiilonbség, ha a
két kocka szamozasanak meg kell egyeznie.
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5.3.5 Feladat: Igaz-e, hogy minden 11 < k < 21, £ € Z szam esetén megadhato
ugy egy 6 elemii A C Z halmaz, hogy mindkét kockira az A-beli szamokat irva, a
dobott szamok Osszege pontosan k-féle lehet?

Ak =11 és k = 21 esetre mar tudjuk, hogy létezik ilyen A halmaz. A ma-
sodik feladatnal a maximalis megoldas keresése kozben tobb mas k értékre talaltak
példakat a gyerekek. Ezeket 6sszegytijtottiik, a hidnyzo 4 eset megoldasahoz pedig
4-5 f6s csapatokat jeloltem ki. A hangzavar ugyan nagy volt, de a csoportok ered-
ményesek voltak, igy végiil sikeriilt minden lehetséges értékre példat talalnunk. Az
6ra végén eddigi tapasztalataink alapjan a kovetkezd sejtést sikeriilt megfogalmazni:

5.3.6 Allitas: Minden k € Z, 2n — 1 < k < (”'2“) szam esetén megadhato olyan n
elemid A C Z halmaz, hogy |A + A| = k.

A kovetkez6kben a témakor lehetséges folytatasat dolgoztam ki. Segité felada-
tokon keresztiil eljutunk par bonyolultabb feladat, példaul az el6z6 sejtés, bizonyitasé-
hoz.

5.3.7 Feladat: Valaki azt allitotta, hogy meg tud adni agy egy n elemszidma A
halmazt, hogy |A + A| = k. Mutassuk meg, hogy ekkor meg lehet adni egy n + 1
elemszamt A’ halmazt tgy, hogy |A"'+ A'| =k +n + 1.

Az otlet ugyanaz, mint az els§ 6ra mésodik feladataban: ha az A halmaz a; <
as < ... < a, elemeihez egy elég nagy a,; elemet vesziink hozza (a,.1 > a, +
a, — ay), akkor a k db A + A-beli 6sszeg mellé n + 1 db 14j 6sszeg fog megjelenni
A’ + A’-ben. Nézziink egy példat, hogy ez mit is jelent:

Az n = 6 esetben minden 11 < k < 21, k € Z szam esetén megadtunk egy
megfelels A halmazt. De igy az n = 7 esetben is tudunk ilyen halmazt mutatni,
valahanyszor 18 < k < 28. Tehat az n = 7 esetben mar csak a k = 13,14,...,17

esetekre kell koncentralnunk. &k = 13 esetén A = {1,2,..., 7} megfelel, erre konnyii
rajonni, hiszen az n = 6 esetben A = {1,2,...,6} a minimumot adta. Elég a 7-est
megvaltoztatni 8,9, ..., 11-re és ez megoldja a maradék 4 esetet.

Az eddigiek alapjan feladatunkat az alabbi két allitas bizonyitasara bonthatjuk:

1. Legyen k € Z és 2n — 1 < k < 3n — 4. Ekkor megadhat6 olyan n elemi A
halmaz, hogy |A + A| = k.

2. Legyen k € Z és 3n —3 < k < (”;rl) Ekkor megadhatd olyan n elemii A
halmaz, hogy |A + A| = k.

Az els6t konnyt megoldani, ugyanaz a triikk mikodik, mint az n = 7 esetben.
Vagyisaz A = {1,2,...,n—1}U{a,}, a, = n,n+1,...,2n—3 halmazok megfelelGk
lesznek. Méghozz4 tgy, hogy a, = n + k esetén |A + A| = 2n — 1 + k, valahényszor
k€ {0,1,...,n—3}. Részletesebben: a,, = n+k esetén A+ A ={2,3,...,2n+k —

1,2n+ 2k}.
A 2. allitast n = 6-ra és 7-re mar belattuk, és konnyen lathatjuk, hogy n = 1
és 2 esetén is igaz. Szeretnénk megmutatni, hogy ha |A| = n esetén teljesiil az

allitas, akkor abbol kévetkezik, hogy |A| = n + 1 esetén is teljesiil. Ha ez sikeriil,
készen lesziink, hiszen igy n = 2-b6l kévetkezik a hidnyz6 n = 3 eset, abbdl a hidnyzo
n = 4 eset és igy tovabb. Ezzel minden pozitiv egész n-re sikeriilne belatni az allitast.
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Természetesen, ha a hallgatdosadg mar sok teljes indukcids bizonyitast latott, akkor
ezt nem részletezném ennyire, de kozépiskolaban ez még egyaltalan nem biztos.

Mit is jelent az, hogy |A| = n-re teljesiil az allitas? Azt jelenti, hogy a 3n — 3 <
k < ("}') esetekben meg tudunk adni olyan A halmazt, hogy |[A + A| = k. A mar
igazolt 1. allitds miatt ez akkor is igaz, ha 2n — 1 < k < 3n — 4. Ekkor az el6z6
feladatot hasznalva, minden 2n — 1+ (n+1) =3n <k < ("})) + (n+1) = ("}?)
esetben meg tudunk adni ugy egy n + 1 elemszama A’ halmazt, hogy |A"+ A'| = k,
ez pedig pont a 2. allitas az |A| = n + 1 esetben.

Ugy gondolom ez a feladat azért is tanulsagos lehet, mert a teljes indukcié nem
oldja meg egybdl a feladatot, csupan annak egy jelentds részét.

Az elsé ora feladatainak felelevenitésére szolgalhat a kovetkezd:

5.3.8 Feladat: Legyen A és B két nem feltétleniil azonos elemszamu halmaz. Bi-
zonyitsuk be, hogy |A| + |B| —1 < |A+ B| < |A||B|.

Az also korlat igazolasat azért érdemes atismételni, mert ehhez kapcsolodik a
kovetkezd:

5.3.9 Feladat: Bizonyitsuk be, hogy 2 < |A|, |B| esetén ha |A+ B| = |A| +|B| —1,
akkor A és B azonos differenciaju szamtani sorozat.

Jusson esziinkbe, hogy a szokasos dobdkockanal, ahol a lapokon az {1,2,3,4,5,6}
szamok szerepelnek, valoban 6 +6 — 1 = 11-féle lehet a két kockaval dobott szamok

Osszege.
Legyen |A| = k és |B| = m. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik,
hogy £ < m. Legyen A = {a; < as < ... < ai} és B = {b) < by < ... <

b }. Az alabbi tablazatban A+ B = {a+b | a € A, b € B} 0Osszes lehetséges
eleme szerepel, olyan elrendezésben, hogy barmely elem felsd, illetve jobb oldali
szomszédja nagyobb az adott elemnél. Ezt a tulajdonsagot nem arulnédm el a gy-
erekeknek, inkdbb megvarnam amig maguktol felfedezik. Az el6zé feladathoz kapce-
solodoan, tobbféleképpen is mutathatunk m + £ — 1 db biztosan kiilonb6z6 elemet
tablazatunkban.

ak—i—bl ak+b2 ak—i-bg ak—i—bm_l ak—i—bm
ag—1+b1 ap—1 +by a1 +0bs ... a1 +byp_1 ar—1+0by
as + by as + bo as + b3 oo a2+ by as + by,
a1+b1 a1+b2 Cl1—|—b3 a1+bm_1 a1+bm

Tegyiik fel, hogy |A + B| = m + k — 1. Ilyenkor rengeteg egybeesésnek kell
szerepelni az m - k db elem kozott, a gyerekeket meg lehet kérni, hogy keressenek
ilyen egybeeséseket. Vegyiink négy tetszGleges elemet, melyek egy 2 X 2-es négyzet
négy csicsat alkotjak:

a;11 + bj a1 + bj+1
a; + bj a; + bj+1

Hogy ha a;11+b; = a;+0b;;1 nem teljesiilne, akkor a;+b; < a;11+0; < a;11+bj41

és a; +b; < a; + bj11 < a1 + bjy miatt ez négy kiilonbozs értékid elem, melyeket
konnyen kiegészithetiink 0sszesen k+m db kiilonb6z6 értéki elemre, ami ellentmond
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a feltételiinknek. PL: {a; + b;, a;41 + bj, a; + bjy1, a1 + bja } U {a;im1 + bj, 050 +
bj,...,a1+bj}U{ar +bj_1,a1+bj_a,..., a1+ b1} U{ais0+bj41, airs+bja, ..., ap+
bjs1} U{ar + bjro,ar + bjys, ..., ar + by} egy ilyen kiegészités.

Ebbdl az észrevételbdl mar kévetkezik, hogy az egyforma elemek atlos egyenesek
mentén helyezkednek el: a; + b; = a; + b; pontosan akkor, ha i + j = + j'.

Nézziik, hogy ez milyen egyenl@ségeket jelent az els6 két oszlopra nézve: ap+b, =
ap—1+bo, ap_1+b1 = ap_o+ b, ..., a3+ by = a; + by. Ezt a kK — 1 db egyenletet
atrendezve kapjuk, hogy: by — by = as —a; = a3 —as = ... = ap — ax_1. Lehat A
elemei by — by differencidju szamtani sorozatot alkotnak.

Az also két sort vizsgélva az alabbi m—1 db egyenleteket kapjuk: as+b; = a;+0bs,
as +by =ay + b3, ..., as + b1 = a1 + b,,. Ezeket atrendezve adodik: ay — a1 =
by —by =b3 —by=...=b,, —b,_1. Tehat B elemei ay — a; differenciaji szamtani
sorozatot alkotnak. Mivel by — by = as — a4, ezzel a feladat allitasat belattuk.

5.4. Osszefoglalas

Az additiv kombinatorikai feladatokkal szivesen foglalkoztak a gyerekek. Szeren-
csés véletlen, hogy a Matematika Hatarok Nélkiil versenyen "Kockacsata" néven, a
legtobb gyerek mar talédlkozott olyan feladattal, ahol sajat szamozasi dobokockékat
kellett késziteniiik. A rendes tanorak kombinatorika és valészintiségszamitas anyag-
részét, ugy érzem, jol egészitették ki a kiprobalt feladatok. Uj triikkoket is tanultunk,
és igy gondolom, a felvazolt folytatas is hasznos lehet pl. a teljes indukcié gyakor-
lasdhoz, vagy a versenyekre valo felkésziiléshez.

Véges geometridkkal a 8. osztalyban keveset foglalkoztunk, és tulajdonképpen
ki se mondtuk, hogy errdl lenne sz6. Amit csinaltunk, az viszont tetszett a gye-
rekeknek, mivel segitségével meg tudtak oldani egy olyan feladatot, ami elsére ne-
héznek tint. Itt is hallottak olyan Otleteket, melyek kés6bb alkalmazéasra keriiltek,
pl. kbrmérkézések szervezésére, egy masik 6ran ismét egy szabalyos sokszogbe rajzolt
alakzat elforgatottjait hasznéltuk.

A 12. osztélyosok koziil volt, aki mar hallott véges geometridkrol, és a tébbiek is
kiilénosen érdeklsddk voltak. Arra az 6rara nagyon sok feladattal késziiltem, és ezek
koziil néhényra nem maradt id6. Mégis, gy gondolom, sikeriilt egy kis betekintést
nytUjtanom a témaba, mikézben még egy szép, euklideszi tételt is bebizonyitottunk.
A taborba valo lejutasért egész évben nagy versengés és késziilgdés van a gyerekek
kozott, igy nem csoda, hogy a gyerekek a legkiilonfélébb matematikai témakra is
nyitottak. Ennek a kivancsisdgnak a kielégitésére néha sziikség van olyan problémak
bemutatasara is, melyek tulmutatnak a kozépiskolai matematikdn. Biztos vagyok
benne, hogy ez, f6leg a 12. évfolyamon, a gyerekek palyavalasztasat is befolyasolja.
Informaciot, és reményeim szerint, kedvet kapnak a matematikaval foglalkoz6 sza-
kokhoz.

A bemutatott kartyatriikk bevezetést nyijt a véges projektiv sikok, ezen beliil
féként a ciklikus sikok vizsgalatahoz. Tovabba bizom benne, hogy ha olyan tanuléonak
mutatja be valaki a triikkoét, aki a matematikidval nem nagyon, viszont a kartya-
triilkkokkel szimpatizal, és utanaolvas a megoldasnak, maris tanult valami mate-
matikat, rdadasul onszantabol.
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