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Eloszo

Szakmoddszertani dolgozatom témajat a matematikus szakon irt szakdol-
gozatom inspiralta, melyben a csédvalészintiségekrdl irtam a biztositointéze-
tek szemszogébol. fgy adddott az otlet, hogy vannak még olyan érintetlen
témak a kozépiskolai oktatasban, melyeket érdemes lenne azoknak a didkok-
nak megmutatni, akik emelt éraszamban tanuljak a matematikat. Ennek
a témanak még nincsen kidolgozott ératerve, nem szerepel sem a Nemzeti
Alaptantervben, sem az iskolak helyi tantervében.

A nyerési esélyek kiszamitasanak egyetemi oktatdsa sordn olyan elmé-
leteket, tételeket alkalmazunk, melyek nem szerepelhetnek a kozépiskolai
oktatasban. Ezért sziikséges ezen tételek leegyszertisitése. Ezen az elgon-
dolason alapul a szakdolgozatom, melyben egy hét tanéras éravazlat szere-
pel a Markov-lancok tanitasarol. A tandérakon folyé munka lényege, hogy ne
csak az elméleti részt tanitsuk meg a didkoknak, hanem jaték kozben maguk
jojjenek ra arra, hogy a hétkoznapokban is korbe vagyunk véve Markov-
lancokkal, amint elkezdiink jatszani.

A Markov-lancok tanitdsanak kozéppontjaba éppen ezért a jatékokban
valé nyerési esélyek kiszamitasat tettem. Ez az a téma, ami szerintem a
legjobban érdekelné a kozépiskolas didkokat, hiszen, ha mar kell6 mélységben
tanultak valdszintiségszamitast, akkor azt szeretnék a maguk hasznéra is
forditani, és a hétkoznapokban hasznalni.

A téma elsajatitasahoz mindenképpen sziikség van elézetes valdszint-
ségszdmitasi ismeretekre (klasszikus valdszintiség, varhaté érték), illetve az
egyenletrendszerek megolddsanak ismeretére, ezért a témat legkorabban
11. osztalyban érdemes targyalni. A Markov-lancok kapcsan bevezetésre
kertiilhetnek a matrixok és a matrixok miiveletei, amennyiben ezzel a téméaval
még nem foglalkoztak a didkok matematika éran. A téma feldolgozasara azért
szantam hat tanitasi érat, mert ennyi ido sziikséges ahhoz, hogy a Markov-
lancok minden, kozépiskolaban érdekes téméjat atbeszéljiik és kiprobaljuk. A
tanorakon a legnagyobb hangsily azon van, hogy a didkoknak a feladatokat
ne gondolatban kelljen modelleznitiik, hanem azokkal a gyakorlatban, jatékos

formaban ismerkedjenek meg. Eppen ezért minden matekoran sziikség van



dobdkockéra, pénzérmére vagy szamitogépes programra, ami szimuldlja az
adott feladatot. Azzal, hogy eljatszunk vagy szimuldlunk egy feladatot,
a gyerekek sokkal jobban elfogadjak és megértik a kiszamolt eredményt,
hiszen igy nem csak a tanar altal elmondott elmélet all a szamitasok mogott,
hanem a sajat tapasztalatuk is. Az is hasznos a didkok szaméra, ha kezdet-
ben egyes feladatokndl tobb megoldasi modszert is megmutatunk, hiszen
lehet6ségiik nyilik ezek Gsszehasonlitasara. A didk pedig a hozza legkozelebb
allé megoldasi moédot tudja valasztani.

Ennek a témanak a kozépiskolai oktatasaval eddig még senki sem foglalko-
zott, kivéve Orosz Gyulat a Fazekas Mihaly Gimnaziumban. Ebbdl addéddan
a dolgozatomban szerepl6 éravazlatban néhany interneten vagy tankonyvben
megtalalhato feladaton kiviil dltalam kitalalt feladatok szerepelnek. Ameny-
nyiben a feladatot vagy annak megoldasat mas forrasbol vettem, ezt kiilon
jelolom. Az oravazlat tartalmazza az 6rakon kitlizendé feladatokat, megol-
dasaikat, a tanitasi mdédszereket és az ezekhez sziikséges eszkozoket. Minden
ora végén szerepel néhany ajanlott hazi feladat, melyek az 6rakon megoldott
feladatokon alapulnak. Az elsé par érat részletesebben kidolgoztam, hogy
latszédjon a témakor felépitése, a feladatok mogotti elképzelés és a megol-
déasok gondolatmenete. Szakdolgozatom végén pedig szerepel egy témazard

dolgozot, javitasi és értékelési utmutatoval.



1. fejezet

Sztochasztikus folyamatok

A sztochasztikus folyamatok kifejezés olyan folyamatok osszefoglald neve,
melyek kimenetele egy véletlen tényezotdl fiigg. Mi véges sztochasztikus
folyamatokrdl fogunk beszélni, ami azt jelenti, hogy az egyes kisérletek kime-
netelei véges szamuak lehetnek, valamint maga a kisérletek szdma is véges.
Ezekkel a folyamatokkal kapcsolatban fogunk kérdéseket feltenni, melyekre
a valaszokat keressiik.

Ezen kérdések megvalaszolasara nyujt segitséget nekiink a folyamatdbra,
melyen a kisérlet egyes éallapotait (kezd6- és végallapot, lehetséges kimene-
telek) és azokat a valdszintiségeket jeldljiik, mely valészintiséggel jutunk el
az egyik allapotbdl a masikba. Ez a folyamatdbra lényegében egy irdnyitott
graf. A kezddallapotot S-sel jeloljiik, a tobbi allapotot pedig az abécé nagy
betiiivel. A valészintiségeket, melyeket valéjaban atmenetvaldsziniiségeknek
neveziink, arra a nyilra irjuk, mely éppen a két allapot kozott van. Az A-bol

B-be jutas atmenetvaldszintiségét py,-vel jeloljiik.

1.1. dbra: Két példa a folyamatabréara

Ha egy olyan folyamatot szeretnénk folyamatabraval abrazolni, mely soran
tobbszor is visszajuthatunk egy allapotba, akkor nem csak a fenti linearis

abrazolassal tehetjiik meg. Ezt a lehetOséget mutatja a 1.2. dbra.



1.2. dbra: Példa egy masik abrazolasra

Annak kiszamitasa, hogy egy bizonyos végallapot mekkora valészintiség-
gel kovetkezik be, nagyon egyszerti. Az S allapotbdl kiindulé nyilakon halad-

va, a nyilakon 1évo atmenetvaldszintiségeket Osszeszorozzuk, egészen addig,

mig a végallapotba nem ériink.

A fentieken kivil feltessziik, hogy egy allapotbdl kiindulé nyilakon sze-
replo atmenetvaldszintiségek Osszege 1. Ezen kiviil semmilyen mas feltevésre
nincs sziikséglink. A feladatok egyszeriisége érdekében mégis éliink azzal
az egyszerisitéssel, hogy az egyes allapotok csak a kozvetleniil elotte 1évé
kisérlet eredményétol fiiggnek. Ebben az esetben a valoszintiségeket matrixba

tudjuk rendezni, melynek neve atmenetvaldosziniiség-matrix, és melynek min-

den sordban a valdszintiségek osszege 0 vagy 1.

SIA | B|C|D/|E G
S|10|psa|pPss| O | O
A10]| 0 | O | pac | Paa
B0 0 0 0 O | Poe | Pos | Dog
Ccl|0] 0 0 0 0 0 0 0
D|O0| O 0 0 0 0 0 0
E|0] O 0 0 0 0 0 0
F|10] O 0 0 0 0 0 0
G|0]| O 0 0 0 0 0 0




A | B D | E
S Psa | O Psa | 0
Al Pas | 0 | pap 010
Bl O |pa| O |pe| O] O
cl 0 0 0 0
D | pas 0 0 | pae
E|] O 0 0 0

1.3. dbra: Az el6bbi két példa atmenetvaldszinliség-métrixa

Markov-lancoknak nevezziik azokat a diszkrét sztochasztikus folyama-
tokat, melyek Markov-tulajdonsaggal rendelkeznek. A Markov-tulajdonsag
annyit jelent, hogy a jovébeni allapot a jelenbeli allapoton kiviil méastol nem
flige. Masképpen fogalmazva, a multbéli allapotok csak a jelenen keresztiil

hatnak a jovore. Konnyen belathatd, hogy az 1.1. dbran szereplo két példa

is egy-egy Markov-lanc.




2. fejezet

A valbészinliségszamitas tanitasa

A valészinliségszamitas tanitasat a magyar iskolarendszerben mar altala-
nos iskoldban elkezdik, de ekkor még csak kisérletek és megfigyelések alapjan
tudjak a didkok megallapitani az események gyakorisagat. 6. osztalyban
tanitjuk meg a lehetséges események gyakorisaganak meghatarozasat és
7. osztalyban tudnak a diakok relativ gyakorisagot is szamolni. A valészintiség
szemléletes fogalmat azonban csak 8. osztalyban tanitjuk meg. Azonban, ha
a tortek osszeadasat, kivonasat, szorzasat és osztasat ismerik a didkok, és
tovabbi harom alapszabalyt megtanitunk nekik, akkor egyszertibb felada-
tokat maris meg tudnak oldani.

X-szel jeloljiik az dllapotok Osszességét és R-rel a végallapoto(ka)t. Az
allapotok kozotti kapcsolatot irdnyitott graffal szemléltetjiik, ahol az egyes
éleken jeloljiik, hogy mekkora valdszintiséggel jutunk egyik allapotbdl a méa-

sikba. A feladatok megolddsanak harom alapszabalya a kovetkezo:

1. Egy 1t valdszintisége megegyezik az utat alkotd élek valdszintiségeinek

szorzatéval.

2. Egy X; allapot valdszintisége megegyezik a kezddéallapotbdl induld X;-

be meno utak valészinliségeinek Osszegével.

3. Egy X, allapotbdl R végallapotba vald eljutas atlagos idétartama meg-
egyezik az uthosszak sulyozott atlagaval. Ha m az atlagos idotartam,

q; az ut valészinlisége és z; az Ut hossza, akkor
m = E qiz;
i

Ha a didkok mar linearis egyenletrendszereket is meg tudnak oldani, akkor
két ijabb szabdly bevezetésével szinte minden, iranyitott grafokkal is megad-

haté probléma megoldhatd lesz szamukra. Jelolje p;r az ¢ allapotbdl a k



allapotba valé jutas valdszintiségét, m; az i allapotbdl valamelyik végalla-
potba valé jutas atlagos idétartamat és p; annak valdszintiségét, hogy a
végallapotok valamely T részhalmazaba jutunk. A kovetkez6 két szabalyt

vezetjiik be a hurkokat is tartalmazoé irdanyitott grafok esetére:
1. p; = Zpikpk Vi € X \ R feltéve, hogy p;, = 1 Vi € T és p; = 0
k
Vie R\T

2.m; =1+ Zpikmk Vi € X \ R feltéve, hogy m; =0Vi € R
k

Altaldnos iskolds gyerekeknél gyakran eléfordul, hogy ugyan ismerik a
torteket, de szamolni még nem tudnak veliik. Ha mégis valdszintiségszamitasi
feladatot szeretnénk megoldatni veliik, akkor szinte adja magét az 6tlet, hogy
szimulaljuk az adott feladatot, és a szimuldciék utan kapott eredményeket
fogadjuk el a feladat megoldasanak. Ezzel azonban az a baj, hogy a szimu-
lacié idoigényes, és a gyerek csupan par tucatszor tudja csak megismételni
a jatékot, igy az egyszeri véletlenek elnyomhatjak a valds valészinliségeket.
Ezen problémék kikiiszobolésére lehetnek jok a szamitdgépes szimulacidk.

Arthur Engel taldlt ki egy olyan szimulaciés mddszert, amit a didkok
az osztalyteremben is el tudnak jatszani diszkrét folyamatok esetében, és
a moédszer egyuttal kezeli is a legtoébb felmerilé problémat. Az algoritmus
tévedhetetlen és hii képet ad a folyamatrél. Hasznédlatahoz, és az eredmények
megadasahoz csak szdmolni kell tudni, igy minden korosztily egyszertien
tudja alkalmazni. Ezzel a moddszerrel olyan folyamatok valdszinliségét, és
a varhaté értékeket is ki lehet szamolni, amik egyébként magasabb szinti
matematikat igényelnének.

Az algoritmust egy konkrét feladaton szeretném megmutatni, mert igy
konnyebben értheté mindenki szamara. A feladatot akar altalanos iskola
4. osztalyaban is feladhatnank.

A kiindul6 feladat az, hogy a 2.1. abran 1évé labirintus start mezdjébe
betesziink 4 egeret, és egy véletlenszam generatorral generdlt szamok alapjan
haladnak az egerek. Ha paros szamot kapunk, akkor balra megy egy egér, ha

paratlant akkor jobbra. A kérdés az, hogy hany egér fog eljutni a sajthoz.



2.1. dbra: Az egerek labirintusa

Harom tipusu allapotot kiillonboztetiink meg: az S start allapotot, az
R végallapotokat (macska, sajt) és a bels6 allapotokat. ElGszor 2 zsetont
letesziink a start allapotra. Mivel annak valdszintisége is %, hogy az egér balra
megy ¢és annak is, hogy jobbra, ezért 1 zsetont a bal oldali, egy zsetont a jobb
oldali allapotra tesziink 4t. Egészen addig, amig a végéllapotok akarmelyikén
nem lesz zseton és a belsé allapotok nem lesznek iiresek, addig azokrdl az
allapotokrol, amiken 1-nél tobb zseton van, 1 zsetont a baloldali, 1 zsetont
a jobboldali szomszédjara tesziink. Ha nem tudok tovabb lépni, de a bels6
allapotok még nem iiresek, akkor a start mezore leteszek még 2 zsetont és
ujrakezdem a folyamatot. Ha vége a zsetonok mozgasanak, és mar csak a két
végallapoton vannak zsetonok, akkor a sajthoz eljuté egerek szama varhatéan
megegyezik a sajt allapoton 1é6vo zsetonok és az Osszes felhaszndlt zseton
szamanak hanyadosaval. Az atlagos 1épésszam meghatarozasahoz szamolni

kell az Osszes zseton lépését. Ekkor a varhato lépésszam:

o0sszes 1épésszam

" felhasznalt zsetonok
A szimulaciénk soran 4 zsetont hasznaltunk fel, amibdl 2 keriilt a sajt és
2 a macska allapotba, tehat varhatéan a 4 egérbol 2 fog eljutni a sajthoz.
A 4 zseton Osszesen 12 1épést tett meg, igy az atlagos 1épésszam 3. (A két
eredmény konnyen ellendrizhet$ a hagyomanyos médszerekkel.)
Ha a belso allapotokra a kezdés el6tt zsetonokat tesziink, akkor abban
az esetben van vége az algoritmusnak, ha a kezdés el6tti allapotot kapjuk

vissza. Azonban ez az el6toltés nem befolyasolja az eredményt.



Akkor neveziink egy allapotot kritikusnak, ha pontosan eggyel kevesebb

zseton van rajta, mint amennyire a tovabbmenetelhez sziikségiink van. Ha
1 5 1
47 8 8
akkor A allapot kritikus toltottsége 7. Egy grafot kritikusnak neveziink, ha

példaul egy A allapotbdl kiindulé harom él valésziniisége rendre
a hurkok és ciklusok minden allapota kritikus toltottségi.

Ezzel a mddszerrel minden olyan valdszintiségszamitasi feladat, ami Mar-

kov-lancokon alapul, konnyen megoldhato és csak szdamolni kell hozza tudni.
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3. fejezet

Oravazlat

Elso tanora

Cim: Altaldnos bevezetés

Bevezeto feladattal kezdjiik az érat, melynek célja, hogy rahangolédjanak
a didkok a témara, és mar azelott legyen fogalmuk a késébb felmeriilé prob-
lémakrél, hogy az 1j definiciékkal és fogalmakkal tisztaban lennének. Mind-
emellett ezen feladaton keresztiil szeretnénk a didkok érdeklédését felkelteni

a téma irant.

1. feladat

Sziikséges eszkozok: paronként egy dobdkocka

Munkatipus: csoportmunka/paros munka

Feladat: A par tagjai dobdkockaval felvaltva dobnak. Az a jatékos nyer,
aki elobb tud hatost dobni. Legaldbb kétszer jatsszak el, valtoztatva a kezdd
embert. frjék fel, hogy ki nyert és ehhez hdny dobasra volt sziikség! Mekkora
volt annak valdszintisége, hogy a gyoztes jatékos pont abban a kérben nyer?
Prébaljak meg felirni altalanosan, hogy mekkora annak valdszintisége, hogy

az elsé jatékos nyer!

Ez a feladat egy nagyon egyszerti példaja azoknak a jatékoknak, ame-
lyeknél ki tudjuk szamolni a nyerési valdszintiségeket. Ezen keresztiil visz-
sza is utalunk korabbi tanulmanyaikra, hiszen szinte minden osztalyban a
valészinliségszamitas tanitdsa soran elokertil, hogy mekkora annak a valo-
szintlisége, hogy mésodszorra/harmadszorra dobunk hatost. Az elsé feladat
lényegében ennek a folytatasa.

Miutan mindenki végzett, a tablara irjuk fel, hogy kinek hany dobés kel-
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lett a hatosig, és szamoljuk ki, hogy atlagosan hany dobasra volt sziiksége
az osztalynak. Nézziik meg, hogy ennek mekkora volt a valdszintisége, azaz
irjuk fel az adott esetre és altaldnosan is a nyerési valésziniiséget. A kapott

képlet egyszertibb alakra is hozhaté a mértani sorozatok osszegképletével.

P(n. korben nyer valaki) = Z(—)k = 6"

k=1

Ennek alapjan konnyebben felirhaté annak valdszintisége, hogy az els6
jatékos nyer:

[e.e]

1
P(az els jatékos nyer) = Z(g)zkﬂ

k=0
Ez abbdl adédik, hogy az els6 jatékos az elso, a harmadik, az 6todik...stb.
korokben tud csak nyerni. Ezzel az osszeggel az a baj, hogy hidba mértani
sor, nem tudjuk kiszamolni a pontos Osszeget. FEzért lenne jo egy olyan
modszer az ilyen tipusu feladatokhoz, amiben pontosan ki tudjuk szamolni

akdr az elso, akar a masodik jatékos nyerési valdszinliségét.

Sziikséges eszkozok: tabla/interaktiv tabla
Munkatipus: frontalis oktatas

Melyik gyerek ne szeretné tudni a jaték elott, hogy mekkora eséllyel
fog nyerni, van-e értelme belekezdeni a jatékba. Ennek kiszamolasdhoz ad
nekiink segitséget a Markov-lancok fogalma. Nézziik meg, hogyan is néz ki

az el6z0 feladat folyamatabraja.

S
1/6 5/6
’ 1
A B
1. jatékos
nyer 1/6 5/6
» ]
C D =S
2. jatékos
nyer

3.1 abra: Az 1. feladat folyamatabraja

12



S éallapotbdl indulva, % annak valdszinlisége, hogy az elsd jatékos nyer,
azaz az A allapotba kertiliink, de % annak valdszintisége, hogy bekeriiliink
a B allapotba, ami azt jelenti, hogy a mésodik jatékosnak is el kell dobnia
a kockat. Ebben az esetben % annak valészintisége, hogy a mésodik jatékos
nyer és a C' allapotba keriiliink, valamint % annak valdszintisége, hogy a D
allapotba keriiliink, ami megegyezik az S allapottal, hiszen megint az elso
jatékos fogja eldobni a kockat.

Az ébra alapjan fel tudjuk {rni a nyerési valészintiségeket. s legyen an-
nak valdszintisége, hogy az elso jatékos az S allapotbdl nyer, b pedig annak

valoszintisége, hogy a B allapot utan nyer az elso jatékos. Ezek utan a két

egyenleliink:
1 ] 5
1 5
b —‘O+—‘S

Ezt a két egyenletet megoldva kapjuk, hogy s = 16—1 és b= % Tehat %
annak valdszintisége, hogy az elso jatékos nyer.

Az el6bb targyalt feladat egy egyszeriu példaja a Markov-lancoknak, me-
lyek specialis sztochasztikus folyamatok. Sztochasztikus folyamat esetén a
kisérletek kimenetele a véletlentol fiigg. Markov-lanc esetében a kisérletek
kimenetele véges szamu lehet, és az egyes kisérlet kimenetele csak az el6tte
1évo allapottol fliigg. Ebben a feladatban a kisérlet kimenetele véges volt,
hiszen csak hatféle szamot dobhattunk ki, a kovetkezo kisérlet kimenetele
pedig csak az el6zo allapottdl fliggott, hiszen a masodik jatékos csak akkor
dobhatott, ha az els6 jatékos nem nyert.

A felrajzolt iranyitott grafot nevezziik folyamatabranak. Nagy betiivel
jeloljiik az allapotokat, a nyilakra pedig az ugynevezett atmenetvaldsziniisé-
geket irjuk. Ebben a feladatban a D és az S éallapot ekvivalens allapotok,
mert D allapotban megint az els6 jatékosnak kell eldobnia a kockat, ami meg-
egyezik az S allapottal. Két allapotot tehat akkor neveziink ekvivalensnek,
ha az utanuk kovetkezo kisérletek és azok eredményei pontosan megegyeznek.
A folyamatabra alapjan pedig mar konnyen felirhaté barmely feladat egyen-
letrendszere és az altalunk feltett kérdések megvalaszolhatok.

Minden egyes Markov-lanchoz, melynek véges sok allapota van, fel tudunk
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rajzolni egy ugynevezett dtmenetvaldszintiség-matrixot. Az eléz6 feladatra

ez a kovetkezoképpen néz ki:

S|A|B|C
S|0|z/2]0
Aloflo|0]0O
B{2/0]|0]|3
Cloj0][0|0

3.2. abra: Az 1. feladat atmenetvaldsziniiség-matrixa

Az atmenetvaldésziniiség-matrixon latszik, hogy a sorokban szerepl6 va-
16szintiségek Osszege 0 vagy 1. Az Gsszeg akkor lesz 0, ha végallapotrdl van
S70.

A Markov-lancoknal hasznalt folyamatabra azonban mas szamitasokhoz
is felhasznalhat6. Ennek segitségével konnyen meg tudjuk mondani mar a
jaték elején, hogy nagy valoszinliséggel hany lépésig fog tartani a jaték, azaz
az elsé feladatra nézve, hanyszor kell eldobni a dobdkockat ahhoz, hogy valaki

nyerjen.

2. feladat

Sziikséges eszkozok:papir, ceruza

Munkatipus: csoportmunka (4 csoport)

Feladat: Két csoport varhatd értékkel, két csoport a folyamatabra alapjan
prébélja meg kiszamolni, hogy varhatéan hany dobés kell valakinek a gyo-

zelméhez.

A két-két csoport altal kiszamolt eredményeket hasonlitsuk 6ssze és nézziik
meg kozosen, hogy hogyan jott ki ez az eredmény. El6szor a varhato értéket
irjuk fel.

Annak a valészinlisége, hogy az els6 dobas utan vége van a jatéknak %,

1.1

annak valoszintisége, hogy két dobds utdn vége a jatéknak ¢ -z, és igy tovabb.

Ezek alapjan a varhato érték a kovetkezo képpen néz ki:

E(dobésok széma) = -1+ ¢ -2+ % -5 53+ ...
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Ennek a sornak a pontos 0sszegét kellene meghatarozni, de ezt kozépis-
kolds modszerekkel sajnos nem tudjuk.

A folyamatabra alapjan egyenletekkel is fel tudjuk irni, hogy varhatéan
hany dobéas utan van vége a jatéknak. Legyen Lg annak a szdma, hogy S
allapot utan hany 1épés van még. S allapotbol % valoszintiséggel van még
egy lépés hatra és g valészintiséggel van még 1 + Ly 1épés hatra, ugyanis
egy 1épés eljutni S-bol B-be és onnan pedig még Lg 1épés sziikséges. fgy a

kovetkezd két egyenlet irhato fel:

‘1+2-(1+Lp)
1+2-(1+Lg)

~
sy
D= D=

Ezt a két egyenletet megoldva kapjuk, hogy Lg = 6 és Lg = 6. Tehat
S-bol varhatoan 6 1épés alatt véget ér a jaték.

Ezt az eredményt érdemes Osszehasonlitani azzal, amit a didkok az éra
elején feljegyeztek, ami alapjan kiszamolhatjuk, hogy az osztalyban atlagosan
héany dobéds utan lett vége a jatéknak. Erdekes lehet, hogy a tapasztalat

mennyire tér el az elméleti eredménytol.

Elég sok 1j informécié hangzott el ezen az éran, igy ha még marad ido,
az Ora végén onalléan megoldandé feladat soran fel lehet mérni, hogy ebbdl
mennyi maradt meg a didkokban és mennyire értették meg az elhangzot-
takat. Ha valakinek elsére nem sikeriil egyediil megoldania a feladatot, akkor

a padtarsatol nyugodtan kérhet segitséget.

3. feladat

Sziikséges eszkozok: papir, ceruza

Munkatipus: egyéni munka

Feladat: Katiés Dani dobokockaval dobalnak. Kati akkor nyer, ha a kidobott
szam harommal oszthatd, Dani akkor nyer, ha ez két dobassal nem sikertil.

Mekkora valészintiséggel nyer Dani? Mennyi a varhaté dobasok szdama?

A feladat ellendrzésénél egy onként jelentkezo irja fel a tablara a megol-

dast, és magyarazza el a tobbieknek, hogy hogyan jutott erre az eredményre.
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Kati Dani
nyer nyer

3.3. abra: A 3. feladat folyamatébraja

A folyamatabra alapjan felirt egyenletrendszer:

Az elso egyenletet azért kaptuk, mert % valészintiséggel keriiliink a B alla-
potba, ami Daninak jo, ha pedig az A allapotba keriiliink, akkor Dani méar
biztosan nem nyer, ezért lesz a heyett 0 az % szorzoja. Ezzel megegyez6
gondolatmenet alapjan kapjuk a méasodik egyenletet is. Ezek alapjan s = }1,
ami éppen annak valdszintisége, hogy Dani nyer.

A varhaté dobésok szaméra vonatkozo egyenletrendszer:

Lp azért 1, mert a masodik dobas utan mindenképpen vége van a jatéknak,
mert vagy Kati vagy Dani nyer, tehat a B allapotbdl hatralévé dobasok szama
minden esetben 1. Ezalapjan Lg = 1.5, ami éppen a varhato dobasok szamat

jeloli.

Hazi feladat

1. feladat: Valtozik-e a helyzet az ora elso feladataban, hogyha harom gyerek
jatszik, és az nyer, aki hamarabb dob hatost? (Mindig azonos sorrendben
dobnak a kockdval.) Mekkora valdsziniiséggel nyer a masodik jatékos, és

varhatéan hany dobas kell hozza?
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Megoldas:

1. jatékos
nyer

2. jatékos
nyer

3. jatékos
nyer

3.4. abra: Az 1. hazi feladat folyamatdbraja
A masodik jatékos nyerési valészintiségére felirt egyenletrendszer:

0+ 32-b
14+32-d
0+2-s

D= D= o=

Ez alapjan az egyenletrendszer alapjan s = g—(l), azaz ekkora valdszintiség-
gel nyer a masodik jatékos.

A varhaté dobésok szaméra vonatkozo egyenletrendszer:

Ls=3-1+2-(1+Lp)
Lp=3%-1+2-(1+Lp)
Lp=3-1+2-(1+Lg)

Ebbdl kiszamolhato, hogy Lg = 6, azaz varhatéan hat dobas utan vége a
jatéknak.
2. feladat: 32 lapos magyar kartyabol hizunk ketten felvéaltva, és a kihtzott
lapot mindig visszarakjuk, majd megkeverjiik a paklit. Akkor nyer valaki, ha
sikertiil egy piros lapot vagy egy aszt kihiznia. Addig huzzuk ki a lapokat,
amig ez nem sikeriil valakinek. Mekkora valdszintiséggel nyer az els6 jatékos?
Varhatoan hany lapot kell addig kihizni?
Megoldas: Annak a valészintisége, hogy a paklibdl egy piros lapot vagy szt

hizunk ki %, mert 8 piros és 4 asz van, de ezek kozott van egy piros asz is.
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1. jatékos
nyer

2. jatékos
nyer
3.5. abra: A 2. hézi feladat folyamatabraja
Az els6 jatékos nyerési valészintiségére felirt egyenletrendszer:

— 11 21
s=13551+ 5 b

_ 1.2,
b—32 0—1-32 s

Ebbdl kapjuk meg, hogy s = %, azaz ekkora eséllyel nyer az els6 jatékos.

A varhaté huzasok szamara vonatkozé egyenletrendszer:
Ls=%-1+2-(1+Lp)
L= -1+%-(1+Lg)

Ennek alapjan Lg = % = 2909 = 3, igy varhatdéan 3 hizéas utan lesz

vége a jatéknak.

Masodik tanora

Cim: Ermedobélasok

A Markov-lancok egyik felhasznélasi kore az érmedobalasokhoz kotheto

feladatok. Ezeknél a feladatoknal mind a két jatékosnak van egy preferdlt

sorozata, amit ha sikeriil kidobnia, akkor nyer. Egyszeriisitheté a feladat
azzal, hogy bizonyos szamu dobas alatt kell kidobni a valasztott sorozatot.

Ennek a téménak kozponti része az igazsagossag és a szimmetria kérdése. Az

FF és az FI sorozat valasztasa esetén a jaték igazsagos, mert egy fej utan
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mind a két jatékosnak % az esélye a gyozelemre. De tudunk olyan sorozatokat
is mondani, melyekkel a jaték nem igazsagos. Ilyen példaul az F'F és az [ F
sorozat, melyeknél az I F' nyerési valdszinlisége haromszor nagyobb, mint az
FF-é. A harom hosszi érmesorozatokrdl szold feladatokat az igazsagossag
és szimmetria oldalardl is érdemes megvizsgalni. Ezen az elképzelésen alapul

a mésodik tandra.

Héarom hosszisdgi érmesorozatokat elore Osszeparositunk, és ezeket a
parokat két papirra is felirjuk. Az ora elején véletlenszeriien kiosztjuk a
papirokat, és azok lesznek egy parban, akiknek ugyanaz a két 0sszeparositott

sorozat jutott. A sorozatok a kovetkezdk:

o FFF-IFF - nyerési valoszintiség: 1:7

[TI-FITI - nyerési valoszintiség: 1:7

IFI-FFT - nyerési valoszintiség: 3:5

FIF-ITF - nyerési valoszintiség: 3:5

[TF-IIT - nyerési valészintiség: 1:1

o FFI-FFF - nyerési valoszintiség: 1:1
e FIF-IFT - nyerési valészintiség: 1:1
o [II-FFF - nyerési valoszintiség: 1:1

A Kkiosztott sorozatparoknal vannak olyanok, melyeknél a két sorozat
nyerési valoszintisége megegyezik, de olyanok is, amiknél eltérés van. Szan-
dékosan keriilt bele tobb olyan par is, amik egymas inverzei, hiszen ezeknek
a folyamatdbraja szimmetrikus lesz és az eredmény ugyanaz, azaz teljesen
lényegtelen, hogy a paros az FFF — [FF sorozatokat vagy az [II — FII

sorozatokat kapta, az eredmény ugyanaz lesz.

Az 1. és a 2. feladatot kozvetleniil egymas utan kell kiadni.
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1. feladat

Sziikséges eszkozok: paronként egy pénzérme

Munkatipus: csoportmunka/paros munka

Feladat: Kivalasztjak a diakok, hogy a papiron szerepld két sorozatbol melyik
kié, majd elkezdenek kozosen pénzérmét dobalni, addig amig valamelyik
sorozat ki nem jon az utolsé hdarom dobasbdl. Az nyer, akinek a sorozatat
hamarabb kidobjak. Legaldbb haromszor jatsszak el, majd irjak fel, hogy
melyik sorozat nyert, hany dobéas utan, és mekkora volt ennek a valészintisége?

(Az eddig tanult médszereket hasznaljak.)

2. feladat

Sziikséges eszkozok: nagyméretli papirlapok, filctoll

Munkatipus: csoportmunka/paros munka

Feladat: Az elébb lejatszott jatékot probaljak meg Markov-lancok segitségé-
vel is kiszamolni, az el6z6 6ran tanultak alapjan. A kiosztott nagyméreti
papirra rajzoljak fel a folyamatabrat, irjak fel az atmenetvaldsziniiségeket,
majd jeloljék, hogy melyik sorozat nyert. Szamoljak ki, hogy kinek volt na-
gyobb esélye a nyerésre, valamint a jaték befejezéséhez varhatéan hany dobés
sziikséges. Ez utdbbi kettonek csak az eredményét irjak fel a folyamatdabra
mellé, illetve az is keriiljon ra a papirra, hogy valdjaban hany dobésra volt
sziikség. Ha tobbszor jatszottak el a jatékot, akkor a dobdsok szdamanak

atlagat irjak fel.

1. sorozat | 2. sorozat

nyerési nyerési
esélye esélye
folyamatabra
virhaté | b isok

dobasok

. szama
szama

3.6. abra: A tablo tagolasa
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IF 11 FFF FFI
nyer  nyer nyer  nyer

3.9. abra: IIF-III és FFI-FFF sorozatok folyamatabréja
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3.10. abra: FIF-IFI és III-FFF sorozatok folyamatabraja

Minden péarnal azt szamoljuk ki, hogy mekkora valészintiséggel nyer az

els6 jatékos. Mivel minden par addig jatszik, mig valamelyikiik nem nyer,

ezért a két jatékos nyerési valoszintiségének az osszege 1. fgy ha tudjuk, hogy

mekkora valészintiséggel nyer az elso jatékos, akkor a masodik jatékos nyerési

valészintisége mar konnyen kiszamolhaté. Nézziik sorban az egyenleteket és

azok eredményeit. Az eddig megszokott modon s jeloli annak valdszintiségét,

hogy az els6 jatékos nyer.

Az FFF—IFF és I11—F1I parokra felirt egyenletrendszerek és megoldasaik:

s=3a+1b

a:%c+%b
b:%e—kéb
c:%~1—i—%b
e=12-0+1b
o=

=la+3b

1

1 1
—2a+20

—la—i—%e

2

=1a+3-0

2

Az IFI—-FFI és FIF—IIF parokra felirt egyenletrendszerek és megoldasaik:

1,41
3—2a+21)

—1 1
a—20+2b

b=1e+1b
c:%c—i-%-o
e=z2c+2-1

2€T 3
g3

=la+3b

2
1

— 1 1
= Cl—l-QC

IS

_|_

N
—_ ®

ol
Q)

o =
+ +
Cle

0w N—= NI— NI
)

[\)
[\]



Az ITF—1I1I és FFI—FFF parokra felirt egyenletrendszerek és megoldasaik:

s=1s+3a
a:13+1b
b=35-143-0
5=

Az FIF—IFI és I11—F FF parokra felirt egyenletrendszerek és megoldasaik:

=la+1b

1 1
—2a+2c

—1e—|—1b
1+ 3b

w o QO o o
| | |

NI = N=
Q
+
l\DI»—A
(@]

1 1
§ =350+ 35

a =
b=

S =

lb—l—ls
0+1-1

DO [—= N =

:%aJr%b
:%c—l—%b

Az FFF —IFF és 111 — FII parokra felirt varhaté 1épések szama:

Ls=11+4La)+3i(1+Lp)
La=3(1+Lc)+5(1+ Lg)
Lp=11+Lg)+i(1+Lp)
Le=11+1(1+Lp)
Lg=1-1+1(1+Lg)
Ls=17

Lg =

L4
Lp
L¢
Lg

~
%
I

—%(1+LA) (1+LB)
=11+ La)+3(1+ Le)
=114+ La)+3i(1+Lp)
=1(1+La)+3-1
=11+La)+3-1

7

Az IFI — FFI és FIF — IIF parokra felirt varhaté 1épések szama:

Ls=1(1+4La)+3(1+Lp)
Li=31+Lec)+3(1+4 Lp)
Lp = %(1+LE> +%( + Lp)
Le=i1+Lc)+35-1
Lg=i1+Lc)+35-1

Lsg =17

Ls=11+La)+ 301+ Lp)
Ly=3(1+La)+3(01+ Lc)
Lg=3(14+La)+3(1+4 Lg)
Le=3%-1+3(1+4 Lg)
Lp=13-143(1+4Lg)
Ls=17

[\
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Az IIF —111] és FFI — FFF parokra felirt varhaté 1épések szama:

Ls=3(1+Ls)+3(1+La) Ls=31(1+La)+i(1+Ls)
Li=31+Ls)+3(1+Lp) La=3i(1+Lp)+3i(1+Ly)
Lp=3-1+3-1 Lp=1%-1+1.1
Lg=7 Lg=7

Az FIF — IF1I és II1] — FFF parokra felirt varhaté 1épések szama:
Ls=11+4+La)+i(1+Lp) Ls=3(1+La)+5(1+ Lg)
La=3(1+La)+3(1+Lc) La=3(1+Lc)+35(1+Lg)
Lp=11+Lg)+i(1+Lp) LB—%(l—l—LA)—i-%(l—l—LE)
Le=1-1+1(1+Lgp) Le=31-14+21(1+Lp)
Lg=311+1La)+3-1 Lg=3(1+La)+3-1
Lg=7 Lg=17

Sziikséges eszkozok: az elobb elkészitett papirlapok
Munkatipus: megbeszélés/frontdlis oktatas

Ha mindenki elkésziilt, egy jol lathato helyre tegyiik fel az elkésziilt
papirlapokat.

Kozosen hasonlitsuk 0ssze az dbrakat és a megoldasokat! Vannak-e egye-
z6ek, hasonléak? Miért hasonlitanak egymasra?

Ennél a feladatnal nagyon fontos a kozos megbeszélés, hiszen ekkor kap-
nak a gyerekek visszajelzést arrdl, hogy jol csinaltak-e a feladatot.

Erdemes megnézni, hogy azok a folyamatabrak, melyek megegyeznek,
vagy nagyon hasonlitanak, miért lettek ilyenek. Az I és F szimmetrikus
volta miatt nem szamit, hogy példaul az I[1F — [1] pérost, vagy az FFI —
FFF parost vizsgaljuk. FEzek a sorozatok azért lesznek igazsagosak, mert
az IIF — III esetén, ha eloszor F-et dobunk, akkor olyan mintha, el sem
kezdtiik volna a jatékot. Ha egy I utan dobunk F-et, akkor is visszajutottunk
a kezd6 allapotba. Ha pedig mér két /-t dobtunk, akkor pontosan % annak
valdszintisége, hogy az elsé jatékos nyer és annak is, hogy a masodik. Nem
mindegyik sorozatpart konnyt igy vizsgalni, a legtobbet csak a folyamatabra

alapjan felirt egyenletrendszer segitségével tudjuk pontosan kiszamolni.
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Erdekes azonban megfigyelni, hogy a varhaté dobasok szama minden eset-
ben megegyezett, pedig teljesen kiillonbozé sorozatokat vizsgaltunk. Ennek a
héatterében az all, hogy F és I valészinlisége megegyezik és minden esetben
egy harom hosszisagu sorozatot akartunk kidobni. Egyik sorozatnak sincs
kitiintetett szerepe, igy a varhaté dobdsok szama is meg fog egyezni. Arra
is gondolhatnank, hogy az érmesorozat hossza és a varhaté dobasok szama
kozott van valami Osszefiiggés. Megvizsgalva a 2, 3, 4, 5 és 6 hosszu soroza-
tokat, az elején még bizakodhatunk a szép eredményben, ugyanis a varhato
dobédsok szdma rendre 3 = 22 — 1, 7 =23 — 1, 15 = 2% — 1, de innen sajnos
elromlik a sorozat, mert az 5 hosszi sorozatoknal 27, a 6 hossziiakndl 59 a
varhaté dobasok szama.

Erdemes megnézni, hogy mennyire egyezik meg az altalunk kiszamolt
elméleti dobasszam a gyakorlattal. Ha elég sokszor jatszanank a jatékot,
akkor a dobasszamok atlaga biztosan a kiszamolt dobasszamhoz kozelitene
a nagy szamok erés torvénye alapjan, de nem biztos, hogy ez par jaték utan
is latszik. Ha az egyes csoportokndl nem is latszik a 7-es atlagos dobasszam,
az osztaly atlagos dobdsszdma biztosan egy 7-hez kozeli szam.

Ha az o6réabdl hatralévo ido engedi, a kovetkezo feladatot mindenképpen
érdemes kozosen megbeszélni, a feladat tipusa miatt.

3. feladat

Sziikséges eszkozok: tabla/interaktiv tabla

Munkatipus: frontalis oktatas

Feladat: Két jatékos egy szabalyos érmét tobbszor feldob egymés utan. Az
A jatékos akkor gyoz, ha a fejek szama harommal tobb lesz, mint az {rasok
szama, mig B akkor gy0z, ha az irdsok szama lesz harommal t6bb, mint a fe-
jek szama. Mekkora valdszintiséggel gy6z A jatékos ill. B jatékos a kiillonbozé
allapotokbdl? Mennyi a jaték befejezéséig sziikséges dobasok szama?
http://matek.fazekas.hu/portal/tanitasianyagok/0Orosz_Gyula/Mar/markov.
html#ermedobalasok
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Megoldas:

3.11. abra: A 3. feladat folyamatabraja az A jatékos szemszogébdl

A folyamatdbra alapjan felirt egyenletrendszer, ha p; annak a valdszint-
sége, hogy az A jatékos az ¢ allapotbol gyo6z:

ps:p(]:%

D1 = %pz + %po
D2 = % + %P1
p-1=1-—p
p—2=1—po

p1 = §,p2 = 27]7—1 = %,p—z = %

A varhatdé 1épések szama az egyes allapotokbdl:

(1+ L)+ 3(1+ L)
(14 Ly) + 3(1+ Lo)
11+ 11+ Ly)
(14 Lo) + 3(1+ L_5)
s(1+Ly)+3-1

Ly =
Ly =
Ly
L, =
L,

N =

[

N ||

Az allapotok szimmetriajabol adédik, hogy Ly = L_1 és Ly = L_5. Ennek
alapjén L1 = 8, L2 =5 és LO =0.

Hazi feladat

1. feladat: Az 6ra elsé feladata, ha a fej valészintisége %, az frésé pedig %

37
(Markov-lanc)
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Megoldds: A folyamatabrak megegyeznek a mar felrajzoltakéval, az egyenletek

pedig abban kiilonboznek, hogy az egyes valdszintiségeket le kell cserélni az

ujra. Lg = 7.35 mindegyik sorozat esetében. Az els6 két sorozatnal F'FF

és III nyerési valoszintlisége % A masodik két sorozatnal IFI és FIF
16

nyerési valészintisége 5-. A harmadik két sorozatnal ITF és F'FI nyerési
5

valbszintisége % Az utolsé két sorozatnal F'IF nyerési valoszintisége 5%,
I11-¢ 0.845.
2. feladat: Az eddigi eredmények és tovabbi szamoldsok alapjan prébaljak

mig

meg a harom hosszisagu érmesorozatok nyerésiesély-tablazatat osszeirni.
Megoldas:

FFF | FFI | FIF | IFF | IIF | IFT | FII | III
FFF - 1.1 | 23 | 1.7 | 32]5:7] 23|11
FFI | 1:1 - 2:1 | 1:3 | 1.1 | 5:3 | 2:1|2:3
FIF | 3:2 | 1:2 - 1:3 | 3:5 ] 1:1 | 1:1 | 75
IFF | 7:1 | 3:1 | 3:1 - 1:2 ] 1.1 | 1:1 ] 3:2
Imr | 2.3 | 1:1 | 5:3 | 2:1 - 21 1.3 11
IFT | 75 | 3:5 | 1.1 | 1.1 | 1.2 - | 1:3 ] 3:2
FIT | 3:2 | 1:2 | 1.1 | 1.1 | 3:1 | 31| - |71
111 1.1 | 3:2 | 5:7 | 23 | 1:1 23| 17| -

3.12. abra: Haromhosszu érmesorozatok nyerési esélyei

A tablazatban talalhaté eredményeket megvizsgalhatjuk tgy is, mintha
focimeccsek eredményeit mutatnak. A pontozasnal 3 pontot kap a csapat, ha
nyer, 1 pontot, ha dontetlen az eredmény és 0 pontot, ha veszit. Ha a harom
hosszi érmesorozatokat tekintjiik egy-egy csapatnak, akkor a kovetkezo ered-
mények sziilettek: FFFF 5 pont, FFI 11 pont, FIF 8 pont, [F'F 14 pont,
IIF 11 pont, IFI 8 pont, FII 14 pont és III 5 pont. A pontozasndl az
IFF és FII sorozatok kaptak a legtobb pontot, tehat ezt a két sorozatot
mondhatjuk ”bajnoknak”. De ha jobban megnézziik ezekhez a sorozatokhoz
tartozo "meccsek” eredményeit, akkkor latszik, hogy volt olyan csapat, aki
Oket is megverte. Ebbol pedig az kovetkezik, hogy nincsen biztos gyoztes
valasztas a jaték megkezdésekor, mert minden haromhosszi sorozat megver-

het6 legalabb egy, masik sorozattal.
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Az érén elkésziilt tablokat érdemes elkiildeni a didkoknak, vagy a kovet-
kez6 6ran odaadni nekik egy fénymasolaton, mert igy van jegyzetiik errdl az

Orérél is.

Harmadik tanora

Cim: Rulett

A kaszindkban talalhato jatékok koziil néhanynak mar koézépiskolaban is
ki lehet szamolni a nyerési esélyeit. Ilyen feladatok utan a didkok rddébben-
nek, hogy mennyire kicsi az esélye annak, hogy komoly pénzeket nyerjenek.

Ha a rulettet kicsit leegyszertiisitve jatszuk, azaz a nyert zsetonok szama
nem attol fiigg, hogy melyik mezore tettiink, akkor egy matek 6ran is konnyen
eljatszhato jatékot kapunk, amiben a nyerési esélyeket konnyen ki tudjuk

szamolni.

1. feladat

Sziikséges eszkozok: rulett tabla és kerék, 1 forintosok, papir, ceruza
Munkatipus: csoportmunka (5-7 csoport)

Feladat: Minden csoport hiiz egy boritékot, amiben benne lesz, hogy mi-
lyen szisztéma szerint kell a csoportnak rulettet jatszania. Minden csoport
2 darab 1 forintost kap a jaték elején, majd minden korben 1 forintot tehet-
nek fel és addig jatszhat egy csoport, amig 10 forintja nem lesz vagy el nem
vesziti minden pénzét. Az egyszeriiség kedvéért, ha valamelyik csoport altal
megjatszott szamot porgetjik ki, akkor a feltett 1 forintjan kiviil még 1 forin-
tot kap. Jaték alatt a pénziik allasat folyamatosan szamon kell tartaniuk.
(A valészintiségek a dupla nullds rulettre vonatkoznak.)

A csoportok a kovetkezoképpen tehetnek:
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e 1. csoport:
e 2. csoport:
e 3. csoport:
e 4.csoport:
e 5. csoport:
e (. csoport:

e 7. csoport:

2. feladat

konkrét szam (p=1/38)

szomszédos két szdm (p=2/38)

(0,1,2) vagy (0,00,2) vagy (00,2,3) (p=3/38)
szomszédos négy szam (p=4/38)

két szomszédos sor (p=6/38)

hérom oszlop kozil egy (p=12/38)

fekete vagy piros (p=18/38)

Sziikséges eszkozok: papir, ceruza

Munkatipus: csoportmunka

Feladat: A csoportok prébaljak meg onalléan a sajat jatékukhoz tartozd

folyamatabrat felrajzolni, a tonkremenés valdszinliségét kiszamolni és az

ehhez sziikséges varhato 1épések szamat meghatarozni.

A ténkremenés valészintisége (1 — s) és a varhatd 1épések szama egyes

csoportok szerint a kovetkezo:

1. csoport 1 — s =0.99999999 Ls=2.11111111
2. csoport 1 —5=0.99999999 Lg = 2.23529411
3. csoport 1 —5=10.99999999 Lg = 2.37499996
4. csoport 1 — 5 =10.99999996 Lg = 2.53333287
5. csoport 1 —5=0.99999852 Lg = 2.92305538
6. csoport 1 —5=0.99837886 Lg = 5.38456924
7. csoport 1 —s=10.87442643 Lg = 14.14102274

Sziikséges eszkozok: tabla/interaktiv tabla

Munkatipus: megbeszélés/frontalis oktatas

Ko6zosen hasonlitsuk Ossze a kiszamolt eredményeket. Az eltérések ter-

mészetesen abbdl adddnak, hogy az egyes csoportok nyerési valdszintisége
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eltért. Az 1.csoport kisebb valdszintiséggel nyer plusz két forintot, mint
példaul a 7. csoport, igy az 1. csoport kisebb valdszintiséggel fog eljutni a
10 forintig is. Ezek alapjan egyértelmii, hogy a 7.csoport stratégidjaval
hagyhatjuk abba hamarabb a jatékot és nyeriink nagyobb valdszintiséggel,
bar igy is kevés az esélylink a pénziink oOtszorozésére. A varhatd 1épések
szamaban is lathaté némi eltérés, ami éppen abbdl adddik, hogy kiillonb6zo
valészintiségekkel nyer 2 forintot egy-egy csoport. Erdemes megfigyelni, hogy
a 7. csoportnak kozel 7-szor annyi jatékra van sziiksége ahhoz, hogy befejezze
a jatékot, mint tobb masik csoportnak. Ez természetesen abbdl adédik, hogy
a tobbi csoport hamarabb veszti el az 0sszes pénzét, mint hogy a 7. csoport
veszitene vagy nyerne a jaték folyaman. A rulettet nem pontosan igy jatszak,
ezért a kovetkezo feladatban megnézziik, mi torténik akkor, ha a stratégia

fliggvényében nyernek zsetonokat a csapatok.

3. feladat
Sziikséges eszkozok: rulett tdbla és kerék, 1 forintosok, papir, ceruza
Munkatipus: csoportmunka
Feladat: Ijjra rulettet jatszanak a csoportok, az ora elején kapott straté-
gidgjukkal. Most azonban a nyeremények valtoznak. Ha a csoport altal
megjatszott szdm/mez6 nyer, akkor minden feltett forint utan az 1. csoport
36, a 2. csoport 17, a 3. csoport 11, a 4. csoport 8, az 5. csoport 5, a 6. csoport
3 és a 7.csoport 2 forintot kap. Most is mindenki 2 forintot kap a jaték
elején, és a cél a 10 forint elérése. Ha valamelyik csoportnak elfogy a pénze,
akkor szamara vége a jatéknak. A sajat jatékuk alapjan rajzoljék fel a folya-
matabrat és szamoljék ki a tonkremenés valészintiségét, valamint az ehhez
sziikséges varhaté 1épések szamat.

A tonkremenés valészintisége (1 — s) és a varhatd 1épések szama egyes

csoportok szerint a kovetkezo:

1. csoport 1 — s =0.94806094 Lg¢ =1.97368421
2. csoport 1 —s=0.89750692 Lg = 1.94736842
3. csoport 1 — s =0.84833795 Lg¢ =1.92105263
4. csoport 1 — s =0.88619965 Lg = 3.17854473
5. csoport 1 — 5 =0.89590262 Lg =4.11167288
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6. csoport 1 —5=0.84663786 Lg = 7.92290999
7. csoport 1 —s=0.87442644 Lg = 14.14102274

Sziikséges eszkozok: tabla/interaktiv tabla
Munkatipus: megbeszélés/frontéalis oktatas

Miutan mindenki végzett sajat stratégiajanak a kiszamolasaval, kézosen
hasonlitsuk oOssze a mostani, és az el6z0 feladatndl kapott eredményeket.
Egyértelmtien latszik, hogy bar az alaptéke, és az elérni kivant oOsszeg is
ugyanaz, mint korabban, a tonkremenés valésziniisége majdnem minden
esetben kisebb, mint korabban. Ez egyértelmiien abbdl adédik, hogy a
méasodik jatéknal, ha valakinek a szdma/mez6je nyert, akkor a 7. csoport
kivételével tobb pénzt kapott, mint ha csak megduplaztuk volna a csoport
pénzét. Es mivel a 7. csoport nyereményében nem volt véaltozas, az 6 csédva-
16szintiségiik ugyanakkora. Meglepé modon a varhato 1épések szama az elso
harom csoportban az els6 feladatnal nagyobb, de a tobbiek esetében ez pont
forditva van. Ez a viselkedés is amiatt van, hogy a méasodik feladatban tobb

pénzt lehetett nyerni egyetlen jo tippel.

Hazi feladat
1. feladat: Petinek és Lacinak 3-3 pontja van. Azt jatszak, hogy ha a meg-
kevert magyar kartya paklibol VII, VIII, [ X, X-est hiuz ki valamelyikiik,
akkor Peti ad Lacinak 1 pontot, ha alsét, felsét vagy kiralyt, akkor Laci
ad Petinek 1 pontot, de ha az Aszt hizzék ki, akkor mind a ketten meg-
tarthatjak pontjaikat. A jatéknak akkor van vége, ha valamelyikiik minden
pontjat elvesztette. Mekkora valdszintiséggel vesziti el Laci minden pontjat?
Ez varhatéan hany hizas utan fog bekovetkezni, ha a kihtzott lapokat visz-
szateszik, és mindig ujrakeverik a paklit?
(1—s=2r,Ls="791)
2. feladat: Katinak 10 zsetonja, Aginak 25 zsetonja van a poker kezde-
tekor. Annak valdszintisége, hogy Kati 5 zsetont nyer el Agitél 0.35, annak
valoszintisége, hogy Agi nyer el Katitél 5 zsetont 0.55, és annak a valdszintisé-

ge, hogy dontetlen lesz 0.1, tehat mindegyikiik visszakapja a feltett zsetont.
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Mekkora valészintiséggel nyeri el Agi Kati 6sszes zsetonjat? Ez varhatdan
hany kor utan fog bekovetkezni?
(s =0.9351, Lg = 7.73)

Negyedik tanoéra

Cim: Sorsoldsok visszatevéssel

El6re megirt szamitogépes programmal is modellezhetjiik a sorsoldsokat,
de ha jobban szeretnénk a gyerekekkel is eljatszani a feladatokat, akkor a
2. fejezetben ismertetett zsetonos maddszerrel egyszeriien és gyorsan megkap-

juk a kivant eredményeket.

1. feladat

Sziikséges eszkozok: 24 zseton, papir, ceruza

Munkamodszer: egyéni munka

Feladat: 2 piros és 5 kék golyd van az urnaban. A két jatékos felvaltva hiz,

majd a huzott golydt visszateszik. Az gyo6z, aki el6szor huz pirosat. Mekkora

eséllyel nyer a két jatékos? Atlagosan hany huzés kell nekik ehhez?

(s=5éss=2 Lg=3.5)

Modellezziik a jatékot a zsetonokkal, majd beszélgessiink el a didkokkal

arrél, hogy mit varnak, az eddig tanult szamolds is ezt az eredményt fogja-e

adni, vagy sem. Ezutdn a kérdésekre a valaszt mindenki az eddig tanult

modszerrel is szamolja ki.

2. feladat
Sziikséges eszkozok: zsetonok, papir, ceruza
Munkamodszer: frontalis oktatas
Feladat: 2 piros és 5 kék golyé van az urndban. Minden lépésben véletlen-
szeriien kivalasztunk egy golyét. Az gyoz, aki el6szor hiz egymas utan két
pirosat. Mekkora eséllyel nyer a két jatékos? Atlagosan hany huzas kell nekik
ehhez?

(s = 0.5211 és s = 0.4788, Lg = 14.55)
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Eloszor nem szamoltatjuk ki a gyerekekkel a feladatot, hanem megtip-
peltetjiik veliikk az eredményt és azt, hogy az el6z0 feladathoz képest mit
varnak. Ezt akar érdemes a tablara is felirni, vagy mindenki jegyezze fel a
sajat fiizetébe. Ezek utan eljatszuk a zsetonokkal ezt a feladatot is, majd
kozosen kiszamoljuk a pontos eredményt és Osszevetjilk azzal, amit a gyere-
kek korabban tippeltek.

3. feladat
Sziikséges eszkozok: zsetonok, papir, ceruza
Munkamodszer: egyéni munka
Feladat: 2 piros és 5 kék goly6 van az urnaban. Minden lépésben véletlensze-
riien kivalasztunk egy golyét. Ha kéket hizunk, kicseréljiik pirosra. Az gyoz,
aki el6szor hiz pirosat. Atlagosan hény huzas kell? Mekkora valdszintiséggel
nyer az elsé jatékos?
(s =0.5617, Lg = 2.34)

A pontos értékek kiszamolasa el6tt tippeltessiik meg a didkokkal, hogy
0k milyen eredményeket varnak az eddigi kisérleteink alapjan. Ezek utan
szimulaljuk tobbszor is a feladatot egy szamitdgépes program segitségével.
A kapott eredményeket vessiik Ossze a becstiltekkel, majd jatsszuk el a fe-
ladatot zsetonokkal is. Erdemes osszevetni, hogy a szamitogéppel szimuldlt
értékek milyen viszonyban vannak a zsetonokkal szimulalt eredményekkel.
Mennyire kapunk pontos eredményt 10, 20, 50 esetleg 100 szamitogépes szi-

mulalas utan?

4. feladat

Szikséges eszkozok: papir, ceruza

Munkamodszer: egyéni munka

Feladat: Gondolkozzanak el azon, hogyan lehet a feladatot neheziteni. Az

otletiiket probaljak meg kiszamolni.

Egy-egy érdekesebb otletet kozosen meg is lehet beszélni, hogy lassak a

didkok, a lehetdségek tarhaza végtelen.
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Hazi feladat
1. feladat: Az eddigi 6rakon elhangzott feladatokhoz hasonlot talaljanak ki,
de csak olyat, amiket 0k maguk is meg tudnak oldani. Legalabb 2 felada-
tot hozzon magaval mindenki a kovetkezo orara, a megoldassal egyiitt, két
kiilonb6zo témabdl. A feladatokat kiilon papirra irjak le, a megoldast pedig
csak a fiizetbe.
2. feladat: Az ora elso feladatat altalanosan szamoljak ki. k darab piros és 1
db kék goly6 esetén, amikor k+l=n.

(s=:4,Ls=3"4)
http://matek.fazekas.hu/portal/tanitasianyagok/Orosz_Gyula/Mar/markov.

html#sorsolasok_visszatevessel - 2.1. feladat

Otodik tanéra

Cim: Vegyes feladatok

A Markov-lancok témakorében igen sokféle feladatot lehet kitalalni, ami

azt mutatja, hogy mennyire széles felhasznélasi teriilete van.

1. feladat

Sziikséges eszkozok: papir, ceruza

Munkamddszer: csoportmunka/pédros munka

Feladat: Az én kutyamon 2 bolha van, a szomszéd kutydjan pedig 3. Minden-
nap véletlenszertien atugrik az egyik kutyarol a masikra egy bolha. Melyik
kutya mekkora valdszintiséggel szabadulhat meg igy a bolhaitél? Ez hany
nap alatt kévetkezhet be?

2. feladat

Sziikséges eszkozok: papir, ceruza

Munkamdédszer: csoportmunka/péaros munka

Feladat: Az id6jaras elég durva kozelitéssel Markov-lanc. Egy téli napon

harom lehetoség van: Havas, Kodos vagy Napos. Az dtmenetvaldszintiségek:
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p(H,H) =04, p(H,K) =0.6, p(H,N) =0, p(K,H) = 0.2, p(K, K) = 0.5,
p(K,N) =03, p(N,H) = 0.1, p(N,K) = 0.7, p(N,N) = 0.2. Mekkora a
valészintisége, hogy a cstitortok havas, ha az el6z6 kedd is havas volt?

(p =0.28)

3. feladat

Sziikséges eszkozok: papir, ceruza, urna, tabld

Munkamodszer: egyéni munka

Feladat: Az urndba bedobjuk azokat a lapokat, amiket erre az orara hoz-

tak a didkok és az otthon kitaldlt feladatok vannak rajtuk. (A feladat ki-

talalgja réairja a nevét.) Mindenki kihiz beléle kett6t és ondlléan megoldja.

A megoldast felirja az elére elkészitett tabléra, a feladat kitaldldjanak neve

ala. Ha valaki a sajat feladatat huzna ki, akkor htizzon helyette egy méasikat.
Erdemes a tanarnak is késziilnie par feladattal, hiszen el6fordulhat, hogy

valaki az el0z6 6ran hidanyzott és nem tudott réla, hogy hoznia kellett felada-

tot vagy esetleg elfelejtett otthon késziilni.

név

1. feladat

2. feladat

3.13. abra: A tablo tagolasa

Miutan végzett az osztaly, mindenki megnézi, hogy az éltala kitalalt fe-
ladatokra az osztalytarsaknak is ugyanaz az eredmény jott-e ki, mint nekik
otthon. Ha nem egyezik az eredmény, akkor azt megjeloljiik. Ha kevés ilyen
feladat van és belefér az idobe, akkor megbeszéljiik, hogy melyik megoldas
a helyes. Ha sok feladat megoldasandl van eltérés, akkor a didkok iiljenek le
és vitassak meg, hogy kinek van igaza, ki hogyan szamolt. Ha nem tudnak
megegyezni, kérjék a tanar segitségét. Ha nem fér bele az idobe ezeknek a
feladatoknak a megbeszélése, akkor hazi feladatnak fel lehet adni, hogy min-
denki ellendrizze le a sajat megoldasat.
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Hazi feladat
1. feladat: Eddig tanultak dtnézése, feladatok megértése.
2. feladat: Ferdefoci: Egy adott h hosszusagu palya egyik mezdjére egy koron-
got helyeziink el. Erme feldobdsa utan, fej esetén balra, iras esetén jobbra
1ép egy mez6t a korong. A bal oldali jatékos akkor nyer, ha jobb oldalon
hagyja el a palyat a korong, a jobb oldali jatékos akkor nyer, ha bal oldalon
hagyja el a palyat a korong. h = 2 esetén mekkora valdsziniiséggel nyer a
jobboldali jatékos, ha az elsé vagy ha a masodik mezon all a korong? Ez
varhatéan hany lépésen beliil kovetkezik be?

(s = %, Ls=2)
http://matek.fazekas.hu/portal/tanitasianyagok/0Orosz_Gyula/Mar/markov.
html#ferdefocil- 5.1. feladat

Bli2]J]
3.14. dbra: A ferdefoci péalyaja

Hatodik tanora

Cim: Vegyes feladatok — Jaték

A témazard elotti ismétlo éran csoportokban jatszunk, melynek célja a
tananyag teljes atismétlése, és a fébb tudnivalék elmélyitése. Az osztalyt

négy csoportra osztjuk.

1. fordulé

A csoport vélaszt, hogy hanyas szamu kérdést kéri. A kérdés szama meg-
egyezik az érte kaphato pontszammal, amennyiben helyesen véalaszolnak ra.
Ha nem tudjédk a valaszt, de a toliik jobbra iilo csapat jol megvalaszolja
a kérdést, akkor a kaphaté pontszam felét a mésik csoport kapja. Minden
csapat két kérdést kap a forduld soran. A mésodik kérdést forditott sorrend-
ben kapjék, azaz, aki az els6 kérdésvalasztasnal utolsé volt, az lesz most az

elsd.
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1. Mit jelent, ha egy nyerési esélyre azt mondjuk, hogy 3:17

3
1’

2. Mi az atmenetvaldszintiség?

Az elsd jdatékos =, a masodik i valosziniséggel nyer.
Eqgyik dllapotbol a mdsikba valo jutds valdoszinidsége.

3. Miket neveziink ekvivalens allapotoknak?

Azokat az dllapotokat, melyek utan a kisérlet lehetséges kimenetelei és azok
valosziniségei megegyeznek.

4. Mi a nyerési esélye az FFI-FFF-nek?

1:1, mert F'F utana F-nek és I-nek is ugyanaz a valoszinisége.

5. Mi a folyamatabra?

Az az dbra, melyen dbrazoljuk a kiindulo dllapotot, és a kisérletek
lehetséges kimeneteleit, valamint azok valdsziniiségét.

6. Mondj kéthosszusagu érmedobds esetén két sorozatot, amiknek a nyerési
esélye megegyezik!

FF—II, FF—FI, FI —IF és 1l —1IF.

7. Sorold el egy éaltalanos Markov-lancos feladat megolddsanak 1épéseit!
Folyamatdbra megrajzolasa, datmenetvalosziniségek beirdsa, egyenletrend-
szer feldllitisa, majd annak megolddsa.

8. Mit neveziink Markov-lancnak?

Olyan diszkrét sztochasztikus folyamat, melynek maltbeli dllapotai csak a
jelenen keresztil hatnak a jovore.

9. Milyen tipusu feladatokat tudunk megoldani a most tanult modszerrel?
Csak a jelen dllapotaitol figg a kisérlet kimenetele. FEzeknél szdmolhatunk
vdrhato lépésszamot és valosziniséget.

10. Mi az atmenetvaldszintiség-matrix?

Olyan matriz, melynek segitségével megadhatjuk az

atmenetvalosziniségeket.

2. fordulo

Négy feladatot egy-egy boritékba tesziink. Minden csoport hiz egy boritékot,
és a benne 1évo feladatot minél révidebb id6, de max. 10 perc alatt kell jol
megoldaniuk. A pontszam a 10 és a megoldasra szant percek kiilonbsége.

Amennyiben rosszul oldotta meg a csapat a feladatot, 0 pontot kapnak.
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1. feladat
Dobdkockéaval egymas utan dobdalva az nyer, aki el6szor prim szamot dob.

Varhatéan hany dobés sziikséges ehhez?

2. feladat
Ermével dobélva az egyik jatékos FF kombinaciéval nyer, a masik IF-el.

Viérhatéan hany dobéas sziikséges?

3. feladat

Egy urndban 3 piros és 5 kék golyé van. Felvéltva és visszatevéssel huzunk.

Az nyer, aki hamarabb htz piros goly6t. Varhatéan hany hiuzas sziikséges?
(Ls = 2.66)

4. feladat

2 forinttal megyek be a kaszindba, és egy korben egy forintot kockaztatok.

Addig jatszom, mig 4 forintom nem lesz, vagy mig el nem veszitem minden

pénzemet. — annak valdszinlisége, hogy 1 forintot nyerek. Varhatéan hany

fogadas utdn hagyom el a kaszinét?

3. fordulé
Minden csoport kap egy-egy feladatot, amit meg kell oldaniuk a kiosztott
papirokon, majd a megoldast egy masik csapat fogja ellendrizni, és 6k fogjak
meghatarozni, hogy a megoldéds hany pontot ér.
1. feladat
Egy tamagocsi Boldog, Szomor, vagy Halott lehet az adott napon. Tegyiik
fel, hogy az egymaést kdvetd napokon a tamagocsi allapotanak leirasa Markov-
lancot alkot. Ekkor az dtmenetvaldszintiségek: P(B,B) = 0.5, P(B,Sz) =
0.5, P(B,H) = 0, P(Sz,B) = 0.5, P(Sz,5z) = 04, P(Sz,H) = 0.1,
P(H,B) =0, P(H,Sz) =0, P(H,H) = 1. Mekkora annak valdsziniisége,
hogy a harmadik napon meghal a tamagocsi, ha most boldog?

(p = 0.095)
2. feladat

A csaladokat jovedelmiik szerint harom osztalyba soroljuk: Alacsony, Kozepes
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és Magas jovedelmiiek. Ha a tarsadalmi mobilitast Markov-lancnak tekint-
jiik, akkor az alabbi atmenetvaloszintiségekkel szamolhatunk egyik generaci-
6rél a masikra: P(A,A) = 0.7, P(A,K) = 0.2, P(A,M) =0.1, P(K,A) =
0.3, P(K,K) = 0.5, P(K,M) = 0.2, P(M,A) = 0.2, P(M,K) = 0.4,
P(M, M) = 0.4. Mekkora annak valészintisége, hogy egy kozepes jovedelmii
csalad harmadik generacidéja mar magas jovedelmii lesz?
(p=0.2)
3. feladat
Egy pok egy téglalap alaku terrariumban él és ideje nagy részében csak
egy helyben ticsorog. Csak akkor mozdul meg, mikor atfut egy szomszédos
sarokba, hogy ott toltson el egy kis id6t. Annak a valdszintisége, hogy a
hosszabbik oldal mentén megy 0.4, annak, hogy a rovidebbik oldal mentén
megy, 0.6. Mekkora annak valdsziniisége, hogy négy helyvaltoztatas utéan,
ugyanabba a sarokba fog visszajutni?
(p = 0.5008)
4. feladat
Egy 52 lapos franciakartya paklit és 3 jokert Osszekeveriink, majd véletlen-
szeriien kivéalasztunk bel6le négy lapot. Mekkora annak valdszintisége, hogy
legalabb 1 jokeriink lesz?
(p = 0.206)

4. fordulo
Ruletten az eddig megszerzett pontjaikat tehetik kockara. 3 porgetés utan
van vége ennek a fordulénak. Ha egy korben nyertek, akkor a kockaztatott

pontok duplajat kapjak vissza.

Nyeremény
A nyertes csapat fejenként kap egy cukorkat vagy csokit. Ha mindenki jol sze-
repelt, akkor kaphatnak kis 6t0st/pluszt...stb., attdl fiigg, hogy mi a bevett

szokas az adott osztalyban.
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4. fejezet

Témazaro dolgozat

1. feladat
Az 5. éréra a didkok altal kitalalt feladatok koziil a legérdekesebb.

2. feladat

Egy videojatékot arusité tizletben 4 db van a legujabb jatékbol. Annak va-
l16szintisége, hogy egy nap 0, 1 vagy 2 kel el, rendre 0.3, 0.4, 0.3. Ha a nap
végén 0 vagy 1 jaték marad, akkor masnap reggelre kiegészitik a készletet

5-re. Mekkora valészintiséggel fogy el a harmadik nap végére az osszes jaték?

3. feladat
Anna és Balazs dobdkockaval dobalnak. Annénak 3, Balazsnak 4 forintja
van. Ha pérost dobnak, akkor Anna ad Balazsnak 1 forintot, ha paratlant,

akkor Baldzs ad Annénak 2 forintot. Mekkora valdszintiséggel nyer Anna?

4. feladat

Peti vizsgazik, de a 20 tételbdl csak 16-ot sikeriilt megtanulnia. O az elss
vizsgazo, és harom tételt kell hiiznia sorban egymas utan. A tételek koziil
legalabb kettot tudnia kell ahhoz, hogy sikeriiljon a vizsgdja. Szamitsuk
ki, mekkora valdszintiséggel sikertil Peti vizsgaja! Mennyivel lenne nagyobb

esélye a sikerre, ha egy tétellel tobbet tanult volna meg?
Sokszini matematika 11. 294.0./5. feladat

5. feladat

Egy urnaban 6 goly6 van, kezdetben 4 kék és 2 piros. Minden lépésben vé-
letlenszertien kivalasztunk egy golyét. Ha a kivalasztott golyd kék, pirosra
cseréljiik ki; ha piros, akkor valtoztatas nélkil visszatessziik. A jatéknak
akkor van vége, amikor minden golyé piros. Atlagosan hany 1épésig tart egy
jaték?
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Megoldasi itmutato

1. feladat

folyamatabra 4 pont
egyenletrendszer helyes felirasa és megoldasa 3 pont
szoveges valasz 1 pont
Osszesen: 8 pont
2. feladat

folyamatédbra 4 pont
abrardl a j6 megoldasok leolvasasa 1 pont
valészintiségek kiszamitasa és osszeadasa
0.3-03-03+04-04-03+0.3-0.3-0.3=0.102 2 pont
szoveges valasz 1 pont
Osszesen: 8 pont
3. feladat

folyamatédbra 2 pont
egyenletrendszer helyes felirdsa

Xi= % X3

Xo=1X1+3X,

X3 = 3 X34 5X;

X4 = %Xg + %X(;

X =35+ %sz

Xe = %X5 6 pont
helyes megoldasok kiszamitasa

X1 = 027X, = 0.36,X5 = 0.54, Xy = 045, X5= 0.72, Xg = | 6 pont
0.36

szoveges valasz 1 pont
Osszesen: 15 pont
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4. feladat

folyamatédbra 7 pont
siker valészinliségének kiszamitésa 2 pont
megoldasok alkalmazasa a masik esetre 4 pont
szoveges valasz 1 pont
Osszesen: 14 pont
5. feladat
folyamatédbra 2 pont
egyenletrendszer helyes felirasa
Xo=2X3+2X,+1
X3:%X4+%X3+1
Xy=2X5+ 35X, +1
Xs=:+2X:+1 4 pont
helyes megoldasok kiszamitdsa
X5=7, X4 =10, X5 =12, Xy = 13,5 4 pont
szoveges valasz 1 pont
Osszesen: 11 pont
Ertékelés

56-47 pont | 5
46-37 pont | 4
36-27 pont | 3
26-16 pont | 2

15- pont |1
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5. fejezet

ésszefoglalés

Szakdolgozatomban igyekeztem a kompetenciaalapi oktatéds elvarasainak
megfeleld oravazlatot osszedllitani egy olyan témardl, ami eddig a Fazekas
Mihély Gimnaziumon kiviil mashol még nem szerepelt a kozépiskolai mate-
matikaoktatasban.

Minden éran a szemléltetésre helyeztem a hangsulyt, ami manapsag az
egyik legfontosabb kovetelménye az oktatasnak. Az emelt 6raszamban tani-
tott matematikaoktatasban a Markov-lancok témakore is szerves részét ké-
pezhetné a tananyagnak a jovoben, és méltan tarthatna szamot érdeklodésre
a didkok korében. Eletkozelibbé tenné a didkok szdmdra a matematikat
azaltal, hogy Osszekapcsolhatjédk a tandéran szerzett tudasukat a szabadidés
jatékokkal. Gyakorlati hasznat is megtapasztalndk ilyen médon a maga-
sabb szintli matematikaoktatdasnak. Nem utolsé sorban mindezt a tudést

élvezetesen, jatékos forméaban sajatithatnak el.
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Koszonetnyilvanitas

Koszonettel tartozom Vancsé Odoén témavezetémnek, akinek a remek
témajavaslata és szakmai utmutatasa, segitckészsége nélkiilozhetetlen volt

szakdolgozatom megirasahoz.
Koszonettel tartozom még Héari Gergelynek, aki mindig a rendelkezésemre

allt, ha szoftveres problémakkal kiiszkddtem.
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