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Irodalomjegyzék 45
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Előszó

Szakmódszertani dolgozatom témáját a matematikus szakon ı́rt szakdol-

gozatom inspirálta, melyben a csődvalósźınűségekről ı́rtam a biztośıtóintéze-

tek szemszögéből. Így adódott az ötlet, hogy vannak még olyan érintetlen

témák a középiskolai oktatásban, melyeket érdemes lenne azoknak a diákok-

nak megmutatni, akik emelt óraszámban tanulják a matematikát. Ennek

a témának még nincsen kidolgozott óraterve, nem szerepel sem a Nemzeti

Alaptantervben, sem az iskolák helyi tantervében.

A nyerési esélyek kiszámı́tásának egyetemi oktatása során olyan elmé-

leteket, tételeket alkalmazunk, melyek nem szerepelhetnek a középiskolai

oktatásban. Ezért szükséges ezen tételek leegyszerűśıtése. Ezen az elgon-

doláson alapul a szakdolgozatom, melyben egy hét tanórás óravázlat szere-

pel a Markov-láncok tańıtásáról. A tanórákon folyó munka lényege, hogy ne

csak az elméleti részt tańıtsuk meg a diákoknak, hanem játék közben maguk

jöjjenek rá arra, hogy a hétköznapokban is körbe vagyunk véve Markov-

láncokkal, amint elkezdünk játszani.

A Markov-láncok tańıtásának középpontjába éppen ezért a játékokban

való nyerési esélyek kiszámı́tását tettem. Ez az a téma, ami szerintem a

legjobban érdekelné a középiskolás diákokat, hiszen, ha már kellő mélységben

tanultak valósźınűségszámı́tást, akkor azt szeretnék a maguk hasznára is

ford́ıtani, és a hétköznapokban használni.

A téma elsaját́ıtásához mindenképpen szükség van előzetes valósźınű-

ségszámı́tási ismeretekre (klasszikus valósźınűség, várható érték), illetve az

egyenletrendszerek megoldásának ismeretére, ezért a témát legkorábban

11. osztályban érdemes tárgyalni. A Markov-láncok kapcsán bevezetésre

kerülhetnek a mátrixok és a mátrixok műveletei, amennyiben ezzel a témával

még nem foglalkoztak a diákok matematika órán. A téma feldolgozására azért

szántam hat tańıtási órát, mert ennyi idő szükséges ahhoz, hogy a Markov-

láncok minden, középiskolában érdekes témáját átbeszéljük és kipróbáljuk. A

tanórákon a legnagyobb hangsúly azon van, hogy a diákoknak a feladatokat

ne gondolatban kelljen modellezniük, hanem azokkal a gyakorlatban, játékos

formában ismerkedjenek meg. Éppen ezért minden matekórán szükség van
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dobókockára, pénzérmére vagy számı́tógépes programra, ami szimulálja az

adott feladatot. Azzal, hogy eljátszunk vagy szimulálunk egy feladatot,

a gyerekek sokkal jobban elfogadják és megértik a kiszámolt eredményt,

hiszen ı́gy nem csak a tanár által elmondott elmélet áll a számı́tások mögött,

hanem a saját tapasztalatuk is. Az is hasznos a diákok számára, ha kezdet-

ben egyes feladatoknál több megoldási módszert is megmutatunk, hiszen

lehetőségük nýılik ezek összehasonĺıtására. A diák pedig a hozzá legközelebb

álló megoldási módot tudja választani.

Ennek a témának a középiskolai oktatásával eddig még senki sem foglalko-

zott, kivéve Orosz Gyulát a Fazekas Mihály Gimnáziumban. Ebből adódóan

a dolgozatomban szereplő óravázlatban néhány interneten vagy tankönyvben

megtalálható feladaton ḱıvül általam kitalált feladatok szerepelnek. Ameny-

nyiben a feladatot vagy annak megoldását más forrásból vettem, ezt külön

jelölöm. Az óravázlat tartalmazza az órákon kitűzendő feladatokat, megol-

dásaikat, a tańıtási módszereket és az ezekhez szükséges eszközöket. Minden

óra végén szerepel néhány ajánlott házi feladat, melyek az órákon megoldott

feladatokon alapulnak. Az első pár órát részletesebben kidolgoztam, hogy

látszódjon a témakör feléṕıtése, a feladatok mögötti elképzelés és a megol-

dások gondolatmenete. Szakdolgozatom végén pedig szerepel egy témazáró

dolgozot, jav́ıtási és értékelési útmutatóval.
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1. fejezet

Sztochasztikus folyamatok

A sztochasztikus folyamatok kifejezés olyan folyamatok összefoglaló neve,

melyek kimenetele egy véletlen tényezőtől függ. Mi véges sztochasztikus

folyamatokról fogunk beszélni, ami azt jelenti, hogy az egyes ḱısérletek kime-

netelei véges számúak lehetnek, valamint maga a ḱısérletek száma is véges.

Ezekkel a folyamatokkal kapcsolatban fogunk kérdéseket feltenni, melyekre

a válaszokat keressük.

Ezen kérdések megválaszolására nyújt seǵıtséget nekünk a folyamatábra,

melyen a ḱısérlet egyes állapotait (kezdő- és végállapot, lehetséges kimene-

telek) és azokat a valósźınűségeket jelöljük, mely valósźınűséggel jutunk el

az egyik állapotból a másikba. Ez a folyamatábra lényegében egy iránýıtott

gráf. A kezdőállapotot S-sel jelöljük, a többi állapotot pedig az ábécé nagy

betűivel. A valósźınűségeket, melyeket valójában átmenetvalósźınűségeknek

nevezünk, arra a nýılra ı́rjuk, mely éppen a két állapot között van. Az A-ból

B-be jutás átmenetvalósźınűségét pab-vel jelöljük.

1.1. ábra: Két példa a folyamatábrára

Ha egy olyan folyamatot szeretnénk folyamatábrával ábrázolni, mely során

többször is visszajuthatunk egy állapotba, akkor nem csak a fenti lineáris

ábrázolással tehetjük meg. Ezt a lehetőséget mutatja a 1.2. ábra.
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1.2. ábra: Példa egy másik ábrázolásra

Annak kiszámı́tása, hogy egy bizonyos végállapot mekkora valósźınűség-

gel következik be, nagyon egyszerű. Az S állapotból kiinduló nyilakon halad-

va, a nyilakon lévő átmenetvalósźınűségeket összeszorozzuk, egészen addig,

mı́g a végállapotba nem érünk.

A fentieken ḱıvül feltesszük, hogy egy állapotból kiinduló nyilakon sze-

replő átmenetvalósźınűségek összege 1. Ezen ḱıvül semmilyen más feltevésre

nincs szükségünk. A feladatok egyszerűsége érdekében mégis élünk azzal

az egyszerűśıtéssel, hogy az egyes állapotok csak a közvetlenül előtte lévő

ḱısérlet eredményétől függnek. Ebben az esetben a valósźınűségeket mátrixba

tudjuk rendezni, melynek neve átmenetvalósźınűség-mátrix, és melynek min-

den sorában a valósźınűségek összege 0 vagy 1.

S A B C D E F G

S 0 psa psb 0 0 0 0 0

A 0 0 0 pac pad 0 0 0

B 0 0 0 0 0 pbe pbf pbg

C 0 0 0 0 0 0 0 0

D 0 0 0 0 0 0 0 0

E 0 0 0 0 0 0 0 0

F 0 0 0 0 0 0 0 0

G 0 0 0 0 0 0 0 0
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S A B C D E

S 0 psa 0 0 psd 0

A pas 0 pab 0 0 0

B 0 pba 0 pbc 0 0

C 0 0 0 0 0 0

D pds 0 0 0 0 pde

E 0 0 0 0 0 0

1.3. ábra: Az előbbi két példa átmenetvalósźınűség-mátrixa

Markov-láncoknak nevezzük azokat a diszkrét sztochasztikus folyama-

tokat, melyek Markov-tulajdonsággal rendelkeznek. A Markov-tulajdonság

annyit jelent, hogy a jövőbeni állapot a jelenbeli állapoton ḱıvül mástól nem

függ. Másképpen fogalmazva, a múltbéli állapotok csak a jelenen keresztül

hatnak a jövőre. Könnyen belátható, hogy az 1.1. ábrán szereplő két példa

is egy-egy Markov-lánc.
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2. fejezet

A valósźınűségszámı́tás tańıtása

A valósźınűségszámı́tás tańıtását a magyar iskolarendszerben már általá-

nos iskolában elkezdik, de ekkor még csak ḱısérletek és megfigyelések alapján

tudják a diákok megállaṕıtani az események gyakoriságát. 6. osztályban

tańıtjuk meg a lehetséges események gyakoriságának meghatározását és

7. osztályban tudnak a diákok relat́ıv gyakoriságot is számolni. A valósźınűség

szemléletes fogalmát azonban csak 8. osztályban tańıtjuk meg. Azonban, ha

a törtek összeadását, kivonását, szorzását és osztását ismerik a diákok, és

további három alapszabályt megtańıtunk nekik, akkor egyszerűbb felada-

tokat máris meg tudnak oldani.

X-szel jelöljük az állapotok összességét és R-rel a végállapoto(ka)t. Az

állapotok közötti kapcsolatot iránýıtott gráffal szemléltetjük, ahol az egyes

éleken jelöljük, hogy mekkora valósźınűséggel jutunk egyik állapotból a má-

sikba. A feladatok megoldásának három alapszabálya a következő:

1. Egy út valósźınűsége megegyezik az utat alkotó élek valósźınűségeinek

szorzatával.

2. Egy Xi állapot valósźınűsége megegyezik a kezdőállapotból induló Xi-

be menő utak valósźınűségeinek összegével.

3. Egy Xi állapotból R végállapotba való eljutás átlagos időtartama meg-

egyezik az úthosszak súlyozott átlagával. Ha m az átlagos időtartam,

qi az út valósźınűsége és zi az út hossza, akkor

m =
∑
i

qizi

Ha a diákok már lineáris egyenletrendszereket is meg tudnak oldani, akkor

két újabb szabály bevezetésével szinte minden, iránýıtott gráfokkal is megad-

ható probléma megoldható lesz számukra. Jelölje pik az i állapotból a k
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állapotba való jutás valósźınűségét, mi az i állapotból valamelyik végálla-

potba való jutás átlagos időtartamát és pi annak valósźınűségét, hogy a

végállapotok valamely T részhalmazába jutunk. A következő két szabályt

vezetjük be a hurkokat is tartalmazó iránýıtott gráfok esetére:

1. pi =
∑
k

pikpk ∀i ∈ X \ R feltéve, hogy pi = 1 ∀i ∈ T és pi = 0

∀i ∈ R \ T

2. mi = 1 +
∑
k

pikmk ∀i ∈ X \R feltéve, hogy mi = 0 ∀i ∈ R

Általános iskolás gyerekeknél gyakran előfordul, hogy ugyan ismerik a

törteket, de számolni még nem tudnak velük. Ha mégis valósźınűségszámı́tási

feladatot szeretnénk megoldatni velük, akkor szinte adja magát az ötlet, hogy

szimuláljuk az adott feladatot, és a szimulációk után kapott eredményeket

fogadjuk el a feladat megoldásának. Ezzel azonban az a baj, hogy a szimu-

láció időigényes, és a gyerek csupán pár tucatszor tudja csak megismételni

a játékot, ı́gy az egyszeri véletlenek elnyomhatják a valós valósźınűségeket.

Ezen problémák kiküszöbölésére lehetnek jók a számı́tógépes szimulációk.

Arthur Engel talált ki egy olyan szimulációs módszert, amit a diákok

az osztályteremben is el tudnak játszani diszkrét folyamatok esetében, és

a módszer egyúttal kezeli is a legtöbb felmerülő problémát. Az algoritmus

tévedhetetlen és hű képet ad a folyamatról. Használatához, és az eredmények

megadásához csak számolni kell tudni, ı́gy minden korosztály egyszerűen

tudja alkalmazni. Ezzel a módszerrel olyan folyamatok valósźınűségét, és

a várható értékeket is ki lehet számolni, amik egyébként magasabb szintű

matematikát igényelnének.

Az algoritmust egy konkrét feladaton szeretném megmutatni, mert ı́gy

könnyebben érthető mindenki számára. A feladatot akár általános iskola

4. osztályában is feladhatnánk.

A kiinduló feladat az, hogy a 2.1. ábrán lévő labirintus start mezőjébe

beteszünk 4 egeret, és egy véletlenszám generátorral generált számok alapján

haladnak az egerek. Ha páros számot kapunk, akkor balra megy egy egér, ha

páratlant akkor jobbra. A kérdés az, hogy hány egér fog eljutni a sajthoz.
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2.1. ábra: Az egerek labirintusa

Három t́ıpusú állapotot különböztetünk meg: az S start állapotot, az

R végállapotokat (macska, sajt) és a belső állapotokat. Először 2 zsetont

leteszünk a start állapotra. Mivel annak valósźınűsége is 1
2
, hogy az egér balra

megy és annak is, hogy jobbra, ezért 1 zsetont a bal oldali, egy zsetont a jobb

oldali állapotra teszünk át. Egészen addig, amı́g a végállapotok akármelyikén

nem lesz zseton és a belső állapotok nem lesznek üresek, addig azokról az

állapotokról, amiken 1-nél több zseton van, 1 zsetont a baloldali, 1 zsetont

a jobboldali szomszédjára teszünk. Ha nem tudok tovább lépni, de a belső

állapotok még nem üresek, akkor a start mezőre leteszek még 2 zsetont és

újrakezdem a folyamatot. Ha vége a zsetonok mozgásának, és már csak a két

végállapoton vannak zsetonok, akkor a sajthoz eljutó egerek száma várhatóan

megegyezik a sajt állapoton lévő zsetonok és az összes felhasznált zseton

számának hányadosával. Az átlagos lépésszám meghatározásához számolni

kell az összes zseton lépését. Ekkor a várható lépésszám:

m =
összes lépésszám

felhasznált zsetonok

A szimulációnk során 4 zsetont használtunk fel, amiből 2 került a sajt és

2 a macska állapotba, tehát várhatóan a 4 egérből 2 fog eljutni a sajthoz.

A 4 zseton összesen 12 lépést tett meg, ı́gy az átlagos lépésszám 3. (A két

eredmény könnyen ellenőrizhető a hagyományos módszerekkel.)

Ha a belső állapotokra a kezdés előtt zsetonokat teszünk, akkor abban

az esetben van vége az algoritmusnak, ha a kezdés előtti állapotot kapjuk

vissza. Azonban ez az előtöltés nem befolyásolja az eredményt.
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Akkor nevezünk egy állapotot kritikusnak, ha pontosan eggyel kevesebb

zseton van rajta, mint amennyire a továbbmenetelhez szükségünk van. Ha

például egy A állapotból kiinduló három él valósźınűsége rendre 1
4
, 5

8
, 1

8
,

akkor A állapot kritikus töltöttsége 7. Egy gráfot kritikusnak nevezünk, ha

a hurkok és ciklusok minden állapota kritikus töltöttségű.

Ezzel a módszerrel minden olyan valósźınűségszámı́tási feladat, ami Mar-

kov-láncokon alapul, könnyen megoldható és csak számolni kell hozzá tudni.
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3. fejezet

Óravázlat

Első tanóra

Ćım: Általános bevezetés

Bevezető feladattal kezdjük az órát, melynek célja, hogy ráhangolódjaṅak

a diákok a témára, és már azelőtt legyen fogalmuk a később felmerülő prob-

lémákról, hogy az új defińıciókkal és fogalmakkal tisztában lennének. Mind-

emellett ezen feladaton keresztül szeretnénk a diákok érdeklődését felkelteni

a téma iránt.

1. feladat

Szükséges eszközök : páronként egy dobókocka

Munkat́ıpus : csoportmunka/páros munka

Feladat : A pár tagjai dobókockával felváltva dobnak. Az a játékos nyer,

aki előbb tud hatost dobni. Legalább kétszer játsszák el, változtatva a kezdő

embert. Írják fel, hogy ki nyert és ehhez hány dobásra volt szükség! Mekkora

volt annak valósźınűsége, hogy a győztes játékos pont abban a körben nyer?

Próbálják meg feĺırni általánosan, hogy mekkora annak valósźınűsége, hogy

az első játékos nyer!

Ez a feladat egy nagyon egyszerű példája azoknak a játékoknak, ame-

lyeknél ki tudjuk számolni a nyerési valósźınűségeket. Ezen keresztül visz-

sza is utalunk korábbi tanulmányaikra, hiszen szinte minden osztályban a

valósźınűségszámı́tás tańıtása során előkerül, hogy mekkora annak a való-

sźınűsége, hogy másodszorra/harmadszorra dobunk hatost. Az első feladat

lényegében ennek a folytatása.

Miután mindenki végzett, a táblára ı́rjuk fel, hogy kinek hány dobás kel-
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lett a hatosig, és számoljuk ki, hogy átlagosan hány dobásra volt szüksége

az osztálynak. Nézzük meg, hogy ennek mekkora volt a valósźınűsége, azaz

ı́rjuk fel az adott esetre és általánosan is a nyerési valósźınűséget. A kapott

képlet egyszerűbb alakra is hozható a mértani sorozatok összegképletével.

P (n. körben nyer valaki) =
n∑

k=1

(
1

6
)k =

1− 1
6n

5

Ennek alapján könnyebben feĺırható annak valósźınűsége, hogy az első

játékos nyer:

P (az első játékos nyer) =
∞∑
k=0

(
1

6
)2k+1

Ez abból adódik, hogy az első játékos az első, a harmadik, az ötödik...stb.

körökben tud csak nyerni. Ezzel az összeggel az a baj, hogy hiába mértani

sor, nem tudjuk kiszámolni a pontos összeget. Ezért lenne jó egy olyan

módszer az ilyen t́ıpusú feladatokhoz, amiben pontosan ki tudjuk számolni

akár az első, akár a második játékos nyerési valósźınűségét.

Szükséges eszközök : tábla/interakt́ıv tábla

Munkat́ıpus : frontális oktatás

Melyik gyerek ne szeretné tudni a játék előtt, hogy mekkora eséllyel

fog nyerni, van-e értelme belekezdeni a játékba. Ennek kiszámolásához ad

nekünk seǵıtséget a Markov-láncok fogalma. Nézzük meg, hogyan is néz ki

az előző feladat folyamatábrája.

3.1 ábra: Az 1. feladat folyamatábrája
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S állapotból indulva, 1
6

annak valósźınűsége, hogy az első játékos nyer,

azaz az A állapotba kerülünk, de 5
6

annak valósźınűsége, hogy bekerülünk

a B állapotba, ami azt jelenti, hogy a második játékosnak is el kell dobnia

a kockát. Ebben az esetben 1
6

annak valósźınűsége, hogy a második játékos

nyer és a C állapotba kerülünk, valamint 5
6

annak valósźınűsége, hogy a D

állapotba kerülünk, ami megegyezik az S állapottal, hiszen megint az első

játékos fogja eldobni a kockát.

Az ábra alapján fel tudjuk ı́rni a nyerési valósźınűségeket. s legyen an-

nak valósźınűsége, hogy az első játékos az S állapotból nyer, b pedig annak

valósźınűsége, hogy a B állapot után nyer az első játékos. Ezek után a két

egyenletünk:

s = 1
6
· 1 + 5

6
· b

b = 1
6
· 0 + 5

6
· s

Ezt a két egyenletet megoldva kapjuk, hogy s = 6
11

és b = 5
11

. Tehát 6
11

annak valósźınűsége, hogy az első játékos nyer.

Az előbb tárgyalt feladat egy egyszerű példája a Markov-láncoknak, me-

lyek speciális sztochasztikus folyamatok. Sztochasztikus folyamat esetén a

ḱısérletek kimenetele a véletlentől függ. Markov-lánc esetében a ḱısérletek

kimenetele véges számú lehet, és az egyes ḱısérlet kimenetele csak az előtte

lévő állapottól függ. Ebben a feladatban a ḱısérlet kimenetele véges volt,

hiszen csak hatféle számot dobhattunk ki, a következő ḱısérlet kimenetele

pedig csak az előző állapottól függött, hiszen a második játékos csak akkor

dobhatott, ha az első játékos nem nyert.

A felrajzolt iránýıtott gráfot nevezzük folyamatábrának. Nagy betűvel

jelöljük az állapotokat, a nyilakra pedig az úgynevezett átmenetvalósźınűsé-

geket ı́rjuk. Ebben a feladatban a D és az S állapot ekvivalens állapotok,

mert D állapotban megint az első játékosnak kell eldobnia a kockát, ami meg-

egyezik az S állapottal. Két állapotot tehát akkor nevezünk ekvivalensnek,

ha az utánuk következő ḱısérletek és azok eredményei pontosan megegyeznek.

A folyamatábra alapján pedig már könnyen feĺırható bármely feladat egyen-

letrendszere és az általunk feltett kérdések megválaszolhatók.

Minden egyes Markov-lánchoz, melynek véges sok állapota van, fel tudunk
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rajzolni egy úgynevezett átmenetvalósźınűség-mátrixot. Az előző feladatra

ez a következőképpen néz ki:

S A B C

S 0 1
6

5
6

0

A 0 0 0 0

B 5
6

0 0 1
6

C 0 0 0 0

3.2. ábra: Az 1. feladat átmenetvalósźınűség-mátrixa

Az átmenetvalósźınűség-mátrixon látszik, hogy a sorokban szereplő va-

lósźınűségek összege 0 vagy 1. Az összeg akkor lesz 0, ha végállapotról van

szó.

A Markov-láncoknál használt folyamatábra azonban más számı́tásokhoz

is felhasználható. Ennek seǵıtségével könnyen meg tudjuk mondani már a

játék elején, hogy nagy valósźınűséggel hány lépésig fog tartani a játék, azaz

az első feladatra nézve, hányszor kell eldobni a dobókockát ahhoz, hogy valaki

nyerjen.

2. feladat

Szükséges eszközök :paṕır, ceruza

Munkat́ıpus : csoportmunka (4 csoport)

Feladat : Két csoport várható értékkel, két csoport a folyamatábra alapján

próbálja meg kiszámolni, hogy várhatóan hány dobás kell valakinek a győ-

zelméhez.

A két-két csoport által kiszámolt eredményeket hasonĺıtsuk össze és nézzük

meg közösen, hogy hogyan jött ki ez az eredmény. Először a várható értéket

ı́rjuk fel.

Annak a valósźınűsége, hogy az első dobás után vége van a játéknak 1
6
,

annak valósźınűsége, hogy két dobás után vége a játéknak 1
6
· 1
6
, és ı́gy tovább.

Ezek alapján a várható érték a következő képpen néz ki:

E(dobások száma) = 1
6
· 1 + 1

6
· 1
6
· 2 + 1

6
· 1
6
· 1
6
· 3 + ...
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Ennek a sornak a pontos összegét kellene meghatározni, de ezt középis-

kolás módszerekkel sajnos nem tudjuk.

A folyamatábra alapján egyenletekkel is fel tudjuk ı́rni, hogy várhatóan

hány dobás után van vége a játéknak. Legyen LS annak a száma, hogy S

állapot után hány lépés van még. S állapotból 1
6

valósźınűséggel van még

egy lépés hátra és 5
6

valósźınűséggel van még 1 + LB lépés hátra, ugyanis

egy lépés eljutni S-ből B-be és onnan pedig még LB lépés szükséges. Így a

következő két egyenlet ı́rható fel:

LS = 1
6
· 1 + 5

6
· (1 + LB)

LB = 1
6
· 1 + 5

6
· (1 + LS)

Ezt a két egyenletet megoldva kapjuk, hogy LS = 6 és LB = 6. Tehát

S-ből várhatóan 6 lépés alatt véget ér a játék.

Ezt az eredményt érdemes összehasonĺıtani azzal, amit a diákok az óra

elején feljegyeztek, ami alapján kiszámolhatjuk, hogy az osztályban átlagosan

hány dobás után lett vége a játéknak. Érdekes lehet, hogy a tapasztalat

mennyire tér el az elméleti eredménytől.

Elég sok új információ hangzott el ezen az órán, ı́gy ha még marad idő,

az óra végén önállóan megoldandó feladat során fel lehet mérni, hogy ebből

mennyi maradt meg a diákokban és mennyire értették meg az elhangzot-

takat. Ha valakinek elsőre nem sikerül egyedül megoldania a feladatot, akkor

a padtársától nyugodtan kérhet seǵıtséget.

3. feladat

Szükséges eszközök : paṕır, ceruza

Munkat́ıpus : egyéni munka

Feladat : Kati és Dani dobókockával dobálnak. Kati akkor nyer, ha a kidobott

szám hárommal osztható, Dani akkor nyer, ha ez két dobással nem sikerül.

Mekkora valósźınűséggel nyer Dani? Mennyi a várható dobások száma?

A feladat ellenőrzésénél egy önként jelentkező ı́rja fel a táblára a megol-

dást, és magyarázza el a többieknek, hogy hogyan jutott erre az eredményre.
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3.3. ábra: A 3. feladat folyamatábrája

A folyamatábra alapján feĺırt egyenletrendszer:

s = 1
2
· 0 + 1

2
b

b = 1
2
· 0 + 1

2

Az első egyenletet azért kaptuk, mert 1
2

valósźınűséggel kerülünk a B álla-

potba, ami Daninak jó, ha pedig az A állapotba kerülünk, akkor Dani már

biztosan nem nyer, ezért lesz a heyett 0 az 1
2

szorzója. Ezzel megegyező

gondolatmenet alapján kapjuk a második egyenletet is. Ezek alapján s = 1
4
,

ami éppen annak valósźınűsége, hogy Dani nyer.

A várható dobások számára vonatkozó egyenletrendszer:

LS = 1
2
· 1 + 1

2
· (1 + LB)

LB = 1
2
· 1 + 1

2
· 1

LB azért 1, mert a második dobás után mindenképpen vége van a játéknak,

mert vagy Kati vagy Dani nyer, tehát a B állapotból hátralévő dobások száma

minden esetben 1. Ezalapján LS = 1.5, ami éppen a várható dobások számát

jelöli.

Házi feladat

1. feladat : Változik-e a helyzet az óra első feladatában, hogyha három gyerek

játszik, és az nyer, aki hamarabb dob hatost? (Mindig azonos sorrendben

dobnak a kockával.) Mekkora valósźınűséggel nyer a második játékos, és

várhatóan hány dobás kell hozzá?
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Megoldás:

3.4. ábra: Az 1. házi feladat folyamatábrája

A második játékos nyerési valósźınűségére feĺırt egyenletrendszer:

s = 1
6
· 0 + 5

6
· b

b = 1
6
· 1 + 5

6
· d

d = 1
6
· 0 + 5

6
· s

Ez alapján az egyenletrendszer alapján s = 30
91

, azaz ekkora valósźınűség-

gel nyer a második játékos.

A várható dobások számára vonatkozó egyenletrendszer:

LS = 1
6
· 1 + 5

6
· (1 + LB)

LB = 1
6
· 1 + 5

6
· (1 + LD)

LD = 1
6
· 1 + 5

6
· (1 + LS)

Ebből kiszámolható, hogy LS = 6, azaz várhatóan hat dobás után vége a

játéknak.

2. feladat : 32 lapos magyar kártyából húzunk ketten felváltva, és a kihúzott

lapot mindig visszarakjuk, majd megkeverjük a paklit. Akkor nyer valaki, ha

sikerül egy piros lapot vagy egy ászt kihúznia. Addig húzzuk ki a lapokat,

amı́g ez nem sikerül valakinek. Mekkora valósźınűséggel nyer az első játékos?

Várhatóan hány lapot kell addig kihúzni?

Megoldás: Annak a valósźınűsége, hogy a pakliból egy piros lapot vagy ászt

húzunk ki 11
32

, mert 8 piros és 4 ász van, de ezek között van egy piros ász is.
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3.5. ábra: A 2. házi feladat folyamatábrája

Az első játékos nyerési valósźınűségére feĺırt egyenletrendszer:

s = 11
32
· 1 + 21

32
· b

b = 11
32
· 0 + 21

32
· s

Ebből kapjuk meg, hogy s = 32
53

, azaz ekkora eséllyel nyer az első játékos.

A várható húzások számára vonatkozó egyenletrendszer:

LS = 11
32
· 1 + 21

32
· (1 + LB)

LB = 11
32
· 1 + 21

32
· (1 + LS)

Ennek alapján LS = 32
11

= 2.909 ∼= 3, ı́gy várhatóan 3 húzás után lesz

vége a játéknak.

Második tanóra

Ćım: Érmedobálások

A Markov-láncok egyik felhasználási köre az érmedobálásokhoz köthető

feladatok. Ezeknél a feladatoknál mind a két játékosnak van egy preferált

sorozata, amit ha sikerül kidobnia, akkor nyer. Egyszerűśıthető a feladat

azzal, hogy bizonyos számú dobás alatt kell kidobni a választott sorozatot.

Ennek a témának központi része az igazságosság és a szimmetria kérdése. Az

FF és az FI sorozat választása esetén a játék igazságos, mert egy fej után
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mind a két játékosnak 1
2

az esélye a győzelemre. De tudunk olyan sorozatokat

is mondani, melyekkel a játék nem igazságos. Ilyen például az FF és az IF

sorozat, melyeknél az IF nyerési valósźınűsége háromszor nagyobb, mint az

FF -é. A három hosszú érmesorozatokról szóló feladatokat az igazságosság

és szimmetria oldaláról is érdemes megvizsgálni. Ezen az elképzelésen alapul

a második tanóra.

Három hosszúságú érmesorozatokat előre összepárośıtunk, és ezeket a

párokat két paṕırra is feĺırjuk. Az óra elején véletlenszerűen kiosztjuk a

paṕırokat, és azok lesznek egy párban, akiknek ugyanaz a két összepárośıtott

sorozat jutott. A sorozatok a következők:

• FFF-IFF - nyerési valósźınűség: 1:7

• III-FII - nyerési valósźınűség: 1:7

• IFI-FFI - nyerési valósźınűség: 3:5

• FIF-IIF - nyerési valósźınűség: 3:5

• IIF-III - nyerési valósźınűség: 1:1

• FFI-FFF - nyerési valósźınűség: 1:1

• FIF-IFI - nyerési valósźınűség: 1:1

• III-FFF - nyerési valósźınűség: 1:1

A kiosztott sorozatpároknál vannak olyanok, melyeknél a két sorozat

nyerési valósźınűsége megegyezik, de olyanok is, amiknél eltérés van. Szán-

dékosan került bele több olyan pár is, amik egymás inverzei, hiszen ezeknek

a folyamatábrája szimmetrikus lesz és az eredmény ugyanaz, azaz teljesen

lényegtelen, hogy a páros az FFF − IFF sorozatokat vagy az III − FII

sorozatokat kapta, az eredmény ugyanaz lesz.

Az 1. és a 2. feladatot közvetlenül egymás után kell kiadni.
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1. feladat

Szükséges eszközök : páronként egy pénzérme

Munkat́ıpus : csoportmunka/páros munka

Feladat : Kiválasztják a diákok, hogy a paṕıron szereplő két sorozatból melyik

kié, majd elkezdenek közösen pénzérmét dobálni, addig amı́g valamelyik

sorozat ki nem jön az utolsó három dobásból. Az nyer, akinek a sorozatát

hamarabb kidobják. Legalább háromszor játsszák el, majd ı́rják fel, hogy

melyik sorozat nyert, hány dobás után, és mekkora volt ennek a valósźınűsége?

(Az eddig tanult módszereket használják.)

2. feladat

Szükséges eszközök : nagyméretű paṕırlapok, filctoll

Munkat́ıpus : csoportmunka/páros munka

Feladat : Az előbb lejátszott játékot próbálják meg Markov-láncok seǵıtségé-

vel is kiszámolni, az előző órán tanultak alapján. A kiosztott nagyméretű

paṕırra rajzolják fel a folyamatábrát, ı́rják fel az átmenetvalósźınűségeket,

majd jelöljék, hogy melyik sorozat nyert. Számolják ki, hogy kinek volt na-

gyobb esélye a nyerésre, valamint a játék befejezéséhez várhatóan hány dobás

szükséges. Ez utóbbi kettőnek csak az eredményét ı́rják fel a folyamatábra

mellé, illetve az is kerüljön rá a paṕırra, hogy valójában hány dobásra volt

szükség. Ha többször játszották el a játékot, akkor a dobások számának

átlagát ı́rják fel.

3.6. ábra: A tabló tagolása
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3.7. ábra: FFF-IFF és III-FII sorozatok folyamatábrája

3.8. ábra: IFI-FFI és FIF-IIF sorozatok folyamatábrája

3.9. ábra: IIF-III és FFI-FFF sorozatok folyamatábrája
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3.10. ábra: FIF-IFI és III-FFF sorozatok folyamatábrája

Minden párnál azt számoljuk ki, hogy mekkora valósźınűséggel nyer az

első játékos. Mivel minden pár addig játszik, mı́g valamelyikük nem nyer,

ezért a két játékos nyerési valósźınűségének az összege 1. Így ha tudjuk, hogy

mekkora valósźınűséggel nyer az első játékos, akkor a második játékos nyerési

valósźınűsége már könnyen kiszámolható. Nézzük sorban az egyenleteket és

azok eredményeit. Az eddig megszokott módon s jelöli annak valósźınűségét,

hogy az első játékos nyer.

Az FFF−IFF és III−FII párokra feĺırt egyenletrendszerek és megoldásaik:

s = 1
2
a + 1

2
b s = 1

2
a + 1

2
b

a = 1
2
c + 1

2
b a = 1

2
a + 1

2
c

b = 1
2
e + 1

2
b b = 1

2
a + 1

2
e

c = 1
2
· 1 + 1

2
b c = 1

2
a + 1

2
· 0

e = 1
2
· 0 + 1

2
b e = 1

2
a + 1

2
· 1

s = 1
8

s = 1
8

Az IFI−FFI és FIF−IIF párokra feĺırt egyenletrendszerek és megoldásaik:

s = 1
2
a + 1

2
b s = 1

2
a + 1

2
b

a = 1
2
c + 1

2
b a = 1

2
a + 1

2
c

b = 1
2
e + 1

2
b b = 1

2
a + 1

2
e

c = 1
2
c + 1

2
· 0 c = 1

2
· 1 + 1

2
e

e = 1
2
c + 1

2
· 1 e = 1

2
· 0 + 1

2
e

s = 3
8

s = 3
8

22



Az IIF−III és FFI−FFF párokra feĺırt egyenletrendszerek és megoldásaik:

s = 1
2
s + 1

2
a s = 1

2
a + 1

2
s

a = 1
2
s + 1

2
b a = 1

2
b + 1

2
s

b = 1
2
· 1 + 1

2
· 0 b = 1

2
· 0 + 1

2
· 1

s = 1
2

s = 1
2

Az FIF−IFI és III−FFF párokra feĺırt egyenletrendszerek és megoldásaik:

s = 1
2
a + 1

2
b s = 1

2
a + 1

2
b

a = 1
2
a + 1

2
c a = 1

2
c + 1

2
b

b = 1
2
e + 1

2
b b = 1

2
a + 1

2
e

c = 1
2
· 1 + 1

2
b c = 1

2
· 0 + 1

2
b

e = 1
2
a + 1

2
· 0 e = 1

2
a + 1

2
· 1

s = 1
2

s = 1
2

Az FFF − IFF és III − FII párokra feĺırt várható lépések száma:

LS = 1
2
(1 + LA) + 1

2
(1 + LB) LS = 1

2
(1 + LA) + 1

2
(1 + LB)

LA = 1
2
(1 + LC) + 1

2
(1 + LB) LA = 1

2
(1 + LA) + 1

2
(1 + LC)

LB = 1
2
(1 + LE) + 1

2
(1 + LB) LB = 1

2
(1 + LA) + 1

2
(1 + LE)

LC = 1
2
· 1 + 1

2
(1 + LB) LC = 1

2
(1 + LA) + 1

2
· 1

LE = 1
2
· 1 + 1

2
(1 + LB) LE = 1

2
(1 + LA) + 1

2
· 1

LS = 7 LS = 7

Az IFI − FFI és FIF − IIF párokra feĺırt várható lépések száma:

LS = 1
2
(1 + LA) + 1

2
(1 + LB) LS = 1

2
(1 + LA) + 1

2
(1 + LB)

LA = 1
2
(1 + LC) + 1

2
(1 + LB) LA = 1

2
(1 + LA) + 1

2
(1 + LC)

LB = 1
2
(1 + LE) + 1

2
(1 + LB) LB = 1

2
(1 + LA) + 1

2
(1 + LE)

LC = 1
2
(1 + LC) + 1

2
· 1 LC = 1

2
· 1 + 1

2
(1 + LE)

LE = 1
2
(1 + LC) + 1

2
· 1 LE = 1

2
· 1 + 1

2
(1 + LE)

LS = 7 LS = 7
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Az IIF − III és FFI − FFF párokra feĺırt várható lépések száma:

LS = 1
2
(1 + LS) + 1

2
(1 + LA) LS = 1

2
(1 + LA) + 1

2
(1 + LS)

LA = 1
2
(1 + LS) + 1

2
(1 + LB) LA = 1

2
(1 + LB) + 1

2
(1 + LS)

LB = 1
2
· 1 + 1

2
· 1 LB = 1

2
· 1 + 1

2
· 1

LS = 7 LS = 7

Az FIF − IFI és III − FFF párokra feĺırt várható lépések száma:

LS = 1
2
(1 + LA) + 1

2
(1 + LB) LS = 1

2
(1 + LA) + 1

2
(1 + LB)

LA = 1
2
(1 + LA) + 1

2
(1 + LC) LA = 1

2
(1 + LC) + 1

2
(1 + LB)

LB = 1
2
(1 + LE) + 1

2
(1 + LB) LB = 1

2
(1 + LA) + 1

2
(1 + LE)

LC = 1
2
· 1 + 1

2
(1 + LB) LC = 1

2
· 1 + 1

2
(1 + LB)

LE = 1
2
(1 + LA) + 1

2
· 1 LE = 1

2
(1 + LA) + 1

2
· 1

LS = 7 LS = 7

Szükséges eszközök : az előbb elkésźıtett paṕırlapok

Munkat́ıpus : megbeszélés/frontális oktatás

Ha mindenki elkészült, egy jól látható helyre tegyük fel az elkészült

paṕırlapokat.

Közösen hasonĺıtsuk össze az ábrákat és a megoldásokat! Vannak-e egye-

zőek, hasonlóak? Miért hasonĺıtanak egymásra?

Ennél a feladatnál nagyon fontos a közös megbeszélés, hiszen ekkor kap-

nak a gyerekek visszajelzést arról, hogy jól csinálták-e a feladatot.

Érdemes megnézni, hogy azok a folyamatábrák, melyek megegyeznek,

vagy nagyon hasonĺıtanak, miért lettek ilyenek. Az I és F szimmetrikus

volta miatt nem számı́t, hogy például az IIF − III párost, vagy az FFI −
FFF párost vizsgáljuk. Ezek a sorozatok azért lesznek igazságosak, mert

az IIF − III esetén, ha először F -et dobunk, akkor olyan mintha, el sem

kezdtük volna a játékot. Ha egy I után dobunk F -et, akkor is visszajutottunk

a kezdő állapotba. Ha pedig már két I-t dobtunk, akkor pontosan 1
2

annak

valósźınűsége, hogy az első játékos nyer és annak is, hogy a második. Nem

mindegyik sorozatpárt könnyű ı́gy vizsgálni, a legtöbbet csak a folyamatábra

alapján feĺırt egyenletrendszer seǵıtségével tudjuk pontosan kiszámolni.
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Érdekes azonban megfigyelni, hogy a várható dobások száma minden eset-

ben megegyezett, pedig teljesen különböző sorozatokat vizsgáltunk. Ennek a

hátterében az áll, hogy F és I valósźınűsége megegyezik és minden esetben

egy három hosszúságú sorozatot akartunk kidobni. Egyik sorozatnak sincs

kitüntetett szerepe, ı́gy a várható dobások száma is meg fog egyezni. Arra

is gondolhatnánk, hogy az érmesorozat hossza és a várható dobások száma

között van valami összefüggés. Megvizsgálva a 2, 3, 4, 5 és 6 hosszú soroza-

tokat, az elején még bizakodhatunk a szép eredményben, ugyanis a várható

dobások száma rendre 3 = 22 − 1, 7 = 23 − 1, 15 = 24 − 1, de innen sajnos

elromlik a sorozat, mert az 5 hosszú sorozatoknál 27, a 6 hosszúaknál 59 a

várható dobások száma.

Érdemes megnézni, hogy mennyire egyezik meg az általunk kiszámolt

elméleti dobásszám a gyakorlattal. Ha elég sokszor játszanánk a játékot,

akkor a dobásszámok átlaga biztosan a kiszámolt dobásszámhoz közeĺıtene

a nagy számok erős törvénye alapján, de nem biztos, hogy ez pár játék után

is látszik. Ha az egyes csoportoknál nem is látszik a 7-es átlagos dobásszám,

az osztály átlagos dobásszáma biztosan egy 7-hez közeli szám.

Ha az órából hátralévő idő engedi, a következő feladatot mindenképpen

érdemes közösen megbeszélni, a feladat t́ıpusa miatt.

3. feladat

Szükséges eszközök : tábla/interakt́ıv tábla

Munkat́ıpus : frontális oktatás

Feladat : Két játékos egy szabályos érmét többször feldob egymás után. Az

A játékos akkor győz, ha a fejek száma hárommal több lesz, mint az ı́rások

száma, mı́g B akkor győz, ha az ı́rások száma lesz hárommal több, mint a fe-

jek száma. Mekkora valósźınűséggel győz A játékos ill. B játékos a különböző

állapotokból? Mennyi a játék befejezéséig szükséges dobások száma?

http://matek.fazekas.hu/portal/tanitasianyagok/Orosz_Gyula/Mar/markov.

html#ermedobalasok
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Megoldás:

3.11. ábra: A 3. feladat folyamatábrája az A játékos szemszögéből

A folyamatábra alapján feĺırt egyenletrendszer, ha pi annak a valósźınű-

sége, hogy az A játékos az i állapotból győz:

ps = p0 = 1
2

p1 = 1
2
p2 + 1

2
p0

p2 = 1
2

+ 1
2
p1

p−1 = 1− p1

p−2 = 1− p2

p1 = 2
3
, p2 = 5

6
, p−1 = 1

3
, p−2 = 1

6

A várható lépések száma az egyes állapotokból:

L0 = 1
2
(1 + L1) + 1

2
(1 + L−1)

L1 = 1
2
(1 + L2) + 1

2
(1 + L0)

L2 = 1
2
· 1 + 1

2
(1 + L1)

L−1 = 1
2
(1 + L0) + 1

2
(1 + L−2)

L−2 = 1
2
(1 + L−1) + 1

2
· 1

Az állapotok szimmetriájából adódik, hogy L1 = L−1 és L2 = L−2. Ennek

alapján L1 = 8, L2 = 5 és L0 = 9.

Házi feladat

1. feladat : Az óra első feladata, ha a fej valósźınűsége 1
3
, az ı́rásé pedig 2

3
.

(Markov-lánc)
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Megoldás:A folyamatábrák megegyeznek a már felrajzoltakéval, az egyenletek

pedig abban különböznek, hogy az egyes valósźınűségeket le kell cserélni az

újra. LS = 7.35 mindegyik sorozat esetében. Az első két sorozatnál FFF

és III nyerési valósźınűsége 1
27

. A második két sorozatnál IFI és FIF

nyerési valósźınűsége 16
27

. A harmadik két sorozatnál IIF és FFI nyerési

valósźınűsége 1
3
. Az utolsó két sorozatnál FIF nyerési valósźınűsége 5

21
, mı́g

III-é 0.845.

2. feladat : Az eddigi eredmények és további számolások alapján próbálják

meg a három hosszúságú érmesorozatok nyerésiesély-táblázatát összéırni.

Megoldás:

FFF FFI FIF IFF IIF IFI FII III

FFF - 1:1 2:3 1:7 3:2 5:7 2:3 1:1

FFI 1:1 - 2:1 1:3 1:1 5:3 2:1 2:3

FIF 3:2 1:2 - 1:3 3:5 1:1 1:1 7:5

IFF 7:1 3:1 3:1 - 1:2 1:1 1:1 3:2

IIF 2:3 1:1 5:3 2:1 - 2:1 1:3 1:1

IFI 7:5 3:5 1:1 1:1 1:2 - 1:3 3:2

FII 3:2 1:2 1:1 1:1 3:1 3:1 - 7:1

III 1:1 3:2 5:7 2:3 1:1 2:3 1:7 -

3.12. ábra: Háromhosszú érmesorozatok nyerési esélyei

A táblázatban található eredményeket megvizsgálhatjuk úgy is, mintha

focimeccsek eredményeit mutatnák. A pontozásnál 3 pontot kap a csapat, ha

nyer, 1 pontot, ha döntetlen az eredmény és 0 pontot, ha vesźıt. Ha a három

hosszú érmesorozatokat tekintjük egy-egy csapatnak, akkor a következő ered-

mények születtek: FFF 5 pont, FFI 11 pont, FIF 8 pont, IFF 14 pont,

IIF 11 pont, IFI 8 pont, FII 14 pont és III 5 pont. A pontozásnál az

IFF és FII sorozatok kapták a legtöbb pontot, tehát ezt a két sorozatot

mondhatjuk ”bajnoknak”. De ha jobban megnézzük ezekhez a sorozatokhoz

tartozó ”meccsek” eredményeit, akkkor látszik, hogy volt olyan csapat, aki

őket is megverte. Ebből pedig az következik, hogy nincsen biztos győztes

választás a játék megkezdésekor, mert minden háromhosszú sorozat megver-

hető legalább egy, másik sorozattal.
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Az órán elkészült tablókat érdemes elküldeni a diákoknak, vagy a követ-

kező órán odaadni nekik egy fénymásolaton, mert ı́gy van jegyzetük erről az

óráról is.

Harmadik tanóra

Ćım: Rulett

A kaszinókban található játékok közül néhánynak már középiskolában is

ki lehet számolni a nyerési esélyeit. Ilyen feladatok után a diákok rádöbben-

nek, hogy mennyire kicsi az esélye annak, hogy komoly pénzeket nyerjenek.

Ha a rulettet kicsit leegyszerűśıtve játszuk, azaz a nyert zsetonok száma

nem attól függ, hogy melyik mezőre tettünk, akkor egy matek órán is könnyen

eljátszható játékot kapunk, amiben a nyerési esélyeket könnyen ki tudjuk

számolni.

1. feladat

Szükséges eszközök : rulett tábla és kerék, 1 forintosok, paṕır, ceruza

Munkat́ıpus : csoportmunka (5-7 csoport)

Feladat : Minden csoport húz egy boŕıtékot, amiben benne lesz, hogy mi-

lyen szisztéma szerint kell a csoportnak rulettet játszania. Minden csoport

2 darab 1 forintost kap a játék elején, majd minden körben 1 forintot tehet-

nek fel és addig játszhat egy csoport, amı́g 10 forintja nem lesz vagy el nem

vesźıti minden pénzét. Az egyszerűség kedvéért, ha valamelyik csoport által

megjátszott számot pörgetjük ki, akkor a feltett 1 forintján ḱıvül még 1 forin-

tot kap. Játék alatt a pénzük állását folyamatosan számon kell tartaniuk.

(A valósźınűségek a dupla nullás rulettre vonatkoznak.)

A csoportok a következőképpen tehetnek:
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• 1. csoport: konkrét szám (p=1/38)

• 2. csoport: szomszédos két szám (p=2/38)

• 3. csoport: (0,1,2) vagy (0,00,2) vagy (00,2,3) (p=3/38)

• 4. csoport: szomszédos négy szám (p=4/38)

• 5. csoport: két szomszédos sor (p=6/38)

• 6. csoport: három oszlop közül egy (p=12/38)

• 7. csoport: fekete vagy piros (p=18/38)

2. feladat

Szükséges eszközök : paṕır, ceruza

Munkat́ıpus : csoportmunka

Feladat : A csoportok próbálják meg önállóan a saját játékukhoz tartozó

folyamatábrát felrajzolni, a tönkremenés valósźınűségét kiszámolni és az

ehhez szükséges várható lépések számát meghatározni.

A tönkremenés valósźınűsége (1 − s) és a várható lépések száma egyes

csoportok szerint a következő:

1. csoport 1− s = 0.99999999 LS = 2.11111111

2. csoport 1− s = 0.99999999 LS = 2.23529411

3. csoport 1− s = 0.99999999 LS = 2.37499996

4. csoport 1− s = 0.99999996 LS = 2.53333287

5. csoport 1− s = 0.99999852 LS = 2.92305538

6. csoport 1− s = 0.99837886 LS = 5.38456924

7. csoport 1− s = 0.87442643 LS = 14.14102274

Szükséges eszközök : tábla/interakt́ıv tábla

Munkat́ıpus : megbeszélés/frontális oktatás

Közösen hasonĺıtsuk össze a kiszámolt eredményeket. Az eltérések ter-

mészetesen abból adódnak, hogy az egyes csoportok nyerési valósźınűsége
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eltért. Az 1. csoport kisebb valósźınűséggel nyer plusz két forintot, mint

például a 7. csoport, ı́gy az 1. csoport kisebb valósźınűséggel fog eljutni a

10 forintig is. Ezek alapján egyértelmű, hogy a 7. csoport stratégiájával

hagyhatjuk abba hamarabb a játékot és nyerünk nagyobb valósźınűséggel,

bár ı́gy is kevés az esélyünk a pénzünk ötszörözésére. A várható lépések

számában is látható némi eltérés, ami éppen abból adódik, hogy különböző

valósźınűségekkel nyer 2 forintot egy-egy csoport. Érdemes megfigyelni, hogy

a 7. csoportnak közel 7-szor annyi játékra van szüksége ahhoz, hogy befejezze

a játékot, mint több másik csoportnak. Ez természetesen abból adódik, hogy

a többi csoport hamarabb veszti el az összes pénzét, mint hogy a 7. csoport

vesźıtene vagy nyerne a játék folyamán. A rulettet nem pontosan ı́gy játszák,

ezért a következő feladatban megnézzük, mi történik akkor, ha a stratégia

függvényében nyernek zsetonokat a csapatok.

3. feladat

Szükséges eszközök : rulett tábla és kerék, 1 forintosok, paṕır, ceruza

Munkat́ıpus : csoportmunka

Feladat : Újra rulettet játszanak a csoportok, az óra elején kapott straté-

giájukkal. Most azonban a nyeremények változnak. Ha a csoport által

megjátszott szám/mező nyer, akkor minden feltett forint után az 1. csoport

36, a 2. csoport 17, a 3. csoport 11, a 4. csoport 8, az 5. csoport 5, a 6. csoport

3 és a 7. csoport 2 forintot kap. Most is mindenki 2 forintot kap a játék

elején, és a cél a 10 forint elérése. Ha valamelyik csoportnak elfogy a pénze,

akkor számára vége a játéknak. A saját játékuk alapján rajzolják fel a folya-

matábrát és számolják ki a tönkremenés valósźınűségét, valamint az ehhez

szükséges várható lépések számát.

A tönkremenés valósźınűsége (1 − s) és a várható lépések száma egyes

csoportok szerint a következő:

1. csoport 1− s = 0.94806094 LS = 1.97368421

2. csoport 1− s = 0.89750692 LS = 1.94736842

3. csoport 1− s = 0.84833795 LS = 1.92105263

4. csoport 1− s = 0.88619965 LS = 3.17854473

5. csoport 1− s = 0.89590262 LS = 4.11167288
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6. csoport 1− s = 0.84663786 LS = 7.92290999

7. csoport 1− s = 0.87442644 LS = 14.14102274

Szükséges eszközök : tábla/interakt́ıv tábla

Munkat́ıpus : megbeszélés/frontális oktatás

Miután mindenki végzett saját stratégiájának a kiszámolásával, közösen

hasonĺıtsuk össze a mostani, és az előző feladatnál kapott eredményeket.

Egyértelműen látszik, hogy bár az alaptőke, és az elérni ḱıvánt összeg is

ugyanaz, mint korábban, a tönkremenés valósźınűsége majdnem minden

esetben kisebb, mint korábban. Ez egyértelműen abból adódik, hogy a

második játéknál, ha valakinek a száma/mezője nyert, akkor a 7. csoport

kivételével több pénzt kapott, mint ha csak megdupláztuk volna a csoport

pénzét. És mivel a 7. csoport nyereményében nem volt változás, az ő csődva-

lósźınűségük ugyanakkora. Meglepő módon a várható lépések száma az első

három csoportban az első feladatnál nagyobb, de a többiek esetében ez pont

ford́ıtva van. Ez a viselkedés is amiatt van, hogy a második feladatban több

pénzt lehetett nyerni egyetlen jó tippel.

Házi feladat

1. feladat : Petinek és Lacinak 3-3 pontja van. Azt játszák, hogy ha a meg-

kevert magyar kártya pakliból V II, V III, IX,X-est húz ki valamelyikük,

akkor Peti ad Lacinak 1 pontot, ha alsót, felsőt vagy királyt, akkor Laci

ad Petinek 1 pontot, de ha az Ászt húzzák ki, akkor mind a ketten meg-

tarthatják pontjaikat. A játéknak akkor van vége, ha valamelyikük minden

pontját elvesztette. Mekkora valósźınűséggel vesźıti el Laci minden pontját?

Ez várhatóan hány húzás után fog bekövetkezni, ha a kihúzott lapokat visz-

szateszik, és mindig újrakeverik a paklit?

(1− s = 27
91
, LS = 7.91)

2. feladat : Katinak 10 zsetonja, Áginak 25 zsetonja van a póker kezde-

tekor. Annak valósźınűsége, hogy Kati 5 zsetont nyer el Ágitól 0.35, annak

valósźınűsége, hogy Ági nyer el Katitól 5 zsetont 0.55, és annak a valósźınűsé-

ge, hogy döntetlen lesz 0.1, tehát mindegyikük visszakapja a feltett zsetont.
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Mekkora valósźınűséggel nyeri el Ági Kati összes zsetonját? Ez várhatóan

hány kör után fog bekövetkezni?

(s = 0.9351, LS = 7.73)

Negyedik tanóra

Ćım: Sorsolások visszatevéssel

Előre meǵırt számı́tógépes programmal is modellezhetjük a sorsolásokat,

de ha jobban szeretnénk a gyerekekkel is eljátszani a feladatokat, akkor a

2. fejezetben ismertetett zsetonos módszerrel egyszerűen és gyorsan megkap-

juk a ḱıvánt eredményeket.

1. feladat

Szükséges eszközök : 24 zseton, paṕır, ceruza

Munkamódszer : egyéni munka

Feladat : 2 piros és 5 kék golyó van az urnában. A két játékos felváltva húz,

majd a húzott golyót visszateszik. Az győz, aki először húz pirosat. Mekkora

eséllyel nyer a két játékos? Átlagosan hány húzás kell nekik ehhez?

(s = 7
12

és s = 5
12

LS = 3.5)

Modellezzük a játékot a zsetonokkal, majd beszélgessünk el a diákokkal

arról, hogy mit várnak, az eddig tanult számolás is ezt az eredményt fogja-e

adni, vagy sem. Ezután a kérdésekre a választ mindenki az eddig tanult

módszerrel is számolja ki.

2. feladat

Szükséges eszközök : zsetonok, paṕır, ceruza

Munkamódszer : frontális oktatás

Feladat : 2 piros és 5 kék golyó van az urnában. Minden lépésben véletlen-

szerűen kiválasztunk egy golyót. Az győz, aki először húz egymás után két

pirosat. Mekkora eséllyel nyer a két játékos? Átlagosan hány húzás kell nekik

ehhez?

(s = 0.5211 és s = 0.4788, LS = 14.55)
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Először nem számoltatjuk ki a gyerekekkel a feladatot, hanem megtip-

peltetjük velük az eredményt és azt, hogy az előző feladathoz képest mit

várnak. Ezt akár érdemes a táblára is feĺırni, vagy mindenki jegyezze fel a

saját füzetébe. Ezek után eljátszuk a zsetonokkal ezt a feladatot is, majd

közösen kiszámoljuk a pontos eredményt és összevetjük azzal, amit a gyere-

kek korábban tippeltek.

3. feladat

Szükséges eszközök : zsetonok, paṕır, ceruza

Munkamódszer : egyéni munka

Feladat : 2 piros és 5 kék golyó van az urnában. Minden lépésben véletlensze-

rűen kiválasztunk egy golyót. Ha kéket húzunk, kicseréljük pirosra. Az győz,

aki először húz pirosat. Átlagosan hány húzás kell? Mekkora valósźınűséggel

nyer az első játékos?

(s = 0.5617, LS = 2.34)

A pontos értékek kiszámolása előtt tippeltessük meg a diákokkal, hogy

ők milyen eredményeket várnak az eddigi ḱısérleteink alapján. Ezek után

szimuláljuk többször is a feladatot egy számı́tógépes program seǵıtségével.

A kapott eredményeket vessük össze a becsültekkel, majd játsszuk el a fe-

ladatot zsetonokkal is. Érdemes összevetni, hogy a számı́tógéppel szimulált

értékek milyen viszonyban vannak a zsetonokkal szimulált eredményekkel.

Mennyire kapunk pontos eredményt 10, 20, 50 esetleg 100 számı́tógépes szi-

mulálás után?

4. feladat

Szükséges eszközök : paṕır, ceruza

Munkamódszer : egyéni munka

Feladat : Gondolkozzanak el azon, hogyan lehet a feladatot neheźıteni. Az

ötletüket próbálják meg kiszámolni.

Egy-egy érdekesebb ötletet közösen meg is lehet beszélni, hogy lássák a

diákok, a lehetőségek tárháza végtelen.
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Házi feladat

1. feladat : Az eddigi órákon elhangzott feladatokhoz hasonlót találjanak ki,

de csak olyat, amiket ők maguk is meg tudnak oldani. Legalább 2 felada-

tot hozzon magával mindenki a következő órára, a megoldással együtt, két

különböző témából. A feladatokat külön paṕırra ı́rják le, a megoldást pedig

csak a füzetbe.

2. feladat : Az óra első feladatát általánosan számolják ki. k darab piros és l

db kék golyó esetén, amikor k+l=n.

(s = n
n+l

, LS = n
n−l)

http://matek.fazekas.hu/portal/tanitasianyagok/Orosz_Gyula/Mar/markov.

html#sorsolasok_visszatevessel - 2.1. feladat

Ötödik tanóra

Ćım: Vegyes feladatok

A Markov-láncok témakörében igen sokféle feladatot lehet kitalálni, ami

azt mutatja, hogy mennyire széles felhasználási területe van.

1. feladat

Szükséges eszközök : paṕır, ceruza

Munkamódszer : csoportmunka/páros munka

Feladat : Az én kutyámon 2 bolha van, a szomszéd kutyáján pedig 3. Minden-

nap véletlenszerűen átugrik az egyik kutyáról a másikra egy bolha. Melyik

kutya mekkora valósźınűséggel szabadulhat meg ı́gy a bolháitól? Ez hány

nap alatt következhet be?

(s = 3
5

és s = 2
5
, LS = 6)

2. feladat

Szükséges eszközök : paṕır, ceruza

Munkamódszer : csoportmunka/páros munka

Feladat : Az időjárás elég durva közeĺıtéssel Markov-lánc. Egy téli napon

három lehetőség van: Havas, Ködös vagy Napos. Az átmenetvalósźınűségek:
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p(H,H) = 0.4, p(H,K) = 0.6, p(H,N) = 0, p(K,H) = 0.2, p(K,K) = 0.5,

p(K,N) = 0.3, p(N,H) = 0.1, p(N,K) = 0.7, p(N,N) = 0.2. Mekkora a

valósźınűsége, hogy a csütörtök havas, ha az előző kedd is havas volt?

(p = 0.28)

3. feladat

Szükséges eszközök : paṕır, ceruza, urna, tabló

Munkamódszer : egyéni munka

Feladat : Az urnába bedobjuk azokat a lapokat, amiket erre az órára hoz-

tak a diákok és az otthon kitalált feladatok vannak rajtuk. (A feladat ki-

találója rá́ırja a nevét.) Mindenki kihúz belőle kettőt és önállóan megoldja.

A megoldást feĺırja az előre elkésźıtett tablóra, a feladat kitalálójának neve

alá. Ha valaki a saját feladatát húzná ki, akkor húzzon helyette egy másikat.

Érdemes a tanárnak is készülnie pár feladattal, hiszen előfordulhat, hogy

valaki az előző órán hiányzott és nem tudott róla, hogy hoznia kellett felada-

tot vagy esetleg elfelejtett otthon készülni.

3.13. ábra: A tabló tagolása

Miután végzett az osztály, mindenki megnézi, hogy az általa kitalált fe-

ladatokra az osztálytársaknak is ugyanaz az eredmény jött-e ki, mint nekik

otthon. Ha nem egyezik az eredmény, akkor azt megjelöljük. Ha kevés ilyen

feladat van és belefér az időbe, akkor megbeszéljük, hogy melyik megoldás

a helyes. Ha sok feladat megoldásánál van eltérés, akkor a diákok üljenek le

és vitassák meg, hogy kinek van igaza, ki hogyan számolt. Ha nem tudnak

megegyezni, kérjék a tanár seǵıtségét. Ha nem fér bele az időbe ezeknek a

feladatoknak a megbeszélése, akkor házi feladatnak fel lehet adni, hogy min-

denki ellenőrizze le a saját megoldását.
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Házi feladat

1. feladat : Eddig tanultak átnézése, feladatok megértése.

2. feladat : Ferdefoci: Egy adott h hosszúságú pálya egyik mezőjére egy koron-

got helyezünk el. Érme feldobása után, fej esetén balra, ı́rás esetén jobbra

lép egy mezőt a korong. A bal oldali játékos akkor nyer, ha jobb oldalon

hagyja el a pályát a korong, a jobb oldali játékos akkor nyer, ha bal oldalon

hagyja el a pályát a korong. h = 2 esetén mekkora valósźınűséggel nyer a

jobboldali játékos, ha az első vagy ha a második mezőn áll a korong? Ez

várhatóan hány lépésen belül következik be?

(s = 2
3
, LS = 2)

http://matek.fazekas.hu/portal/tanitasianyagok/Orosz_Gyula/Mar/markov.

html#ferdefoci - 5.1. feladat

B 1 2 J

3.14. ábra: A ferdefoci pályája

Hatodik tanóra

Ćım: Vegyes feladatok − Játék

A témazáró előtti ismétlő órán csoportokban játszunk, melynek célja a

tananyag teljes átismétlése, és a főbb tudnivalók elmélýıtése. Az osztályt

négy csoportra osztjuk.

1. forduló

A csoport választ, hogy hányas számú kérdést kéri. A kérdés száma meg-

egyezik az érte kapható pontszámmal, amennyiben helyesen válaszolnak rá.

Ha nem tudják a választ, de a tőlük jobbra ülő csapat jól megválaszolja

a kérdést, akkor a kapható pontszám felét a másik csoport kapja. Minden

csapat két kérdést kap a forduló során. A második kérdést ford́ıtott sorrend-

ben kapják, azaz, aki az első kérdésválasztásnál utolsó volt, az lesz most az

első.
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1. Mit jelent, ha egy nyerési esélyre azt mondjuk, hogy 3:1?

Az első játékos 3
4
, a második 1

4
valósźınűséggel nyer.

2. Mi az átmenetvalósźınűség?

Egyik állapotból a másikba való jutás valósźınűsége.

3. Miket nevezünk ekvivalens állapotoknak?

Azokat az állapotokat, melyek után a ḱısérlet lehetséges kimenetelei és azok

valósźınűségei megegyeznek.

4. Mi a nyerési esélye az FFI-FFF-nek?

1:1, mert FF utána F -nek és I-nek is ugyanaz a valósźınűsége.

5. Mi a folyamatábra?

Az az ábra, melyen ábrázoljuk a kiinduló állapotot, és a ḱısérletek

lehetséges kimeneteleit, valamint azok valósźınűségét.

6. Mondj kéthosszúságú érmedobás esetén két sorozatot, amiknek a nyerési

esélye megegyezik!

FF − II, FF − FI, FI − IF és II − IF .

7. Sorold el egy általános Markov-láncos feladat megoldásának lépéseit!

Folyamatábra megrajzolása, átmenetvalósźınűségek béırása, egyenletrend-

szer felálĺıtása, majd annak megoldása.

8. Mit nevezünk Markov-láncnak?

Olyan diszkrét sztochasztikus folyamat, melynek múltbeli állapotai csak a

jelenen keresztül hatnak a jövőre.

9. Milyen t́ıpusú feladatokat tudunk megoldani a most tanult módszerrel?

Csak a jelen állapotaitól függ a ḱısérlet kimenetele. Ezeknél számolhatunk

várható lépésszámot és valósźınűséget.

10. Mi az átmenetvalósźınűség-mátrix?

Olyan mátrix, melynek seǵıtségével megadhatjuk az

átmenetvalósźınűségeket.

2. forduló

Négy feladatot egy-egy boŕıtékba teszünk. Minden csoport húz egy boŕıtékot,

és a benne lévő feladatot minél rövidebb idő, de max. 10 perc alatt kell jól

megoldaniuk. A pontszám a 10 és a megoldásra szánt percek különbsége.

Amennyiben rosszul oldotta meg a csapat a feladatot, 0 pontot kapnak.
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1. feladat

Dobókockával egymás után dobálva az nyer, aki először pŕım számot dob.

Várhatóan hány dobás szükséges ehhez?

(LS = 2)

2. feladat

Érmével dobálva az egyik játékos FF kombinációval nyer, a másik IF-el.

Várhatóan hány dobás szükséges?

(LS = 3)

3. feladat

Egy urnában 3 piros és 5 kék golyó van. Felváltva és visszatevéssel húzunk.

Az nyer, aki hamarabb húz piros golyót. Várhatóan hány húzás szükséges?

(LS = 2.66)

4. feladat

2 forinttal megyek be a kaszinóba, és egy körben egy forintot kockáztatok.

Addig játszom, mı́g 4 forintom nem lesz, vagy mı́g el nem vesźıtem minden

pénzemet.
1

2
annak valósźınűsége, hogy 1 forintot nyerek. Várhatóan hány

fogadás után hagyom el a kaszinót?

(LS = 4)

3. forduló

Minden csoport kap egy-egy feladatot, amit meg kell oldaniuk a kiosztott

paṕırokon, majd a megoldást egy másik csapat fogja ellenőrizni, és ők fogják

meghatározni, hogy a megoldás hány pontot ér.

1. feladat

Egy tamagocsi Boldog, Szomorú, vagy Halott lehet az adott napon. Tegyük

fel, hogy az egymást követő napokon a tamagocsi állapotának léırása Markov-

láncot alkot. Ekkor az átmenetvalósźınűségek: P (B,B) = 0.5, P (B, Sz) =

0.5, P (B,H) = 0, P (Sz,B) = 0.5, P (Sz, Sz) = 0.4, P (Sz,H) = 0.1,

P (H,B) = 0, P (H,Sz) = 0, P (H,H) = 1. Mekkora annak valósźınűsége,

hogy a harmadik napon meghal a tamagocsi, ha most boldog?

(p = 0.095)

2. feladat

A családokat jövedelmük szerint három osztályba soroljuk: Alacsony, Közepes
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és Magas jövedelműek. Ha a társadalmi mobilitást Markov-láncnak tekint-

jük, akkor az alábbi átmenetvalósźınűségekkel számolhatunk egyik generáci-

óról a másikra: P (A,A) = 0.7, P (A,K) = 0.2, P (A,M) = 0.1, P (K,A) =

0.3, P (K,K) = 0.5, P (K,M) = 0.2, P (M,A) = 0.2, P (M,K) = 0.4,

P (M,M) = 0.4. Mekkora annak valósźınűsége, hogy egy közepes jövedelmű

család harmadik generációja már magas jövedelmű lesz?

(p = 0.2)

3. feladat

Egy pók egy téglalap alakú terráriumban él és ideje nagy részében csak

egy helyben ücsörög. Csak akkor mozdul meg, mikor átfut egy szomszédos

sarokba, hogy ott töltsön el egy kis időt. Annak a valósźınűsége, hogy a

hosszabbik oldal mentén megy 0.4, annak, hogy a rövidebbik oldal mentén

megy, 0.6. Mekkora annak valósźınűsége, hogy négy helyváltoztatás után,

ugyanabba a sarokba fog visszajutni?

(p = 0.5008)

4. feladat

Egy 52 lapos franciakártya paklit és 3 jokert összekeverünk, majd véletlen-

szerűen kiválasztunk belőle négy lapot. Mekkora annak valósźınűsége, hogy

legalább 1 jokerünk lesz?

(p = 0.206)

4. forduló

Ruletten az eddig megszerzett pontjaikat tehetik kockára. 3 pörgetés után

van vége ennek a fordulónak. Ha egy körben nyertek, akkor a kockáztatott

pontok dupláját kapják vissza.

Nyeremény

A nyertes csapat fejenként kap egy cukorkát vagy csokit. Ha mindenki jól sze-

repelt, akkor kaphatnak kis ötöst/pluszt...stb., attól függ, hogy mi a bevett

szokás az adott osztályban.
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4. fejezet

Témazáró dolgozat

1. feladat

Az 5. órára a diákok által kitalált feladatok közül a legérdekesebb.

2. feladat

Egy videojátékot áruśıtó üzletben 4 db van a legújabb játékból. Annak va-

lósźınűsége, hogy egy nap 0, 1 vagy 2 kel el, rendre 0.3, 0.4, 0.3. Ha a nap

végén 0 vagy 1 játék marad, akkor másnap reggelre kiegésźıtik a készletet

5-re. Mekkora valósźınűséggel fogy el a harmadik nap végére az összes játék?

3. feladat

Anna és Balázs dobókockával dobálnak. Annának 3, Balázsnak 4 forintja

van. Ha párost dobnak, akkor Anna ad Balázsnak 1 forintot, ha páratlant,

akkor Balázs ad Annának 2 forintot. Mekkora valósźınűséggel nyer Anna?

4. feladat

Peti vizsgázik, de a 20 tételből csak 16-ot sikerült megtanulnia. Ő az első

vizsgázó, és három tételt kell húznia sorban egymás után. A tételek közül

legalább kettőt tudnia kell ahhoz, hogy sikerüljön a vizsgája. Számı́tsuk

ki, mekkora valósźınűséggel sikerül Peti vizsgája! Mennyivel lenne nagyobb

esélye a sikerre, ha egy tétellel többet tanult volna meg?

Soksźınű matematika 11. 294.o./5. feladat

5. feladat

Egy urnában 6 golyó van, kezdetben 4 kék és 2 piros. Minden lépésben vé-

letlenszerűen kiválasztunk egy golyót. Ha a kiválasztott golyó kék, pirosra

cseréljük ki; ha piros, akkor változtatás nélkül visszatesszük. A játéknak

akkor van vége, amikor minden golyó piros. Átlagosan hány lépésig tart egy

játék?
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Megoldási útmutató

1. feladat

folyamatábra 4 pont

egyenletrendszer helyes feĺırása és megoldása 3 pont

szöveges válasz 1 pont

Összesen: 8 pont

2. feladat

folyamatábra 4 pont

ábráról a jó megoldások leolvasása 1 pont

valósźınűségek kiszámı́tása és összeadása

0.3 · 0.3 · 0.3 + 0.4 · 0.4 · 0.3 + 0.3 · 0.3 · 0.3 = 0.102 2 pont

szöveges válasz 1 pont

Összesen: 8 pont

3. feladat

folyamatábra 2 pont

egyenletrendszer helyes feĺırása

X1=
1
2
X3

X2 = 1
2
X1 + 1

2
X4

X3 = 1
2
X3 + 1

2
X5

X4 = 1
2
X3 + 1

2
X6

X5 = 1
2

+ 1
2
X4

X6 = 1
2
X5 6 pont

helyes megoldások kiszámı́tása

X1 = 0.27,X2 = 0.36,X3 = 0.54, X4 = 0.45, X5= 0.72, X6 =

0.36

6 pont

szöveges válasz 1 pont

Összesen: 15 pont
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4. feladat

folyamatábra 7 pont

siker valósźınűségének kiszámı́tása 2 pont

megoldások alkalmazása a másik esetre 4 pont

szöveges válasz 1 pont

Összesen: 14 pont

5. feladat

folyamatábra 2 pont

egyenletrendszer helyes feĺırása

X2 = 4
6
X3 + 2

6
X2 + 1

X3 = 3
6
X4 + 3

6
X3 + 1

X4 = 2
6
X5 + 4

6
X4 + 1

X5 = 1
6

+ 5
6
X5 + 1 4 pont

helyes megoldások kiszámı́tása

X5 = 7, X4 = 10, X3 = 12, X2 = 13,5 4 pont

szöveges válasz 1 pont

Összesen: 11 pont

Értékelés

56-47 pont 5

46-37 pont 4

36-27 pont 3

26-16 pont 2

15- pont 1
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5. fejezet

Összefoglalás

Szakdolgozatomban igyekeztem a kompetenciaalapú oktatás elvárásainak

megfelelő óravázlatot összeálĺıtani egy olyan témáról, ami eddig a Fazekas

Mihály Gimnáziumon ḱıvül máshol még nem szerepelt a középiskolai mate-

matikaoktatásban.

Minden órán a szemléltetésre helyeztem a hangsúlyt, ami manapság az

egyik legfontosabb követelménye az oktatásnak. Az emelt óraszámban tańı-

tott matematikaoktatásban a Markov-láncok témaköre is szerves részét ké-

pezhetné a tananyagnak a jövőben, és méltán tarthatna számot érdeklődésre

a diákok körében. Életközelibbé tenné a diákok számára a matematikát

azáltal, hogy összekapcsolhatják a tanórán szerzett tudásukat a szabadidős

játékokkal. Gyakorlati hasznát is megtapasztalnák ilyen módon a maga-

sabb szintű matematikaoktatásnak. Nem utolsó sorban mindezt a tudást

élvezetesen, játékos formában saját́ıthatnák el.
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[1] http://matek.fazekas.hu/portal/tanitasianyagok/Orosz_Gyula/

Mar/markov.html

[2] Soksźınű Matematika 11, Mozaik Kiadó, Szeged, 2005
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