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Gdcs Andrds emlékének



Bevezeto

Szamos kozismert matematikafeladat szol a sakktabla, vagy annak egy részé-
nek dominokkal, triominokkal vagy mas alakzatokkal torténd parkettazésarol.
Diplomamunkim ezek tovabbgondolasaként néhany djszert problémat fogal-
maz meg, amelyek jelentGs része az in. végtelen sakktabla, azaz a teljes sikot
lefed§ végtelen négyzethéald parkettazasaval kapcesolatos. Az itt bemutatasra
keriil6 gondolatmenetek szdmos motivuma (pl. szinezések, invarians tulaj-
donsagok) a kozépiskolai oktatasban, illetve a matematikai tehetséggondozo
munkéaban is tanithato, felhasznalhato.

A diplomamunka elsé fejezete a késébbiekben hasznalt alapvets fogalma-
kat és jeloléseket vezeti be. Ezt koveti a harom f6 tartalmi egység, mindegyi-
kiik 6nallo fejezetként.

Az els6 egységben néhény ismert problémabol kiindulva f6ként az vizs-
galom, hogy lehetséges-e a végtelen sakktablan néhany, egymastol tavol el-
helyett ,lyukkal” (egységnégyzettel), elrontani egy adott alakzattal valo par-
kettazhatosdgot. Tébbek kozt bebizonyitom, hogy amig L-triominéval még
viszonylag kozeli lyukak tetszGleges elhelyezése esetén is mindig lehetséges
a végtelen sakktabla parkettazasa, addig domindkat hasznalva ugyanez nem

teljesiil: egymastol tetszélegesen nagy téavolsagra megadhatunk egységnégy-
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zeteket gy, hogy a maradék rész ne legyen parkettazhato. A felépités soran
azt a folyamatot is igyekszem bemutatni, ahogyan egy-egy probléma meg-
oldasa utan logikusan felmeriil§ kérdéseimet, sejtéseimet megfogalmaztam,
djabb és tijabb érdekes allitasokat keresve.

A kozéps6 tartalmi részben egy olyan kétszemélyes végtelen jatékot — il-
letve ilyenekbdl allo jatékcsaladot — definidlok, melynek szabalyait az el6z6
fejezet eredményei alapjan alkottam meg. A jaték lényege, hogy a két jatékos
felvaltva helyez egy-egy parkettat a végtelen sakktablara (bizonyos megkoté-
sekkel), egyikiik célja a teljes parkettézas, a masiké ennek megakadélyozasa.
Belatom, hogy valamennyi ilyen jatékban van valamelyik félnek nyerd stra-
tégiaja. A f6 kérdés ezutan az, hogy hol huzodik a hatar az egyik, illetve
maésik jatékos szamara kedvezd jatékvaltozatok kozott. Néhany konkrét eset
elemzése mellett igyekszem altalanos eredményeket is bemutatni.

A dolgozat harmadik része bizonyos parkettéazasi problémak didaktikai
szempontu elemzését tartalmazza. Roviden bemutatom az tn. felfedeztetd
matematikatanitast, mint oktatasi stratégiat, majd ennek szempontrendsze-
rét felhasznalva egy Gsszefiiggd feladatsor lehetséges feldolgozasat targyalom.
A fejezetben egyebek kozt kitérek a tanuloknak nyujthato segitségek, a diakok
altal feltett kérdések, illetve a feladataink megfogalmazéasanak jelent&ségére.

A diplomamunka elkészitése soran tamaszkodtam az Irodalomjegyzékben
is szerepl6 — f6ként angol nyelvii — szakirodalomra, valamint a tanitési fejezet
esetében nem csekély mértékben sajat tapasztalataimra, melyeket kiillonb6z6

,,,,,

ben diakként, részben pedagodgusként — szereztem.
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1. fejezet

Alapfogalmak

1.1. Tavolsag, egybevagosag

A végtelen sakktéblara (amelyet a rovidség kedvéért gyakran csak siknak fo-
gunk nevezni) Z x Z-ként gondolunk, igy minden mez6 két egész szammal,
a koordinataival jellemezhets. A kdnnyebb érthetéség miatt a koordinata-
rendszer vektorai helyett idénként hasznalni fogom a foldrajzi iranyokat (pl.
délkelet, DK), melyeket gy kell érteni, hogy az y tengely pozitiv iranyat
tekintjiik északinak. A sikbeli alakzatok Z x Z részhalmazai lesznek. A me-
z6k kozotti tavolsag az a minimalis lépésszam lesz, ahény lépésben a kiraly
a sakktédblan el tud jutni az egyik mezérél a masikra. Ez éppen a mezdk

megfelels koordinatai kiillonbségeinek maximuma.
1.1.1. Definici6é. Az X(a,b), Y(c,d) € Z x Z pontok tdvolsigan a
d(X7 Y) = max(|a - C|a |b - d|)

szamot értjik.
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Az alakzatok tavolsagat az egyméshoz legkozelebb esé mez6ik tavolsaga-

ként hatérozzuk meg.
1.1.2. Definicié. Az A, B C Z x Z nemaires alakzatok tdvolsdgdn a
d(A, B) = min{d(z,y) |z € A,y € B}
szdmot értjiik. Az tires halmaz barmely alakzattol vett tdvolsdgdt oco-nek te-
kintyiik.

1.1.3. Definicié. Az A alakzat dtmérdje a mezdi kézitt fellépd legnagyobb
tavolsdg:

d(A) := max{d(z,y) | x,y € A}.
1.1.4. Definicié. Eqy x mezd r sugari kornyezetén a
B(z;r) ={2€ZxZ|d(z,z) <r}
halmazt értjik. Ez éppen egy (2r — 1) x (2r — 1)-es négyzet.

Amikor egy A alakzattal parkettazunk, azon altaldban azt értjiik, hogy
a vele (euklideszi értelemben) egybevagd alakzatokkal fediink le egy méasik
alakzatot. Emiatt gyakran van sziikségiink az 0sszes A-val egybevago alakzat

halmazara.

1.1.5. Definicié. Egy A alakzat osztalydnak nevezziik és (A)-val jeloljik az

A-val euklideszi tdvolsdg szerint eqybevdgo alakzatok halmazdt.

Idénként tobbféle alakzat hasznalatat is megengedjiik a parkettazéshoz,
ezért bevezetiink egy jelolést tobb alakzat osztalyainak unidjara is, hiszen

ilyenkor ebbdl a halmazbol valogathatunk elemeket.
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1.1.6. Definicidé. Legyen H alakzatok halmaza. Ekkor a H dltal generdlt

elemkészletnek nevezzik a

halmazt.

Eszrevehetd, hogy ({A}) = (A), ennek mintajara az elemeik felsorolasaval
megadott halmazok esetében a generdlt elemkészlet jelolésében elhagyjuk
a kapcsos zarojeleket: ({Aq, As, ..., Ax}) helyett (A, Ag, ..., Ag)-t irunk a
tovabbiakban.

Az alabbiakban néhany fontos elemkészletet definialunk:
1.1.7. Definici6. A legfontosabb elemkészletek:

o £:=({(0;0)})

az eqységnégyzetek halmaza.

o Rap:=({(z,y) [ 0<2 <a, 0<y <b})

az a X b-s téglalapok halmaza.

o R:=|{Rup|a,beZ"}

az dsszes téglalap.

o L= Ls:=({(0;0),(0;1),(1;0)})

az L-triomindk halmaza.

o T, := ({(0;0),(1;0),(1;1),(2;0)})

a T-tetromindk halmaza.

o U:=P(P(Zx 7))

az 0sszes alakzat halmaza.
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1.2. Parkettazhatosag

1.2.1. Definicié. Az A alakzat parkettdizhato a H halmaz elemeivel (1é-
viden H-parkettdzhatd), ha megadhats olyan B C H halmaz, hogy B elemei

pdronként diszjunktak, és eqyesitésiik kiadja A-t.

1.2.2. Jel6lés. A H halmaz elemeivel parkettazhato alakzatok halmazdt

P[H]-val jelolyiik.

Vegyiik észre, hogy az A = () halmaz tetsz6leges H halmaz elemeivel
parkettazhato. Egységnégyzetekkel pedig barmilyen alakzatot tudunk par-
kettazni.

Bevezetiink egy jelolést az adott szami H-beli alakzattal parkettazhato

alakzatok halmazéra is.

1.2.3. Jelolés. Legyen k egy természetes szam, vagy a oo szimbolum. Ekkor
jelélje PE[H] azon A alakzatok halmazdt, melyekre megadhatd olyan B C H,

|B| = k halmaz, hogy B elemei paronként diszjunktak, és | J B = A.

Speciélisan tetszoleges H-ra P°[H] = {0}, ¢s P'[H] = H.

A parkettazhatosagnak nyilvan sziikséges feltétele, hogy a parkettazandé
alakzat mérete tobbszorose legyen parkettaink méretének, illetve ha a tobb-
féle parkettat hasznalunk, akkor a méretek legnagyobb kozos osztojanak. Fzt

fogalmazza meg az alabbi allitas:

1.2.4. Allitas. Teqyiik fel, hogy a H halmaz minden X elemére teljestil, hogy
X wvégtelen, vagy | X| oszthatd d-vel. Ekkor, ha A € P[H], akkor A végtelen

vagy d osztdja | Al-nak.
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Tegyiik fel, hogy egy A alakzatot kiparkettaztunk a H halmaz elemeivel.
Ha az elemkészletiink az Osszes, a felhasznalt elemekkel egybevagd elemet is
tartalmazza, akkor nyilvan az 6sszes A-val egybevagd alakzat is parkettazhato
ezzel az elemkészlettel, hiszen az egybevagosag a parkettazast is atviszi. Ezzel

a kovetkezd allitast lattuk be:
1.2.5. Allitas. Ha A € P[H], akkor (A) C P[(H)].

Egy nagyobb alakzat adott elemekkel torténs parkettdzhatosaganak iga-
zoldsdhoz gyakran felhasznaljuk, hogy néhany kisebb alakzatot mar ki tud-
tunk rakni az adott elemekkel. A mar kirakott alakzatokat is tekinthetjiik
egy-egy ujabb parkettanak. Az alakzatok halmazai k6zotti parkettazhatosagi

relécié tehat tranzitiv.

1.2.6. Allitas. Legyenek X,Y, Z alakzatokat tartalmazoé halmazok. Ekkor ha

X CPIY] ésY CP[Z], akkor X C P[Z].



2. fejezet

Parkettazas és szinezés

2.1. Az L-triominé és a lyukas téglalapok

A poliomindk (a végtelen sakktabla olyan alakzatai, amelyek sszefiiggGek
abban az értelemben, hogy barmely két mez6 kézott van ut egymashoz csatla-
kozo6 élszomszédos mezskbol) fogalmat Solomon Golomb vezette be. [1] Té6le

szarmazik az alabbi (viszonylag kozismert) tétel is [2]:

2.1.1. Tétel. Ha egy 2™ x 2™-es négyzet eqy tetszdleges mezdjét elhagyjuk,

akkor a maradék parkettdizhato L-triominokkal.

B1zONYITAS. Teljes indukcioval. Az n = 0 esetben az egyetlen mez6 elha-
gyasaval az lires halmaz marad vissza, amely (barmivel, igy L-triominokkal is)
parkettazhato. Tegyiik fel, hogy valamely n-re mar belattuk az allitast. Egy
2nF1l x 2" +leg négyzet 4 db 27 x 2"-esre vaghato fel, amelyek egyikében van
az elhagyott mezd. Helyezziink le egy L-triominét gy, hogy a maéasik harom

négyzetbdl egy-egy mezét fedjen le. A 2.1. dbra az n = 2 esetet szemlélteti,

13
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ehhez teljesen hasonlbéan jarhatunk el az altalanos esetben.

2.1. abra. Golomb tételének bizonyitasa (n = 2)

Ekkor mind a 4 négyzetbdl 1-1 mez6 hidnyzik, igy ezek az indukcios fel-
tevés szerint parkettazhatok L-triominokkal. Mivel a teljes 27+ x 27tl_eg
négyzet az 1 darab L-triomind, és a 4 darab hidnyos négyzet diszjunkt uni-
6ja, ezért 6 maga is parkettazhato. Vagyis az allitds n + 1-re is igaz, ezzel a

tételt belattuk. [ ]

Adodik a kérdés, hogy vajon milyen mas alakzatokra mondhaté ki hasonlo
allitas. Ha L-triominokkal parkettazunk, akkor nagyon sokféle alakzat létezik,
amelyeknek barmely mez§jét elhagyva a maradék parkettazhaté. Ennek a

tulajdonségnak kiilon nevet is adunk.

2.1.2. Definicié. Az A nem tires alakzat Ly -tulajdonsdgi, ha barmely me-

zdjét elhagyva a maradék parkettizhato L-triominokkal, azaz ha
VXeE XCA: A\ X ePlL)].
Mar meglévé Li-tulajdonsagu alakzatokbol kénnyt tijabbakat késziteni.

2.1.3. Allitas. Ha A és B Ly-tulajdonsdgi alakzatokra AN B € E, akkor

AU B is Li-tulajdonsdgii.
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B1zONYITAS. Hagyjunk el egy  mez6t AU B-b6l. Ha x € A, akkor az A-bol
megmaradt részt kiparkettazhatjuk, és B\ A = B\ (ANB), ANB € E
miatt B\ A is parkettazhato. Hasonloan, ha x € B, akkor elsbb B-t, majd

A\ B-t parkettazhatjuk. [ |

0

L

2.2. abra. Lq-tulajdonsagu alakzatok

A 2.2. 4bra néhany példat mutat L,-tulajdonsagu alakzatokra. Ezek koziil
a felsd kettd megkaphato 2 x 2-es négyzetek Osszeillesztésével az elbbi allitas
szerint, az als6 kettd viszont nyilvanvaléan nem. Igy itt az Li-tulajdonsag
megléte csak a kiillonboz6 esetek vizsgalatdval bizonyithato. Ez arra utal,
hogy nagyon sokféle L;-tulajdonsagu alakzat létezik, ezek teljes leirasa igen
nehéznek tinik.

Az Li-tulajdonsagu téglalapok halmaza viszont pontosan meghataroz-

hato:
2.1.4. Tétel. Az Li-tulajdonsdgi téglalapok pontosan az aldbbiak:
e 2x2

o B3k+1)x (3+1), aholk>1,1>1
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o (3k+2) x (31+2), aholk >2,1>2.

B1zoNYITAS. Nyilvan csak olyan téglalap lehet L;-tulajdonsagi, amely-
nek a teriilete 3-mal osztva 1 maradékot ad. Ebbél kdvetkezGen vagy mindkét
oldal hossza 3k + 1, vagy mindkét oldal hossza 3k + 2 alaku.

A 2x (3k+2) esetben, ha k > 2, hagyjuk el a 3. oszlop alsé mezgjét. Ekkor
barhogyan illesztiink egy L-triominét ugyanezen oszlop felsé mezGjére, a bal

szélen egy 2 X l-es vagy 2 X 2-es nem parkettazhaté tartomany keletkezik.

X

X

2.3. abra. A 2 x (3k + 1)-es téglalapok nem L;-tulajdonsaguak

Az 5 x (3k + 2) esetben hagyjuk el a 2. oszlop kozépss mezdjét. Ekkor
béarhogy illesztiink egy L-triominot az 1. oszlop kozéps6 mezGjére, a bal also

vagy a bal fels§ sarokra méar nem tudunk L-triominét tenni.

X] X

2.4. abra. Az 5 x (3k + 2)-es téglalapok nem L;-tulajdonsaguak

A fennmaradé téglalapok Li-tulajdonsaganak belatasahoz elGszor bebi-

zonyitjuk az aldbbi lemmét:
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2.1.5. Lemma. Ha egy a X b-s téglalap (a > 4, b > 7) Li-tulajdonsdgui,

akkor az a x (b+ 6)-os téglalap is Ly-tulajdonsdgi.

LEMMA BIZONYITASA. Mivel a > 1, ezért a elGall 2-esek és 3-asok
Osszegeként. Emiatt egy a X 6-os téglalap feloszthatd 2 x 6-os és 3 x 6-0s
téglalapokra, melyek kiilon-kiilon parkettazhatok L-triominokkal. Igy min-
den a x 6-os téglalap is parkettazhato. Ha most egy a x (b+ 6)-os téglalapbol
elhagyunk egy mez6t, az vagy a bal, vagy a jobb szélsé a x b-s téglalapba esik.
Ezek a széls6 téglalapok a feltételek szerint Ly-tulajdonsaguak, a fennmaradé
rész pedig a x 6-o0s, igy parkettazhato. Kovetkezésképpen az a x 6-os téglalap

is Li-tulajdonsag. O

L)L
a;ﬁ a

2.5. abra. Elég nagy Li-tulajdonsagu téglalapok egyik oldalat 6-tal novelve

is Li-tulajdonsagu téglalapot kapunk

A 4 x 4-es téglalap Li-tulajdonsiga kovetkezik a 2.1.1. tételbdl. Ha egy
4 x 7 téglalapbol elhagyunk egy mez6t, akkor az vagy a bal, vagy a jobb szélsé
4 x 4-es részbe esik. Ez a széls§ tartomany Li-tulajdonsagu, a fennmarado
3 X 4-es rész pedig parkettazhatd L-triomindkkal, igy a teljes maradék rész

parkettazhato. Hasonloan, ha egy 4 x 10-es téglalapbol elhagyunk egy mezét,
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akkor az vagy a bal, vagy a jobb széls6 4 x T-es részbe esik. Ez a széls6
tartomany L-tulajdonsagi, a fennmarado6 3 x 4-es rész pedig parkettazhato
L-triominokkal, igy a teljes maradék rész parkettazhato.

Vizsgéljuk most a 7 x 7-es négyzetet. Barhol is van az elhagyott mezd, az
kiegészithets egy L-triominoval egy 2 X 2-es négyzetté gy, hogy (esetleges
forgatassal és tiikkrozéssel) a 2.6. dbran lathato 3 eset valamelyikét kapjuk,

ahol a fennmarado részek parkettazasa is lathato. Végiil tekintsiink egy 7x 10-

[T [ ] [
[ ’_1 J—I Xll
J_J’_l ::I_I_J_r_l_

2.6. abra. A 7 x 7-es négyzet parkettazasa a lyuk helyzetétsl fliggGen

es téglalapot. Ha ebbdl elhagyunk egy mez6t, az vagy a fels6, vagy az also
4 x 10-es részbe esik. Lattuk, hogy ez Li-tulajdonsagi, a fennmarado6 3 x 10-
es rész pedig L-triominokkal parkettédzhato, igy a 7 x 10-es téglalap is L;-
tulajdonsagu.

A 4 x 7 és 4 x 10-esek Lq-tulajdonsagabol teljes indukcioval és a 2.1.5.
lemma alkalmazéaséval megkapjuk a 4 x (31 + 1)-es téglalapok L;-tulajdonsé-
gat. Ugyanigy a 7 x 7 és 7 x 10-esek Li-tulajdonsagabol kovetkezik az Osszes
7 x (31 4 1)-es téglalapé. Végiil a 4 x (3l + 1) és 7 x (31 4+ 1)-esekébdl ismét
csak a 2.1.5. lemma tobbszori alkalmazaséval megkapjuk, hogy £ > 1,1 > 1
esetén a (3k + 1) x (31 + 1)-es téglalap is L;-tulajdonsagu.

Hasonloé gondolatmenet alkalmazhato a (3k +2) x (314 2) esetben. Ekkor

a 2 X 2-es és a 8 x 8-as Li-tulajdonsiga kovetkezik a 2.1.1. tételbsl. A 8 x 11-es
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esetben a lyuk vagy a bal vagy a jobb széls§ 8 x 8-asban van, és a maradék
8 x 3-as téglalap parkettazhato. Innen a 2.1.5. lemma felhasznalaséaval meg-
kapjuk a 8 x (3l + 2)-esek L;-tulajdonsagat. A 11 x 1l-es esetben a lyuk
valamelyik sarokhoz tartozo 7 x T-es részbe esik, amely L;-tulajdonsagu, a

fennmaradé L alaku sav pedig parkettazhato (1d. 2.7.abra). Igy a 11 x 8-as

Jj

||

L

ToT,
ool

2.7. abra. 11 x 11-es négyzet széleinek parkettazasa

és a 11 x 1l-es is L;-tulajdonsagi, amibsl adodoan minden 11 x (31 + 2)-es
is. Vegiil a 8 x (314 2)-es és a 11 x (31 +2)-es miatt (ismét csak 2.1.5. lemma)
k > 2,1 > 2 esetén valamennyi (3k + 2) x (3] + 2)-es téglalap is L;-tulajdon-

sagu, ezzel a 2.1.4. tételt belattuk. |

A fentiekben targyalt probléma megtalalhaté Donald E. Martin [3] kony-
vében. Felmeriil azonban a kérdés, hogy mi a helyzet, ha a téglalapokon nem
egy, hanem tobb lyukat is szeretnénk {iitni ugy, hogy ezek tetszdleges elhe-
lyezkedése esetén a maradék parkettazhatod legyen. Ha azonban egy téglalap
egyik csticsa kozelében a sarokmezd 2 szomszédjat tavolitjuk el, akkor a ma-
radék biztosan nem lesz lefedhetd L-triominokkal (s6t semmilyen maés, az

egységnégyzettdl kiillonbozs poliominoval sem).
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Ugyanakkor ha eléirjuk, hogy a lyukak nem lehetnek egymas mellett,

ujabb érdekes problémat kapunk.

2.1.6. Definici6. Legyen A eqy tetszdleges nem tires alakzat, X C A pedigm
darab, eqgymdssal csucsban sem érintkezd (azaz eqymdstol legaldabb 2 tavolsdgra
lévd) egységnégyzet unidja. Ha ilyen X létezik, és minden ilyen X-re A\ X
parkettizhato L-triomindkkal, akkor az A alakzatot Ly, -tulajdonsdgiunak

nevezzik.

A fenti definicié 6sszhangban van az Li-tulajdonsag definicidjaval, m = 0-ra
pedig éppen az A alakzat L-triominokkal valé parkettazhatésdgat kapjuk.

Utobbival kapcsolatban a kévetkezd tétel ismeretes (bizonyitést 1d. [3]) :

2.1.7. Tétel. A kxn-es téglalapok pontosan akkor Lo-tulajdonsdgiak, ha az

aldbbu feltételek teljestilnek:
e kn>1
e 3| kn
e ha kn pdratlan, akkor k,n > 3.
Ami az m > 1 eseteket illeti, a kdvetkezSket mondhatjuk:

2.1.8. Allitas. A 2 x 2me-es téglalapok L,,-tulajdonsdgiak.

B1zONYITAS. Felosztva a téglalapot n darab 2 x 2-es négyzetre, minden kis
négyzetben pontosan egy lyuknak kell lennie, amely mellé egy-egy L-triomi-

not helyezve megkapjuk a kivant parkettazast. |
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2.1.9. Allitas. Ha egy k x n-es téglalap Ly,-tulajdonsdgi, akkor
e kn=m mod 3

e ha van pdratlan hosszi oldal, akkor az legalabb 2m + 5 hosszisdgii.

BI1ZONYITAS. Az elsg allitds nyilvanvald, hiszen minden L-triominéval par-
kettdzhato véges alakzat mezGinek szdma oszthaté 3-mal. A mésodik allitast
igazolasahoz tegyliik fel, hogy n < 2m + 3 paratlan. Legyenek az X halmaz
elemei a 2. sor 3., 5., ..., 2m + 1. mezGi, esetleg néhany tovabbival kiegé-
szitve a 3. sortol lefelé. Vizsgaljuk a lyukak felett 1évé mezskre illeszthetd
L-triominokat. A 3. oszlop 1. mezdjére csak egyfélét tehetiink anélkiil, hogy

a bal fels§ sarokmez&t bezarnank. Emiatt viszont az 5. oszlop 1. mez§jének

lefedése is egyértelmd, igy a 7., ..., 2m + 1. oszlop 1. mezGjének lefedése is.
Ez viszont lefedhetetlenné teszi a jobb felsé sarokmezét. |
| v
?

XEX X

2.8. abra. L,,-tulajdonsagu téglalap paratlan oldala nem lehet 2m + 5-nél
rovidebb

Szamos eset vizsgalatéval, és az Li-tulajdonsagu téglalapok felhasznalé-

saval igazolhatd, hogy nem a 2 X 4-es az egyetlen példa Lo-tulajdonsagra.
2.1.10. Allitas. A 8 x 10-es téglalapok Lo-tulajdonsdgiak.

Valoszintileg altalaban sem csak a fent megadott trivialis példa létezik.
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2.1.11. Sejtés. Minden m-re létezik a 2 X 2m-eseken kiviil is L,,-tulajdon-

sagu téglalap.

S6t, még talan az is igaz, hogy minden elég nagy, megfelel§ teriiletd tég-

lalap L,,-tulajdonsag.

2.1.12. Sejtés. Minden m-re léteznek olyan K és N egészek, hogy minden
k> K, n > N esetén ha kn = m mod 3, akkor a k X n-es téglalapok

L, -tulajdonsdgiak.

2.2. Lyukak és szinezések

Cseréljiikk most ki az L-triominét mas alakzatra, és nézziik meg, hogy te-
hetiink-e igy hasonlé allitdsokat. Mivel az egységnégyzettel minden alakzat
parkettazhato, igy trivialisan barmely alakzatbol akarhogyan elhagyva mezs-
ket (nem is kell megszoritas a tavolsagra), a maradék mindig parkettazhato
egységnégyzetekkel. Erdekesebb a helyzet az 1 x 2-es dominéval, ahol azonban

az eredmény éppen ellentétes:

2.2.1. Allitas. Bdrmely, legaldbb 2 mez6bél dllé véges alakzatbol elhagyhato

1 mezd gy, hogy a maradék ne legyen parkettdizhato 1 X 2-es dominokkal.

BI1ZONYITAS. Szinezziik ki alakzatunkat a sakktébla-szinezés szerint. Hagy-
junk el egy tetszdSleges fehér mezét. Ha a maradék nem fedhetd le 1 x 2-es
dominokkal, készen vagyunk. Ha lefedhets, akkor koztiik ugyanannyi fekete
és fehér mez6 van, hiszen minden dominé egyet-egyet fed le belgliik. Tegyiik

vissza az eredetileg elhagyott mezst, és vegyiink el helyette egy fekete szintit.
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Ekkor a maradékban biztosan nem egyenld szamu fekete és fehér mezdé van,

tehat nem parkettazhato. |

A fenti bizonyitas a dominé sakktabla-szinezésre vonatkozd invarians-
tulajdonsigén alapult, vagyis hogy mindig pontosan 1 fekete és 1 fehér mezét
fed le. Az allitas igy altalanosithaté minden olyan alakzatra, st alakzatok
halmazara is, amely rendelkezik valamilyen hasonlé szinezéses tulajdonsag-

gal.

2.2.2. Definici6. Legyen S; és Sy a végtelen sakktabla, azaz 7 x 7 két nem
tres, diszjunkt részhalmaza. Tegyik fel, hogy eqy H alakzatokat tartalmazo
halmazra teljesiil, hogy barmely H-beli alakzat pontosan ugyanannyi Sy €és

So-beli mezdt fed le, azaz
VBe H : |BNSi| =|BNS,.
FEkkor azt mondjuk, hogy (S1,52) invaridns szinezés H-hoz.

Egyetlen rogzitett A C Z x 7 alakzat esetén nincs értelme az invarians szi-
nezést vizsgalni, igy az ,,(S1, Se) invarians szinezés az A alakzathoz” kifejezést
arra fogjuk hasznalni, amikor a szinezés a H = (A) halmazhoz invarians.

Nyilvanvalo, hogy ha H-hoz (S, Sy) invarians szinezés, akkor az H-val
parkettazhato alakzatok is mind ugyanannyi Si-beli mez6t tartalmaznak,

mint S»-belit.

2.2.3. Allitas. Legyen H sikbeli alakzatok halmaza, amelyhez létezik (Sy, Ss)

invaridns szinezés. Ekkor barmely B € P[H] véges alakzatra teljesiil, hogy



2.2. LYUKAK ES SZINEZESEK 24

A kovetkezd tétel azt mondja ki, hogy ha egy alakzathoz van invaridns
szinezés, akkor nem fogunk talalni hozzé olyan alakzatot, amelyet barhogyan

lyukasztva parkettdzhatnank az eredetivel.

2.2.4. Tétel. Legyen H sikbeli alakzatok halmaza. Tegyiik fel, hogy létezik
(S1,52) szinezés, amely invariins H-hoz. Ekkor barmely legaldbb 2 mezdbdl
allo X wvéges alakzatbol elhagyhato eqy mezd ugy, hogy a maradék ne legyen

parkettazhato H-val.

B1zoNYITAS. Nyilvan elegendd egy X-szel egybevago Y-ra belatni az allitast.
Legyen Y € (X) olyan, hogy Y NSy # (). Vegyiink egy z mezét Y N S;-bél,
ekkor ha Y\ {z} & P[H], akkor készen vagyunk. Ha viszont Y \ {z} € P[H],
akkor

(Y\{zH) 0S5 = [(Y\{z}) NS,

jelolje ezt a kozos értéket s. Valasszunk most egy 2z’ mez6t Y-bol, amely azon-
ban nem S;-beli. Ilyen mezének 1éteznie kell, ugyanis ha ¥ minden mez&je

S1-beli lenne, akkor

YA{H =Y\ {z}) NS # (Y \ {z}) NS =0
teljesiilne, ami ellentmondas. Igy viszont
(VAL NS> (YA {z}) NS =5,
mivel 2’ nem Si-beli, z viszont igen. Ugyanakkor

(VAL NS <Y\ {z}) NSl =,
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mivel z nem Ss-beli. Osszevetve

(Y\{ZD)NS] > s > [(Y\{Z})N S|, tehat
(Y\N{ZH NS # (Y \{Z'H)N S

Igy (Y \ {#'}) nem parkettéazhatéo H-val, amivel az allitast belattuk. [ |

2.2.5. Kovetkezmény. Az L-triomindhoz nem adhaté meg invaridns szine-

2E€S.

Mivel az egységnégyzet kivételével valamennyi téglalaphoz van invarians
szinezés, a 2.2.4. tétel kizarja, hogy ezek barmelyikével az L-triominés allitéa-
sokhoz hasonlot kapjunk. A legkisebb poliominé az L-triominé utéan, amely-
hez kénnyen végiggondolhatéan nincs invarians szinezés, a T-tetrominé. Ez
egy példat szolgéaltat arra, hogy 2.2.2. definiciéban szereplénél gyengébb in-
varidns tulajdonsag is elég a tetszéleges elhagyott mezd melletti parkettéaz-

hatosag lehetetlenségéhez.

2.2.6. Tétel. Nincs olyan alakzat az eqységnégyzet kivételével, amelybdl tet-

szdleges mezdt elhagyva a maradék lefedhetd T-tetrominokkal.

B1zoNYITAS. Tekintsiik a szokasos sakktabla-szinezést. Minden egyes T-te-
trominé paratlan sok fekete és paratlan sok fehér mezét fed le. Ez azt jelenti,
hogy barmely P|[Ty]-beli alakzat fekete és fehér mezsinek szama azonos pa-
ritasu.

Tegyiik fel, hogy létezik a feltételek szerinti A alakzat, ahol |A| = 4k + 1
és k > 1. Ekkor ez nyilvanvaldéan tartalmaz mindkét szinbél mezét, és tet-

sz6leges mezGjét elhagyva azonos paritéssal kell fekete és fehér mezSknek
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maradnia. Igy A-ban a fekete és fehér mezdk paritasa eltérs. Ha k paratlan,
akkor hagyjunk el egy olyan mezét, amelybdl paratlan sok van. Igy a maradék
részben mindkét szinbdl paros sok lesz, amit nem lehet k& darab, azaz péarat-
lan sok tetrominéval parkettazni. Hasonléan, ha k paros, akkor hagyjunk el
egy olyan mez6t, amibdl paros sok van. A fennmaradé paratlan sok fekete
és paratlan sok fehér mez6t nem parkettazhatja paros sok T-tetrominé. Ez

ellentmondés, tehat a feltételek szerinti A alakzat nem létezhet. |

Mindenesetre tovabbra is nyitott a kérdés, hogy van-e még az L-triomi-

nohoz hasonlé tulajdonsagu alakzat.

2.2.7. Kérdés. Van-e olyan B alakzat, amelyhez taldlhato az eqységnégyze-

tektdl kilonbozd A alakzat, hogy tetszdleges x € A mezdre

A\{z} e PB] 7

2.3. A végtelen sakktabla parkettazasai

Ebben a szakaszban a korédbbi problémak olyan valtozataival foglalkozunk,
ahol a parkettazando teriilet végtelen, gyakran a teljes sik. A 2.1.6. definicid
végtelen alakzatokra is értelmes, azonban ennél tovabb is mehetiink, és m
darab lyuk helyett rogton végtelen sokat is megengedhetiink. Itt is érdemes
azonban feltenni, hogy ezek nem lehetnek szomszédosak, hiszen 4 csticsban

érintkezd lyukkal rogton levalaszthatnank egy egységnégyzetet a sikbol.

2.3.1. Definici6. Legyen A egy végtelen alakzat, X C A pedig olyan, hogy

barmely két mezdjének tdvolsdga legaldbb 2. Ha minden ilyen X részhalmazra
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A\ X parkettizhato L-triomindkkal, akkor az A alakzatot Le.-tulajdonsd-

gunak nevezzik.

2.3.2. Allitas. Ha az Ay, As, ..., A, alakzatok diszjunktak és Lo -tulajdon-

sagiak, akkor A = |J A; is Leo-tulajdonsdgi.
i=1

A kovetkez§ tétel kimondja, hogy a végtelen sakktabla L. -tulajdonsagu.

2.3.3. Tétel. Legyen X C Z X Z olyan, hogy barmely két kiilonbozd X -beli

pont tdvolsdga legaldbb 2. Ekkor 7. x Z.\ X parkettdzhato L-triomindkkal.

BIZONYITAS. Az allitast a teljes sik helyett az N = {(a,b) | a > 0,b > 0}
negyedsikra latjuk be, ami elég, hiszen a sik elGall a 4 egybevagd diszjunkt
negyedsik uni6jaként. Egy algoritmust fogunk megadni, amely végigmegy
a negyedsik mez6in, és minden még nem lefedett mezére lehelyez egy L-
triominot.

A negyedsik mez6it az ENy-DK iranyt atlok mentén haladva megsorsza-

mozzuk (lasd abra). Igy az (a,b) mezd sorszama éppen

s(a,b) == (a+b)(a2+b+ D +a

lesz (lasd a 2.9. abréat).

Az atlés L-triomindé algoritmus a kovetkezs: az n-edik lépésben az
s(a,b) = n sorszamu mezGvel foglalkozunk. Ha ez X-beli, akkor ebben a
lépésben nem kell tenni semmit. Ha nem X-beli, akkor vizsgaljuk a ra il-
leszkedd L-triomindk kozil azokat, amelyeknél mindhédrom mez6 sorszama
legaldbb n. Legfeljebb 4 ilyen létezhet, ezek kozott tekintsiik a 2.10. dbran is

lathat6 sorrendet:
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2.9. dbra. A negyedsik mez&inek sorszamozasa

Koordinatak Sorszamok
1. {(a,b),(a+1,b—1),(a+1,0)} (n, n+1l, nta+b+2)
2. {(a,b),(a,b+1),(a+1,b)} (n, n+a+b+1, nta+b+2)
3. {(a,b),(a,b+1),(a+1,b+1)} (n, nta+b+1, n+2a+2b+4)
4. {(a,b),(a+1,b),(a+1,b4+1)} (n, nta+b+2, n+2a+2b+4)

Eszrevehets, hogy a sorszamokat tekintve ez éppen a szamharmasok lexi-
kografikus sorrendje. Vegyiik a fenti sorrendben leghamarabb szereplé olyan
triominét, amelynek a méasik két mezGje még szabad, azaz nem X-beli és nem
fedi korabban lerakott triominé. Ezt a triominét helyezziik le, majd lépjiink
a kovetkezs sorszamu mezdre.

Be kell latnunk, hogy minden lépésben, ha nem X-beli mezén vagyunk,

akkor tudunk L-triominot valasztani. Eszrevehetd, hogy ha az

n+a+b+1l, n+a+b+2 n+2a+20+4
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1. .5 3. 4.

2.10. abra. Az atlos L-triominé algoritmus preferencia-sorrendje az n-edik

lépésben

sorszamu mezGk koziil barmely ketts szabadon van az n-edik 1épésben, akkor
a 2.10. abran a 2-4. triominok valamelyike biztosan lehelyezhetd. Nevezziik
tetszéleges n esetén a fenti 3 sorszammal megjelolt mez6t az n-edik mezd
eléterének. A 3 mez6 koziil legfeljebb 1 lehet X-beli, igy elég belatni, hogy

a korabban lehelyezett triominok nem fedhetik a fenti mezdk egyikét sem.

2.3.4. Lemma. Az dtlos L-triomino algoritmus csak olyan L-triominckat

helyez le, amelyek nem nyilnak bele még nem lefedett mezdk eldterébe.

LEMMA BIZONYITASA. Ha az algoritmus az n-edik lépésben a 2.10. abra
1. triominojat valasztja, akkor az n-nél nagyobb sorszamuak koziil egyediil
az (n+ 1)-edik mez§ elGtere érintett, Am 6t magat is lefedi a triomino, igy az
allitas nyilvanvaloan teljesiil. Ha az algoritmus a 2. triominét valasztja, akkor
az (n+ a+ b+ 2)-edik mezd szerepel az (n + 1)-edik mez6 eléterében. De az
(n+ 1)-edik mez6 ekkor nem lehet szabad, ugyanis ekkor az eljaras az 1. trio-
minét valasztotta volna. A 3. tipust triominé esetén az (n+ 2a+ 2b+ 4)-edik

mez6 szerepel az (n+ a + b+ 2)-edik mez§ elterében. De az (n+a+ b+ 2)-
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edik mez6 ekkor nem lehet szabad, ugyanis ekkor az eljaras az 1. vagy a
2. triominot valasztotta volna. Végiil a 4. tipust triominé vélasztasakor az
(n + a+ b+ 2)-edik mez6 szerepel az (n + 1)-edik mezd elGterében, valamint
az (n+2a+ 2b+4)-edik mez6 szerepel az (n+a+ b+ 1)-edik mez6 elGterében.
Am az (n + 1)-edik mez6 nem lehet szabad, mert ekkor az algoritmus az 1.
triominot valasztotta volna, és az (n+a+ b+ 1)-edik mez§ sem lehet szabad,

hiszen kiilonben eljarasunk a 2. triomindt valasztotta volna. U

Kezdetben nyilvan minden mezd el6terébdl legfeljebb 1 mezd foglalt (X
elemei), és a lemma szerint az algoritmus a szabadon 1évé mezdk esetében
ezen nem is valtoztat. Ebbdl kévetkezGen mindig lehelyezhets a legkisebb
sorszamu szabad mezdre egy L-triominé, ezzel a atlos L-triominé algoritmus

helyességét és igy a 2.3.3. tételt belattuk. |

2.3.5. Megjegyzés. Az algoritmus az negyedsiknak csak az aldbbi hdrom

tulajdonsdgat haszndlja ki:

1. Van olyan ENy-DK irdnyi dtlo, amelytél délre mdr nincs mezdje a

parkettizando alakzatnak.

2. Minden ENy-DK irdnyi dtlo csak véges sok parkettdzandd mezdt tar-

talmaz.
3. Ha egy mezd benne van a parkettazando halmazban, akkor az eldtere is.

Igy minden ilyen tulajdonsdgi alaphalmazra is miakodik ugyanez az eljdrds

(nyilvan annak sincs jelentdsége, hogy melyik dtlds irany a kiemelt). Kévet-
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kezésképpen az ilyen alakzatokkal eqybevdgo barmilyen alakzat, valamint ezek

unioja 18 Loo-tulajdonsdgi.

Vajon az L-triominé helyett més alakzatot is vehetiink? Nyilvan az, hogy
a lyukak (vagyis az X halmaz mez6i) viszonylag kozel lehetnek egymashoz,
eléggé lecsokkenti az esélyét annak, hogy mas alakzathoz is talaljunk jo par-
kettazo algoritmust (vagy akéar csak bebizonyitsuk, hogy lehetséges a par-
kettazéas). De mi a helyzet, ha nagyobb téavolsagot koveteliink meg a lyukak
kozott? Azt gondolhatnank, hogy ha pl. barmely két lyuk tavolsdga legalabb
100, akkor egy kis alakzattal, példaul egy 1 x 2-es dominéval parkettazva
sosem akadunk el. Ez azonban nem igy van: az aldbbiakban bebizonyitjuk,
hogy az invaridns szinezéssel rendelkezé alakzatokkal valé parkettazhatosé-
got akdrmilyen tavoli lyukakkal el tudjuk rontani. E16bb azonban igazolunk

egy hasznos segédtételt:

2.3.6. Lemma. Tetszdleges Z C 7. X 7 véges halmazbol kivdlaszthato eqy Z'
részhalmaz gy, hogy barmely két killonbozd Z'-beli mezd tdavolsdga legaldbb

r, €S
(2r —1)2

LEMMA BIZONYITASA. Tegyiik fel, hogy Z’ C Z olyan, hogy barmely

két kiilonbo6z6 tavolsaga legalabb r és Z’ az ilyen részhalmazok kozott maxi-

malis elemszamu. Ekkor barmely Z \ Z’-beli mez§ mar r-nél kozelebb van 2’

valamely mezdjéhez. Ez azt jelenti, hogy a Z’-t6l legfeljebb r — 1 tavolsagra
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lévé pontok halmaza lefedi Z-t, azaz

Z C {z|d(Z' {z}) <r—1} = (J{z | d@y) <r -1}

yez'!

2l < [Uleld@y) <r =13 <12 (2r = 1)%,

yez'!
hiszen egy adott y mez6tdl legfeljebb r — 1 tavolsagra mezsk egy (2r — 1) x

(2r — 1)-es négyzetet alkotnak. A fenti egyenl6tlenséghdl

12|
-1 =7l

ezt kellett belatnunk. O

Lassuk most a parkettazas lehetetlenségét megmutato f6 tételt. Az alli-
tasban a parkettdk nem feltétleniil egybevagoak, csak annyit kotiink ki, hogy
legyen kozos invarians szinezésiik, és ne legyen tetszdéleges nagy atmérsja ko-
zottiik. Mivel adott atmérdvel csak véges sokféle alakzat 1étezik, az utobbi
feltételbsl kovetkezik, hogy a H parketta-halmaz csak véges sok kiilonb6zé

egybevagosagi osztalyba tartozo alakzatot tartalmazhat.

2.3.7. Tétel. Legyen H egqy sikbeli alakzatokat tartalmazo halmaz, R pozitiv

egész. Teqyiik fel, hogy az aldbbi feltételek teljestilnek:
o Létezik (S, S2) invaridns szinezés H-hoz.

o A H-beli alakzatok atmérdinek halmaza felilrdl korldtos:

dD € N, hogy VB € H esetén d(B) < D.

Ekkor megadhato olyan X C 7Z X 7. véges halmaz, hogy barmely két kilonbozo

X -beli mezd tavolsaga legaldbb R, és 7 x 7.\ X nem parkettizhaté H-val.
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B1zoNYITAS. Tegyiik fel indirekt, hogy a H halmazra teljesiilnek a fel-
tételek az (S, Ss) szinezéssel és D maximalis atmérdvel, de barmely X-re —
ahol a kiilonb6z6 X-beli mezdk tavolsaga legalabb R — Z x Z \ X parkettéz-
hato H-val. Nézziik ekkor egy tetszéleges x mezst, és koriilotte egy B(x,r)

kornyezetet. Legyen

a = |B(z,r)N 5|

b = |B(z,7)N Sy

ekkor a 2.3.6. lemma szerint B(x, )N S1-bdl kivalaszthato egy X részhalmaz

ugy, hogy legalabb @ =Rz darab, egyméstol legalabb R tévolsagra 1évé mez6t

1)?

tartalmaz. Hasonloan, B(x,r) N Se-bdl kivalaszthato egy legalabb 2R GRT?

darab mez6t tartalmazé X, halmaz, melyben barmely két mezd tavolsaga
legaldbb R.

Az indirekt feltevés szerint Z x Z\ X, € P[H], vegyiink egy parkettazast és
tekintsiik azon parkettak uniojat, amelyek belemetszenek B(z, r)-be. Jeloljik
ezt a halmazt Pj-gyel. Mivel az P;-beli parkettak legfeljebb D atmérdjtek, és
van B(z,r)-beli mezjik, ezért barmely mez§jik r + D-nél kizelebb van z-
hez, azaz P, C B(x,r+ D). Hasonloan vehetjiik Z x Z\ X, egy parkettazasat,
és ebbdl azokat a parkettakat, melyeknek van kozos mez6jiik B(x, r)-rel. Ezek
uniojat P-vel jelolve a fentihez hasonloan levezethetd, hogy P, C B(x,r+D).

Mivel Py, P, € P[H], igy a 2.2.3. allitas szerint
‘P1ﬂ51| == |leSQ| 2 |B({L’,T)ﬂ52| =b

és

|P2052|=|P2ﬂ51|2|B(x,r)ﬂSl|:a
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Ekkor viszont

|B(z,7+ D)N S| > |P NS+ [ X1] > b+ﬁ
és
B(z,r+ D) N S| = | Py 1 S| + [ Xa| > a + m+w’
amit osszegezve
B(z,r+ D)1 (S1USy)| > b+ﬁ‘iw+a+ﬁ _
= (a+10) <1+(2R—1—1)2>'

Legyen S = S; U S,. Igy a kovetkezd egyenlétlenséget kapjuk tetszdleges z

és R esetén:

|B(x,r+D)N S| > |B(x,r)NS|- (1—!—@).

Legyen most x € S és r = 1. Ekkor |B(z,1) N S| = [{z}| = 1, és a fenti

egyenlGtlenséget egymés utdn n-szer alkalmazva:

1 n
: > -
|B(z,1+n D)ﬁS|_(1+(2R_1>2) ;

ugyanakkor
|B(z,1+n-D)NS|<|B(x,1+n-D)| = (2nD + 1)
A fentiek alapjan minden n-re teljesiilnie kéne a

(1 + ﬁ)n < (2nD + 1)

egyenl6tlenségnek, de itt a bal oldalon egy 1-nél nagyobb szam n-edik hat-

vanya, mig a jobb oldalon n egy polinomja szerepel. Emiatt elég nagy n-re a
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bal oldali kifejezés értéke nagyobb lesz. Ez az ellentmondéas bizonyitja allita-

sunkat. [ |

A fenti gondolatmenet segitségével adott H és R esetén meg is konstru-
alhatjuk az X halmazt. Korabban emlitettiik azt a konkrét esetet, amikor
H = Ry5 az 1 x 2-es dominok halmaza, és R = 100. Ekkor a maximaélis
atmér6 D = 1 és szokasos sakktébla-szinezés megfelel invarians szinezésnek.

Igy elég olyan n-et talalni, amelyre az

<1 + ﬁ)n = (1 + 19192>n <(2n+1)*=(2nD + 1)

egyenlGtlenség nem teljesiil. Numerikus modszerekkel meghatérozhato, hogy

n = 2000000 valasztassal mar az exponencialis fiiggvény értéke a nagyobb.
Ez azt jelenti, hogy ha egy z fekete szini mez6 B(x,1 + (n — 1)D) =
B(x,2000000) kornyezetébdl (azaz egy 3999999 x 3999999-es négyzetbdl) el-
hagyunk annyi fekete mez6t, amennyit csak lehetséges tigy, hogy egymastol
legalabb 100 tavolsagra legyenek, akkor a fennmaradé rész mar nem parket-
tazhatd 1 x 2-es dominokkal.

Mivel az egységnégyzet kivételével minden téglalaphoz megadhatoé invari-

ans szinezés, igy H = R, ,-re ab # 1 esetén teljesiilnek a 2.3.7. tétel feltételei.

2.3.8. Kovetkezmény. Legyenek a, b pozitiv egészek, ab # 1. Ekkor tetszd-
leges R pozitiv egész esetén megadhato eqy olyan X C Z x Z véges halmaz,
hogy barmely két kilonbozd X -beli pont tdvolsdga legaldbb R, és 7. X 7\ X

nem parkettdizhato a x b-s téglalapokkal.

2.3.9. Megjegyzés. A 2.3.7. tétel altaldnosithato tetszdleges véges dimen-

zios térre. Ugyanis M dimenzios tér esetén a gondolatmenetben csak annyi
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vdltozik, hogy a 2.3.6. lemma m—es eqytitthatoja helyébe m lép, és
a B(z,1+n- D) kirnyezet (2nD + 1)M mez6b6l fog dllni. Azonban az ebbdl
adodo

(1 + ;)M)n < (2nD + 1)M

osszefiiggés tovdabbra is csak véges sok n-re teljesiilhet.

2.4. Tovabbi problémak

Ha egy-egy mez6 elhagyasa helyett olyan lyukakat készitiink, amelyek ugyan-
azzal a szinezéssel invaridns tulajdonsagiak, mint a parkettazo alakzat, akkor
maér lehet esélyilink a végtelen sakktédbla maradék mezsit parkettazni, feltéve,
hogy elég nagy hely marad a lyukak kozott. Az alabbiakban erre mutatunk

példat.

2.4.1. Tétel. Adott a végtelen sakktdblin tetszdleges szami (akdr végtelen
sok) 1 x n-es domind gy, hogy barmely kettd tdvolsiga legaldbb n. Ekkor a

fennmarado rész parkettazhato 1 x n-es domindkkal.

B1zONYITAS. Osszuk fel a sikot n x n-es négyzetekre. Az el6zetesen adott
1 x n-es dominok mindegyike legfeljebb 2 ilyen négyzetbdl foglalhat el me-
z6ket. Méasrészt, mivel tavolsaguk legalabb n, igy egy n X n-es négyzetnek
legfeljebb egyetlen 1 x n-es dominéval lehet metszete. Ha egy n x n-es négy-
zetbe nem 16g bele el6zetesen lerakott domind, akkor az nyilvanvalé moédon
parkettazhato n darab dominéval. Hasonloan, ha egy négyzet teljes egészében
tartalmaz elére lerakott domindét, akkor a maradék része tovabbi n — 1 do-

minéval parkettazhato. Végiil ha egy domind két négyzetbe is belelog, akkor
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XIXIX'X
X|
P S
X i
X 1
X[ X[XiX
N

2.11. 4dbra. Elére megadott 1 x 4-es téglalapok kiegészitése az altala érintett

4 x 4-es négyzetek parkettazasava

pedig a két négyzetbdl egyiittesen fennmarado rész parkettazhato. A 2.11.

abra n = 4-re mutatja a parkettazast mindharom esetben. |

Itt a tavolsag-korlatozas nem enyhithetd:

2.4.2. Tétel. A végtelen sakktablan megadhato véges sok 1 X n-es domind
gy, hogy barmely kettd tdvolsdaga legaldbb n — 1 és a fennmarado rész nem

parkettdazhato tovdbbi 1 X n-es dominokkal.

. ) i
= XX XX

n-2 n-2
X X2 XX~ X XXX
<-—---n----->
n-2 n-2

XX~ XX =2 ~ XIX]

2.12. abra. Konstrukeio a 2.4.2. tételhez

B1ZONYITAS. Az n = 2 eset nyilvanvalo, hiszen ekkor pl. korbezarhato egy

1 x 1-es négyzet. Ha n > 1, helyezziink el domindkat a 2.12. dbrén lat-
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hato mintéat folytatva. Lathato, hogy barmely két dominé tévolsaga legalabb
n — 1. Megmutatjuk, hogy ha elég nagy (de véges) teriiletre helyezziik le
igy a dominokat, akkor a fennmaradé rész nem lesz parkettédzhato tovabbi

ugyanilyenekkel.

X IXIX -~ XIX]

-
k+ 1

XXX | XXX X
n-k-2

2.13. dbra. A konstrukcio helyességének bizonyitésa

Nézziik a 2.13. dbran o-val megjelolt mez6t. Erre fekvs helyzetd domind
nem illeszthetd, igy all6 helyzetii dominonak kell 6t lefednie. Tegyiik fel, hogy
ez a dominé k sorral magasabban végzédik. Mivel az o-val jelolt mezé alatt
csak n—2 mez6 van szabadon, igy k£ > 1. Ekkor ennek a dominénak a legfelsé
mezGjétsl jobbra 16v6 mezdére nem illeszthets allo domind, tehat csak fekvs
fedheti le. Nézziik most az o'-vel jelolt mez6t. Ez hasonlo helyzetii o-hoz, ra
is csak allo dominé tehets. Viszont az el6bbi fekvé domind miatt o’ alatt csak
n—k—2 mezd szabad, igy az o'-re illeszkedd allo6 domino legalabb k+1 sorral

o felett végzadik.
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Ha ezt a gondolatmenetet o helyett most o’-vel megismételjiik, akkor azt
kapjuk, hogy van egy o” mez6, amelyet lefedd all6 dominé legalabb &k + 2
sorral o felett végzédik. Ezt ismételve az n — 2-edik alkalommal ellentmon-
dast kapunk, mert n — 1 sorral a megfelel6 mez6 felett mar nem végzédhet a
dominé. Ezzel belattuk, hogy a kimarado rész (elég egy n? x n*-es tartomanyt

vizsgalni) nem fedhetd le 1 x n-es dominokkal. [ |
A 2.4.1. tételnek egy véges valtozata is megfogalmazhato:

2.4.3. Tétel. Adott az an x bn-es sakktdbldn néhdany 1 x n-es domind gy,
hogy barmely kettd tdvolsaga legaldbb n. Ekkor a fennmarado rész parkettdz-

hatd 1 X n-es domindkkal.

BI1ZONYITAS. Az an x bn-es sakktéabla is feloszthato n x n-es négyzetekre.

Ezekre alkalmazhato a 2.4.1. tétel bizonyitasaban bemutatott parkettazas. B

Koénnyen végiggondolhato, hogy sziikséges az a feltétel, miszerint mindkét

oldalhossz oszthatd n-nel.



3. fejezet

Kétszemélyes parkettazoé jatékok

a végtelen sakktablan

3.1. A jaték leirasa

Az el6z6 fejezetben olyan problémakat vizsgaltunk, amelyekben egy-egy lyu-
kas tartomanyt kellett megadott alakzatokkal parkettazni. A | lyukak” elGre
megadott alakzatok (leggyakrabban egységnégyzetek) voltak, amelyek egy-
mastol vett minimalis tavolsagat elsirtuk. Eszreveheté azonban, hogy pl. a
2.3.3. tétel bizonyitasaban bemutatott atlos L-triominé algoritmus val6jaban
nem hasznélja ki, hogy el6re ismerjiik az 6sszes lyuk helyzetét: mindig csak
a soron kovetkezs mez6 egy kis kornyezetében (amelyet a mezd elGterének
neveztiink) vizsgéalta, hogy mely mezdk vannak méar lefedve, és ez alapjan
valasztott egy tjabb L-triominét. Igy a 2.3.3. tételben szerepls X halmazt
nem is kell el6re megvalasztani, akar béviteni is lehet ujabb mezdkkel (persze

a tavolsag-korlatozas betartasaval), mikozben a sik egy részét mar parkettéz-

40
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tuk.

Ezt a gondolatot altaldnositva elképzelhetiink egy kétszemélyes jatékot,
melyben az egyik jatékos (nevezziik Tamadonak) célja a végtelen sakktabla
parkettazésa, a masik jatékosé (nevezziik Védekezének) pedig ennek megaka-
délyozasa. A két jatékos felvaltva lép, egy lépés egy-egy alakzat lehelyezését
jelenti. Mindkét fél szamara kiilon-kiilon el6irjuk, hogy mely alakzatok koziil
valaszthatnak. Ezen feliil Védekez§ szamara elGirjuk, hogy az altala lerakott
alakzatoknak milyen minimalis tavolsagot kell tartani a sajat, illetve az el-
lenfele altal korabban lehelyezett alakzatoktol.

A fentiek formalis megfogalmazésahoz elGszor réviden bemutatjuk a két-
személyes, teljes informéacios, megszamlalhatoan végtelen jatékok egy lehet-
séges leirasat (b&vebben lasd pl. [4]-ben). Legyen A egy tetszéleges nem fiires
halmaz, a jaték alaphalmaza. A két jatékos felvaltva valaszt egy-egy elemet
az alaphalmazbol: a kezdd elGszor ap-t, majd a masodik a;-et, majd a kezdd
as-t, a masodik az-at stb. A jaték teljes informécios volta azt jelenti, hogy
minden pillanatban mindkét jatékos szamara minden korabbi lépés ismert.
Minden jatékmenetet egy-egy (ag, ai, as,...) sorozat ir le, jeloljiikk az Osszes
ilyen sorozat halmazat A“-val. A szabalyos véges lépéssorozatok S halmazarol
a kovetkezst tessziik fel: minden jatékhelyzetbdl, ahova szabélyos 1épésekkel
jutottunk, a soron koévetkezé jatékos tud szabalyosan lépni. Ez egyenértéki
azzal, hogy minden s; € S sorozat valamely mésik s, € S sorozatnak valodi
kezddszelete, és minden S-beli sorozat minden kezddgszelete is S-beli. Jelolje
[S] € A¥ az olyan végtelen sorozatokat, amelyek minden kezd@szelete S-beli,

ezek a szabalyos jatékmenetek. Egy jaték megadasdhoz minden szabalyos ja-
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tékmenetre meg kell adnunk, hogy ott melyik jatékos a gyéztes: legyen az
N C [S] gy6zelmi halmaz azon végtelen sorozatok halmaza, amelyek lejat-
szasa esetén a kezdd nyer. Egy A alaphalmazon S szabalyhalmazzal és N
gy6zelmi halmazzal jatszott jatékot G(.S, N)-nel jeloliink.

A parkettazo jatékok esetében az A alaphalmaz a végtelen sakktabla alak-
zatainak P(P(ZxZ)) halmaza lesz. A jatékot 4 paraméterrel hatarozzuk meg:
T a Tamado (kezdd), V' a Védekezs altal hasznalhaté alakzatok halmaza, t
és v egész szamok pedig a Védekezére vonatkozd tavolsdg-megszoritasokat
hatarozzék meg. A jatékosok felvaltva helyeznek le egy-egy alakzatot a vég-
telen sakktéablara. A Tamado egy lépése pontosan akkor szabalyos, ha az
altala valasztott alakzat T-beli és minden korabban (barmelyik jatékos altal)
kijatszott alakzattol diszjunkt (azaz 0-nal nagyobb téavolsagra van tolik). A
Védekez6 egy 1épése pontosan akkor szabalyos, ha az altala valasztott alakzat
V-beli és minden korabbi Tamado altal kijatszott alakzattol legalabb ¢, min-
den koradbbi Védekezd altal kijatszott alakzattol legalabb v tavolsagra van.
Mivel biztositani szeretnénk, hogy minden helyzetbdl legyen szabélyos 1épés,
megengedjiik mindkét jatékos szamara a passzolast. Ez egyenértéki azzal,
hogy mindkét jatékos valaszthatja az iires halmazt is a T', illetve V-beli szo-
késos alakzatai helyett. Végiil, ha a jaték soran kijatszott alakzatok lefedik
a teljes sikot, akkor Tamado nyert, kiilonben pedig Védekezs.

A fentiek alapjan formalisan a kévetkezd definicié adhato:

3.1.1. Definici6. Legyenek T' és V sikbeli alakzatok halmazai, t és v pedig

pozitiv egészek. A végtelen sakktablan jatszott (T, V,t,v) paraméterd parket-
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tdzo jatékon az aldbbi tulajdonsdgokkal rendelkezd G(S, N) jatékot értjik:

A=P(P(Zx1L))

S = U S;, ahol

So = {0}
S1 = {(ao) a0 €T}

Son = {(ao,ah ooy Qon-1) | (o, ... Gop—2) € Son—1 A Gop—1 €V A

(n—2)/2 (n—2)/2
d(GQn—lu U a%) >t A d<a2n—1, U a2i—1> > U}
i=0 i=1

52n+]_ = {(GQ, ay, ... ,a2n>

d(agn, G ai) > O}
N:wuj{mﬂhn>em Gm:zXz}

A fenti definici6 akkor is értelmes lenne, ha a Z x Z sikot kicserélnénk

<CL0, e a2n71> € Sgn A Aoy € T A

az M dimenzios végtelen sakktéablara valamely M € N-re. S6t, valojaban
barmilyen (X, d) metrikus tér esetén értelmes definiciot kapunk, ha a T U V-

beli alakzatok tavolsaga értelmezhetd.

3.2. Nyer6 stratégia létezése

Egy G(S, N) jatékban a o C S stratégia a kezdd jatékos szaméra, ha vé-
ges lépéssorozatok olyan nemiires halmaza, amely rendelkezik az alabbi két

tulajdonsaggal:



3.2. NYERO STRATEGIA LETEZESE 44

1. Ha (ag,as,...,as,) € o, akkor minden
(ag,ay,...,as,41) €S
esetén (ag, ay,...,asm41) € 0.
2. Ha (ag,a1,...,as,1) € o, akkor egyértelmten létezik olyan

(ag,ai, ... ,as,) €S,
hogy (ag, a1, .., a,) € 0.

Vagyis a kezd§ egy stratégidja a mésodik jatékos tetszéleges szabalyos lépése
esetén egyértelmien el6irja, hogy a kezdének mit kell tennie a koévetkezs
lépésben. A mésodik jatékosra vonatkozd stratégia fogalmét is hasonléan

definialhatjuk.

A o kezdé-stratégia nyerd, ha minden olyan

<a'07 ay, az, as, >

jatékmenet, amelynek kezdGszeletei o-beliek, N-beli, azaz nyerd a kezdd szé-
maéara. Hasonloan értelmezhetéek a masodik jatékos szaméra nyerd stratégidk.
Ha egy jatékban valamelyik jatékosnak nyeré stratégiaja van, akkor a jatékot
determinaltnak nevezziik.

Tekintsiik A“-n a kovetkezé metrikat: a p és q sorozatok tavolsaga legyen
1/(n+ 1), ha p-nek és g-nak pontosan az elsé n eleme egyezik meg. Ekkor a
H halmaz pontosan akkor nyilt, ha minden A eleméhez megadhaté annak egy
véges kezdGszelete, hogy H az Osszes olyan sorozatot tartalmazza, amelyek

ugyanezzel a szelettel kezdGdnek. B C A“ Borel halmaz, ha elGéllithato nyilt
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halmazokbol megszamlalhato sok unid, metszet és komplementer-képzés se-
gitségével. Jatékaink determinaltsaga Donald A. Martin alabbi tételének [5]

felhasznalasaval bizonyithato:

3.2.1. Tétel (Borel determinaltsag). Ha N Borel halmaz A¥-ban, akkor

a G(S, N) jdatékban valamelyik jatékosnak nyerd stratégidja van.

Igy elegendd belatnunk, hogy a parkettazo jatékokban a paraméterektsl

fliggetleniil N mindig Borel halmaz.

3.2.2. Tétel. Tetszileges parkettizo jatékban valamelyik jdatékosnak nyerd

stratégidja van.

B1zoNYITAS. Mivel

N =[9] ﬂ {(ao,al,...> € A”

Gai:ZxZ},

i=0
ezért elég a metszet két tagjarol kiilon-kiilon belatni, hogy Borel halmaz.

Elssként megmutatjuk, hogy [S] zart. Legyen x € A“ \ [S]. Ekkor x nem
minden kezdd@szelete S-beli, mondjuk az elsé n eleme altal alkotott kezdGsze-
let nem az. Ekkor viszont az 6sszes, z-t6l legfeljebb 1/(n-+1) 1évs sorozat sem
lehet [S]-beli, hiszen az els6 n elemiik azonos. Tehat A“\[S] tartalmazza x egy
kornyezetét, azaz A“\ [S] nyilt, igy [S] zart. (Eddig nem hasznaltuk ki, hogy
parkettazo jatékrol beszéliink, az eddigiek a szabalyrendszerekre vonatkozo
altalanos feltételekbdl kovetkeztek.)

A metszet masik tagja azt fejezi ki, hogy a kijatszott alakzatok fedik a

teljes végtelen sakktablat. Szamozzuk meg tetszélegesen a végtelen sakktabla
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mezGit, és legyen

Nj = {<a0,a1,...) e A”

U a; fedi a j-edik mez()’t}

=0
minden j € N-re. Ekkor az N;-k nyilt halmazok, ugyanis ha egy x sorozat
alakzatai lefedik a j-edik mezG6t, akkor valamilyen n-re mar az x elsé n tagja
is lefedi a j-edik mez&t, ekkor viszont az x-tdl legfeljebb 1/(n+ 1) tavolsagra
16vG sorozatok is lefedik a j-edik mez6t (hiszen az elsé n tag ugyanaz). Mivel
N = [5]ﬂ<ﬂ Nj>7
jeEN
igy N egy zart halmaz és megszamlélhatd sok nyilt halmaz metszete, tehat
N Borel halmaz. Igy a Borel determinéltsag tételébsl adédoan a parkettazo

jatékokban valamelyik jatékosnak biztosan van nyerd stratégiaja. |

3.2.3. Megjegyzés. A fenti bizonyitds csak annyit haszndl ki a jaték tulaj-
donsdagaibol, hogy a kezdd jatékos pontosan akkor nyer, ha a kijdtszott alakza-
tok egyiittesen a (megszamldlhatd sok mezdbdl dllo) teljes sikot parkettdzzdk.
Vagyis a gondolatmenet mds megszdmldlhato halmaz felett értelmezett (nem
feltétleniil az dltalunk haszndlt négy paraméter dltal meghatdrozott) jatékokra

1s alkalmazhatao.

A determinéaltsag alapjan a (T, V,t,v) paraméterd jatékok két csoportra

oszthatok:

3.2.4. Jelolés. T -vel, illetve V-vel jeloljiik azon (T,V,t,v) négyesek halma-

zat, amelyek esetén Tamadonak, illetve Védekezonek van nyerd stratégidja.
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Mint latni fogjuk, sok esetben azt érdemes vizsgélni, hogy egy adott (7, V)
parhoz talalhato-e egyaltalan olyan (t,v) par, hogy (T,V,t,v) mar 7-beli

legyen.

3.3. Néhany altalanos tulajdonsag

Vizsgaljuk meg, hogy a paraméterek valtoztatasa hogyan befolyésolja a nyerd
stratégiaval rendelkezd jatékos kilétét. A készletek bévitése a megfelels jaté-

kosnak kedvez, sziikitésiik a mésik félnek.
3.3.1. Allitas. Leqyen T' CT CT" ésV' CV C V". Ekkor
e ha (T,V,t,v) € T, akkor (T, V' t,v),(T",V t,v) € T,
e ha viszont (T,V,t,v) € V, akkor (T',V,t,v),(T,V" t,v) € V.

A tavolsag-paraméterek novelése a Tamadonak, csokkentése a Védekezs-

nek kedvez.

3.3.2. Allitas. Legyen (T,V,t,v) tetszdleges paraméternégyes. Ekkor
o Ha (T,V,t,v) € T, t <t ésv <", akkor (T,V,t',v') €T,

o ha viszont (T, V t,v) € V, t' <t ésv' <w, akkor (T,V,t',v") € V.

Mivel Védekezs akar minden lépésben valaszthatja az iires halmazt is,
a Tamado gy6zelmének nyilvanvalo sziikséges feltétele, hogy az alakzataival

parkettazhato legyen a sik.

3.3.3. Allitas. Ha (T,V,t,v) € T, akkor 7 x Z € P[T].



3.3. NEHANY ALTALANOS TULAJDONSAG 48

Ha viszont T tartalmazza az Osszes egységnégyzetet, akkor Tamado sza-
méara adodik nyilvanval6 nyer§ stratégia: tetszéleges moédon sorba rendezziik
a végtelen sakktabla mezdit, és minden lépésben lefedjiik a legkisebb sor-

szamu, még szabad mezGt.

3.3.4. Kovetkezmény.
(E,U,1,1) e T.

Kovetkezs célunk az invarians tulajdonsaggal szinezhetd alakzatokkal fog-
lalkoz6 2.3.7. tétel parkettazo jatékokra vonatkozo megfelelGjének kimondasa
és altalanositasa. Itt arrol volt szo, hogy a lyukakkal — barmilyen tévoliak vol-
tak — .elrontottuk” a szinek egyensilyat annyira, hogy a fennmaradé részt
ne lehessen a szineket egyenlé mértékben tartalmazé parkettakkal kirakni.
Erezhetd, hogy ha T-hez van invarians szinezés, akkor V = E esetén a Véde-
kez6 hasonlé modon el tudja rontani a parkettazhatosagot. Jo lenne azonban
ezt minden olyan V-re is latni, ahol a V-beli elemekkel a végtelen sakktabla
tetsz6leges részén elronthato a szinek egyensilya.

Mivel a jatékosok felvaltva helyeznek le parkettakat, Védekezének a gy6-
zelemhez nem elég, hogy van olyan X € P[V] halmaz (egymastol téavoli
parkettakbol), hogy Z x Z \ X nem parkettazhatd T-vel. Ugyanis Tamado
a sajat parkettaival meg tudja akadélyozni egy ilyen X halmaz kirakasat.
Ha viszont olyan X halmazt tudna késziteni a Védekezs, hogy annak par-
kettai koziil tetsz6legesen kivalasztva a felét, a kapott Y € P[H| halmazra
Z x Z\'Y biztosan nem lenne parkettéazhato, akkor egy ilyen Y halmaz kira-
kidsa mar nem lenne megakadalyozhato (hiszen elég tavoli parkettiak esetén

Tamado minden parkettaja csak egyetlen X-beli parketta elhelyezését tiltja
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meg). Az alabbiakban belatjuk ilyen X halmaz létezését feltéve, hogy van
invarians szinezés T-hez, a szoéban forgd parkettak mérete korlatos, és Véde-
kez6 parkettai barhol el tudjak rontani a szinek egyensulyat (azaz elég nagy
M-re a végtelen sakktéabla minden M x M-es tartoményabol kivalaszthato
egy megfelel§ V-beli parketta). A bizonyitas soran felhasznéljuk, hogy a tel-

jes végtelen sakktabla parkettazhato T-vel, ami amugy is sziikséges feltétele

s s

3.3.5. Tétel. Legyenek adottak a T ésV sikbeli alakzatokat tartalmazo hal-
mazok, valamint eqy R pozitiv egész és 0 < ¢ < 1 pozitiv valos szam a kovet-

kezd feltételekkel:

Létezik (S1,S2) invaridns szinezés T -hez.

A T-beli és V-beli alakzatok dtmérdinek halmaza felilrdl korldtos:

dD €N, hogy VB € TUV esetén d(B) < D.

Zx 7 e PT).

Van olyan M pozitiv egész, hogy a végtelen sakktabla minden M x M -es
négyzetében van legaldbb egy olyan V -beli alakzat, amely nem egyenld

szdmban tartalmaz mezdket az S1, So szinekbdl.
Ekkor megadhatd eqy X € P¥[V] véges halmaz a kivetkezd tulajdonsdgokkal:
o Bdrmely két kilonbozd X -beli alakzat tdavolsdga legaldbb R.

o X bdarmely [c- k| darab V-beli parketta unidjaként elddallo Y részhal-

mazdra Z X Z.\'Y nem parkettizhato T-vel.
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A bizonyitas alapgondolata a kovetkezd: a végtelen sakktabla egy tet-
sz6leges tartoménya lefedheté T-beli parkettakkal ugy, hogy azok legfeljebb
atmérényi tavolsagra lognak a tartomanybol. A kilogo részek teriilete a tarto-
méany keriiletével aranyos, és a tartomanyban legfeljebb annyival lehet t6bb
az egyik szinbdl a masiknal, mint a kilogd rész teriilete. Masrészt a tarto-
manybol annak teriiletével ardnyos szamban tudunk V-beli alakzatokat ki-
valasztani, melyek mindegyike tobb mez6t tartalmaz az els§ szinbdl, mint
a masodikbol. Igy ha a tartomany maradék része — esetleges kilogasokkal
— lefedhets T-beli parkettikkal, akkor ebben a maradék részben legfeljebb a
kilogo részek teriiletével lehet kevesebb az elsG szinbdl, ami ismét csak a kerii-
lettel aranyos. Ez alapjan, ha a tartomany elég nagy, az elsé szinbdl teriilettel
aranyos mértékben tobb mezét fog tartalmazni, mint a masodikbol. Tehat a
tartoményban az els6 szin javiara mutatkozo kiillonbség egyrészt legfeljebb a
keriilet konstansszorosa, masrészt legalabb a teriilet konstansszorosa. A tar-
tomény megfelel§ véalasztasa esetén ez ellentmondast ad, tehat a maradék
rész ekkor nem lehet T-vel parkettazhato.

Nézziik ugyanezt a gondolatmenetet precizen.

B1zONYITAS. Vegylink egy NV oldalti négyzetet a végtelen sakktablan, je-
16ljiik ezt Q y-nel. Ebben a négyzetben felvehets | N/(M+R)|? darab M x M-
es négyzet, és benne 1-1 V-beli alakzat, mely nem egyenl§ szamban tartalmaz
S és Se-beli mezdket tigy, hogy ezen alakzatok egymastol legalabb R tavol-

sdgra vannak. A negyedik feltétel miatt S; és Sy koziil legalabb az egyik

1 N |?
2 |M+R

szinhez lesz legalabb
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darab alakzat, amely az adott szinbdl tébbet tartalmaz, legyen mondjuk ez
S1. Az igy kapott alakzatok szamat jeloljiik k-val, uniojukat X-szel. Ha ez

megfelel a feltételeknek, akkor készen vagyunk. Ha nem, akkor van olyan
K = c-k]

parkettabol allo Y részhalmaza, hogy Z x Z \'Y € P[T]. Ekkor vegyiink
egy parkettazast, és az N oldali négyzetiinkbe belemetsz6 parkettak uniojat
jeloljik P-gyel. A parkettak atmérdje legfeljebb D, igy a P, parkettazas a
négyzeten kiviil egy legfeljebb D szélességtd, 4DN + 4D? mez6t tartalmazo
sévbol tartalmazhat mezéket. Mivel Pi-ben az Si-be és Sy-be tartozd mezék

szama egyenls,

(IPrnQun NS = [ANQn N S2]) + ([(P\ Qn) NS = [(PL\ Qn) N S2f) =0.
Mivel pedig X-ben legalabb k’-vel tébb Si-beli mez6 van, mint Sp-beli ezért

Qv NSi| = QN NSl =k + (IPNQN N S| — [PLN QN N Saf) =
=F = ([(P\Qn)NS| = [(P\Qn) N Sy|) >
> K =P\ Qn)l =
> k' —ADN — 4D>.
Masrészt viszont Z x Z parkettazhato T-vel, egy ilyen parkettazasbol a Q-
be metsz6 parkettak halmazat jeloljik P»-vel. Ekkor P, is csak legfeljebb

az emlitett 4DN + 4D? mez6vel lehet bévebb Qn-nél, és egyenld szamban

tartalmaz Sy és So-beli mezdket, igy

([P Qn N S| = [PNQNnNSs|) + ([(P\ Qn) NSi| = [(R2\ @n) NS:f) =0,
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kovetkezésképpen
QN NS — |Qn N Ss| = PN QN NS — |PaN QNN Ss| =
= [\ Qn) N S| — (B \ Qn) N S| <
< (P \Qw)| <
< 4DN +4D>.

A fentieket Osszevetve:

k' —4DN —4D* < |Qn N Si| — |Qn N Sy| <4DN +4D?

tehat
kK < 8DN + 8D2.
Mivel
1 N |?
F=1lc-kl>c-=.
igy
1 N 2 c N2
8DN +8D* >k >c- = - > (9
TeE =R =y LMH{J =3 ((M+R)2 )
atrendezve
8DN +8D% + < > ¢ 2

2 = 2(M +R)?
Azonban elég nagy N-re a fenti egyenlGtlenség biztosan nem teljesiil, igy ez
az eset ellentmondasra vezet. Tehat X-nek minden Y € PI1[V] részhalma-

zéra Z x 7'\ 'Y nem parkettazhato T-vel, ezt akartuk belatni. |

A fenti tételt a kovetkezs eredményt adja a parkettazo jatékokkal kapcso-

latban:

3.3.6. Tétel. Tegyiik fel, hogy T-re és V -re az aldbbiak teljestilnek:
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o Létezik (S1,S2) invaridns szinezés T-hez.

o A T-beli és V-beli alakzatok dtmérdinek halmaza feliilrdl korldtos:

dD € N, hogy VA€ TUV esetén d(B) < D.

o Van olyan M pozitiv egész, hogy a végtelen sakktabla minden M x M -es
négyzetében van legaldbb eqy olyan V -beli alakzat, amely nem eqyenld

szdmban tartalmaz mezdket az S1, Sy szinekbdl.

FEkkor tetszdleges t, v pozitiv egészek esetén (T,V,t,v) € V.

BIZONYITAS. Ha Z x Z ¢ P[T, akkor a 3.3.3. allitas alapjan (T, V,t,v) €
V nyilvanval6. Ellenkezd esetben teljesiilnek a 3.3.5. tétel feltételei, igy alkal-
mazhatjuk a tételt R = D + 2max(t,v) és ¢ = 1/2-re, amivel kapunk egy
X alakzat-halmazt. Ekkor tetsz6leges T-beli alakzat legfeljebb 1 X-belihez
lehet t-nél kozelebb, ugyanis ha X, X, € X, A € T, akkor

R=D + Zmax(t,'u) S d(Xl,XQ) S d(Xl, A) + d(A) + d(A, XQ) S
<d(Xy,A)+ D+ d(A, X,),

ezért

2t < 2max(t,v) < d(Xy,A) +d(Xy, A),

igy nem lehet X; és X5 is t-nél kozelebb A-hoz. Az is nyilvanvalo, hogy az
X-beli alakzatok tavolsaga legalabb v.

Legyen Védekez6 stratégidja a kovetkezs: Tamado kezds ag 1épése utan
keresse X-nek egy olyan X' eltoltjat, amely ag-tol legalabb t tavolsagra van,
majd ezutan valasszon ki minden lépésben egy X’-beli alakzatot, amely leg-

alabb t-re van a Tamado altal lerakottaktol. Mivel minden T-beli alakzathoz
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legfeljebb egy X’-beli van t-nél kozelebb, Védekezs igy legalabb [% -1 X
darab X’-beli alakzatot ki tud jatszani. Mivel a 3.3.5. tétel szerint ekkor a
maradék sik nem parkettazhato T-vel, a tovabbiakban (-et kijatszva Véde-

kez6 biztosan nyer. |

3.4. A parkettazo jaték téglalapokra

Ebben a szakaszban olyan jatékokat vizsgalunk, ahol Témado és Védekezd
adott méreti téglalapok Osszességébdl valogathat. Célunk annak vizsgélata,
hogy milyen téglalap-parokra lehet elég nagy tavolsdg-korlatokat vélasztani
ugy, hogy Tamadonak nyerd stratégidaja legyen. Ha ez lehetséges, akkor pedig

megprobalunk minél kisebb ¢, v korlatokat megadni.

3.4.1. Definici6. A (T,V) par a Tdmadonak kedvez, ha van olyan t és v,
hogy (T,V,t,v) € T. Ellenkezd esetben azt mondjuk, hogy (T, V) a Védeke-

zonek kedvez.

Olyan a, b, ¢, d pozitiv egészeket keresiink tehat, hogy az (R, Rcq) par

a Tamadonak kedvezzen.

3.4.2. Lemma. Legyenek a és b pozitiv egészek. Ha (a,b) # 1, akkor tetszd-
leges ¢, d-re (Rup, Req) a Védekezdnek kedvez.

BIZONYITAS. Legyen D = (a,b), ekkor a végtelen sakktéabla barmelyik so-
ranak barmely szakaszat nézve az R, ;-beli téglalapok D-vel oszthat6 szamu
mezG6t fednek le. Védekezonek elég tehat két téglalapot lehelyezni tgy, hogy

tavolsaguk legalabb v legyen, de ne legyen D-vel oszthato (valamint Tamado
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elss két téglalapjatol legalabb t tavolsagra legyenek). Ez nyilvanvaléan meg-

tehetd, a tovabbiakban 1épésekben passzolva Védekezs nyer. |

A szinezéses tulajdonsagok is kizarnak szamos tovabbi esetet. Legyen min-

den n > 2 porzitiv egészre S,, := (Sy1,Sn2) a kovetkezd szinezés:

Sna =A{(z,y) |t +y=0 mod n}

Sne={(z,y)|z+y=1 mod n}.

Konnyen végiggondolhato, hogy ha a és b valamelyike oszthato n-nel, akkor
Sy, invaridns szinezés lesz R, p-hez. Masrészt legyenek ¢ és d maradékai n-
nel osztva ¢ és dy. Ha nem mindkett6 nulla, akkor vegyilink egy c¢; X dj-es
téglalapot, melynek leghosszabb ENy-DK iranyu atloi koziil a jobb szélss
Spa-beli (lasd a 3.1. abrat). Ekkor a téglalapban az ettdl az atlotol jobbra
1évs atlo eggyel kevesebb elemszami és S, o-beli, az 6sszes tobbi mezd pedig
szinezés nélkiili (ugyanis maz(c, d)—1 darab azonos iranyt 4tlo van téle balra
és min(c,d)—1 darab tdle jobbra). Ha ezt kiegészitjiik egy ¢ x d-es téglalappa
ugy, hogy jobbra és felfelé néveljiik az oldalait, akkor a hozzéacsatolt rész 1 xn-
esekkel parkettazhato, igy ugyanannyi S, 1 és S, 2-beli mezét tartalmaz.
Vagyis igy kaptunk egy c x d-s téglalapot, ahol eggyel t6bb mez6 lesz S, 1-
beli, mint S, o-beli. Mivel az S, szinezés periodikus, elég nagy M-re minden
M x M-es négyzetben taldlhato ilyen téglalap. Ekkor alkalmazhaté a 3.3.6.

tétel, igy a kovetkez6t kapjuk:

3.4.3. Tétel. Tetszileges a és b pozitiv egészek esetén, ha a vagy b valame-
lyike nem osztdja c €s d kozil legaldbb egynek, akkor (Rgp, Req) a Védekezd-

nek kedvez.
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a
»
>

N

1| 2| -u‘ 2
1 | 2 1]2] |

3.1. abra. A ¢ x d-s téglalap elhelyezése, hogy S,, szineibdl ne egyenls szamu

mez&t tartalmazzon

Igy mar csak azokat az eseteket kell vizsgalni, ahol (a,b) = 1, a osztbja c-
nek vagy d-nek, és b is osztdja c-nek vagy d-nek. Megmutathato, hogy ilyenkor

mar (R, Re,d) a Tamadonak kedvez.

3.4.4. Tétel. Legyenek a, b, ¢, d pozitiv egészek. Ekkor (Rqp, Req) pontosan

akkor kedvez a Tdmadonak, ha az aldbbi feltételek teljestilnek:
1. (a,b) =1
2. alcwvagyald
3. b|cuvagyb|d.

Ekkor (Rap, Rea,4cd, 4cd) € T.

B1zoONYITAS. Osszuk fel a végtelen sakktablat 2cd x 2cd-s négyzetekre. A

tavolsag-megkdtések miatt minden ilyen négyzetbe legfeljebb egy Védekezd-
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téglalap metszhet bele, és ha mér egy Tamado-téglalap belemetsz, akkor a
kés6bbiekben lerakott Védekezs-téglalapok mar nem metszhetnek bele. Meg-
mutatjuk, hogy minden Védekezs-téglalap korberakhaté Tamado-téglalapok-
kal tgy, hogy néhany 2cd x 2cd-s négyzet unidjat kapjuk.

Nézziik el6szor azt az esetet, amikor ab | ¢ (az ab | d eset ezzel analog).
Ekkor minden ¢ x d-s Védekez6-téglalaphoz vehetiink a 2cd x 2cd-s felosz-
tasbol 2 x 2 négyzetet gy, hogy a ¢ x d-s téglalap az igy kapott 4cd x 4cd
méretd tartomany minden oldalatol legalabb cd tavolsédgra legyen. Osszuk fel
a tartoméanyt a d hosszisagu oldalak egyenesei mentén. Ha n > cd, akkor n
elall a és b linearis kombinacidjaként, igy egy n X c-s téglalap parkettazhato
a x b-s téglalapokkal. Igy a felosztott tartomany minden része parkettazhato
a X b-s téglalapokkal.

Ha a | ¢ és b | d (vagy forditva), akkor egy ¢ x d-s téglalap a x b-sekkel
kiegészithets egy cd x ed méretd négyzetté. Erre pedig ab | cd miatt alkal-
mazhat6 az el6z6 eset gondolatmenete.

Tamado stratégiaja tehat a kovetkezs: valamilyen sorrend szerint végig-
megy a 2cd X 2cd-s négyzeteken. Ha az adott négyzet kozelében (legfeljebb
cd tavolsagra van Védekezds-téglalap, akkor kiparkettédzza a fentiek szerint
a megfelel§ 4ed x 4ed-s tartoméanyt (ebbe Védekezd méar nem tud beleavat-
kozni). Ha nincs, akkor egyszertien elkezdi kiparkettazni a 2cd X 2cd-s négy-
zetet. Ekkor a t = 4ed tavolsag-megkdtés miatt nem fordulhat els, hogy a
kés6bbiekben ehhez a négyzethez kozel tenne téglalapot a Védekezs. Ezt az

eljarast kovetve a teljes végtelen sakktébla parkettazva lesz. |
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Specidlisan az 1 x n-es téglalapokra a 2.4.1. tétel gondolatmenetéhez ha-

sonldan a fentinél kisebb tavolsag-korlatot is adhatunk:

3.4.5. Allitas.

(Rl,na Rl,n; n, n) e”T.

VélhetGen ebben az esetben ez a legszigoribb feltétel, ami mellett még a
Tamado nyer. Altalaban is érdekes nyitott kérdés, hogy a tavolsag-paramé-

terek mennyire csokkentheték tovabb 4cd-rél.

3.4.6. Kérdés. Tegyiik fel, hogy a 3.4.4. tétel hdarom feltétele teljesil az
a, b, ¢, d szamokra. Mi az a minimdls t, és hozzd a minimdlis v, hogy

(Rap, Rea,t,v) €T 2

3.5. A T =L eset és néhany nyitott kérdés

Jatsszon most Tamado L-triominokkal, Védekezs pedig egységnégyzetekkel.

A 2.3.3. tétel megfelelGje parkettazod jatékra:
3.5.1. Tétel. Az (L, FE) pdr a Tdmaddnak kedvez, sét
(L,E,1,2) e T.

Bi1zoNYITAS. Tamado stratégidja a kovetkezs: négy egymaést kovets lépése
koziil minden negyedsikban egyet-egyet 1ép, méghozza a 2.3.3. tétel bizonyi-
tasdban ismertetett atlos L-triomind algoritmus szerint, és ezt ismételgeti
a végtelenségig. Ez az eljaras minden pillanatban és minden negyedsikban

ugyanazt az eredményt adja, mintha Védekez6 addig letett egységnégyzetei
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mar kezdetben is le lettek volna helyezve. Igy az eljaras sosem akad el, vég-

eredményben pedig mind a 4 siknegyed parkettazva lesz. |

Amint az a kovetkezd tételbdl kideriil, ¢ = 1 esetén v = 2 itt a minimélis

érték, amely mellett még a Tamado nyer.

3.5.2. Tétel.

(L,E,1,1) e V.

B1zoNYITAS. Tekintsiink egy 100 x 100-as négyzetet a végtelen sakk-
tablan. Nevezziik a négyzet keretének a szélsG soraiban és oszlopaiban 1évé
Osszesen 396 mez6t. Legyen Védekezs els§ 396 lépése olyan, hogy a keret
mezGinek valamelyikét fedi le, amig el nem fogynak, utan pedig passzol (()-et
valasztja). Ekkor a négyzet belsejébsl Tamado legfeljebb 396-3 = 1188 mezdt
fedett le, igy legalabb 982 — 1188 = 8416 még szabadon van. Innent6l kezdve
barmely L-triominé vagy teljes egészében a négyzet belsejében, vagy teljes
egészében azon kiviil van. Védekez6 egy tovabbi lépésben elérheti, hogy a
beliil 1év6 mezdk szama ne legyen 3-mal oszthato, igy a négyzet belseje nem
parkettazhato L-triominokkal. Igy ha a tovabbiakban nem valaszt egység-
négyzetet a négyzet belsejébdl (példaul mindig passzol), a jatékot Védekezs

nyeri. |

3.5.3. Megjegyzés. A fenti gondolatmenet alkalmazdsdval tetszdleges A

alakzat esetén megkapjuk, hogy

((A),E;1,1) € V,
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ha a 100 x 100-as négyzet helyett sziikség esetén (A elemszamdtol és dtmé-
réjétdl fiiggden) egy nagyobb N x N-es négyzetet, illetve vastagabb keretet

veszunk.

A korébbi tételek alapjan nyilvanvald, hogy ha tetszéleges t és v > 2
esetén (L, E,t,v) € V. Igy az (L, E) par vizsgalatanak teljességéhez mar

csak a v =1 eset hianyzik.
3.5.4. Kérdés. Van-e olyan t pozitiv egész, hogy (L, E,t,1) € T ¢

Ugy ttinik, hogy az (L, V) par nagyon sokféle V-re a Tamadonak kedvez.
Sejtéstink szerint elég megkovetelni, hogy kiilon-kiilon egyetlen V-beli alakzat

se tegye lehetetlenné a maradék sik parkettazasat.

3.5.5. Sejtés. Legyen V olyan, hogy barmely A € V esetén Z x Z \ A par-
kettazhato L-triominckkal. Ekkor (L,V) a Tdmadonak kedvez.

Természetesen ha a fenti sejtés igaz, akkor érdekes azt is vizsgélni, hogy
mit mondhatunk a tavolsag-paraméterek minimumérol. Még akar az is igaz
lehet, hogy létezik olyan rogzitett D érték, hogy a fenti feltételeknek megfeleld
V-re (L,V,D,D) € T.

Erdekes lenne talalni tovabbi alakzatokat, amelyek az L-triominéhoz ha-
sonldan viselkednek. Azaz olyan, egybevagod alakzatokat tartalmazo (A) osz-
talyt keresiink, amelyre ((A), F) a Tamadoénak kedvez. Az L-triominokbol

szarmaztathatunk végtelen sok ilyet:

3.5.6. Tétel. Tekintsiik minden n pozitiv egészre az

L(”) = {(O’ 0)7 (07 n)7 (n7 0)}
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alakzatok (L(n)) osztdlydt. Ekkor ((L(n)), E) a Tdamadonak kedvez.

BIZONYITAS. Legyen ~,, a kovetkezd relacio Z x Z-n: (a,b) ~,, (¢, d) pon-
tosan akkor, ha n | a —b és n | ¢ — d. Ekkor ~,, ekvivalenciarelacio, ¢és a
végtelen sakktdbla n? darab ekvivalenciaosztélyra esik szét. Minden (L(n))-
beli alakzat pontosan egy ekvivalenciaosztalybol tartalmaz mezéket, és egy
ekvivalenciaosztalyon beliil ezek éppen az L-triominoknak felelnek meg. Igy
az ((L(n)), E,1,n + 1) paraméteri jaték olyan, mintha n* darab (L, F, 1,2)
paraméteri jaték folyna parhuzamosan. Mivel ezekben Tamadé nyerd stra-
tégidja nem volt érzékeny arra, hogy Védekez6 milyen sorrendben hany egy-
ségnégyzetet helyezett mar le, ezért Tamado megteheti, hogy sorra 1ép az n?
jatek mindegyikében, és ezt ciklikusan ismételgeti. Igy mindegyik jatékban
nyerni fog, ami azt jelenti, hogy a ((L(n)), E,1,n + 1) paramétert jatékot is

megnyeri. |
Ugyanakkor két mez&bdl allo alakzatok kézott nem talalunk hasonlot:

3.5.7. Tétel. Ha A két kilonbozd egységnégyzet unidja, akkor ((A),E) a

Vedekezonek kedvez.

B1zONYITAS. Minden ilyen A-hoz megadunk egy olyan invaridns szine-
zést, amely teljesiti a 3.3.6. tétel feltételeit. Legyen A = {(x1,v1), (22, y2)},
valamint a = |x; — y1|, b = |22 — y2| és n = (a, ). Tekintsiik most a végtelen
sakktablat n x n-es négyzetekbdl allo racsként. Minden ilyen négyzet teljes
egészében fekete vagy teljes egészében fehér lesz az alabbiak szerint: ha = és

% is paratlan, akkor legyen a racs minden masodik sora fekete, a tobbi fehér.
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Ha pedig = ¢és % kozil az egyik paros (mindkett nem lehet, mert relativ pri-
mek), akkor tekintsiik a racs sakktabla-szinezését. Ellendrizhets, hogy ha S;
a fekete és Sy a fehér mez6k halmaza, akkor (S,.S2) invarians szinezés (A)-
hoz, amelyre persze minden egységnégyzet kiilonbo6z6 szama mezét tartalmaz
a két szinbél. Igy a 3.3.6. tétel szerint minden (¢,v) parra ((A), E,t,v) € V,

azaz ((A), E') a Védekezonek kedvez. [ |

A harom mez6bdl all6 poliomindk koziil az L-triomindra lattuk, hogy
(L, F) a Tamadonak kedvez, az 1 x 3-as téglalapra pedig példaul a 3.4.4.
tételbdl tudjuk, hogy (R 3, E) a Védekezdnek kedvez. A négy mezsbdl allo
alakzatokat tekintve az 6tféle tetrominé koziil négyhez van invarians szinezés
(nevezetesen a sakktébla-szinezés ilyen), igy ezekre ((A), F) a Védekezonek

kedvez. Az egyetlen kivétel a T-tetromino.
3.5.8. Sejtés. (14, F) a Tdmadonak kedvez.

Ha a fenti sejtés igaz, akkor jo eséllyel a 3.5.6. tételhez hasonlé mdédon nem
Osszefiiggs, 4 elemd A4 alakzatokat is konstrualhatnank, amelyekre (Ay, F)
a Tamadonak kedvez.

Belattam, de itt terjedelmi okokbol nem bizonyitom az alabbi allitast:

3.5.9. Allitas. Mindenn > 2 esetén van olyan n mezébél dllé P, poliomind,

amelyre nincs invaridns szinezés és 7 X 7. parkettizhato P, -nel.
Ez reményt ad arra, hogy a kovetkezé altalanos sejtés igaz legyen:

3.5.10. Sejtés. Minden n > 2 esetén van olyan n mezdbdl dllo dsszefiiggd

P, poliomind, amelyre ((P,), E) a Tdmaddnak kedvez.
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Még altalanosabban, érdekes kérdés, hogy vajon az invaridns szinezés hi-
anya és 7 x 7, parkettazhatosaga elégséges feltétel-e ahhoz, hogy egy ((A), E)

par a Tamadonak kedvezzen.

3.5.11. Kérdés. Van-e olyan A alakzat, hogy (A)-hoz nincs invaridns szi-

nezés, 7 x 7. € P[(A)] és ((A), E) a Védekezdnek kedvez?



4. fejezet

Parkettazasi problémak tanitasa

felfedeztetéssel

A matematika tanitasanak egyik legfébb célja a problémamegoldé gondolko-
das fejlesztése. Ez akkor valésithaté meg hatékonyan, ha a tanuloknak lehe-
tGségilik van érdekes, kihivéast jelentd, de korabbi ismereteik alapjan jo eséllyel
megoldhato feladatokon aktivan gondolkozni. Ehhez egyfelsl olyan oktatasi
stratégiat érdemes kévetni, amely a lehetd legnagyobb mértékben teret ad az
onallo gondolkozasnak, kérdésfeltevésnek és elméletépitésnek, méasfelsl sziik-
ség van érdekes problémak egy olyan jol felépitett rendszerére, amely biz-
tositja, hogy a tanuld 1épésrdl 1épésre haladva eljusson az altalunk kivant
célokhoz. A tovabbiakban a felfedezéses tanulés (tanari szemszogbdl nézve:
felfedeztetéses tanités) stratégidjanak a matematika oktatésara vonatkozod
egyik lehetséges megvalositasat ismertetem, majd bemutatom ennek néhany

konkrét alkalmazéasat a parkettazéas témakorébdl vett feladatok segitségével.

64
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4.1. Matematikatanitas felfedeztetéssel

A felfedezéses tanulas [6] koncepcidja a konstruktivista tanulaselméleten,
Jean Piaget, Jerome Bruner és masok munkassagan alapszik. Alapvetd célki-
tlizése, hogy a tanuld aktivan vegyen részt a vilag megismerésében, ne csupan
az ismeretek passziv befogadoja legyen. Biztositani igyekszik, hogy a tanulok
sajat maguk konstrualjak gondolati rendszereiket, tegyenek fel jo kérdéseket,
majd ezekre probéljanak onalldéan valaszt taldlni, végiil ezek alapjan atfogd
képet alkossanak maguknak az adott tertiletrdl.

A felfedezteté matematikatanitas elsé szamu hazai kidolgozoja Varga Ta-
mas volt, az 6 munkassaganak koszonhetSen kezdett a felfedeztetés fokozato-
san teret nyerni az oktatasban. Napjainkban féként Posa Lajosnak koszon-
hetSen szamos tehetséggondozo taborban [7] élhetik at a gyerekek az 6nallo
matematikai gondolkodas 6romét.

A fejezet tovabbi részében leirt gondolatok, feladatok, didaktikai meg-
jegyzések jelentGs részben a Posa-féle taborokban didkként, segitGként, majd
foglalkozés-vezetSként szerzett sajat tapasztalataimon alapulnak. Tovabbi
forrasként szolgalt a MaMuT! nevet visels, minden évben megrendezésre
keriils nyéari tehetséggondozo6 tabor. Itt az orszdgos matematikaversenyeken
legjobb eredményt elért tanulok szaméara tartanak elismert pedagogusok fel-
fedeztetd stilusi foglalkozéasokat.

A felfedeztets oktatas arra torekszik, hogy a tanulé matematikai tudasa
minél inkdbb sajat gondolatain, oOtletein, felfedezésein keresztiil formalod-

jon. A magunk altal alkotott gondolati képek konnyebben régziilnek, mint a

'Matematikai Mulatsagok Tabora
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passziv befogadas utjan szerzett ismeretek, igy az 6nallo felfedezések stabi-
labb tudést is eredményeznek.

Ahhoz, hogy legyen mit felfedezni, olyan feladatokat kell kittizni, ame-
lyek nem valamely ismert modszer mechanikus alkalmazéasat kivanjak, ha-
nem mindig egy 1épéssel tovabb vezetnek, Gj ismeretek vagy a meglévs tudas
elmélyitése felé. Alapvet annak biztositasa, hogy a gondolkodas 6romteli te-
vékenység legyen, sikerélményt jelentsen. Ezért a feladatok nehézségét meg-
felelGen kell megvalasztani, illetve ki kell dolgozni alkalmas segitségeket, me-
lyek atlenditik a gondolkodasban elakadt tanulokat a kisebb nehézségeken. A
jO segitség lehet egy-egy konnyebb feladat, kérdés, bizonyos esetekben infor-
maciokozlés is, am lehetGség szerint éppen csak a sziikséges mértékben kell
kozelebb vinnie a megoldashoz, minél nagyobb részt hagyva az 6nallo felfe-
dezésnek. A motivacié sem elhanyagolhaté szempont: gondot kell forditani a
feladatok megfogalmazasara, hogy azok minél vonzobbak, érdekesebbek, szo6-
rakoztatobbak legyenek. Ha egyszerre tobb, kiillonb6z6 témaju és hangulata
feladatot kinalunk fel gondolkozasra, akkor ezek koziil mindenki valaszthat
maganak kedvére valot, és a munka a sokadik feladat megoldésa utan sem
valik unalmassa.

A feladatok altalaban nem 6nmagukban képviselnek egy téméat, hanem
egymasra épiilnek, osszefliggd rendszert alkotnak. A rendszer azonos téméju,
egymast folytato feladatokbol 4ll6 gondolati szalakbol épiil fel. Ezeket — t&b-
bek kozott a mar emlitett motivacios okok miatt — érdemes egymassal par-
huzamosan futtatni, ahelyett, hogy egyetlen sztiken koriilhatarolt téméval

foglalkoznank. A szalak idénként varatlan modon talalkoznak: a matema-
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tika mtivelése soran a legszebb pillanatok egyike, amikor felfedezziik, hogy
tavolinak latszo dolgok kozott kapcesolat van. A tudoméanyban ilyenek a nagy
felfedezések — és ennek 6romét a felfedeztets oktatasban minden diak atélheti.

A felfedeztetés fontos részét képezik a tanulok altal feltett kérdések. Egy-
egy probléma megoldasa utan idénként természetesen adédnak tjabb kérdé-
sek (ezeket azonban lehetdség szerint a tanuloknak kell megfogalmazniuk),
bizonyos témak pedig igen jo terepet adnak a kreativ, Gjszerd kérdések felte-
vésének.

A gondolkodas alapvet&en 6néllo tevékenység, mégis lehet csoportban vé-
gezni. Posa Lajos taboraiban a gyerekek 2—4 fGs csoportokban, kiilon he-
lyiségekben elkiilonitve dolgoznak a feladatokon. Csoporton beliil sem sza-
bad azonban a megoldasokat egymassal megosztani, csak az adott feladatot
nem megoldok dolgozhatnak koézosen, miutdn onallban méar gondolkodtak
egy ideig. Az egyéni és csoportmunkanak ez a keveréke (talan tarsas egyéni
munkanak nevezhetnénk) a legtobb tanulé szamara igen kellemes kornyezetet

biztosit a felfedezd tanulésra.

4.2. Domindk a sakktablan

Lassuk most a felfedeztet§ matematikatanitas modszereit egy konkrét fel-
adatsoron keresztiil. Hetedik-nyolcadik osztalyos tanuloknak javasolhatok a

most kovetkezd feladatok, tanorara, szakkorre, taborba egyarant.

4.2.1. Feladat. Egy tdvoli kisvdrosban egy 8 szobdval rendelkezd szdlloda

mikodik. A szobdk eqy folyosorol nyilnak sorban 1-t6l 8-1g szamozva. A tulaj-
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donos akciot hirdet: a pilius 1. és 8. kozotti iddszakban kedvezményesen lehet

szobdt foglalni, de csak a kévetkezd feltételekkel:
o két egqymds mellett szobdt lehet lefoglalni egyetlen napra, vagy
o cqyetlen szobdt lehet lefoglalni két eqymdst kévetd napra.

A polgdrmester mdr akcion kivil lefoglalta az elsejére az 1. szobdt és nyolca-
dikdra a 8. szobdt. Legfeljebb hdany akcios szobafoglalds lehetséges a tovdbbi-

akban?

Ez egy meglehet&sen kozismert feladat dlruhaban. Az atfogalmazas egyik
célja, hogy igy azoknak is van min gondolkozni, akik az eredeti verziot isme-
rik, mert ra kell jonni, hogy ugyanarrél van sz6. Ez a 1épés valojaban nem
més, mint egy jo matematikai reprezentacié megtalalasa a feladatban véazolt
,valos” helyzethez. Viszonylag kézenfekvs egy 8 x 8-as tablazatot késziteni a
szobékhoz és a napokhoz, de erre talan nem mindenki jon rd magatol. Itt
egy alkalmas pont segitségadasra: ha csak annyit arulunk el, hogy egy ilyen
tablazaton érdemes vizsgalodni, akkor anélkiil segitettiink, hogy az érdemi
részt érintettiik volna. Erdemes ekkor a tanulokkal kozosen atfogalmazni a
feladatot (a foglalasok bejelolését tekinthetjiik dominok lehelyezésének), igy

megkapjuk az ismert valtozatot:

4.2.2. Feladat. Egy 8 x 8-as sakktabla két dtellenes sarokmezdjét elhagytuk.

lgaz-e, hogy a maradék parkettazhato 31 darab 1 x 2-es domindval?

A két feladat matematikai szempontbol ugyanaz, am a problémamegol-

dés szempontjabol van egy lényeges kiilonbség kozottiik. Nevezetesen, hogy
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amikor a ,sakktabla” szot hasznaljuk, akkor ehhez gondolati sikon erésen ko-
t6dik a sakktabla szokasos szinezése, amely itt hatalmas segitséget jelent.
Ha az atfogalmazés soran nem tériink at sakktablara, hanem egy szinezés
nélkiili 8 x 8-as tablazaton vizsgalodunk, gy a feladat joval nehezebb (I1d. a

4.1. &brat).

112|3/4(5|6/|7|8
VIL 1. XN
VIL 2. N\
VIL 3. t
VIIL. 4.
VIL 5.
VIL 6. %
VIL 7.
VIL. 8. X

%31

4.1. dbra. Ugyanaz a feladat két valtozatban, az els6 mégis joval nehezebb

A masodik valtozat tovabbi tjdonsaga, hogy itt mar burkoltan elarultuk
azt is, hogy 30 domindt/szobafoglalast konnyt elhelyezni, ezért csak az a
kérdés, hogy ez a maximum, avagy 31-gyel is lehetséges-e ugyanez. A pro-
bélkozasok sikertelensége arra utal, hogy nem lehet. Ezen a ponton fontos,
hogy a gyerekek tudjanak arrol, hogy a matematikdban (szemben méas tu-
doményokkal) a nagyon sok kisérlet sem bizonyité erejii. Masfeldl viszont a
kisérletezés, mint eszkoz igen hatékony: a probalkozasok alapjan megsejthets

a valasz, igy konnyebb elindulni a j6 bizonyitas felé.
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A megoldas kulcslépése annak felismerése, hogy a sakktabla megszokott
szinezésének itt jelentGsége van. Egy végss segitség lehet a nem-megoldok
szaméra, hogy a felhivjuk a figyelmiiket a szinezésre (példaul a tablara rajzolt
sakktabla gondos kiszinezésével). Megkérdezhetjiik, hogy hany fekete és fehér
mezG6 van a két sarokmezé nélkil. Miutan rajonnek, hogy 32-30 az eloszlas,
szinte biztosan esziikbe jut, hogy minden dominé pontosan egy fekete és
pontosan egy fehér mezét fed le, igy legfeljebb 30 dominé tehetd le.

A didkok szamara is érdemes vildgossa tenni, hogy bizonyos értelemben
szerencsénk volt azzal, hogy mindannyian ismerjiik a sakktébla szokasos szi-
nezését. Ha pl. a sakkot olyan tablan jatszanak, ahol minden mez6 ugyan-
olyan szind , akkor a 4.2.2. feladat joval nehezebb lenne: nem volna adott
az eszkoz a lehetetlenségi bizonyitdsunkhoz. Ekkor a kétféle megfogalmazas
nehézségét tekintve is egyenértéki lenne.

A kovetkezd feladat éppen ezzel fog tjat mutatni a kordbbiakhoz képest:

4.2.3. Feladat. FEgy 8 x 8-as sakktabla eqyik sarokmezdjét levdgtuk. Igaz-e,

hogy a maradék 63 mez6 parkettdzhato 21 darab 1 x 3-as domindval’? ¢

Ezt a kérdést a fenti el6zmények utan akar a diakok is feltehetik. Pusztéan
az el6z6 feladat alapjan persze kicsi az esélye, hogy valaki megkérdezi, am ezt
elGsegithetjiik példaul a kdvetkezé modon: rajzoljunk fel egy 8 x 8-as tablat,
majd tavolitsuk el az egyik sarokmezét. Ezutan forduljunk a didkokhoz azzal,

hogy mit lehetne most a maradék 63 mezével kapcsolatban kérdezni. A felfe-

2A preciz szohasznalat triomind, trimind vagy tromind lenne. Nem okoz azonban fél-
reértést, ha minden 1 x n-es téglalapot dominénak neveziink, s6t gyerekek szamara igy

érthet6bb a megfogalmazas.
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dezteté matematikatanitasban fontos szempont, hogy a tanuldkat beavassuk

a kérdezés miivészetébe. Ezt tobbek kozott az aldbbiak indokoljak:

e A tudoményt legalabb annyira a jo kérdések, mint a rajuk adott vala-

szok viszik eldre.
e Jo kérdést feltenni kreativ feladat, alkoté tevékenység, o6nmegvaldsitas.

e A sajat magunk altal feltett kérdésekhez pozitivabban viszonyulunk,

szivesebben gondolkozunk rajtuk.

Egy kérdés sokféle okbol lehet jo: lehet 6nmagéban is szép vagy izgalmas,
lehet logikus (de nem feltétleniil nyilvanvalo) folytatasa az el6z6eknek, és az
is lehet, hogy csak a meglepé valasz miatt valik — utélag — érdekessé.
Visszatérve az el6zd helyzetre, konnyen el6fordulhat, hogy valaki — akar
teljesen komolytalanul — megkérdezi, hogy a maradék 63 mezd lefedhets-e
1 x 2-es dominodkkal. Ez a kérdés logikus folytatasa az el6zményeknek, jonak
viszont annyira nem nevezhetd (legfeljebb viccesnek), mivel trivialis véalasz
van réa. (Nézépont kérdése: elsfordulhat, hogy valaki nem latja kapéasbol,
hogy paratlan sok mez&t kellene lefedni kettesével, és ez lehetetlen. Ha ez
nem pillanatnyi révidzarlat, akkor viszont az illetd szaméra tul nehéz prob-
lémékkal foglalkozunk: a szinezési tulajdonsag allandoésagat a tapasztalatok
alapjan nehezebb atlatni, mint a paritds megmaradasat.) Ebben az esetben
a kérdést feltevs jo uton haladt, csak éppen a valasz tette érdektelenné a kér-
dést. Ennek kapcsan viszont tanulsagként megfogalmazhatjuk, hogy miutan
megalkottunk egy kérdést, érdemes ellenérizni, hogy nincs-e ré nyilvanvalo

vélasz.
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A fenti kis kitérd, ha sor keriil ra, némileg tereli is a diakok gondolkodésat
a 4.2.3. feladatban szereplé kérdés megfogalmazésa felé: lattuk, hogy olyan
alakzattal kar probalkozni, amely mezdinek szama nem osztdja a 63-nak,
logikus valasztas tehat az 1 x 3-as triomin6. Valamivel kevésbé logikus (a
4.2.2. feladattal vald kisebb hasonlosag, illetve a kevésbé kézenfekvs alakzat
miatt) gondolat az L-triomind, azonban ez is érdekes feladatokra vezet (1d. a
2.1.1. tételt, illetve a ... feladatot).

Ratérve a 4.2.3. feladat megoldasara, a didkok egy része valoszintleg par-
kettazassal fog probalkozni, bar az el6zmények miatt gyanithatjak a lehetet-
lenséget. Miutan tobb-kevesebb id6t eltoltottek ezzel, kialakul a sejtésiik és
elkezdenek a bizonyitassal kisérletezni (egy id6 utan el is arulhatjuk, hogy a
parkettazas lehetetlen). A sakktébla-szinezés azonban most nem segit: ma-
gunknak kell egy olyan szinezést konstruédlni, ami reményeink szerint meg-
mutatja a lehetetlenséget. Az attorést jelents otlet az, hogy az 1 x 3-as do-
minék miatt hdrom szint érdemes hasznalni, méghozza gy, hogy minden
dominé minden szinbdl pontosan 1 mezét fedjen le. Erre rajonni egy hetedik-
nyolcadik osztalyos didknak egyéltalan nem kénnyt: sokan probalkoznak kii-
16nb6z6 fekete-fehér szinezésekkel, melyek persze nem adnak lehetetlenséget.
A nehézség oka az, hogy egyrészt ki kell 1épni a fekete-fehér szinezések vilaga-
bol, masrészt a jo 3-szinezésrdl a sakktablaval ellentétben nem lehet emlékiik:
vélhetGen soha nem lattak még semmit ilyen modon szinezve. Itt tehat eld-
allt az a helyzet, amit a 70. oldalon csak elméleti lehetGségként vazoltunk: a
feladat megoldasahoz valami 1j, korabban nem ismert segédeszkozt kell meg-

alkotni. Ez nyilvanval6éan nehezebb, mint a birtokunkban lévé eszkozoket
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felhasznalni.
Erdemes attekinteni, hogyan adhatunk (ha sziikséges) apro segitségeket

a feladat megoldasahoz:
1. Elarulhatjuk, hogy a parkettazéas lehetetlenségét kell belatni.
2. Elarulhatjuk, hogy ezuttal is szinezés segitségével érdemes bizonyitani

3. Elarulhatjuk, hogy a sakktabla-szinezés nem segit, 1j szinezést kell ké-

sziteni
4. Elarulhatjuk, hogy 3 szint érdemes hasznalni

5. Elkezdhetjiik kiszinezni a tabla els6 néhany mezGjét, biztatva a tanulot,

hogy probalja folytatni
6. Megmutatjuk a teljes szinezést.

Nem szabad elfelejteni, hogy mindig csak kell§ id6 utén és a sziikséges legki-
sebb mértékben célszeri segiteni.

Erdekes modon a helyes szinezés ismeretében, a megoldas kapujaban is
van egy hibalehet&ség: csak bizonyos sarokmezdket levagva lesz egyenlGtlen a
szineloszlas, mésokra éppen 21 mez6 marad mindharom szinbdl (lasd a 4.2.
abrat).

A megoldéas megheszélése soran egy nagyon tanulsagos kitér§ annak tisz-
tazasa, hogy mit is jelent az, hogy a modszeriink nem mutat ki lehetetlensé-
get. Kovetkezik-e ebbdl, hogy mégis lehetséges a parkettédzas? Ebben a hely-
zetben viszonylag nyilvanvald, hogy nem, hiszen a levagott sarka sakktablak

egymasba forgathatok és a forgatas atviszi a parkettazést is. Tehat ha az
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4.2. 4bra. A 8 x 8-as tabla szinezése 3 szinnel. Ha a bal fels§ sarokmezét
vagjuk le, minden szinbdl 21 mez6 marad. Ha viszont a jobb fels6t, akkor

22-20-21 lesz az eloszléas.

egyik sarokmezs esetén nem lehet parkettazni, akkor semelyiknél sem. Itt te-
hat lathato, hogy abbol, hogy egy adott modszerrel nem sikeriilt bizonyitani,
nem kovetkezik, hogy az allitds hamis lenne.

Adodik viszont egy természetes kérdés:

4.2.4. Feladat. Melyek azok a mezdk a 8 x 8-as sakktdblan, amelyeket ha

elhagyunk, a maradék 63 mezd parkettizhato 21 darab 1 x 3-as domindval?

Lattuk, hogy a sarokmez6k nem ilyenek. Ha a sakktablan 22 db 1-es,
21 db 2-es és 21 db 3-as szinti mezd van, akkor az Osszes 2-es és 3-as szinf
mez§ kizarhato. Sot, ezek elforgatottjai, tiikorképei is kizarhatok. Ez a gon-
dolatmenet viszonylag konnyen adja magat a fenti el6zmények utan. Marad
viszont 4 mezG a sakktablan, amelyekre sehogy se akar kijonni a lehetetlenség
(4.3. abra). Itt megint érdemes feltenni a kérdést: mondhatjuk-e pusztan ez
alapjan, hogy ezeket elhagyva lehetséges a parkettazas? A tanuloknak latni

kell, hogy hasonloéan az el6z6 esethez, itt sem mondhatjuk. Mas kérdés, hogy
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4.3. abra. Négy mezs, amelyeket minden tiikrozés, forgatas 1-es szinti mezGbe

visz. Kovetkezik-e ebbdl, hogy lehetséges a maradékot parkettazni?

ebben az esetben tényleg lehetséges a parkettézas, ez némi probélkozassal
kiderithets. Igy levonhato a kovetkeztetés: abbol, hogy egy modszerrel nem
tudunk belatni egy allitast, annak sem igaz, sem hamis volta nem kovetkezik

(lattunk példat mindkét esetre).

4.4. 4dbra. Parkettazés a négy mezd egyikét elhagyva. Forgatassal a masik

harom mezére is kapunk egy-egy parkettazast.

A feladatsor utolso feladata mar csak a korabban latott moédszerek elmé-

lyitését szolgalja:
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4.2.5. Feladat. Parkettdzhato-e eqy 10 x 10-es sakktdbla 1 x 4-es téglalapok-
kal?

Az el6zmények ismeretében a megfelel6 szinezés megtalalasa méar kevéshé
nehéz. Ugyan itt is ujfajta, négy szint szinezést célszert alkalmazni, de ez
a korabbiakkal analdég. Ha a megoldas megbeszélése utan lehetGséget adunk
a didkoknak arra, hogy kapcsolodd kérdéseket fogalmazzanak meg, akkor jo
eséllyel néhény konkrét szamokkal meghatarozott probléma utan felvetédik

a kovetkezs kérdés:

4.2.6. Kérdés. Igaz-e, hogy eqy téglalap alaki sakktdbla pontosan akkor par-
kettdazhato adott hosszisdagi dominokkal, ha a sakktdbla valamelyik oldal-

hossza oszthato a domindk hosszisdagdval?

A fenti kérdés tligyes altalanositasa 4.2.5-nek, és éppen az altalanossiaga
miatt nehezebb. A megoldas egyébirant kiolvashaté az 56. oldalon lathato

abrabol és ott kozolt gondolatmenetbdl.

4.3. Szinezés és lehetetlenség

Az el6z6 szakaszban ismertetett feladatsor megismerteti a tanulokkal a szine-
zést, mint a lehetetlenségi bizonyitasok egy hasznos moédszerét. Ez igen széles
hatokort eszkoz: jelen dolgozatban hasznaltuk példaul a 2.2.1., 2.2.4., 2.3.7.,
3.3.5. és 3.3.6. tételek ill. allitasok bizonyitédsahoz. Ezekben a bizonyitasok-
ban mindig csak két szinre volt sziikségiink: példaul az 55. oldalon definialt

S, szinezés éppen az el6z6 feladatokban hasznalt szinezésekbdl kaphato tgy,
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hogy csak 2 szint tartunk meg. Tulajdonképpen a 4.2.3. feladat megoldasa-
hoz elég lett volna csak az 1-es szini mezdkre hivatkozni, de az el6zmények
alapjan nem ez a természetes. Szemléletesebb, konnyebben felfedezhets és
megjegyezhetd (1 X n-es domind — n szin) a gondolatmenet tgy, hogy minden
szint felhasznalunk és minden mez6t kiszineziink.

Az eddigi példdk mindig valamilyen parkettézas lehetetlenségét bizonyi-
tottuk. Nézziink most néhany olyan feladatot, ahol szintén a szinezés segit,

de masképpen:

4.3.1. Feladat. Egy 3 x 3 x 3-as kocka kozépsd kis kockdjaban €l eqy pardnyi
bogdr. Egy napon elhatdrozza, hogy végigrigja magdt mind a 27 kiskockdn
gy, hogy mindegyiken csak egyszer halad dt. Meg tudja-e valdsitani a ter-
vét, ha eqy kiskockdbol csak azzal lappal szomszédos kockdba raghat maganak

alagutat?

Néhény probalkozas utan a tanulok valdszintleg megsejtik, hogy nem le-
het a feltételeknek megfelels ttvonalat tervezni. A kisérletezés soran szamta-
lan olyan utat talalhatnak, amely 26 kockan végigmegy, de egy mindig kima-
rad. Szemfiilesebbek észrevehetik, hogy az egyediil kimaradé kocka mindig
valamelyik él kozepén helyezkedik el. Ha ezeket egy rajzon bejelolik, a sakk-
tabla szokasos szinezésére emlékeztets térbeli dbrat kapnak, ami mar sejteti
a megoldas kulcslépését.

Célszertii ezt a feladatot a 4.2.2. feladat megoldasanak ismeretében fel-
adni, mert anélkiil kifejezetten nehéz rajonni, hogy a sakktébla-szinezés tér-
beli megfelel§jét (azaz azt a fekete-fehér szinezést, ahol a lappal szomszédos

kockak mindig ellenkezd szintiek) érdemes tekinteni. S6t, ez azzal egyiitt sem
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nyilvanvalé (egy sikbeli helyzetet kell atvinni a térbe), de az el6z6 bekezdés-
ben emlitett észrevétel segithet.

A szinezés megtalalasa utan a befejezés méar nem nehéz, de tébb gondolati
lépésbdl all: a bogar felvaltva fekete és fehér kockdkba ragja at magat, ha
a kozéps6 kocka mondjuk fehér, akkor 26 1épés utan (azaz amikor mar 27
kockdban jart) 14 fehér és 13 fekete kockat érintett. De a nagy kocka 13
fehér és 14 fekete kis kockat tartalmaz, tehat nem lehet, hogy mindegyikben

pontosan egyszer jart.

4.3.2. Feladat. FEgy 5 x 5-0s négyzetrics minden mezdjén dll eqy katica.
Sipszora mindegyik datmdszik egqy oldallal szomszédos mezdre. Lehetséges-e,

hogy ezutdn is minden mezdén pontosan eqy katica tartozkodik?

Néhany szinezéses feladat, kiilonosen a 4.3.1. utan ez a feladat mar nem
lehet nehéz: a sakktabla-szinezést tekintve a fekete mezékon allo katicak fe-
hérre, a fehér mezskon allok feketére koltoznek. Mivel 13 van az egyik és 12
a masik szinbdl, nem lehetséges, hogy ugyanannyi katica legyen fekete szind
mez6n, igy nem lehet minden mezén pontosan egy katica.

Tanulok is felvethetik, hogy mi van akkor, ha a katicdk mozgasat &tlos

iranyura valtoztatjuk:

4.3.3. Feladat. Egy 5 x 5-0s négyzetracs minden mezdjén dll eqy katica.
Sipszora mindegyik dtmdszik eqy dtlosan szomszédos mezdre. Lehetséges-e,

hogy ezutdn is minden szomszédos mezdn pontosan eqy katica tartozkodik?

Igy azonban még szinezés nélkiil is konnyen végiggondolhato a lehetet-

lenség (a legfelss sor 1., 3. és 5. mezGjére csak az alatta 1évé sor 2. és 4.
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mezdjérsl méaszhat katica, igy valamelyik biztosan iiresen marad). Azonban
a kérdésnek egy mélyebb valtozata is megfogalmazhato (5 x 5 helyett rogton

altalanosan) :

4.3.4. Feladat. Egy (2n+ 1) x (2n + 1)-es négyzetrdcs minden mezdjén dll
eqy katica. Sipszora mindegyik atmdszik egy dtlosan szomszédos mezdre. Leg-

kevesebb hdany mezd marad ekkor tiresen?

Az oldalszomszédos esetben azért segitett a sakktabla-szinezés, mert min-
dig feketérdl fehérre és fehérrdl feketére masztak a katicak. Tehat itt egy olyan
szinezés jonne jol, ami ugyanezt tudja az atlos mozgasra (ez a mondat alkal-
mas segitség lehet a feladattal nem boldogulé tanuloknak). Ilyen példaul az,
amikor minden masodik sor fekete, a tobbi fehér. Innen lathato, hogy legalabb
(2n+1) mezd mindig tiresen marad, hatra van még annak megmutatéasa, hogy
ez a minimum el is érhets. Ezt az egyébként lényeges konstrukcios lépést itt

most nem részletezziik.

4.4. Néhany tovabbi parkettazasi feladat

Az alabbiakban néhany olyan feladatot ismertetiink, melyek szorosan kétéd-
nek a dolgozat el6z6 fejezeteiben szerepls tételekhez, ugyanakkor alkalmasak
kozépiskolai 6ran, szakkoron vagy tehetséggondozd taborban torténd targya-

lasra.
4.4.1. Feladat. Parkettdazhato-e egy 10 x 10-es négyzet T-tetromindkkal?

Bar a Ty-hez nincs a 2.2.2. definici6 értelmében vett invarians szinezés, a

sakktabla-szinezéssel kapcsolatban mégis van egy jol hasznalhato tulajdon-
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saga: nevezetesen minden T-tetromind paratlan szamu fekete mezét fed le.
Ez végtelen tartomanyok parkettazhatosagarol nem sokat mond, hasznaltuk
azonban a 2.2.6. tételben, és itt is kapora jon: egy 10 x 10-es négyzet fedéséhez
25 tetrominé kellene. Ezek mindegyike paratlan sok fekete mez6t tartalmaz,
25 paratlan szam Osszege paratlan, igy Osszesen is paratlan sok fekete mezét
kellene lefednitik. A 10 x 10-es négyzetben azonban 50 fekete és 50 fehér mez6
van, igy ilyen parkettézas nem létezhet.

A fenti megoldéas két gyakran eléforduld, lényeges gondolatot is Ossze-
kapcsol: a szinezést és a paros-paratlan vizsgalatot. Mindkét motivum jol
hasznélhato olyan helyzetekben, ahol valamilyen invarians tulajdonsagra van
sziikségiink.

Az eddigi feladatokban a parkettédzas mindig lehetetlen volt. Lassunk egy

olyat, ahol éppen azt kell megmutatni, hogy az akadalyok ellenére lehetséges:

4.4.2. Feladat. Egy 100 x 100-as sakktablan valaki elhelyezett néhdny 1 x 2-
es domindt gy, hogy azok nem érintkeznek (még csuccsal sem). Bizonyitsuk
be, hogy ezt a rendszert kiegészithetjik tovabbi 1 x 2-es dominokkal a teljes

sakktdbla parkettdzdsdva!

Ez nem més, mint a 2.4.3. tétel konkrét szamértékekkel. Azzal, hogy konk-
rét szamokat adtunk meg, val6jaban nehezitettiik a feladatot. A bizonyités
ugyanis arra épit, hogy a parkettdzandoé tartomany mindkét oldalhossza pé-
ros, am a 100 x 100-bol semmi nem utal arra, hogy éppen ezt kell kihasznalni
(mig 2a x 2b-vel a feladatban latszana, hogy ennek jelent&sége van). Itt tehat
arra latunk példat, hogy az erdsebb éllitast (az altalanos tételt) kénnyebb

belatni (mert a feltételei jobban meghatéarozzéak, hogy mire épithetjiik a gon-
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dolatmenetiinket). Masfell a konkretizalas kézzelfoghatobba és ezaltal von-
zObbé is teszi a feladatot. Ezeket a szempontokat altalaban is érdemes szem
el6tt tartani, amikor arrdl dontiink, hogy egy feladatot egy adott tanitasi
szituacioban altalanosan vagy konkrétan tiizziik-e ki.

Egy 100 x 100-as tabla tul nagy ahhoz, hogy ,kézzel” akar csak néhany
esetet kiprobaljunk rajta. Ilyenkor abba az iranyba érdemes terelni a tanit-
vanyokat, hogy probéljak meg a hasonld, egyszertibb feladatokat megoldani,
azaz vizsgaljak meg kisebb tablakra az allitast. Ha a sakktabla mindkét oldala
paratlan hosszt, akkor nyilvan nem parkettazhaté a domindinkkal. Viszony-
lag konnyt egy altalanos ellenpéldat gyartani arra az esetre, amikor az egyik

oldal paratlan (és a masik legalabb 3), lasd a 4.5. abrat.

N

4.5. dbra. Ellenpélda a parkettazhatosagra, amikor a vizszintes oldal paratlan.

Mar az als6 sor dominokkal valé parkettédzasa sem lehetséges.

A fentiek alapjan megsejthetd, hogy ha a sakktabla mindkét oldala pa-
ros, akkor a parkettazas mindig elvégezhets. Az ilyen tipusu allitasokat gyak-
ran teljes indukcioval érdemes bizonyitani, ez azonban itt tévitnak bizonyul:
egyaltalan nem nyilvanvalo, hogy miért kovetkezne az allitas a kisebb tégla-
lapokrél a nagyobbakra. Ehelyett a parossagot tgy lehet kihasznélni, hogy

a sakktablankat 2 x 2-es négyzetekre oszthatjuk fel. Erre az oOtletre nehéz



4.4. NEHANY TOVABBI PARKETTAZASI FELADAT 82

rdjonni, mert nincs elézménye, és latszolag ellene sz6l, hogy a dominék min-
den tovabbi nélkiil atnytlhatnak a négyzetek hatarain. Kicsit alaposabban
vizsgalva a dolgokat azonban észrevehetd, hogy minden lerakott dominé ki-
adja magat. A feladat megoldasahoz tehat Gtletre és kellg alapossagra is sziik-
ség van, ezért tehetséges didkok szamara is mindenképpen nehéznek mindsiil.

Végiil tekintsiik a 2.1.1. tételt, amely szintén egy parkettazas lehetséges
voltat bizonyitja bizonyos feltételek mellett. Készitsiink bel6le kozépiskolé-

soknak sz0l6 feladatot! Néhany lehetséges valtozat:

4.4.3. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha egy 2™ x 2™-es négyzetnek barmely

mezdjét elhagyjuk, akkor a maradék parkettizhato L-triominokkal!

4.4.4. Feladat. Igaz-e, hogy ha a 8 X 8-as sakktdbla eqy tetszdleges mezdjét

elhagyjuk, akkor a maradék parkettizhato L-triomindkkal?

4.4.5. Feladat. Adott egy 1024 x 1024-es sakktdbla. Keressiink minél tobb

olyan mezdt, amelyet elhagyva a maradék parkettdizhato L-triominokkal!

Az els6 valtozat a legkevésbé megfelels, ha felfedeztetd tanitasban gon-
dolkozunk. Rogton kozli az allitast altaldnosan, ami egyuttal sugallja is, hogy
valamiféle rekurziv vagy teljes indukciés gondolatmenet lesz célravezets. Egy-
értelmten a 13. oldalon kozolt bizonyitas felé terel. Bizonyos helyzetekben
mégis ez lehet a megfelels, példaul ha épp azt szeretnénk felismertetni, hogy
bizonyos allitasokrol messzirsl latszik, hogy teljes indukcidval érdemes veliik

probalkozni.
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A masodik valtozat egy viszonylag természetes kérdésfeltevés, didkok is
felvethetik példaul a 4.2.3. és a 4.2.4. feladatokhoz kapcsoloddan. Kellemes,
hogy éppen a szokésos sakktablarol van sz6, amely még nem tul nagy ahhoz,
hogy néhany esetet ki lehessen probalni. A probalkozasra sziikség is van,
hiszen allitas helyett kérdést fogalmaztunk meg, a tanulokra bizva a helyes
sejtés megtalalasat. Erdemes minél tobb feladat esetében igy tenni, ezéltal
a hozzaszoktatni a tanulokat ahhoz a helyzethez, amikor nem egyértelm,
hogy melyik iranyba kell indulni. Igy a kisérletezés szerepe felértékelsdik.
Masfelsl, ha a kérdés nehéznek bizonyul, kés6bb még mindig segithetiink a
valasz elarulasaval.

A harmadik megfogalmazas még nyitottabban fogalmazza meg a problé-
méat. Ez a valtozat hasznos lehet olyankor, amikor enyhe versenyszituéciot
akarunk teremteni a tanulok kozott (ez lehet példaul csapatok kozotti ver-
seny is). Ki tud tébb olyan mez6t mondani, amelyet elhagyva a maradék
parkettazhato L-triomindokkal? — az ilyen kérdésfeltevés produktiv verseny-
hangulatot teremt. El6nye ennek a verzidonak az is, hogy lehetséges részered-
ményeket elérni: azaz be lehet latni az 0sszes mezd egy részérdl, hogy azok
rendelkeznek a kivant tulajdonsaggal anélkiil, hogy ezt az Gsszes mez6rol 1at-
nank. Igy a feladat kimenetele a tanulok szempontjabol nem csak kétféle
(megoldottuk /nem oldottuk meg) lehet.

Az 1024 alapjan sejthetd, hogy itt az oldalhossz 2-hatvany volténak lesz
szerepe, ezt példaul a masodik valtozatban a 8-as szam egész jol elfedte. Az,
hogy ilyen nagyméret tartoméanyt kell parkettazniuk, mindenképpen valami

rekurziv épitkezés felé tereli a tanulokat. Eszrevehetik példaul, hogy 4 L-trio-
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minobol felépithets a kétszeresére nagyitott L-triomind, amelyekbdl pedig a
4-szeresére nagyitott stb. Ez egyrészt elvezethet a 13. oldalon ko6zo6lthéz ha-
sonlo, de ugyanazt masképpen megfogd bizonyitashoz, masrészt tovabbi érde-
kes kérdéseket indukéalhat (Melyek azok az alakzatok /poliominok, amelyekkel
onmaguk valamely felnagyitott valtozata kiparkettazhat6?) Konnyen lehet,
hogy olyan megoldasokat is taladlnak, amelyek teljesen més titon haladnak
(ezeket viszont faradsagos lehet ellendrizni).

Osszefoglalva az eddigieket megallapithato, hogy ugyanazt a problémat
sokféle modon kittizhetjiik. Az adott tanitasi szitudcioban az itt emlitésre
keriilt szempontokat (mennyire legyen kénnyti-nehéz, iranyitsuk-e a tanulok
gondolkodasat egy adott modszer felé, legyen-e verseny jellege stb.) feltétleniil

érdemes mérlegelni pedagogiai céljaink megvalositéasa érdekében.



Irodalomjegyzék

[

3]

4]

(6]

7l

Solomon W. Golomb: Checker Boards and Polyominoes

The American Mathemathical Monthly, vol. 61, pp. 675-682

Solomon W. Golomb: Polyominoes: puzzles, Patterns, Problems, and
Packings

Princeton University Press, Princeton, NJ, second edition, 1994

George E. Martin: POLYOMINOES, A Guide to Puzzles and Problems
wm Tiling

Mathematical Association of America, 1991

Ross Bryant: Borel Determinacy and Metamathematics

University of North Texas, 2001

Donald A. Martin: Borel Determinacy
The Annals of Mathematics, Second Series, Vol. 102, No. 2 (Sep., 1975),
pp. 363-371

J. S. Bruner: The act of discovery
Harvard Educational Review 31 (1): 21-32., 1961

Posa Lajos: Matematikair taboraim

Természet Vilaga, 132. évfolyam, 3. szam, 2001. mércius

85



