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Koszonetnyilvanitas

Mindenekel6tt szeretném megkoszonni Dr. Markus Laszlonak az 6szton-
76 tamogatast és végtelen tiirelmet, amellyel mindvégig segitette mun-
kdmat e témakor feldolgozasa és a szakdolgozat elkészitése soran. Kon-
zulensem alapvetGen nyitott hozzaallassal és segité szandékkal fogadta
megkeresésemet, amelynek eredményeként olyan matematikai fogalmak-
kal ismerkedhettem meg, amelyekrsl nemigen hallottam volna az altala-
nos egyetemi tanarképzés keretein beliil.

Hovatovabb készonettel tartozom Tobias Aronnak, aki emberileg min-
den lehetséges modon tamogatott a szakdolgozat elkészitésében: a szak-
dolgozati téma megvalasztasatol, egészen a szerkesztések elkészitéséig.
Koszonom tovabba csaladomnak és barataimnak, akik igyekeztek meg-

felel6 munkakornyezetet teremteni szamomra.



Bevezetés

Amikor kozépiskolas koru fiatalok megnyilatkozéasait kisérjiik figyelem-
mel, gyakran azt tapasztalhatjuk, hogy szdmukra a legmeghatarozobb
élmények tobbségiikben az iskola falain beliil torténnek. Eletkori saja-
tossagaikbol adodoan elsésorban érdeklédési teriileteiket kortars kap-
csolataik hatarozzak meg, gyakran egy-egy felnGtt ismerds, esetleg szim-
patikus tanar is nagy hatéssal lehet figyelmiik terelésében, érdekl&dési
teriileteik kivalasztasaban. JellemzGen azt tapasztaltam a kornyezetem-
ben 1év6 didkokkal beszélgetve, hogy szamukra az élet alapvetSen két
elszeparalt, egymassal kapcsolatba aligha hozhato részbdl all: az egyik
azon dolgok, események Osszessége, amelyek az iskola falain beliil tortén-
nek, a masik oldalon léteznek az ,érdekes” jelenségek, azok, amelyeket a
valodi életben tapasztalnak, amelyekrél a médiaban hallhatnak, lathat-
nak, amelyeket ismerdseik mesélnek nekik. Ez az elkiiloniilés nem csak
térben, hanem idében is értendd; sokszor talalkozhatunk azzal a képpel,
hogy az érettségi utdn kezdddik majd el szamukra az igazén érdekes élet,
akkor talalkozhatnak az igazan fontos tennivalokkal, akkor valhatnak az
Gket koriilveves tarsadalom aktiv részeseivé.

Véleményem szerint sokan szeretnék ezt a jelenséget megérteni ami-
kor is megoldast keresnek arra, hogyan lehetne az iskola nevelési és ok-
tatasi funkcidiban a didkokat is érdekeltté tenni. A kozos munka egyik
alapja, hogy kozos célokat talaljunk, s ennek megtfelelen kozosen va-
lasszuk meg a metodikat is. Mivel a didkoktol nem varhato el, hogy
maguk talaljak meg a szamukra legmegfelel6bb tanitasi-tanulasi mod-
szereket, nekiink kell tudnunk szamos kiilonboz6 lehetGséget felkinalni,

amivel egyben egy valasztéasi lehetdséget is biztositandnk nem csak sza-
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mukra, de a magunk szamara is.

Dolgozatomban specialisan a matematikai statisztika témakor egy
olyan alkalmazasat szeretném bemutatni, amely bar mondanival6jaban a
jelenlegi kozépiskolai tananyagon tulra is kitekint, mégis rengeteg olyan
lehetdséget rejt magaban, amelyek kihasznélasaval a tantargyat talan
kozelebb hozhatjuk a didkok érdeklddési teriileteihez. Ezzel egyidében
a matematikai modellalkotas jelenségének egy oktatési lehet&séget is be
szeretném mutatni. A dolgozat elején megprobalom koriilirni a fentiek-
ben el6készitett oktatasi célokat, majd ehhez modszereket, alkalmazaso-
kat keresnék. Ezt kovetGen a matematikai didaktika ide tartozo alapvetd
elméleteit sorban véve, azok tiikrében elemezném a modellalkotas tani-
tasdnak elényeit és hatranyait. A dolgozat tovabbi részében bemutatok
egy igen érdekes alkalmazasi teriiletet is.

A témavalasztast az indokolja, hogy a hétkéznapi életiink soran al-
kalmazott stratégiak meglepGen nagy hanyada statisztikai alaptu, gon-
dolunk itt akar a kvantitativ fizikai kisérletekre, a tarsadalomtudoményi
felmérésekre, a kozgazdasagi, banki s pénziigyi mutatok értelmezésé-
re. Azt gondolom, tobbek kozott a statisztika témakore is idealis an-
nak bemutatasara, miként csokkenthets az a tavolsag, ami az ,élet” s a

Ltananyag” kozott huzodik a fiatalok tobbségének fejében.



1. fejezet

Didaktikal szempontok

1.1. A cél megvalasztasa

Mikor nevelési, tanulési célokat ttiziink ki a didkok elé, mindenképpen
figyelembe kell venniink a célcsoport igényeit, a tarsadalom altal té-
masztott kovetelményeket, az oktatasi hagyomanyokat, az ide vonatkozo
torvényeket, rendeleteket, az oktatasi keret (tanora, szakkor, magantani-
tas) nyujtotta lehetGségeket és kovetelményrendszert. Nem all modom-
ban részletes elemzés ald bocsatani valasztasaimat, csupan megjelolném
a tovabbiakban, milyen matematikai didaktikai koncepciok mentén ha-
ladok, mikor a statisztika egyes alkalmazéasi teriileteit probalom bemu-
tatni. Természetesen nem adhatok egy olyan &altalanosan hasznalhato
programot — egy ilyen program koriilirasa nem is célom —, amely min-
den esetben alkalmazhato, hiszen nem is gondolhatjuk, hogy létezik ok-
tatasi ,recept”’. Csupan azt a szemléletet probalom bemutatni, amely
alapjan torténé oktatas soran a tanulas s az alkalmazasok elsajatitasa
a tananyag feldolgozésanak aktiv részesévé teszi a diakokat. Megproba-
lom kézzelfoghatova tenni a mai matematikai alkalmazasok modszereit,
ezzel bemutatva, mivel foglalkozhatnak tobbek kozott az alkalmazott

matematikusok.

A komolyabb matematikai hétteret igényl6 problémamegoldast ter-
mészetesen szakkori keretek kozott képzelem el, hiszen a programozast

és elemz6 munkat igényld feladatok kitartast, emiatt pedig erds moti-
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valtsagot, magas érdeklddési szintet igényelnek. Azt gondolom, a didkok
motivaltsiga megnd, amennyiben mindennapos problémak megoldasat
tlzziik ki szamukra célként — szemben a mesterséges, elidegenité gya-
korlopéldakkal. Nem tartom azt sem kizartnak, hogy az érdeklédés meg-
szerzése érdekében akar veliik kozosen valasszuk meg ezen célokat egy
projektmunka keretében.

El6szor vizsgaljuk meg a tanulasi célok megvalasztasanak kérdeését al-
talanosabban!® A H. von Helting altal megnevezett altalanos tanulasi cé-
lokat vizsgalva kigytjtottem azon, a matematikatanulashoz koézvetlentil
kot6do célokat, amelyek konkrétan az altalunk bemutatando statisztikai

alkalmazasi tertilet oktatasnak lehetséges célkittizései lehetnének.

1. A vilag valtozasanak, véaltoztathatosdganak felismerése és megta-
pasztalasa, a valtoztathatosag tudatosodasa. A sajat kornyezet ala-

kitdsdnak képessége.

2. Kooperacio, kommunikéacios technikdk fejlesztése, mésok vélemé-
nyének figyelembe vétele, tolerancia, énmeghatarozas, onismeret

fejlesztése, kritikai hozzaallés.

3. Sajat érdeklodés azonositasa és észrevétele. A szakma tarsadalmi
sziikségességének felismerése, 6sztonzés szakmai gyakorlatra. A tu-
domanyok alapelveinek és eljarasainak ismerete, megértése, a tech-
nika tehermentesits funkcidjanak megtapasztalasa. Természetfelet-

ti és racionalis-oksagi magyarazatok kolcsonos kiegészitése.

4. Konyvtarak, lexikonok, szotarak, irdsos és elektronikus adatbazi-
sok, tomegkommunikacié hasznalata. Informéaciogytjtés, tajékozo-
das, gépelés, programozas alapszintd hasznalata, ismerete. Tarsa-
dalmi tehermegosztas megtapasztalasa, termelés-fogyasztéas kapcso-
latrendszer megismerése. Idegen nyelv (nyelvek), idegen kulturak

felfedezése.

IEbben a szakaszban és a kovetkezdkben a kiilon nem jellt forrasok feldolgozasa sordan Amb-
rus (1995) mivére hagyatkozom.



1.2. A kognitiv célrendszer

A tovabbiakban tekinthetjiik a matematikatanitas kognitiv célrendsze-
rét, melyet Varga Tamas és Zech dolgozott fel. Ezek kozil kiemelném
az analizis és szintézis tartalmakat mint a modellalkotdsban megjelend
gondolkodési struktiurdk jellemzd elemeit.

A tanitasi folyamat soran elGszor a megértést és megismerést kove-
téen formalis eljarasokat sajatittatunk el. A didkok szamos gyakorlo-
feladat kidolgozaséaval rutinossa valnak azok megoldasaban, és ekkor a
magasabb megértési szinten lévé analitikus, elemzé gondolkodast igény-
16 feladatokat is érommel oldjak meg (példaul hibakeresést). Erdemes
a gyakorlofeladatok megvalasztasanak problémajanal kicsit hosszabban
elid6zni, végiggondolni, miként tizziik ki ezeket, hogy motivaloak és
érdekesek legyenek a didkok szamara is, akik tobbnyire nem kapnak be-
tekintést a didaktika ilyesféle kauzalitasi szintjeibe.

Az egyik 1t véleményem szerint a kozos munka felépitésének meg-
beszélése, egyeztetése a didkokkal. A nagy osztalylétszam és a bevett
gyakorlatok miatt erre aligha keriil sor. Az ,El6 matematika” projekt
szerint a valodi megoldas az ilyesfajta problémakra, ha mindvégig, a
bevezetd oratol kezdddden életszeri feladatokat tiiziink ki a tananyag
tanitédsa soran, melyek természetiikben megmutatjak, miért sziikséges
az adott matematikal apparatus elsajatitasa. Természetesen a feladatok
konkrét megvélasztasa rengeteg kérdést vet fel, kiilonos tekintettel an-
nak végiggondolasat, hogy az adott életkorban mennyire komplex prob-
lémakort elemezhetiink, milyen, nem kizarolag matematikai alapismere-
tek varhatoek el az adott didkoktol. Az elemz6 gondolkodast igényld,
magasabb tudasszintet igényld feladatok kittizésekor kiilonféle alkalma-
zasi teriileteket vonhatunk Ossze, feladatainkban elrejtve a begyakorolt
rutinpéldakat (akar méas matematikai teriiletek feladatainak megoldasa-
ban is), legyenek azok valosagkozeli, szoveges vagy més jellegii feladatok.
Amennyiben lehetséges, érdemes olyan, mas tantargyakkal dsszekapcso-

16do6, valosagosnak tiing problémékat keresni, amelyek megoldasa soran
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egyik feladat maga az elsajatitott modszer alkalmazhatosaganak felisme-
rése. Ekkor mar eljarasokat is alkotnak didkjaink, terveket kombinalnak
ki, alternativ megoldasokat taldlnak és hasonlitanak 6ssze, elemzik meg-
oldasaik sikerességét, célszertiségét, egyszertiségét.

Az ilyen jellegti munkafolyamat megtanulasa lehetne a végsd célunk
a statisztika oktatasanak teriiletén is. Ehhez szerencsénkre rengeteg al-
kalmazéasi teriilet all rendelkezésiinkre, akar a t6zsdei vagy csillagészati
adatok feldolgozéasarol legyen szo6. Zech az emlitett kognitiv célokat alap-
vetGen két megkozelitésben targyalja: a tanuldi aktivitas és az oktatési

folyamat szervezése szempontjabol.
1. LehetGséget kell biztositani a tanulok alkotoi tevékenységének.

2. Lehetdséget kell adni a tanuloknak a racionalis indoklas gyakorla-

sara.

3. A tapasztalatszerzést segiteni és biztositani kell a matematika al-

kalmazéasi teriileteit illetGen is.

4. Teret kell adni a formalis készségek elsajatitasanak.

A fenti kritériumokhoz kivaloan illeszkedik témakoriink, a valos id6-
ben zajlo folyamatok modellezése, hiszen olyan komplex problémak fel-
dolgozéasat tizziik ki feladatul, amelyekhez mind kreativan, mind for-
malis, begyakoroltatott modszerekkel lehet kozeledni. Ennek jelent&sége
oriasi, hiszen nem kizarolag egyetlen gondolkodasi forma alkalmazhato,
igy a didkok nagyobb részének biztosithat sikerélményt a feladatmegol-
das. A ,valosagkozeli” élmény is biztositott, hiszen feladataink a minket
koriilvevs, megtapasztalhato vilaghol érkeznek, mi csupan megprobaljuk
megvizsgalni, értelmezni a ,véletlen természetét”.

Raadasként elmondhatjuk, hogy a tudomanyos gondolkodas mai pa-
radigmajat kovetnénk, miszerint a vilagunkat bizonyos szempontbol nem
determinisztikus, hanem val6szintiségi elgondolasok alapjan ismerhetjiik
meg. A mai kutatdasok meghatarozo hanyada statisztikai alapokon dolgo-

zik, gondoljunk itt a kvantitiativ mennyiségekkel dolgozé tudomanyokra,
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legyen az természettudomany, tarsadalomtudomany, orvostudomany. A
diakok igy nem csak azzal a jelenséggel talalkozhatnak, hogy a vilag meg-
értésben a statisztika hasznukra lehet, hanem hogy a mai tudoményos
gondolkodés paradigméainak megfelelGen tudnak a vilagrol véleményt al-
kotni. Nem késleltetjiik a tudoményos élettel valo talalkozasukat, hanem
mintegy segitéként haladunk veliik azon felismerés irdnyaba, hogy a mai
tudos tarsadalom allaspontja szerint az életiinket nem kizarolag deter-
minisztikus torvények és események hatrozzak meg. Ez a tudas pedig
egy komplexebb, szemléletében gazdagabb filozofiaval ajandékoz meg

mindannyiunkat.

Erdekesnek taldlom meghallgatni Arthur T. Benjamin amerikai ma-
tematikus véleményét, aki szerint az amerikai matematikaoktatas elsé
szamu problémaja, hogy statisztika helyett az analizis elemei kapjak a
legnagyobb hangsulyt a kozépiskolai tananyagban. Errél szolo rovid be-
szédét érdemes megtekinteni a http:/ /www.ted.com internetes oldalon,
elolvasva a néz6k kommentarjait: tobbségében mindenki ugyanazt ta-
pasztalta, hogy a kozépiskolaban elsajatitott készségek nem fedezik azt
a sziikségletet, amivel az egyetemet, fGiskolat lendiiletesen és zokkend-
mentesen el lehetne kezdeni. Tapasztalatom szerint ez a jelenség nem

kizarolag az Egyesiilt Allamok oktatasara lehet jellemzd.

A vildgban val6 biztos tajékozodést elGsegiteni emellett tobbek ko-
zOtt a megfelels és mindségi informéciok felkutatasdnak és megszerzé-
sének begyakoroltatasaval tehetjiikk. A biztos tajékozodas alapvets for-
mai ma méar az elektronikus adatbézisok, internetes oldalak segitségével
valosulnak meg. Az interneten talalhato informaciok tobbségiikben el-
lendrizetleniil keriilnek a vildghalora, emiatt sziikséges, hogy kritikusan

szemléljiik a rajta talalhato adatokat, hireket, beszamolokat.

Amikor példaul tézsdei informéciokat keresiink vagy a napfoltok vi-
selkedését vizsgaljuk, elkeriilhetetlentil belefutunk tudoményosan nem
alatamasztott, komolytalan, félrevezeté informéciokba. Elemz6, adat-

gytjtést szorgalmazo feladatok megoldéasa soran begyakoroltathatjuk a
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(matematikailag) relevans adatok és informaciok osszegytijtésének mod-
jait, mikozben szovegértési kompetenciakat erdsithetiink. Ezt kovetGen
a megfelel§ adatok birtokaban tervet kell késziteni, hogy mit is aka-
runk kezdeni ezekkel az informéciokkal. Erdekes és értelmes matema-
tikai kérdések felvetésével, megvalaszolasaval, megvalaszolhatosaganak
kérdésességével talalkozhatnak ekkor a didkok. A kérdések kivalaszté-
sa utan kovetkezik a megoldas megtervezése, a megoldashoz sziikséges
(matematikai és targyi) eszkozok felismerése és hasznalatuknak begya-
korlasa. Konkrét esetben a feladatmegoldas kozben nyelvi és szamitas-
technikai készségeket, képességeket is maximalisan kihasznaljuk, fejleszt-
jik. A megoldas megvalositasa utan a kapott eredményeket diszkutalni,
értelmezni kell, esetleg Gjra at- és megfogalmazni, interpretalni a tobbi-
eknek, tobb kiilonb6z6 eredmény sziiletése esetén ezeket 0sszehasonlitani
és megvitatni.

Az ilyen munkak oktatasszervezési formaja sokféle lehet: projektmun-
ka, paros munka vagy akir egyéni munka; hézidolgozat készitése vagy

szakkori tevékenység.

1.3. A modellezés jelensége

Amirél még nem esett szo, pedig igazdn fontos szempontja a témava-
lasztasnak, az a modellezésben rejls lehetéségek sokrétiisége?. Kiindu-
lasi pontunk, hogy a minket koriilvevs vilagrol kérdéseket fogalmazunk
meg, melyekre a statisztikus szemszogébdl probalunk meg valaszolni.
Ezt koveti egy tudatos, tervszerd megfigyelés, informciogyidjtés. Majd
kérdéseinket ismét atgondoljuk, atfogalmazzuk, hogy valoban megvéla-
szolhatoak legyenek (matematikai) eszkozeinkkel. A megoldésig vezetd
utat — esetleg utakat — kozosen megtalalva kezdédik az adatokkal vég-
zett munka. Amikor a folyamat végén eredményekre jutunk, azokat feliil-
vizsgalva allapitjuk meg, mennyiben vélaszolnak eredményeink a feltett

kérdéseinkre. Végezetiil pedig interpretalhatoé formaba ontjiik korabbi

2A témaval kapcsolatosan a LEMA projekt szakszert és sokszint felvilagositast nyujt.
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tevékenységiinket, hogy megvitathato legyen a tobbiek munkajanak tiik-
rében.

Mind az érintett kompetencia teriiletek, mind a matematikai modsze-
rek tekintetében a modellezés maximalisan komplex és sokszint felada-
tokkal, feladatmegoldasokkal szolgalhat. Winter ugyan egészben véve a
tananyagvalasztassal kapcsolatosan fogalmaz meg kérdéseket, mégis ér-
demes ezen kérdések alapjan is meggondolni a modellalkotéas lehetGségeit

a matematikaoktatasban.

1. Milyen mértékben alkalmas az anyag a tanulok aktuélis képességé-

nek megfelel6 matematikai gondolkodasmodok reprezentéalasara?

2. Milyen mértékben felel meg az anyag lehet6leg minél tébb altalanos

tanulasi célnak?

3. Milyen jelentGsége van az anyagnak a szakmai elGkészités szem-

pontjabol?
4. Milyen hatassal van az Ossztartalomra az adott téma?
5. Hogyan érinti mas tantargyak tartalmat az illeté téma?

Az els6 kérdést illetGen azzal a valasszal kell beérniink, hogy a téma-
kor és a problémavalasztas megvalasztja a megoldashoz, feldolgozashoz
sziikséges képességeket és eszkozoket. A tanar egyéni felelGssége, hogy
jol valasszon.

A masodik kérdésre a valaszt az Eurépai Tanacs altal jovahagyott?
fejlesztends alapkompetencia-teriiletek, s az altalunk alkalmazottnak
vélt kompetencidk oOsszehasonlitasaval adjuk meg. A kozos teriiletek:
anyanyelvi kommunikacié (gondoljunk az eredmények interpretalasara,
a kérdésfeltevés igényességére, a kozos munkaban sziikséges igényes és
pontos kommunikéaciora), idegen nyelvi kommunikécio (adatgytijtés, ta-
jékozodas a vilagrol), matematikai, természettudoményos és technologiai

kompetencidk, digitalis kompetencia (a szamitogépet egy 1j szerepben

3Az egész életen 4t tartd tanulashoz sziikséges kulcskompetenciak
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ismerhetik meg a fiatalok: a szovegszerkesztésen, ,szorfozésen”, beszél-
getésen, jatékokon tul komoly szamolasi feladatok ellatasra is alkalmas
eszkozzé valik a ,gép”), a tanulas tanulasa (4] tanulési, problémamegol-

dési modszerek elsajatitasa), vallalkozoi kompetenciak.

A harmadik kérdésre mar a korabbiakban vélaszoltunk, gondoljunk a
mai tudos tarsadalom statisztikus-elemz6 vizsgélatainak tanérakon valo
megjelenésére. A mai tudomanyos élet nézépontjabol kiindulva tesziink
fel és valaszolunk meg kérdéseket, hasonldé modszereket és eljarasokat
alkalmazva, mint ahogyan azt az egyetemeken dolgozo kutatok, vagy
magan- és allami cégeknél elhelyezkedett matematikusok teszik. A ne-
gyedik kérdésre nem tudunk altaldnosan valaszolni, hiszen nincs sza-

munkra kijelolt konkrét tartalom.

A tézsdeindex elemzés, amely a dolgozat tovabbi részében bemutatés-
ra keriil, tulajdonképpen elmélyiti és Osszefoglalja az addig elsajatitott
valoszintiségi és statisztikai fogalmakat, részben pedig kozgazdasagi is-
meretekkel is szolgal. A feladatmegoldas jatékossaga, Osszetettsége, eset-
leg projektbe helyezése rugalmassagot kivan meg mind a tanar, mind az
iskola részérdl, hiszen tobbnyire nem a hagyoményos frontalis oktatési
koncepcié érvényesiil, amennyiben egy, akar orakon keresztiil is hizo-
do, kreativ problémamegoldést tiiziink ki feladatul csoportunk szaméra.
Emellett viszont, ha korbetekintiink, azt tapasztalhatjuk, hogy a mai
divatos didaktikai néz&pontok a frontalis munka mellett a szorgalmaz-
zak a csoportos, kreativ, aktiv tanuloi tevékenységet magukba foglalo

interaktiv tevékenységek elterjedését.

A NAT-ban az utobbi idében kiemelt hangsulyt kapott a statisztikai
témakor, az érettségi feladatsorok is rendszeresen szerepeltetnek egysze-
rii statisztikai példakat. A témakor el6nye, hogy konnyen 6sszevonhato
mas tantargyak tartalméaval, s ezzel talan az 6todik kérdésre is valaszt
talaltunk. Tekintsiink akar egy torténelmi forrast vagy egy biokémiai ki-
sérlet adatainak feldolgozat, gazdagabb ismeretet nytdjthat, amennyiben

magunk is utdnajarhatunk a tankonyvek allitasainak, s magunk elemez-
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zik ki a populéciora, gazdasagra, hadseregre, sejtekre, reakcidkra stb.
vonatkozo adatokat. A tovabbiakban vizsgaljuk meg a modellezésben

rejlé lehetGségeket Bruner tanulaselmélete szempontjabol!

1.4. Reprezentacid

Bruner szerint a tanitdsnak minden tantargy esetén az adott tudomény
fundamentalis elveire kell épiilnie. Azt allitom, ennek eleget is tesziink,
hiszen statisztikus szemléletrsl van szo, s a modellekkel operald elemzé
modszerek az alkalmazott tudomanyok alapvetd eszkozei. Mésodszor-
ra pedig kijelenti, hogy minden tantargy alapvets elvei minden fiatal
szamara (a mar meglévé gondolkodasi eszkoztar alapjan és az elérhe-
t6 reprezenatcios modok segitségével) egyszertien, megfelel formaban
megtanithatok. A fenti allitasoknak szempontunkbol kiemelked6 szere-
piik van, hiszen a nyugati kultiraban egyre inkadbb felmeriil kérdésként
(esetleg hidnyként) a sziikséges a statisztikai szemléletmod elsajatitésa,
ami meghatéarozo feltétele lehet annak, hogy felnétt életiink soran ne je-
lentsen kihivast a vilag tudomanyos, pénziigyi és politikai eseményeinek
értelmezése, figyelemmel kovetése. A spiralitas elvét (az elGszor intuitiv
tudast folyamatosan djra- és ujratargyaljuk a megfelels életkori sajat-
sdgoknak megfelelGen, mas-mas kovetkeztetési lancolatokat kialakitva)
kiegészitendd fogalmazza meg a kovetkezd kovetelményeket a tanitassal

kapcsolatosan:

— minden fogalmat koran kell bevezetni,
— a tudomany mai allasa legyen a tanitas alapja,

— a tanarok mindenki szaméra értheté formaban kozoljék a tananyagot.

A masodik pontot méar tobbszor is részletesen megvizsgaltuk, amivel
tehat még foglalkoznunk kell, az az érthetévé tétel kinos kérdése. Itt
hivatkoznék a spiralitas elvére, olyan tekintetben, hogy nem feltétlentil

probléma, ha a fiatalok kezdetben csak intuitiv képet alkotnak az altaluk
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hasznalt fogalmakrol, s ekképp alkalmazzak azokat?.

Nem az a célunk, hogy kozépiskolasokat egyetemi szintd tananyaggal
rettentsiink el a matematikatol. Eppen ellenkezéleg, a leegyszertsitett
matematikai alkalmazasokkal latszolag bonyolult problémakat oldatunk
meg veliik, komplex gondolkodésra 0sztonozziik Gket, elemzd és kreativ
tevékenységekre, melyek mindenképpen sikerélményt okoznak, novelik
onbizalmukat, igy véllalkozo kedvet és magabiztossagot adnak. Mivel a
feladatok a valos életbdl szarmaznak, a vilagban vald batrabb tajékozo-
das is varhato eredménye megoldasuknak.

Ugyancsak Bruner vizsgalta a kiilonb6z6 reprezentacios modok alkal-
mazasait és a kozottiik 1év6 kapcesolatokat. A réla elnevezett reprezen-
tacios elmélet egyik kovetkezménye, hogy az anyanyelviink mindharom
(materialis, ikonikus és szimbolikus) reprezentécios sik ellenérzé és kor-
rigalo eszkoze. Hasznalata az évfolyam novekedésével inkabb a szaknyelv
iranyaba tériil el, de gyakoriak maradnak a spontan megfogalmazéasok
fels6bb osztalyokban is. Ezt a nyelvi sikot kiegésziti a szamitogépek altal
kinalt formalizalt, programozoi nyelvek. Mikor egy idévaltozoju folyama-
tot kivanunk modellezni, majd a modelliink alapjan allitdsokat megfo-
galmazni a viselkedésérsl, kiemelked§ szerepe van a helyes nyelvhaszné-
latnak, mind szintaktikai, mind szemantikai értelemben. Programozasi
feladatok megoldaséval és az interneten elérheté idegen nyelvii oldalak
bongészésével pedig még inkabb el6térbe helyezziik a nyelvismeret és
nyelvhasznalat fejlesztését.

A reprezentacios sikok koziil azonban nem csupan a nyelvi sikokat
hasznéalhatjuk. A Lompscher altal meghatarozott értelmi muveletek sik-
jai (targyi tevékenység, kozvetlen szemlélet, kozvetett szemlélet, nyelvi-
fogalmi megismerés) kozott mozogva esetiinkben nem egyértelmiien a
nyelvi sik felé haladunk, hiszen éppen az a célunk, hogy ne csak beszél-
jink rola, hanem hajtsuk is végre a mtveleteket, ezaltal valjék kézzel-

foghatova a matematikai statisztika mikddése. Tehat, ha ugy tetszik,

4A vilaghirt, magyar szirmazast Neumann Janosnak tulajdonitjak a kovetkezd idézetet: ,A ma-
tematikdban az ember nem megérti a dolgokat, hanem megszokja.”
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visszatériink az alapokhoz, a végrehajthatdé miveletekhez, melyek elve-
zetnek minket majd a nyelvi-fogalmi szakaszban torténé operalédshoz.
Mivel a fels6bb évfolyamok didkjai értelmi szintjének megfelelGen mar
nem sziikségesek a targyi tevékenységek, operaciok a kozvetlen megér-
téshez, a fels6bb évfolyamokon oktatok gyakran hanyagoljdk a szem-
1éltetGeszkozoket. Mivel egy 11j modszerrel, a statisztikai modellalkotés-
sal szeretnénk megismertetni a didkokat, nem tartom feleslegesnek a
szemléltetést, s6t a nehéz fogalmak intuitiv szinten torténd elsajatitasat
nagymértékben segithetjiik (esetiinkben példaul a grafikonokon bemu-
tatott példakkal). Egy 1j, miiveletek sorozatat felsorakoztatdé modszer
elsajatitasanal nagy segitséget jelenthetnek a modszeriinket bemutato

folyamatabrak készitése, esetleg készitettése?.

1.5. A relativisztikus matematikaoktatas

A Freudenthal képviselte iranyzat kozel all ahhoz az elképzeléshez, ame-
lyet az el6z6 szakaszban kifejtettiink. Az iranyzat alapvets célja a ma-
tematikdhoz valo pozitiv hozzaallas kialakitasa azaltal, hogy tudatosit-
juk a matematika mindennapi életben betoltott szerepét. A jellemzGen
passziv befogadéssal szemben az aktiv, alkotoi tevékenységeket helye-
zi el6térbe. AlapvetGen elvek kozvetitésével és matematikai problémak
megoldasaval képzeli el az oktatést ahelyett, hogy egy-egy konkrét mod-
szert mintafeladatokon és mesterségesen konstrualt példakon alkalmaz-
zunk. Az irdnyzat nem csak a matematika tudoméanyoktol valo elszige-
teltségét szeretné feloldani, hanem a modern, informatikai technolégia-
tol nagymeértékben fiiggs, feln6tt élet kihivasaira is szeretne felkésziteni,
azaz az elemzé és problémamegoldo készséget kivanja fejleszteni a me-
chanikus feladatmegoldési modszerek helyett.

Gondoljunk arra, hogy a médidban grafikonokkal, statisztikai ada-

tokkal, valoszintiségekkel elemeznek szinte minden politikai, gazdasagi

5A tanulasi folyamatok ezen aspektuséval a kognitiv tudomanyok, pontosabban az analégia foglal-
kozik.
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eseményt. Az egyéni pénziigyek kezelése, a hivatalos iratok megértése
alapvetGen matematikai gondolkodasmodot kovetelnek meg. A vilaghan
vald biztos tajékozodés és felelGsségteljes dontések meghozataldnak el-
engedhetetlen feltétele, hogy iigyeink intézésére onalldan is képesek le-
gyiink, legyen sz6 egy hitel felvételérsl vagy az addbevallas témbjének
kitoltésérsl. Ezen tarsadalmi és gazdasagi célok mellett természetesen
a matematikaoktatés tudomanyos célja is megmarad: felkészitjiik didk-
jainkat a matematika mint tudomany megismerésére, a biztos alapokat
pedig az elsajatitott elvek sokszint alkalmazasi teriileteken valo gyako-

roltatasaval kivanjuk lefektetni.

KiemelkedGen fontosnak tartom, hogy valos jelenségekkel foglalkoz-
zunk ezen tantargy kapcsan is. Az ezekben rejlé matematikai struktarat
felfedeztetjiik a tanulokkal, majd segitjiik Gket a matematikai elmélet
megalkotasaban; nem iranyitjuk kozvetleniil munkajukat, de nem is al-
lunk meg a puszta bemutatasnal. Célunk, hogy ilyen forman megpro-
baljuk maximalisan megadni a tapasztalas gazdagsagat, és azt a siker-
élményt, ami a vildg bizonyos apro szeletének megértésekor a felfedezét
éri. Hiszen mikor egy modellen dolgozunk, mar maga a modell megal-
kotésanak a sikere — a szamitogép programjanak az utasitasok hatasara
torténé miikodése, és ezaltal a kivant konstrukcié megjelenése — élményt
okoz. Gondoljuk egy nem feltétleniil gazdasagi palyara késziils didkra,
aki az altala kivalasztott tézsdeindexet elemzi, az elemzési modszerek-
nek utdnaolvas szaklapokban, az interneten keresgél, majd egy egyszertd
programozasi feladat segitségével egy olyan modellt konstrual, mely be-
fektetési stratégiak Osszehasonlitédsat teszi szamara lehetévé. Egy ilyen
¢lmény utan méshogy tekint majd az 1jsagok cimlapjan 1évé gazda-
sdgi mutatokra, emlékei és tapasztalatai hatasara informaciova valnak
szémara a grafikonok és szazalékok, hiszen megérti mondanivalojukat,
tudja valamilyen élményhez kapcsolni emlékeit, és igy nehezebben fe-
lejti el azokat az ismereteket, amelyek az informéciok értelmezéséhez

szitkségesek. Ilyen modon szeretnénk elérni, hogy ne keltsen félelmet a
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matematikat alapvetGen nem szereték korében sem a vilag matemati-
kai oldala. Amirdl azt gondoljuk, ismerjiik, talan kevésbé kelt félelmet a
késGbbiekben.

1.6. Problémamegoldas

Ambrus (1995) egyetemi jegyzete szamos definicioval irja koril, mit is

neveziink probléménak, illetve problémamegoldasi folyamatnak a mate-

matikaoktatasban. Ezen definiciok a kovetkezd tulajdonsagokkal jellem-

zik a probléma jelenségét:

— cselekvést kovetel meg;

— a tanulonak nem &ll rendelkezésére kész minta a megoldast illetGen;

— vagy a megoldashoz sziikséges eszkozok ismeretlenek, vagy a mar is-
mert eszkozok megfelel§ kombinacidja, vagy nincs egyértelmi cél meg-
fogalmazva;

— t0bb ismert szabély (nem nyilvanvald) kombinalt alkalmazésara van
sziikség;

— szubjektiv kategoria;

— a feladatokkal szemben nem csupén reproduktiv gondolkodast kivan-
nak (Dorner).

Maga a problémamegoldas Polya Gyorgy szerint a gondolkodassal
egymaést fedd jelenségpart alkotnak, mig Bruder egy sajatsagos tulajdon-
sagokkal bird, speciélis szellemi tevékenységként elemzi. Claus a prob-
lémamegoldas képességének tiz alapfeltételét fogalmazta meg, melyek
koziil a kovetkezSket emelném ki:

— ismeretszerzés felfedeztets tanulés révén;

— divergens gondolkodésra valo 0sztonzés;

— nyitott problémak allitasa;

— tanul6i problémafelvetésre valo torekvés;

— konstruktiv magatartéas kialakitasa a hibakkal szemben;

— intuitiv indoklasok, sejtések Gsztonzése.
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A probléma-megoldasi folyamatokat tobbek kézott Polya Gyorgy mo-
dellezte, majd a meglévé modellt egészitették ki a tovabbiakban. Alapve-
tGen négy fazisra bontja a problémamegoldast: elsé a feladat megértése,
masodik a tervkészités, majd végrehajtjuk a terviinket, és végil feliil-
vizsgéljuk a megoldast. Felszolitdsokkal és ravezets kérdésekkel irja le

ezt a négy tazist, kiemelked§ segitséget nytjtva ezzel a tanaroknak.

Természetesen a valosdgban sosem egy linearis folyamatrol beszéliink.
Valojaban minden alkalommal egy (akéar intuitiv) hipotézist allitunk fel
gondolatban, majd ezt teszteljiik mtiveleteink soran. Amennyiben a hi-
potézisiink helytallo, az ellendrzési-feliilvizsgalati szakaszban tjra végig-
gondoljuk az egész megoldasi folyamatot, igy minden esetben legalabb
egyszer visszatériink a kiindulasi ponthoz, tjra végrehajtva mtveletein-
ket. Amennyiben hipotézisiink nem helytallo, azt elvetjiik, esetleg at-
alakitjuk, kiegészitjik és ujra visszalépiink a folyamat elejére, hogy az
atalakitott hipotézist is leteszteljiik. Lathato tehat, hogy egy ciklikus,

dinamikus folyamatban dolgozunk.

A problémamegoldas hatékonysaganak egyik legmeghatarozobb ele-
me azonban nem matematikai. Fontos, hogy megfelel§ kornyezetet ala-
kitsunk ki didkjaink szamara, hogy magabiztosan tudjanak divergens,
kreativ modon gondolkodni. Ismerniink kell a magukrol, a kornyeze-
tiikrél, a tananyagrol, és magéarol a matematikarol alkotott véleményii-
ket.Batoritanunk kell 6ket intuitiv allitdsok megfogalmazasara, hipoté-
zisek megalkotasara, ugyanis alapvetéen nyitott feladatok megoldasarol
beszéliink, melyek célja hidanyosan vagy egyaltalan nincs megfogalmazva,
igy a megszokottnal is tobb onbizalomra lehet sziikség az ezekkel vald

operalashoz.

Erdekes belegondolnunk, hogy ilyen feladatmegoldasok soran arra a
kimenetelre is szamitanunk kell, hogy a problémat nem tudtuk meg-
oldani, hogy bizonoys kérdésekre nem tudunk valaszolni, s6t azt sem

tudjuk eldonteni, lehetséges-e valaszt adni, és nem csak a rendelkezésre
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allo matematikai apparatus teszi ezt lehetetlenné®. Bruder kiilon szem-
pontrendszerben targyalja a problémamegoldas sikerességének feltétele-
it, melyek szerinte a kovetkezdk: kolecsonds bizalmon, baratsagossagon,
érdeklédésen alapuld légkor, a fejlettségi szint figyelembe vétele, illetve
az a hozzéaallas, amelybdl fakaddan nem kizardlag visszakovetel a ta-
nar. A modszerek, stratégiak elsajatittatasat (konkrét példékon is), a
megfelels feladatok alkalmazésat és a problémamegoldas szakaszainak
elsajatittatasat biztositsa a tanar, a feladatok pedig mindvégig legye-
nek vilagosan és érthetGen megfogalmazva, kapcsolodjanak a megfelels
életkort tanulok tapasztalataihoz, végezetiil pedig a tanuloi sikereket ne
csak észrevételezziik, hanem tamogassuk is a fiatalokat a sikerélmény
megélésében és feldolgozasaban.

Alapvet&en harom stratégiat taldlhatunk a problémamegoldast ille-
téen. Igyekezniink kell nyitottnak maradni a céliranyos és forditott iré-
nyu okoskodas mellett a szisztematikus probalkozés stratégidja iranya-
ba. Mivel nyitott feladatokrol van szo, elképzelhetd, hogy kizarolag ezzel
a stratégiaval juthatunk el a célig. (Természetesen jelen esetben ez f6-
ként a kérdésfeltevéstdl fiigg, mely optimélis esetben nem feltétleniil a
tanar kizarolagos feladata, de mindenképpen az irdnyitasa alatt zajlik.)
Célszertd minél tobb megoldasi modszert megvizsgalni egy adott feladat,
probléma tekintetében, ugyanis ezaltal tudatosulnak a médszerek kozot-

ti kiilonbségek és a benniik rejlé otletek.
1.7. A modellalkotas jelensége a matematika didak-

tika alapelveinek tiikkrében

A mér oly sokat emlegetett spiralitas elve tulajdonképpen azt fogalmaz-

za meg, hogy a kiilénbozd életkorokban célszerd a kiilonboézs témakat

6Szerény tapasztalattal rendelkezve és természetesen csak egy igen szik keresztmetszetet megfi-

gyelve, de szdmomra igen érdekes tapasztalat volt iskolaldtogatdsaim soran, hogy a problémak
megoldhatosaganak és megoldéasainak ilyen szintd megkérddjelezése a Belvarosi Tanoda Alapit-
vanyi Gimnézium és Szakkozépiskolaban latogatott matematikaérakon meriilt fel rendszeresen,
illetve a budapesti Fazekas Mihaly Gimnaziumban tapasztaltam még hasonlot, természetesen t6-
kéletesen més szinvonalii matematikai problémak megoldésa soran.
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Ujra, az adott korosztalynak megfelel§ szinten djratargyalni. A prob-
lémamegoldas egyik eszkoze a modellalkotds és a probléma modellen
keresztiili megoldésa. Amennyiben azt kivanjuk, hogy a didkok krea-
tiv modon tudjanak alkalmazni ilyen modszereket, sziikséges, hogy ne
kizarolag a statisztika témakor kapcsan talalkozzanak az ilyen jellegt
megoldéasokkal. (Maga a témakor a valoszintiség-szamitastol elkiiloniilve

jellemzGen nyolcadik évfolyamon keriil el§ elsként.)

Az elGismeretekhez vald kapcsolodas elve alapjan elvarhato, hogy a
téma kapcsolodjon a korabbi témakhoz, esetleg egyazon téma alacso-
nyabb szintjeihez. Ennek megfelel6en célszerti a késébb bemutatasra
keriil6 matematikai fejezetet olyankor tanitanunk, amikor méar mind a
szitkséges metodikat, mind a statisztika alapjait mar elsajatittattuk. A
rendelkezésiinkre 4llo kerettanterv, illetve az ezek alapjan elkésziilt nép-
szerd tankonyvesalddok tanitasi ritmusat kovetve konnyen eleget tehe-

tiink ezen elvarasnak.

A folytathatosag elve kimondja, hogy sziikséges, hogy az adott tan-
anyagra épithetd tudas alljon rendelkezésre, azaz késGbb is lehessen épit-
kezni az elsajatittatott tudasra, készségekre. Ennek eleget tesz a statisz-
tikai modellalkotas, hiszen nem csak a mindennapi dontések sorén, ha-
nem a fels6foku tanulmanyok végzése kozben is alkalmazhato készségek-
re tesznek szert a didkok. Mivel nem csak matematikai, hanem digitalis,
idegen nyelvi kommunikéciora vonatkozo, vallalkozasi kompetencidkat
is fejlesztiink, mindenképpen bizhatunk benne, hogy az igy megszerzett

tapasztalatok a fiatalok szdmara kedvezdk lesznek.

Az el6re tekinté tanulas elve arra buzdit minket, hogy egy adott téma
tanulasat lehetdleg ne toljuk el magasabb osztalyokba, hanem amennyi-
ben lehetséges a téma zart feldolgozasa, akkor azt egyszertibb formab-
ban, kordbban tegyiik meg. Azaz nem sziikséges elzarni a tanulokat a
kreativ matematikai kihivasoktol egy adott téma (esetiinkben a statiszti-
ka) kapcsan, hanem bizonyos leegyszertisitett problémak megoldatéséra

minél el6bb buzditsuk 6ket, amennyiben az adott téma magasabb szint,
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alapos elsajatitasat segitjiik ezzel.

Az egyszertisités és elementarizacio elve a kévetkezd kovetendd szem-
pont, amely szerint meg kell konnyiteniink a tanulok munkajat olyan
modon, hogy szamukra egyszertibb bemutatasi médokat alkalmazunk a
matematikai lényeg megtartasaval. Ennek kiemelked&en fontos szerepe

van példaul definiciok tanulasakor.

A kovetkezd, a spiralitas elvével megegyezd stlyi elv a szemléletesség
elve. Szemléletessé tenni a matematika tanulasat nem csak képi dbrazo-
last és modellezést jelent, hanem azt is, hogy megfelelGen sok kapcso-
lodasi ponttal és megfelelGen kevés valoban 4j elemmel rendelkezzen a
megoldandé 4j probléma. Az ilyen szitudciokban ugyanis sémakat, mod-
szereket alkalmaztathatunk, viszont emellett heurisztikus megoldasok-
kal, egyéni és kreativ otletekkel is talalkozhatunk. Esetiinkben, mikor a
matematika alakithato és kézzelfoghato oldalat szeretnénk megmutatni
a tanuloknak, kiemelten fontos, hogy maximélisan kihasznaljuk a ren-
delkezésiinkre all6 szemléltetd eszkozoket. igy magabiztosabban probal-
kozhatnak probléma-megoldasi modszereik tokéletesitésével. Az 1j foga-
lomak tanitdsa kapcsan kiilonosen fontos ez az elv, hiszen biztositanunk
kell speciélis és ellenpéldékat egyarant, néha pedig konkretizalnunk kell,

hogy egy-egy elvontabb fogalmat valoban elsajatitathassunk.

Kovetkezik az tigynevezett operativ elv. Ez azt mondja ki, hogy a mi-
veletek (gondolatbeli és valosagos) elvégzésének képessége, a megfelels
miveletek kivalasztasa és alkalmazésa kiemelkedd fontossagi az intel-
ligencia fejlédésében. A pusztan megfigyelS szerep nem mindig elegen-
dé a tanulok fejlédése szempontjabol. Fontos tudatositanunk a vizsgalt
jelenségek és az azokon végzendd lehetséges operaciok azon tulajdon-
sdgait, amelyek a miveletek megvalasztasat indokoljak; fontos tovabba
tudatositanunk a miveletek és objektumok, illetve maguk a mtveletek
kozotti hierarchidkat, kapcsolatokat. Azaz sziikséges minél gyakrabban
megkérddGjelezni az elvégzett és elvégzends miiveleteink helyességét, ez-

zel is tudatossa tenni nemcsak az adott mitivelet, hanem maganak az
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onellenérzésnek a szerepét is a feladatmegoldasok soran.

Az integréacio elve azon a feltételezésen alapul, hogy amennyiben az
ismereteket és a kozottiik fennallé kapcsolatok rendszerét szervezetten
oktatjuk, akkor kés6bbi hasznalatuk és el6hivasuk eredményesebb lehet.
Két nagyobb elv alapszik ezen az elgondoldson, mégpedig az Osszefiig-
gésekben valo tanulés elve és az integrald ismétlés elve. JellemzGen az
el6bbi az 0j tananyagok tanitasakor jatszik nagy szerepet, mig az utobbi

az ismétlé-gyakorld orakon.

A kovetkez§ elv a stabilizacio elve, mely felhivja a figyelmet, hogy
az adott koncepcio kognitiv struktirakba valo beépitésének egyik sziik-
séges feltétele, hogy tobbszor és szamos, kiilonbozd kontextusban is ta-
lalkozzon a tanulo ezek alkalmazasaval. Ennek fazisai a gyakorlas, az
elmélyités, az alkalmazas, a rendszerezés és az ismétlés. Ezek a megerd-
sitési technikak stabilizaljak és tartositjak az ismereteket és miveleteket.
Els6sorban az alkalmazési teriiletet emelném ki ebben esetben; e fazis
hangsilyozaséval a célom, hogy ismételten felhivjam a figyelmet arra,
hogy a modellalkotas statisztikai alkalmazasait valos példakon keresztiil
célszerti bemutatni. Ennek megjelenitése akar az iranyitott felfedezés
modszerével, akar kétfazisu oktatasban is elképzelhetd (a magyarazast
lemésolas és begyakoroltatés koveti), bar az elsg jobban illeszkedik azon
célokhoz, hogy a didkok megmaradjanak magabiztos, érdekl6dd, a vilag
felé nyitottan és érdeklddéssel forduld, véllalkozo szellemi személyisé-

geknek.

Végiil a tudatossig elvét targyalom. Annak ellenérzése, hogy egy tan-
anyagot valoban megértettek és elsajatitottak a tanulok, nagyon sok kér-
dést és problémat vet fel (lasd értékelés). A gyakorlat az, hogy megpro-
balunk meggy6z6dni arrél, hogy a didkok a megfelels szituaciokban onal-
16an is végre tudjak hajtani az elsajatitott miiveleteket, kiilonboz6 terti-
letek problémait meg tudjak oldani, valaszolni tudnak a lényeget érint
kérdésekre. Egy kovetkezo szint, hogy akar megtanitani, megmagyarazni

is képesek gyengébben szerepld tarsaiknak a megoldasaikat, megoldasi
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modszeriik megvalasztasat és végrehajtasanak helyességét. Erre azonban
nincs minden esetben lehetGségiink, hiszen szervezésben és idében igen-
csak megterhel6 ennek iranyitasa. Az anyag visszakérdezésekor probél-
kozhatunk hasonl6 szituaciot teremteni, hogy elemi, magyarazo stilus-
ban lehessen djra végiggondolni a modszer 1épéseit.” Példaul amikor egy
papiron levezetett gondolatmenetet beprogramozunk a szamitogépbe,
pontosan erre kényszeriiliink rd. Nem gondolom, hogy szorosabb kap-
csolatba lenne vagy akar kellene hozni a feladat leprogramozasat és a
szobeli magyarazatot, hiszen tisztaban vagyok azzal, hogy a visszakér-
dezés, a kételkedés, a hallgaté divergens hozzaallasa, esetleges holisztikus
gondolkodasmodja nagy mértékben befolyasoljak a magyarazo meggyo-
zési modszereit és érvelési rendszerét. Azonban a végiggondoltatas ele-
met visszakérdezhetjiik egy bizonyos szinten, amennyiben az ismeretek
és modszerek nemcsak alkalmazasra keriilnek, hanem ezt egy hosszabb,
a modszereket végigelemzd 1épés elGzi meg, a tervezési fazisba beépitve.
Mikor az adathalmaz és a sziikséges matematikai eszkozok mér rendel-
kezésiinkre allnak, mar feltettiik kérdéseinket és megvalasztottuk esz-
kozeinket, még mindig csak a megoldashoz vezetd ut legelején vagyunk.
Mikor elkezdjiik a modellt felépiteni, beirni az azt megjelenité programot
a szamitogépbe, minden 1épést alaposan végig kell gondolnunk, hiszen a
szamitogépes programozasi feliiletek maximalisan pontosan hajtjak vég-
re az altalunk kijelolt mtiveleteket. Mikor a modell készen van, és annak
eredményeit elemezziik a valodi adatokkal dsszevetve, véleményeinket és
eredményeinket meg kell magyaraznunk, ala kell tamasztanunk, Gssze
kell hasonlitanunk, meg kell vitatnunk, ez pedig megint csak az anyag
megértéséhez visz minket kozelebb, hiszen elképzelhets, hogy egymast
kijavitva és tullicitalva keriil a tananyag az igazi elsajatitasra.

Hogy mindezt elGidézhessiik, a tanar szerepét hattérbe szoritando,
nem feltétleniil a frontalis munka a legelényosebb. Tekintsiik példaként

esetlinket, mikor is a szamitastechnika segitségével képzeljiik el a prob-

"Gondoljunk példaul a mtveleti tulajdonsagok folyamatos atismételtetésére a hatvanyozas azonos-
sdgainak tanitasakor!
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lémamegoldast, mégpedig modellek programozasaval. Mivel a szamito-
gépek tobbsége az iskolakban internethez, de mindenképpen valamilyen
halézathoz, levelezérendszerhez van csatlakoztatva, célszerti péaroséaval
tltetni didkjainkat egy géphez, hogy az 6rak nagyobbik része ne a le-
velek olvasasaval és beszélgetések lebonyolitasaval teljék. Azaz legaldbb
parban kellene dolgozniuk, ha nem is nagyobb csoportban. Ekkor a prog-
ramok megirasa, begépelése, a prezentaciok megszerkesztése részelemeire
bomlik, és valodi csoportmunkérol beszélhetiink. Az egy idében kiilon-
kiilon megirt részeket késébb Gsszevagva megkapjuk a teljes programot
(mozaikmodszer). Természetesen ez magas foku szervezést és tervezést
igényel, melynek a tanar utmutatasaval kell torténnie. A didkok ekkor
részben egymaésra utaltan dolgoznak, munkajuk mindenképpen egy na-
gyobb csoport érdekét szolgalja. Az egyéni Otletek alkalmazasa mellett
viszont Osszhangot is kell teremteniiik, példaul a valtozok azonos elne-

vezésében, a folyamatot modellezd elemek 1épésszamaban stb.®

1.8. A realisztikus matematikaoktatas és a didaktikai

alapelvek

A realisztikus matematikaoktatas ot didaktikai alapelvet emel ki az el6-
76 szakaszban targyaltak koziil. Tekintsiik réviden at ezeket a fentiek

mintegy Osszefoglalasaként!

1. Az elmélet megalkotésa mindig valamilyen konkrét szituaciobol ki-
indulva torténik. Ennek a kontextusnak a megvalasztasa alapvetd
fontossagi, hiszen a tananyaghoz tartozo elméleteket és struktura-
kat kell tiikroznie, tovabba sziikséges, hogy a matematika mint tu-
domény alkalmazéasi tertileteinek és elméleti halojanak kapcsolatat
mutassa be. A figyelmet a kezdeti, megismerési szakaszban mind-

végig a kialakitando fogalom, elmélet iranyaba kell terelni. Ezek a

8 A szoftverfejlesztés példaul a vallalatok tobbségénél alapvetSen ilyen munkafolyamatok soran zaj-
lik.
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kontextusok kiindulépontok és alkalmazasi teriiletei is a tanult 1]

elméletnek.

. Egy magasabb szinten formalis, szisztematikus gondolkodas jellem-
z6. Ennek elérésében a vizuélis modellek, szemléltetGeszkozok, sé-
mak, szimbolumok szerepeltetése jatszik szerepet. Az intuitiv fo-
galmakra épitkezve elhagyhatjuk a kontextustol fiiggs szintet, és
attérhetiink a reflektiv, formalis szintre. Ezt nevezziik horizontélis
matematizacionak. Vertikalis matematizacié az a folyamat, amikor

a szisztematikus, strukturalt, formalis ismereteket épitjiik.

. A tanulok sajat konstrukcidjanak fontossaga is egy elv, melynek
aligha kell hangsilyozni témamhoz valoé kapcsolodasat. Az elv an-
nak sziikségességét mondja ki, hogy a valosdgbol vett problémakat
a sajat maguk altal kifejlesztett megoldasok révén dolgozzak fel a
fiatalok, és egyéni stratégidkat alakithassanak ki ezekben a szitué-

ciokban.

. A szociélis kontextust is mar emlitettiik, mikor az érintett alap-
kompetenciakrol szoltunk; most ismét tekintsiik at roviden, miként
szerepel a szocialis kontextus tekintetében modelloktatasi elképze-
lésiink. A munkafolyamaton végighaladva azt tapasztalhatjuk, hogy
a kérdések feltevésétsl a megoldasi terv elkészitésén at, egészen az
eredmények megbeszéléség, minden 1épésnél a vilag, a tarsadalom
jelenségeit probaljuk magyarazni, és az 6ket koriilvevé emberek ta-
nacsado, kérdezd, segitd, esetleg konkuralé6 magatartasaval talalko-
zunk, igy a szociokulturalis kornyezet szerepe lényegesen fontosab-
ba valik annél, mint ahogy az egy frontalis oktatési forma esetében

tapasztalhato lenne.

. Az Osszefiiggések, kapcsolatok intuitiv felismerése, valamint a na-
gyobb Osszefiiggések tudatos felismertetése elhagyhatatlan feltétele
a matematikaoktatasnak. Az elGzetes ismeretrendszerbe valo beil-

leszkedést igyekezniink kell minél harmonikusabba tenni.
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1.9. Ertékelés

Ertékelés tekintetében érdemes a modellalkotasra mint egy tobbnyire
nyilt végd problémamegoldasra tekinteni. Ertékelését mar a feladat leg-
elején tudatositanunk kell a tanulokban, figyelniink kell az elvarasok
pontos és vildgos megfogalmazéasira és elfogadtatasara. Fontos, hogy a
diakok érezzék, hogy mit is varunk személyesen téliik, valamint hogy
mennyire fontos személyiségei mindannyian a problémamegoldés folya-
matanak. Leginkdbb a projektmodszerrel vethets 6ssze ezen metodus ér-
tékelhetdsége, ugyanis a modellalkotashoz hasonléan ez is egy olyan ak-
tiv tanulasi folyamat, mely kreativitast, tervezést, odaadast, céliranyos
cselekvések sorozatat, egylittmiikodést igényel. Az epochalis oktatés és
projektmodszer napjainkban rohamosan terjed a kozépiskolai oktatés-
ban is, emiatt gondolom, hogy a (matematikai) modellalkotas hosszabb
és mélyebb targyalasa nem elképzelhetetlen iskolai keretek kozott.

A projektorientalt oktatas célkittizéseivel nagy mértékben 0sszhang-
ban van a modellalkotas jelensége is, gondolvan itt a minket koriilvevs
kornyezet jelenségei és az altaluk nyuajtott problémak iranti érzékenység
fejlesztésére, a kiilonbozd tantargyakban szerzett és megszerzends isme-
retek és készségek Osszhangban torténé alkalmazasara, a tanuloi érdek-
16dés és tevékenységek kozéppontba helyezésére. Az a célunk, hogy ne
kérddjelezddjék meg a matematikatanulds sziikségessége, hanem kozos
célunk legyen egy tananyag elsajatitasa, hiszen a vilag megismeréséhez
vihet minket kozelebb. A tanulok a projektek megalkotasa soran auto-
nom személyiségként miikodnek egy demokratikus kérnyezetben, mely-
nek célja a szocialis-tarsadalmi kompetencidk fejlesztése mellett a ma-
tematika feladatmegoldo, jelenségeket megmagyarazo, ,eszkoz” funkcio-
janak és tudomanyos természetének megismerése, megtapasztalasa.

A projektmunkak egyik kritikus pontja az értékelés. Az értékelést
ugyanis kozosen célszerd elvégezni, egy el6zetesen, a didkokkal egyiitt
kialakitott szempontrendszer alapjan. Az onértékelésnek mint értékelési

formanak elengedhetetlennek kellene lennie az iskolai értékelés soran.
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Természetesen méasként zajlik le az értékelés egy nagyobb és egy kisebb
projekt esetén. Minél toébb id6t szanunk az adott téma feldolgozasara,
minél komplexebbek az elvégzendd feladatok, annal koriltekintébben
kell meghataroznunk az értékelés feltételeit. A munkafolyamat kozben
mindvégig torekedniink kell arra, hogy pontosan tudjuk — és tudjék a
tanulok is —, hogy aktualisan kinek mi a feladata, és az aznap végzett

munkaja milyen modon keriil értékelésre.

Magyarorszagon felsébb évfolyamokon elsGsorban érdemjeggyel ér-
tékellink, azaz egy 0Ot szélességii skila segitségével értékeljiik az adott
témakorben nyujtott teljesitményt és tudést. Fontosnak tartom a ta-
nulas kozben kialakult 1égkor sajatsdgainak figyelembe vételét, példaul
az ellendrzési szituaciokban vald teljesitményrontast, az életkorbeli sa-
jatsdgok megjelenését, a kooperacios képességeket, a munka soran ta-
pasztalt tanuloi attitlidot, az eszkozhasznélat mértékét és minGségét,
az eltér6 munkatempot, matematikai érdeklédés kiilonbozGségét. Ezek
nem konnyebbé, sokkal inkabb oOsszetettebbé teszik az értékelést. Vé-
leményem szerint a szobeli értékelés elengedhetetlen oktatéasi-nevelési
eszkoz a tanar szaméara minden esetben; csoportos és paros munkaknél,

illetve projektmodszer alkalmazasanal pedig egyenesen elkeriilhetetlen.

Az értékelés alapelveit De Lange foglalta 0ssze. Az altala megadott
ot pont koziil egyet emelnék ki: az értékelésnek azt a célt kell szolgal-
nia, hogy tanuléink megmutathassak, mit tudnak, nem pedig a tudéas-
beli hianyossagukat kivanjuk kiemelni. Ahogyan esetiinkben is, egy nyi-
tott probléma felvetése példaul ezt a koncepciot szolgalja. A modellal-
kotés ugyanis egy alapvetGen divergens produkcio, értékelési formaval
kiegészitve. Ez a problémamegoldas minGségileg magasabb szintet je-
lent a reprodukcio, rekonstrukcié és transzfer tevékenységekhez képest.
Az ilyen szinti feladatokat a matematikai didaktika is magasabb ne-
hézségi fokozatu feladatoknak nevezi. Mint ilyennel, a targyi tudéson
kiviil megfigyelhetjiik a tanuld matematikai gondolkodési és kovetkez-

tetési mechanizmuséat, kommunikacios és tarsas viselkedési formaéit, a
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kritikus hozzaallas megjelenését, valamint az interpretacio és reflexio
soran ujra elvégzends miveletekbdl a tudasszintre, a csoportmunkaban
képviselt stilusra kovetkeztethetiink. A kreativitas hangstlyos értékként
jelenhet meg ilyen szituaciokban, emiatt nem rejtézni, hanem felszin-
re keriilni igyekszik. Esetiinkben fontos lehet tovabba az informacios és
digitalis kompetencia megjelenése. Az el6bbi felsorolas kellg bizonyiték
arra, hogy az értékelésnek sokrétiinek kell lennie, elrugaszkodva a ha-

gyomanyos Otfokozati értékelés lehetGségétol.

1.10. Osszefoglalas

A matematika sokszintiségét, mindennapi életiinkkel valé kapcsolatat
olyan moédon is bemutathatnank a didkoknak, hogy nemcsak témava-
lasztasaban, de megoldasi modszereiben is a mai modern gondolkodast
reprezentald feladatokat, problémékat tiziink ki a tanulok szdmara. A
probléméat megfelelg altalanositasok soran, a felesleges — vagy esetleg a
kérdésfeltevést lehetetlenné tévs — informéciok kisziirésével matematikai
kérdésfelvetések célpontjava tehetjiik. A problémat megoldva, a kiilon-
b6z6 megoldéasokat értelmezve és Osszevetve a probléma tjabb megbeszé-
lése, majd prezentacidja kovetkezik. A folyamat soran rengeteg kompe-
tenciateriiletet érintiink, melyek egyiittes, harmonikus fejlesztése lenne
az oktatas célja. A kozos, sikeres munka megfelel§ tanari attittidot és
munkaformat kévetel meg.

A fiatalok onmegvaldsitasdnak és munkajuk segitésének a személykoz-
pontl szemlélet és a demokratikus, baratsagos, nyilt kornyezet kedvez,
ahol kreativan és sajat tempojukban dolgozhatnak tarsaikkal kozosen.
Azzal, hogy a probléma megoldasa soran a ciklikus gondolkodésra, az
onellenérzésre és a probléma nyitott jellegére folyamatosan felhivjuk a
figyelmet, segithetjiik a tudatos gondolkodés fejlédését, az onismeretet.
Célkittizéseink és értékelésiink legyen vilagos és egyértelmi a tanulok
szamara is. Legyiink az értékelés folyaman hatarozottak és koriiltekin-

t6ek, az egyes munkafolyamatokra és az eltéré munkastilusra valo tekin-
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tettel egyarant.
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2. fejezet

Id6valtozoji véletlen jelenségek

modellezése

2.1. Sziikséges el6ismeretek

Minden esetben, amikor valtozasokat szorgalmazunk és 1j elemekkel sze-
retnénk korabbi rendszeriinket béviteni, elkeriilhetetlen, hogy figyelem-
be vegyiik a fennall6 rendszer tulajdonsagait és a benne zajlo aktualis
valtozasokat. Az ilyesfajta atmenetek tobbnyire nem zokken&mentesek,
mégis torekedhetlink arra, hogy harmonikusan illeszkedjenek elképze-
léseink a meglévd (oktatési) programokba. Ezen filozofia mentén ha-
ladva a statisztikai modellezéshez sziikséges és feltételezhets elGsmere-
teket az ismertebb tankonyvesaladok (Sokszini Matematika — Mozaik,
Miiszaki Konyvkiadd, Hajnal Imre tankonyvei), az AKG Kiadé harma-
dik évfolyamos matematika munkafiizete, illetve a SuliNova Kézoktatas-
fejlesztési és Pedagogus-tovabbképzési Kht. Matematikai Kompetencia-
teriilet — Szakmai koncepcio és oktatasi programcsomagja alapjan gytj-

tottem ossze.

1. A kozépiskola megkezdésekor varhatoan a kiovetkez§ statisztikai is-

meretekkel rendelkeznek a didkok:

(a) kérdsivek, grafikonok, diagramok elemzése;
(b) a valoszintiségszamitas alapjai.
2. A kilencedik évfolyamon szerzett sziikséges ismeretek:

29



(a) a halmazelmélet alapjai;
(b) a statisztika definicioja;

(¢) mingsitéses-méréses, rendezheté-nem rendezhetd, diszkrét-folytonos

ismérvek;

(d) osztalykozos és relativ gyakorisag;

(e) diagramkeészités;

(f) statisztikai mutatok (modusz, median, kvartilis, atlag, szoro-
das).

3. A tizedik évfolyamon szerzett sziikséges ismeretek:

(a) valosziniiség fogalma, becslése, és kiszamitasa;

(b) esemény, kisérlet, gyakorisag fogalmainak mélyebb ismerete.
4. A tizenegyedik évfolyamon szerzett sziikséges ismeretek:

(a) eloszlasok vizsgalata (binomialis eloszlés);
(b) mitveletek eseményekkel, feltételes valoszintiségek;

(c) statisztikai mintavétel (visszatevéses és visszatevés nélkiili).
5. A tizenkettedik évfolyamon szerezett sziikséges ismeretek:

(a) a szamitogép alkalmazasa véletlen jelenségek megfigyelésére és

elemzésére;
(b) a leiro statisztika gyakorlati szerepe és alkalmazasa.
A korabbiakbdl az is kittinik, hogy a felmeriils témakor a tizenkette-
dik évfolyam tananyagaban, illetve annak kiegészitéseként szerepelhetne

a kozépiskolakban. Mindezek mellett a némi fliggvényismeret, kiilondsen

a logaritmus fliggvény, illetve a differencidlszamitas alapjai sziikségesek.
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2.2. Az idé6sorok fogalmanak bevezetése

Eljutottunk a dolgozat azon pontjahoz, amikor is belekezdhetiink azon
definiciok, allitasok, tételek targyalasaba, amelyek matematikai hattér-
ként szolgdlhatnak egy id6valtozoju jelenség statisztikai modellezése so-
ran. Els6ként altaldnosan kozlom az alapveté ismereteket, majd egy
probléma elemzésén keresztiill be is mutatnam ezek alkalmazasat.
Mikor kisérleteket, megfigyeléseket végziink, azok eredményeit
(X1, Xy, ..., X,) felhasznalva alkotunk elméletet a kisérleti tapaszta-
latokrol, illetve magarol a megfigyelt jelenségrél. Ezeket az eredménye-
ket tekinthetjiik egy, még ismeretlen valszintiségi torvény valoszintiségi
valtozoinak. A kisérletezés, megfigyelés célja az, hogy a kapott eredmé-
nyeket felhasznalva kovetkeztetések sorozatan keresztiil allitasokat fo-
galmazhassunk meg errdl a bizonyos ismeretlen térvényrél. A felallitott
elméletet a legtobb esetben egy (esetleg tobb) paraméterrel jellemezhet-
jik. Amikor a megfigyelés eredményeibdl az ismeretlen torvényszertisé-
get kutatjuk, tobbnyire val6jaban az ismeretlen paramétert keressiik.
X legyen a mindenkori aktualis megfigyelésiink eredménye, amely egy

bizonyos paraméterrel jellemezhetd torvényszertiséghez tartozik.

2.2.1. definicié. Sztochasztikus folyamatoknak nevezziik a megfigyelt
rendszer (tdrsadalom, gazdasdg, gép) iddben egymdst kévetd dllapotai-
nak (valamilyen szempont szerinti) valdszintségi vdaltozokkal torténd le-
irdasdat. Az iddt mant paramétert diszkrét értékekkel és folytonosan is ke-
zelhetjiik, a feladatnak és a megfigyelési modszernek megfelelden. Ilyen
modon diszkrét, illetve folytonos sztochasztikus folyamatokrol beszélhe-
tunk.

Mivel matematikai eszkozeink a diszkrét sztochasztikus folyamatok le-
frasara korlatoznak minket, a kovetkezkben kizarolag ilyenekkel foglal-

kozik a dolgozat az erre torténd utalés nélkil is.

2.2.2. definicié. Statisztikus modellnek nevezziik a megfigyelhetd ered-

mények halmazdnak (), a valdsziniségi vdltozdt leird torvénynek (Py)
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és a véges dimenzidji paramétertér eqy elemének (0 € ©) hdrmasdt.
Amennyiben a paramétertér véges dimenzioji, ugy parametrikus, ellen-

kezd esetben nemparametrikus modellrdl beszélink.

2.2.1. példa. n elemid mintdt kapunk, amennyiben eqy jelenséget n-szer
eqymds utdn megfigyeliink azon célbol, hogy v mennyiség nagysdagdt meg-
hatdrozzuk. Tegyik fel, hogy a mért eredményeinkre (X1, Xo, ..., X,)
jellemzd, hogy X; = 0+ €;, ahol €; az i-edik megfigyeléshez tartozo bi-
zonytalansag (mérés esetén mérési hiba), amelyre ezen esetben szintén
valosziniséqr valtozoként tekintink. Teqyiik fel azt is tovdbbd, hogy a bi-
zonytalansdg nem szisztematikus, azaz nem a megfigyelés sordn adodo
tévesztésbdl (mérés esetén példdul rossz bedllitisbol) fakad. Ekkor leg-
gyakrabban e;-ket fiiggetlen, azonos eloszldsi valdsziniségi vdltozoknak
tekinthetjik, mely eloszlds varhato értéke zérus. Legtobbszor azt feltéte-
lezziik, hogy az eloszlds N(0,02), ahol o? ismeretlen. Ekkor pedig a sta-
tisztikai modelliink elemei a kdvetkezdk lesznek: X = (X1, Xo, ..., X,) €
R" megfigyelt eredményeinket vizsgdljuk, ahol X; ~ N(n,0?) adja a
megfigyelési eredmények eloszldsi torvényét (normdlis eloszlds). A para-

métertér ezen esetben a R x R™ Descartes-szorzat.

Az érdekesség kedvéért definialhatjuk a statisztika matematikai fo-

galmét is.

2.2.3. definici6. Statisztikanak nevezziik azokat a fligguényeket, ame-
lyek értelmezési tartomdnydt megfigyelési értékeink bizonyos halmaza()
alkotjak.

Mindezeket definialva felmeriil a kérdés, melyik statisztikanak van
adott esetben értelme a szamunkra. Ebbd6l a szempontbol érdemes vé-
giggondolnunk, hogy a felallitott statisztikai modellekben szerepls sta-
tisztikdk fiiggnek-e (s ha igen, természetesen az is érdekel minket, hogy

hogyan) az ismeretlen # paramétertél.!

IElsfordulhat, hogy megfigyelési eredményeinkre alapozva kiilonbozé torvényszertségeket véliink
felfedezni, igy egyszerre tobb hipotézissel rendelkeziink az adott jelenség bizonyos tulajdonsaganak
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A kovetkezGkben attériink a valos torténések-jelenségek, azaz id6tol
fiige6 események vizsgalatara. Hétkoznapi életiink meghatarozo para-
métere az idG, igy statisztikai példankban is az idét mint paramétert
kezeljiik. Ez azt jelenti, hogy amikor egy bizonyos jelenség egy paramé-
terét (nagysagat, valtozasat, valtozasanak sebességét stb.) vizsgalom, a
leird fiiggvények paramétereként minden esetben az id6t fogom valasz-
tani. Ilyen esetben a feladat, tehat az adott megfigyelésre, probléméra
vonatkozo kérdés is a torténések idébeni leirasat célozza meg?. Ez igen
gyakori paramétervalasztés, tekintve, hogy az emberi élet mindennapjait

meghatarozo paraméter tobbségében szintén az idg6. . .

2.2.4. definici6. Valdszinidségi vdltozok eqy {X1, Xa,..., X} halma-
zdat id6sornak nevezziik, amennyiben az 1,2,...,n indexek tdépontok-

ként értelmezhetdk.

2.3. Id&sorok tulajdonsagai

2.3.1. Stacionaritas

Ahhoz, hogy a vizsgalt jelenség valtozasat mint folyamatot értelmezziik,
érdemes megvizsgalnunk, hogyan fiigg a multhéli eseményektdl a jelen
megfigyelés kimenetele, esetleg tudunk-e a milt alapjan a jovére vonat-
kozo allitasokat megfogalmazni. Ehhez azonban tisztdban kell lenniink a

varhato érték és a szoras definicidjaval, illetve a kovariancia fogalméaval.

2.3.1. definici6. A t. idépontbeli megfigyelés varhato értéke?

E(Xy) = /_Oo xy fr(xy)dxy.

oo

Jele: E(X;) = p.

leirasat illetGen. Az ilyen szituaciok kezelése a statisztika egy masik, igen érdekes fejezetéhez tar-
tozik: az ugynevezett hipotézisvizsgdlathoz. Terjedelmi korlatok miatt a dolgozat nem diszkutélja
részletesen ezen modszereket.

2Ellenpéldaként tekintsiink példaul egy sikbeli valoszintiségi eloszlast.

3A véarhato érték akkor létezik, ha a definicidban szerepl integral abszoltt konvergens.
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2.3.2. definici6. A t. iddpontbeli X; megfigyelés szorasnégyzete (jele:
0?) pedig

D*(X;) = E{[X, — E(X))*} = / [z — B(X))]* fi(z)dw,.
2.3.3. definici6. Az X; és X valoszintséqi vdltozok kovarianciajan a
cov( Xy, Xs) = E{[X: — E(Xy)|[Xs — E(X,)]}

kifejezést értyiik.

Amikor a valosziniiségi események idébeli lefolyasat vizsgaljuk (f6ként
egymastol fiiggetlentil bekovetkezd jelenségek vizsgéalata esetén jellemzo)
kiindulasi pontként azt feltételezziik, hogy a valoszintiségi valtozonk egy
ugy nevezett zaj viselkedésének tesz eleget. A zaj ebben az esetben azt

jelenti, hogy X; eloszlasa egy adott, szamunkra ismeretlen paraméterek-

kel rendelkezé normalis eloszlassal van kapcsolatban.

2.3.1. példa. Tekintsiik a fiiggetlen, azonos eloszldsu €; valosziniségi
vdltozckat, amennyiben g; ~ N (0, 02). Vegyiink N szdmai ilyen e; soroza-
tot, s tekintsiik mindeqyik t. idépontbeli tagjdat. Ekkor a {89, €£2), L ,SIEN)}
sorozatra gy s tekinthetink, mint eqy valdsziniségi esemény N szdma
bekovetkezésére. Mint ilyennek, létezik strtisége, jelen esetben pedig ez

a striségfigguény az

1 yt
fly) = 5 P (—272>

Bévitsiik ki kovetkezd 1épésként a kovariancia definiciojat a teljes

id@sorra.

2.3.4. definicié. Egy iddsor kovariancajat autokovariancia fliggvény-
nek hivjuk: R(t, s) = cov(X;, X,).

2.3.5. definicié. Az iddsor autokorrelécio fliggvényének nevezzik az

cov( Xy, Xs)

r(t,s) =
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fiigguényt.*

Igy a kiilonbozé idépontokban bekdvetkezett események kozotti kor-

reldciot mint a teljes idGsorra jellemz6 tulajdonsagot vizsgalhatjuk.

2.3.6. definici6. Stacionérius idGsornak hivjuk az olyan iddsorokat, ame-

lyek autokovariancia fligguényére teljestil, hogy
E(X;) = konstans, tovabbd, hogy R(t,s) = R(t — s),

azaz R eltoldsinvaridns, tehdt csak t — s fligguénye.

2.3.7. definici6. Az X, Xy, ..., Xy, wddsort k-ad rendben stacionari-
usnak nevezziik, amennyiben legfeljebb k-ad rendi vegyes momentumas

eltoldsinvaridansak.”

2.3.8. definici6. Az X, Xy, ..., X, tddsort erésen stacionéariusnak

nevezziik, amennyiben véges dimenzios eloszldsai eltoldsinvariansak:
VTL, k) tl; t?a <o 7tn € N: (Xt17 Xt27 s 7th) ~ (Xtri-k) Xt2+k7 SR 7th+k)7

azaz a kozos eloszlds csak a megfigyelések kozott eltelt iddintervallum

nagysdaganak fiigguénye.

Lathatjuk, hogy a fenti besorolas alapjan erésen stacionarius idésornak
nevezziik azokat az idGsorokat, amelyek minden k € N esetén k-ad rend-
ben stacionariusnak mutatkoznak. A masodrendben stacionarius idéso-

rokat gyengén stacionariusnak hivjuk.

2.3.2. példa. Kovetkezd példdinkban kizdrolag staciondrius iddsorokat
tekintink, emiatt az dttekinthetdség érdekében az autokovariancia és au-
tokorreldcio fiigguényeket (a stacionaritds definicidjdt felhaszndlva) egy-

valtozos fiigguényként irjuk fel:

R(t,s) = R(t — s), illetve 7(t,s) = r(t — s).

4 Az autokorrelacio fiiggvény definicidja természetesen csak akkor értelmezhet, amennyiben mind-
két valosziniiségi valtozo szorasa nemzérus.

SA Xy, X4y, .., Xy, id6sor k-ad rendii vegyes momentumén az idésorbol tetszélegesen kivalasztott
k darab elem szorzatanak varhato értékét értjiik.
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1. Fiiggetlen értéki zajnak nevezzik az e(t) folyamatot, ha Ele(t)] =
0 és az e(t)-k azonos eloszldsi, fiiggetlen valdsziniségi vdltozok.S A
fiiggetlen értéki zaj erdsen staciondrius, hiszen nem csak dllando
eloszldsi, de a fliggetlenség miatt tetszdleges k esetén k-ad rendben
staciondrius. Autokovariancia fligguénye a filiggetlenség €s a zérus
varhatd érték felhaszndldsdval: R(0) = o® és minden pozitiv egész

t-re:
R(t) = cov(Xs, Xst) = E{[Xs — BE(X)][(Xs—t — E(Xs-1)]}
= F(X:Xs 1) — E(Xs) - BE(Xs4)
= F(X,)E(Xs_¢) — E(X5)E(Xs—t) =0.

Autokorreldcio figgvénye pedig: (0) = 1 és minden pozitiv egész

t-re: Y x
(t) = X Xot) _

O-Xs O—Xsft

2. Fehér zajnak nevezzik az e(t) folyamatot, amennyiben Ele(t)] =0
és az (t)-k azonos eloszldasiuak és korreldlatlanok. A fehér zaj md-
sodrendben, azaz gyengén staciondrius. Autokovariancia fligguénye:
R(0) = o és minden pozitiv egész t-re R(t) = 0. Autokorreldcid

fliggvénye pedig: r(0) = 1 és minden pozitiv egész t-re r(t) = 0.

2.3.9. definici6. Egy X, Xy,, ..., Xy, folyamatot lényegileg staciona-
riusnak neveziink, amennyiben E(X;) = konstans, és D*(X; — X,) =

v(t — s), azaz a szordsnégyzet csak az iddkilonbség figguénye.

2.3.3. példa. 1. A Brown mozgds lényegileg staciondrius, hiszen
E(X;) =0 és D*(X; — X,) = |t — ]

2. A staciondrius folyamat lényegileg staciondrius is, hiszen
D*(X; — X,) = D*(X;_s — Xo) = (t — )

2.3.1. allitas. Staciondrius folyamatok esetén X, szordsnégyzete kons-

tans.

5Ezen tulajdonsag gyakori jeldlése — i.i.d. — az angol ,independent and identically distributed”
kifejezésbdl szarmazik.
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2.3.1. bizonyitas. X; legyen staciondrius. Ekkor
D*(X,) = cov(Xy, X;) = R(t,t) = R(t — t) = R(0), Vte€N.

2.3.2. Ergodicitas és markovitas

Az adott idGsor vizsgalatakor nem csak az a kérdés meriilhet fel, hogy
az egyes id6kozonként kiszemelt elemek milyen korrelacioban lehetnek
egyméssal, hanem érdekes lehet megvizsgalni azt is, hogy a megfigye-
lések halmazénak részhalmazai mutatnak-e valamilyen szisztematikus
viselkedést. Mint annyiszor a statisztikai tanumanyok soran, most is ér-
demes a megfigyelések részhalmazainak atlagat vizsgalni. Ezen esetben
viszont idébeli atlagrol beszélhetiink. A vizsgalt folyamat megvalosula-

sanak egy T hosszusagu (idGtartamt) yq,ys, ..., yr szakaszan szamolt
) _ T
atlag: 7 = (1/T) X2y -

2.3.10. definicié. 1. Azt mondjuk , hogy a staciondrius iddsor ergo-

dikus az atlagra nézve, amennyiben T — oo esetén § — E(y;).

2. Hasonloan definidlhatjuk, amikor eqy staciondrius folyamat ergo-
dikus a méasodik momentumaira nézve, ha:
1 T
7 2 M= )Yy — 1) = B[V — p)(Yeey — p)].
TS5
Az autokovariancia fiiggvényre nézve ez azt jelenti, hogy e fiigg-
vény nagy t esetén meglehetésen nagy sebességgel zérushoz fog tartani.
Erdemes megjegyezni, hogy a stacionarités és az ergodicitas altalam nem

targyalt feltételei nagyon hasonloak lehetnek egyes esetekben.

2.3.4. példa. 1. Amennyiben €(t)-kre nem csupdn az teljesiil, hogy

E(et) =0 és E(eies) = 0 minden t # s esetén [azaz €(t) nemcsak
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fehér zaj], hanem e, €s e, figgetlenek ist # s esetén [azaz e(t) fiig-
getlen fehér zaj], raaddsul ; ~ N(0,0?), akkor a folyamatot Gauss
fehér zajnak nevezziik. Ilyen folyamatok esetén az dtlagra nézve vett

ergodicitds elégséges feltétel az dsszes momentumra nézve.

2. Tegyiik fel, hogy a folyamat, amelyet vizsgdlunk, az elobb tdrgyalt
Gauss fehér zajbol és eqy zérus vdrhato értéki normdlis eloszlds
i-edik megvaldsuldsainak dtlagdbol tevddik dssze: Yy = p' + &; ahol
tehdt p' =", yi ahol y' ~ N(0,)?), tovdbbd e; Gauss fehér zaj.

Ez a folyamat példdul staciondrius, de nem ergodikus:

= E(') + E(e) =0,
E[(Yo —p) (Y — p)] = E[(1' + )] = N + 0" &
E[(Y; — ") (Yi_j — p)] = A\? minden nemnulla j-re.

A kovetkezékben az orosz matematikus, Andrej Markov” nevéhez fii-
z6d6 statisztikai fogalmakkal ismerkediink meg. Az idében zajlé folya-
matok statisztikai vizsgalata esetén mindenképpen talalkozunk nevével.

Felmeriil a kérdés, mennyiben kiilonbozik annak az idGsornak a vizs-
galata, amely példaul egy beteg testrészben taldlhatod fertézott sejtek
szaméanak id6beli fejléddsét jellemzi, azzal szemben, amikor egy tucat
érmével a percenkénti fejdobéasok szamat irjuk le. Mig a méasodik eset-
ben a vizsgalt rendszer az adott allapotba az 6t megel6z6 allapottol
fiiggetleniil keriilt, addig a betegség terjedése esetén valamilyen kapcso-
latot feltételezhetiink a jelenlegi allapot és az azt megel6z6ek kozott.
Egy fontos tulajdonsag, az tgynevezett markovitds jellemzi azokat a
rendszereket, amelyek ¢ idépontbeli allapota kizardlag az 6t megel6z6

allapot valoszintiségi fiiggvényeként irhato le.

2.3.11. definici6. Markov-lancnak nevezziik azokat a sztochasztikus fo-
lyamatokat, amelyek kovetkezd dllapota kizdrolag annak fiigguénye, hogy

a rendszer jelenleq milyen dllapotdban taldlhato. Az, hogy a rendszer

7Az id6sebbik Andrej Markovra gondolunk, fia szintén Andrej, ugyancsak matematikus volt; jel-
lemz&en a matematika maés teriiletein talalkozhatunk munkaival.
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milyen dllapotok sordan kerilt ebbe a jelenlegi dllapotba, nem befolydsol-

ja a kévetkezdt. Amennyiben g, 11, . .., 1;-nel jelolyik a maltbeli dllapo-
tokat, j-vel a jovdbeli dllapotot, xy, 1, ..., Tt Tii1, ... pedig a vizsgdlt

sztochasztikus folyamatot leiro valdosziniiségi vdltozok, akkor a kévetkezd

teljestil:

Pii(t) = P(xy41 = jloy = ip, X1 = ip-1, T2 = 42, ..,To = o)

= P(xt—i—l = ]|.’,Ct = Zn)

Amig egy fertézés természtérdl sokat elarulhat terjedésének folyama-
ta, addig a pénzfeldobédsok sordn adodo fejek szama nem sokat arul el
a kovetkezd dobés kimeneteleinek valoszintiségéirsl. Amikor termodina-
mikai rendszerek allapotait vizsgaljuk, jellemzGen a rendszer kovetkezd
idépontbeli allapota kizarolag a jelenlegi allapot és az elkovetkezé alla-
potvaltozas fiiggvénye, azt a kérdést pedig nem tessziik fel, hogy hogyan
jutott rendszeriink ezen allapotba.

Arrol viszont nem beszéltiink, hogy ezek a
Pij(t) = P41 = jloe = in),

agynevezett dtmenet-valoszintiségek® az idében véltozhatnak is.

2.3.12. definicié. 1. Homogén Markov-ldncnak nevezziik azokat a Mar-
kov-ldncokat, amelyek esetén a Pi;(t) = P(xi1 = jlog = i) va-
loszintség nem fiigg az 1dotdl. Ellenkezd esetben a Markov-ldncot

inhomogénnek nevezzik.

2. Amennyiben Py;(t) > 0, azt mondjuk, hogy i dllapotbol a j dllapot
elérhetd.

3. Ha 1 elérhetd j dllapotbol és j 1s elérhetd az i dallapotbol, akkor i és

j dllapotok kommunikilnak egyméssal.

Egy, a dolgozatban nem bizonyitott tétel kimondja, hogy amennyi-

ben egy Markov lancban minden allapot minden allapottal kommunikal,

8Atmenet, mint az allapotok egymaés utani megvaldsulasa
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akkor a Markov-lanc ergodikus és viszont.

2.3.13. definicié. Tegyiik fel, hogy eqy Markov-lancban az i dllapot el-
érésének eqy adott t iddpontban pozitiv a valdszinisége. Ezt kévetden
az 1 dllapotban pozitiv valosziniséggel t + ki,t + ko, ..., t + ky, 1ddpon-
tokban tartozkodhat. Ekkor azt mondjuk, hogy a Markov ldnc © dllapota
periodikus, és periddusa a t + ki,t + ko, ..., t + k,, szamok legnagyobb
kozos osztdja. Aperiodikusnak mondjuk azt az dllapotot, amelyre ez a
legnagyobb kozos oszto 1. Az olyan ergodikus Markov-lancot, amlynek

minden dllapota aperiodikus, regularis Markov-lancnak nevezziik.

A markovitas mint tulajdonsag, fontos kritériuma egy folyamat jel-
lemzésének, emiatt is tértiink ki erre b&vebben. Rengeteg mindenrdl
azonban nem esett sz6 e téma kapcsan, amelyek ugyancsak alapvetd
tulajdonsigai, tételei a statisztika ezen fejezetének, de nem tartoznak

szorosan a témankhoz, emiatt emlitésiiktsl jelenleg el kell tekintentink.

2.4. IdGsorelemzés

A kovetkezd példak annak eldontésében nytujtanak segitséget, hogy mi-
lyen jelenségeket célszert keresniink a vizsgalt rendszer allapotai alkotta
adatsor elemeivel dolgozva. A kiilonb6z6 autoregressziok, mozgodatlag-
folyamatok, illetve GARCH-folyamatok rengeteg rendszer leirasahoz
nyidjtanak nap mint nap tampontot a folyamatelemzéknek. Hasonl6an
a jellemz6 valoszintségstriiség-fiiggvényekhez, érdemes veliik is megis-
merkedni, hogy 6sszehasonlitast és tampontot nytdjtsanak az elemzés és
modellalkotas soran. A kovetkezékben (Vi € N) {X;}-n valoszintségi

valtozok sorozatat értjiik, ahol ¢ id6paraméterként értelmezhetd.

2.4.1. Autoregresszié

2.4.1. definici6. Elsérendii autoregresszionak nevezziik [AR(1)] azt a
folyamatot, amelyre

Xy = aXi 1+ 0.8
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ahol g;-k filiggetlen értékid, azonos eloszldsi valosziniségr valtozok, o tet-

sz6leges konstans, o2 pedig € szdrdasnégyzete.

Altalaban g; ~ N(0,1) vagy korreldlatlan zaj, de lehet méas is. (A
gyakori, specialis esetekre jabb elnevezések léteznek.)
Vizsgaljuk meg, mit mondhatunk X;-rél, amennyiben AR(1) folya-

matot kovet:
1. X; varhato értéke: E(X;) = 0.

2. X szorasnégyzete: D?(Xy) = o> D*(X;_1)+02D?(g;), ugyanis X; 4

és ¢; fiiggetlenek.
3. Mit mondhatunk X; stacionaritasarol?

(a) Amennyiben létezik stacionarius megoldas, akkor D*(X;) =
D?(X;_1). Igy 0% = a?0% + 02, tovabba D?*(X;) -t kifejezve:

2
Oc¢

1—a?

Azaz amennyiben |a| > 1, akkor nincs stacionarius megoldés.

oy =

(b) A kovetkezd, ersebb allitast a rendelkezésiinkre 4ll6 matema-

tikai apparatus hianyossagai miatt nem bizonyitjuk.

2.4.1. allitas. Elsorendi autoregresszio esetén akkor és csak

akkor létezik staciondrius megoldds, ha |a| < 1.

4. X; autokovariancia fiiggvénye:

R(k) = CO’U(Xt, Xt+k) = COU(Xt, OéXt+]<;71 + 055t+k)
= - cov(Xy, Xipo1) = aR(k — 1),

tovabba R(0) = D?*(X;) = 0% és R(1) = aR(0) alapjan egyszeri
bizonyitassal belathato, hogy

% 5
. oc.
1—a2 ¢

R(k) = 0% -a" =
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5. X; autokorrelacio fliggvénye:

6. Tegyiik fel, hogy |a| < 1. Iteraljuk az AR(1)-et definiélo egyenletet:

Xt = OdXt_l +é&r = Oé(OdXt_Q + f‘:t—l) +éer=...
= Oés+1Xt_5_1 + (Oésé“t_s + ...+ 0451&—1) + &¢

Innen az )
X — Z @ugt—u = a8+1Xt—s—1
u=0
eredményt kifejezve szamitsuk ki mindkét oldal négyzetének varha-

t0 értékét:

s 2
(x-St ) | —etm.
u=0

Mivel |a| < 1, a bal oldalon talalhaté varhato érték szinte biztosan
zérushoz konvergal. Ehhez sziikséges feltétel, hogy dK € R, mellyel
Vt-re E(X?) < K, ami teljesiil, amennyiben X stacionarius. Ekkor
a bal oldalon talalhato kiilonbség négyzetének varhato értéke zérus-
hoz konvergal, azaz amennyiben s — oo, akkor > 7 _ ate_, — X,
tehat X, = > 7 ey

7. Amennyiben |o| < 1 és ¢; fliggetlen, azonos eloszlasi zaj, mely-
re F(e?) < oo, akkor az AR(1) egyenleteknek létezik stacionarius

megoldéasa
8. Az AR(1) Markov folyamat.’
Koveztkezzék egy példa nem Gauss fehér zajbol generalt AR(1)-re.

2.4.1. példa. Legyen ¢; olyan, hogy % - % valosziniséggel veszi fel a

0, illetve az % értékeket. Az X; = %Xt,l + &¢ egyenlet staciondrius

9Az utolsé két allitast nem bizonyitjuk.
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megolddsa:

o) 1 U o0 1 u+1

>(3) =23 (z) =

u=0 u=0
A 2¢e;y, véletlen {0,1} sorozat szorozva az % hatvanyaival tetszdleges
[0, 1]-beli szdmot elddllit, mégpedig egyenletes eloszldssal (hiszen minden
2e; egyenld valdszindiséggel generdlja az dsszes {0, 1} szdmsorozatot). A

staciondrius eloszlds az uniform eloszlds lesz: U(0,1).

2.4.2. Az AR(2) és AR(p) folyamatok

2.4.2. definici6. Masodrendi autoregresszionak [AR(2)] nevezziik a ko-

vetkezd folyamatot:
Xt = o X1+ aoXy 9+ 0.5y

Az AR(2) folyamatrol joval kevesebb szo esik a dolgozatban, ugyanis
vizsgalt kritériumaink nagy részének egyértelmien nem tesz eleget (pél-
daul markovitas), bonyolultabb Gsszefiiggéseiben pedig a matematikai
apparatus hianyabol fakadéan nem targyaljuk. Erdemes azonban felir-

nunk autokovariancia és autokorrelacio fiiggvényét:
R(k) =a1R(k — 1) + asR(k — 2),

illetve
r(k) = air(k —1) + agr(k — 2).

Végiil vizsgaljuk meg, mint mondhatunk az altaldnos, p szamu para-

métert tartalmazo esetben.

2.4.3. definici6. p-ed rendd autoregresszionak nevezzik [AR(p)| azt a

folyamatot, amelyre
X=X +aoXy o+ -+ 0, Xy + o€y,

ahol € fehér zay.
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Megmutathato, hogy amennyiben az AR(p) folyamat stacionérius,
akkor erdsen stacionarius is. Amennyiben pedig a folyamat az elsé p
lépésében nem stacionariusan indul, gy exponencialis sebességgel sta-
cionarizalodik.

[rjuk fel masként is az autoregresszié egyenletét, mégpedig a vissza-

léptetés operator (B) segitségével:

BX; = X;_q,
B%’X, = X, ».

Az egyenlet alakja pedig:

p
(Z &kBk> Xt = &4.
k=0

Innen X;-re rendezve kapjuk:

-1
p
Xt = (z &kBk) Et.
k=0
Stacionarius esetben a kovetkezdket mondhatjuk az autokovariancia
fiiggvényral: 1Y
1. Tegyiik fel, hogy E(X;) = 0. Ekkor

R(0) = B(X}) = E[Xo- (u X 1+ ...+, X _, + 0.50)].

Innen:

E(XoX ;) = R(=7) = R(7),

valamint

E(Xogg) = 0'3.

Osszefiiggésekbdl adodik:

R(0) = ay  R(1) + ...+ a,R(p) + o2

19Az7 alabbiakban R(—7) = R(7).
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2. Hasonloan:
R(1) = E(XoX;) = E[Xo - (a1 Xrqy + -+ ap Xy + 0287)].

Jelenleg E'(Xoe,) = 0, ugyanis a zaj jovéjétdl fliggetlen a folyamat.

Innen adodik
R(T) =ayR(t — 1)+ ...+ a,R(T — p)

minden 7 > 1 egész esetén.

2.4.4. definici6. Az

R(0) = a R(1) + ...+ a,R(p) + o2,
R(t)=aqR(t—1)+...+aR(t—p), 72>1

egyenleteket Yule-Walker egyenleteknek hivjuk.

Amennyiben az elsé p autokovariancia adott, a tobbi rekurzioval ki-

szomithato. Hasonld6 mondhato el az autokorrelacio fiiggvényre is:
r(t) =aqr(t—1)+ ...+ ar(t —p)

T > p esetén. Az AR(p)-folyamat nem Markov.

2.4.3. A mozgobdatlag-folyamatoktél a GARCH-ig

2.4.5. definici6. Legyen ¢; (Gauss) fehér zaj. Ekkor az
Xi = Boer + Brgr—1 + ...+ Byci—qg

folyamat g-ad rendd mozgobdatlag-folyamat.
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A mozgoatlag-folyamat autokovariancia fiiggvénye E(g;) = 0, D*(g;) =

1 esetén:

R(r) = E(X,:Xirs) = BoE(e:Xorr) + BiE(er1Xpss) + ...
+ GyE (61— Xtir) = BoE(etfretir—r) + 0
+ 1 Elet-1Br18 04— + 0+ oo+ By r E(Et—girBeta7—q)
= BoBr + B1Bri1 + ..+ B0y,

amennyiben 7 < ¢; az autokovariancia egyéb esetekben értelemszertien

Z€rus.
2.4.6. definicié. Az
R(7) = (B0Br + B1Bry1 + - - + By—rBy) - Lir<q)
felbontdast Wold-felbontasnak nevezziik.
Néhany tovabbi megjegyzés a fentiek kdvetkezményeként:

1. R(7) nem fiigg t-t6l, igy a folyamat méasodrendben stacionarius.
Fehér zaj esetén mindig gyengén stacionarius; fiiggetlen, azonos el-

oszlas esetén pedig erdsen stacionérius.

2. Az autokorrelacio fiiggvénynek mindig pontosan az elsé ¢ tagja nem

lesz zérus.

2.4.1. tétel. Wold tétele (1954)

1. Ha egy R(7) figgvényre a Wold-felbontds teljesil, akkor létezik
olyan MA(q) folyamat, amelynek autokovariancia figguvénye R(T),
és eqyiitthator pontosan a Wold-felbontdsban szerepld 3 egyiitthatok.

2. Ha X; staciondrius Gauss-folyamat varhato értékére és autokovari-
ancia fligguényére teljesil, hogy E(X;) =0 és R(1) = 0 amennyi-
ben T > q, akkor Xy MA(q) folyamat.
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frjuk fel X;-t karakterisztikus polinomja és a visszaléptetd operator

segitségével. A polinom a kévetkezs: Q(x) = Bo+ frr+- - -+ B 29, tehat

Ezen feliras segitségével belathato, hogy X (t)-nek lehetséges az AR(00)
elsallitasa, azaz végtelen tagi autoregresszio segitségével elGallithato.
A kovetkezdkben valamilyen modon az elzGekben targyalt tulajdon-

sdgokat kombinaljuk, és igy kapunk ujabb folyamatokat.

2.4.7. definici6. ARMA(p, q) folyamatoknak nevezziik azt a folyama-

tot, amelyre:

p q
§ Okat—k — E 5m5t—m-
k=0 m=0

A staciondrius megolddssal rendelkezd ARMA folyamatok MA (o), il-
letve AR () elddllitdsairdl az egyenlet bal, illetve jobb oldaldnak karak-

terisztikus polinomjai — azaz ezek gyokei — az irdnyadok.

Bar nem mindig adédik, hogy stacionarius folyamattal dolgozhas-

sunk, gyakran differencialdssal mégis azt kaphatunk belGle.

2.4.8. definici6é. X; ARIMA(p, 1, q) folyamat, amennyiben
Y; - Xt - Xt—l - (1 - B)Xt

ARMA folyamat.
Egyszeres differencialassal valamilyen lineéris trend tiintethetd el.

2.4.9. definici6. X; ARIMA(p, d, q) folyamat, amennyiben d-szeres dif-
ferencidltja, azaz
(1 - B)X,

ARMA (p,q) folyamat.

Az egyszeres differencialdshoz hasonldoan d-szeres differencialassal d-ed

foku trend tiintethetd el.
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2.4.2. példa. Legyen {e;} figgetlen, azonos eloszldsu valdsziniségi val-
tozok eqy sorozata, melyre E(e;) = 0 és E(e}) < oo. Legyen & =
et + PBer_1ei_o. Azt dllitjuk, hogy ekkor e; fehér zaj, de nem fiiggetlen
azonos eloszlasi (i.i.d.).
Irjuk fel e, vdrhatd értékét, szordsnéqyzetét, illetve autokvariancia
fiigguényét!
E(e:) = E(et) + BE(er—1)E(er—9) = 0,

D?(g) = D*(ey) + 2 D*(e;_1e1-2) = o> + ot = R(0),
R(1) = E(eigr—1) = El(er + Bes—1ei—2)(es1 + Perer—1)] = 0,

ugyanis mindeqgyik dsszeadandoban taldlhato eqy, a tobbitdl fiiggetlen el-
sdfoku és zérus vdarhato értékid tag. Tovdbbd, hasonlo meggondoldsok mi-

att, mint az eldbbi esetben:
R(2) =0+ BE(e; 1€} 5) = 0.

Ugyanigy R(T) = 0, amennyiben 7 > 3. Az {e4} sorozat azonos elosz-

lasi, tehdt fehér zaj. Azonban nem figgetlen (és igy nem i.i.d.), mert
E(Et—15t€t+1) 7é 0:

El(ei—1+8ei—sei—3)(er+Pei—1ei-2) (ery1+Beei—1)] = BE(e?etQ_l) = 5(73-

Azaz a harmadik vegyes momentum (és a harmadik kumuldns'') nem

26TUS.

2.4.10. definicié. ARCH (1) folyamatnak nevezziik a kévetkezdkép-
pen elddllo iddsort: legyen ¢ standard normalis, fiiggetlen, azonos el-

oszldsi, Gauss fehér zaj: e; ~ N(0,1). Legyen

Xy = O¢E¢,

a kumulansokat :
k1 =p=g'0),
Ky =0 = g"(0),

és igy tovabb.
12 Autoregressive Conditional Heteroscedasticity”, Engle (1982).
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2
O't = + Olet_l,

ahol o, vy = 0.

A definicioban szerepls elsé egyenletet négyzetre emelve behelyette-

sithetjiik a szorasnégyzet kifejezését a masodik egyenletbdl:
X? = (ap+ a1 X7 )er.

Ez az egyenlet azonban nem ekvivalens a fentivel, ugyanis igy csak nem-
negativ értékeket vehet fel Xy, mig eredeti formajaban akar negativ is

lehetett.

Feltesssziik, hogy létezik stacionarius megoldas. Iteraljuk az egyenle-

tet:

9 9 2 2 2v2 2.9
X, = e + ajapere;_ + o X{ ogrer

0
2 _ j 2 2
X, =ap- g Qi€ o Epy
j=0

Amennyiben az 0Osszegzés és a varhato érték képzése feleserélhetd,

akkor innen

00 g
B(X?) = a0 Y ofB(&) o B(e} ) = 1
=0

adodik. Ha az

0
_ k41 9 9
Xi=¢t- 4| <1+ § ot 5t1‘---‘5tk1)
50

felirasaban > oo aftte? ... .2, | konvergél, akkor stacionarius fo-

lyamatot allit el6. Az n; = 4.1 zaj véges dimenzios eloszlasai megegyez-
nek, és n; ugyanugy allitja el6 a (X, 1k, ..., Xt k) sorozatot, mint &

(X4, ..., Xy, ) sorozatot, azaz eloszlasaik megegyeznek.
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2.4.2. tétel. Ha |aq| < 1, akkor

o0
1
Xi=¢€1,| (1 + E Oék+ 5t 1 '5?1@1)
k=0

konvergdl, és az ARCH(1) egyenlet véges szordsiu staciondrius megol-
ddsait adja. Amennyiben a véges szordas nem kovetelmény, gy aq > 1

esetén is létezik staciondrius megoldds. (Nem bizonyitjuk.)

A tétel kdvetkezményei:

1. E(X;)=FE()- E [\/040 (1+Zk . k—i—lgt 1 '5t2—k—1) =0;

2. D*(X;) =

170&17
3. E(XtXH—k) = O, k 7& 0
Azaz az ARCH(1) korrelélatlan, stacionarius, zérus varhato értékd,

tehat fehér zaj.
Azonban az ARCH(1) folyamat kiilonb6z6 tagjai nem fiiggetlenek:

E(X7|Xi-1) = (a0 + a1 X7 ) - E(e7|Xm1) = ap + an X7 4,

ugyanis €2 és X;_; fiiggetlenek és E(g;) = 1. Mivel nem konstanst,
hanem egy valosziniiségi valtozot kaptunk eredményiil, nem teljesiil a
fiiggetlenség. Ebbdl kovetkezik, hogy az ARCH(1) nem Gauss eloszlast.
Viszont az teljesiil, hogy az ARCH(1) szimmetrikus eloszlast, amennyi-

ben szimmetrikus eloszlasbol generaltuk.

2.4.2. allitas. Vo, € (0,1) 33 : BE(X}”) = oo. (Nem bizonyitjuk.)
2.4.3. allitas. F(X}') < oo pontosan akkor, ha 3a; < 1. (Nem bizo-
nyitjuk. )

2.4.11. definici6. Altalanos bilinearis modellnek nevezziik a kovetke-

v

20t:

Xt—f—ZCLZXt z—5t+zb iEt— j+ZZCZ]Xt i€t— —J

1=1 j=1
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ahol {e} figgetlen, azonos eloszldsi és zérus vdrhato értékd vdltozdk

sorozata.

Az altalanos modellben a stacionarités feltételeit Lin és Brockwell (1988)

adtak meg; e dolgozat bonyolultsdga miatt nem targyalja ezeket.

2.4.3. példa. BL(1,0,1,1) példdul a kovetkezdképpen fest:
Xt — a/Xt—l = bXt—lgt—l + &¢.

Legyen Y; olyan, hogy Y: — Y1 = X;. Behelyettesitve X;-t azt kapjuk,
hogy Y; eqy BL(2,0,2,1) folyamat:

Y, —(14+a)Y,1 +aYig = bY,_1601 — bY; 0541 + &4
Y(t) nem staciondrius folyamat. (Nem bizonyitjuk.)

2.4.12. definicié. GARCH(p, ¢)'® folyamatnak nevezziik a kivetkezd
eqyenleteknek eleget tevd folyamatokat:

X = o4&y

p q
2 __ 2 2
g = Qg+ § X+ § :5j‘7t—j
i=1

j=1
ahol az -k fiiggetlenek és azonos eloszlasiiak, tovibbd E(g}) < oo €s
E(Et) = 0.

2.4.3. tétel. Bollerslev (1986) Az imént definidalt GARCH (p, q) mdasod-

rendben (azaz gyengén) staciondrius, amennyiben

Ekkor X fehér zaj és E(X;) = 0, azaz R(7) = 0 ha 7 > 0, tovdbbd
R(0) = D*(X;) < co. (Nem bizonyitjuk.)

13 Generalized Autoregressive Conditional Heteroscedasticity”, Bollerslev (1986).
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3. fejezet

To6zsdeindex-modellezés

Egy matematikai program hasznalatdhoz alapvets programozési ismere-
tekre van sziikség, amely, igy gondolom, inkdbb el6nye, mintsem hatra-
nya alkalmazasanak. Matematikai problémék informatikai alkalmazasok-
kal torténé megoldéasa mindennapi esemény nemcsak egyetemeken, ha-
nem az iizleti szféraban is. Emiatt a didkoknak érdemes minél kordbban
talalkozniuk olyan jelenségekkel, mint példaul az a tapasztalat, hogy a
programok lefutasa, a kalkulaciok elvégzése bizony nem minden esetben
masodpercek kérdése, hanem egy frappansabb matematikai megoldas
gyakran perceket, 6rakat, s6t napokat sporolhat meg a programozonak és
a szamitogépnek. A mintak szamanak jelentGsége a statisztikiban ugyan-
csak egy tapasztalhatod jelenséggé valik, amint a modelliinkhéz mintéat
keresiink, vagy éppen nagy elemszamu adathalmazokat kezeliink, eset-
leg mi készitiink el egy adatsort. Gyakran belefuthatunk megoldhatatlan
problémékba is, melyek megoldhatatlansagéaval talan éppen akkor szem-
bestiliink, amikor az azt reprezentald programot irndnk meg. Egyszoval
rengeteg tapasztalattal gazdagodhatunk matematikai programcsomagok

tanorai-szakkori alkalmazasakor.

A munka megkezdéséhez internetes forrasbol toltjiik le a kivant t6zs-
deindex (esetiinkben a Dow Jones) adatsorat. Mi a zarasi adatokkal fo-
gunk dolgozni. A szokasos eljaras az, hogy a nyers adatsor helyett ezek
logaritmikus differenciaival szamolunk, azaz az elemek logaritmusainak

kiilonbségét vessziik. Igy valoban azt az adatsort latjuk, ami szamunkra
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érdekes: a valtozast (3.1. és 3.2. abrak).

Dow Jones Index

In(T) - In(T-1)

2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000

0

-0.1 0.0 0.1

-0.2

5000

10000 15000 20000

3.1. abra.

5000

10000 15000 20000

3.2. 4bra.

Ezt koveten megprobalkozunk azzal, hogy megtalaljuk a megfelelGen

illeszkedd folyamatot. A probéalkozas jelen esetben sz6 szerinti talalgatéast

jelent, hiszen legtobb esetben nem egy mesterségesen generalt adatsor-

ral van dolgunk, és nem taladlhatunk a val6sdghoz tokéletesen illeszkedd
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modellt. Célunk az, hogy a modell viszonylag kevés paraméterrel rendel-
kezzen, a lehets legegyszeribb legyen és bel6le kovetkeztetéseket tudjunk
levonni a valés adatsorra.

Kezdetben megnéztiik az iddsor hisztogramjat, hatha informéciot

nyerhetiink beléle a valoszintiségi valtozok eloszlasara (3.3. dbra).

A hisztogram

8000 10000

6000
|

az érték gyakorisaga
4000

2000
|

0

T T T T 1
-0.10 -0.05 0.00 0.05 0.10

a mintaban felvett érték

3.3. abra.

Annyit tudunk csak leolvasni a diagramroél, hogy nem valészint, hogy
normalis eloszlassal van dolgunk. A hisztogram képe leginkabb egy
t-eloszlés hisztogramjahoz hasonlit (3.4. és 3.5. abrak).

Ahhoz, hogy ismerjiik a general6 eloszlas paramétereit, az idésor re-
zidualisaira! fogunk egy t-eloszlést illeszteni.

Kovetkezs 1épésként meg fogjuk vizsgalni, hogy vajon milyen folya-
mat illeszkedik leginkabb az idGsorunkhoz. Az egyszertiség és a paramé-
terek szamanak alacsonyan tartésa végett az autoregresszios modelltél
kezdve haladunk. Nyilvanvalo, hogy értelmetlen egy 8-10 paramétert
kinal6 modellel dolgoznunk, hiszen a nagy paraméterszam nagy bizony-
talansaggal is jar.

Kezdetnek egy egyszerti autoregresszioval probalkoztunk meg. Ezen

esetben a program kivélasztja a szamunkra sziikséges paraméterek sza-

1Az egyes mintabeli elemek eltérése a modellbeli elemekhez képest.
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Egy huszezres elemszamu, zérus varhato értékii normalis eloszlasi minta hisztogramja
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3.4. abra.

Egy huszezres elemszamu, harom szabadsagi fokkal rendelkez6 t-eloszlasu minta hisztogramja

10000
|

8000
1

az érték gyakorisaga
6000
1

4000

2000
1

[ T T T 1
-20 -10 0 10 20

a mintaban felvett érték

3.5. abra.

mat is, figyelembe véve, hogy minél jobb illeszkedést? kapjunk az ada-
tainkhoz képest. A parancsot végehajtva azt a valaszt kapjuk, hogy ese-

tiinkben egy 41-ed rendt autoregresszi6 lenne a legmegfelel6bb autoreg-

2 Az illeszkedést szabélyozé kritérium az tgynevezett AIC értéke, amely tébb szempontot is figye-
lembe véve szdmszer(siti egy statisztikai modell josagat.
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resszios modell, még a sziikséges egyiitthatokrol is kapunk egy listat.
Mit is kezdhetiink a fenti informécioval? Mivel célunk, hogy minél keve-
sebb paraméter — azaz egyiitthaté legyen — nem elégsziink meg ezzel a

modellel.

Hasonloan jarunk el, amikor mas-mas jellegti idGsorokat probalunk
felfedezni a mintankban. Részletesen els6ként az ARMA modellt vizs-
galjuk. Elscként probalkozzunk az ARMA(1,1) tipussal; amennyiben ez
nem felelne meg, késébb az ARMA(1,2), ARMA(2,1) és ARMA(2,2) mo-
dellekkel kisérleteziink, fokozatosan novelve a paraméterek szamat. A
modellek rezidualisainak korrelaltsdga dont majd arrél, hogy sziikséges-
e GARCH illesztéssel probalkoznunk. (A paraméterek szaméanak tovabbi

novelése helyett. )

Ezekben az esetekben azt lathatjuk, hogy mig a rezidualisok autokor-
relacio fiiggvénye megfelels, addig a négyzetiik nem tiinik el a magasabb
rendekben. Ilyen esetekben szoktak megprobalkozni egy GARCH illesz-
téssel. Altalaban egy GARCH(1,1) is elegends. Mi vizsgéljuk meg az
ARMA modellek esetéhez hasonloan a GARCH(1,2) GARCH(2,1), és
GARCH(2,2) modelleket is.

Az illesztéseket ismét elvégzi a szamitogép helyettiink, mi csak a pa-
raméterek szamat adjuk meg kezdetnek. GARCH(p, q) esetén a program
megadja nekiink az egytitthatokat, és kiirja, hogy talalt-e konvergenci-
at vagy sem. Szerencsénkre mar a GARCH(1,1) is megfelel6nek tiinik,
hiszen relativ konvergenciat talal. Egytitthatoit elmentjiik, és megvizs-

galjuk a rezidualisok viselkedését (3.6. abra).

Kivancsisagbol megtekinthetjiik, milyen eredményt ad a masik harom
illesztés. GARCH(1,2) esetén szingularitasba iitkoztink; GARCH(2,1)
esetén nem talalunk konvergenciat. GARCH(2,2) esetén ismét szingula-
ritasi probléma jelentkezik és a kiértékelés nem ér a végére. Ugy don-
tottliink tehat, hogy maradunk a GARCH(1,1) modell mellett. Ellen-
Orzésképpen kettévagva az adatsort, az els, illetve masodik felére is

elvégeztiik az illesztést, és azt tapasztaltuk, hogy a relativ konvergencia
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3.6. abra.

ezekre is fenn &4ll GARCH(1,1) esetén (3.7. és 3.8. &brak).

ACF of Squared dj[1:10057]
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3.7. abra.

Egyiitthatoink tehat aq = 8,43 - 1077, ap = 7,548 - 1072 és B =
9,191 - 107! lesznek. Egy, mér elégségesen illeszkeds modell birtokdban
nézzik ismét a rezidualisokat. Ezek eloszlasara lennénk most kivancsiak,
hogy meghatarozhassuk a generalo t-eloszlas paramétereit. Azt kapjuk,
hogy a medidn m = 4,497 - 1072, a fél-interkvartilis s = 8,236 - 107!, a
szabadsagi fokok szama pedig megkozelitGen df = 6, 3888.6
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ACF of Squared dj[10058:20115]
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3.8. abra.

Eljutottunk tehat ahhoz a ponthoz, amikor feltételezéseink vannak a
generalo eloszlasra, illetve magara a folyamaton beliili 0sszefiiggésekre
nézve. A modellt ekkor megprobaltuk felépiteni. ElGszor is generaltunk a
fenti paraméterek segitségével egy t-eloszlasi, egymillio elemmel rendel-
kez6 adathalmazt. Ezt kovetGen irtunk egy par soros programot, amely
az 1gy kapott egyiitthatok segitségével ezer kiilonboz6, ezer peridodus
hosszusagit GARCH(1,1) folyamatot rendez egy matrixba. Az ily mo-
don elgallo 1000 x 1000 méretd matrix minden egyes sora egy, a fenti
paraméterekkel rendelkez6 GARCH(1,1) folyamatnak ezer 1épéses meg-
valosulasa. Ennek parjaként, a tényleges index késébbi visszaszamolasa
érdekében egy olyan matrixot készitiink el, amelynek elemei az el6z6ek
alapjan szamitott, modellbeli tézsdeindexeket tartalmazzak. Osszessé-
gében ezzel a megoldassal nem is egy, hanem ezer, altalunk generalt
modell all a rendelkezésiinkre, hogy megértsiik a mintaban észlelt foly-

matok miikodését.

Ezek utan megvizsgaltuk, hogy mennyiben hasonlit a matrix egyes
sorainak viselkedése az adatsorunk viselkedéséhez. Ehhez elGszor is azt
vizsgaltuk, mennyire jellemzd, hogy az adatok atlépnek egy bizonyos
szintet. A munka ezen részének a tanulsaga az, hogy csupan sok, kii-

16nb6z6 kiiszobbel torténd probalkozas altal nyert tapasztalatok révén
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lesziink tisztaban azzal, hogy az egyes megfigyelések milyen aranyban
1épik til a kiilonbozo kiiszobszinteket. Példaként elkészitettiink egy vek-
tort, amelynek elemei azt mutatjak, hogy a féméatrix egyes soraiban 1évg
— azaz egy-egy folyamaton beliili — elemek atlagosan hanyszor 1épik at ezt
a kiiszobot. Ezt kdvetGen a vektor elemeinek atlagat abrazoltuk. Hason-
l6an jarunk el a minta tekintetében is: Osszeszamoljuk, hogy atlagosan
hanyszor 1épi at az altalunk aktualisan kivalasztott 0,007-es kiiszobot

(piros szinnel a 3.9. dbran).
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3.9. abra.

Egy masik érdekes kérdés, hogy milyen kiiszob hatarozza meg azt,
hogy az elemek egy adott szazaléka még a kiiszob alatt tartézkodjon.
Készitettiink tehat egy ujabb vektort, amely elemei a matrixban talal-
hato folyamatok 0,95-os kvantilise minden egyes sorra, azaz folyamatra
nézve. Ezek atlagat hasonlitottuk 6ssze a minta 0,95-os kvantilisével (az
eltérés 107* nagysagrendi): a vektorbol szamolt atlag: 1,575 - 1072, a
minta kvantilise pedig 1,598 - 1072. A vektor elemeit egyiitt abrazoltuk
az imént kapott kvantilisek atlagéval, illetve a minta kvantilisével (piros
szinnel a 3.10. abréan).

Kvantilisek esetén is érdemes maéas kiiszobokkel is kisérletezni. Néz-
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3.10. Abra.

ziikk példaul, hogy az elemek 99% -a milyen kiiszob alatt talalhato a

modellben, illetve a mintdban (piros szinnel a 3.11. abran).
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3.11. abra.

Lathato, hogy az eltérés sokkal szembettinébb, mint el6z6 esetben.
Ezen nem is csodalkozunk, hiszen az elemek egyetlen szazaléka eshet

csak kivdl a kiiszobon, azaz az anomaliak hatésa abban az egyetlen
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kimarad¢ szazalékban felergsodik.

Ismerkedjiink més szempontbdl is a mintaval! Megvizsgaltuk példaul,
hogy az utobb szamolt 95%-os kvantilis szintjét mikor 1épi at el@szor
a mintabeli folyamat, és mikor csuszik bele az altalunk generalt ezer
modell. Bar hosszutaviu kovetkeztetések alapjaul a kévetkezd hisztogram
(3.12. abra) nem szolgéal, mégis leolvashatjuk rola, hogy az atlépések
legtobbszor igen hamar megtorténnek, és ritka, hogy a kereskedelembe
valo belépést kovetden 200-300 kereskedelmi napon at nem torténnek

nagyobb ugrasok.
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3.12. abra.

Abrazolhatjuk tovabba, hogy az ilyen folyamatok mikor térnek vissza
Gjra e kvantilis szint f6lé az elsé atlépést kovetGen (3.13. abra).

Raadasképpen irtunk egy rovid programot, amely a kereskedelembe
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3.13. abra.

tetsz6leges id6pontban torténd csatlakozast kovetéen a fentieket ellen-
6rzi a mintankban is: mikor lépjiik &t a kivant kvantilist; mikor torténik

a kovetkez@ visszatérés; mennyi ideig maradunk ekkor a kiiszob felett.
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4. fejezet

Leegyszertisitett kereskedelem

A kovetkezokben eljatszunk a gondolattal, hogy 1932. szeptember 27-én,
azaz tetszGleges napon (nevezetesen az ezredik adat a mintankban) be-
csatlakozunk a kereskedelembe. Ismerjiik tehat a t6zsde els6 ezer 1épését,
és szeretnénk valamilyen stratégia szerint cselekedni a tovabbiakban. A
stratégiak kidolgozasanak és elemzésének multjat és hagyomanyait nem
tudjuk attekinteni, de egy par modszer heurisztikusan felépitett, leegy-
szerisitett masolatat kiprobalhatjuk ezen a modellen, és maris jatéko-

sabba és konnyedebbé tehetjiik a téma feldolgozasat.

Els6 esetként tegyiik fel, hogy végtelen sokédig varhatunk, és az elsd
kijelolt kiiszob atlépésénél — azaz akkor, amikor nagy valtozas kovetke-
zik be — azonnal kiszallunk a kereskedésbdl. Legytink ovatosak: a 99%-os
kvantilist jeloljiik meg elsé kiiszobnek. Ekkor a minta szerint az 1106. na-
pon, azaz 106 kereskedelmi nap utan vessziik ki a pénziinket. A modell-
ben ez elég korainak szamit: az elsé atlépések atlaga 223,3 nap, viszont
viszonylag nagy szorassal rendelkezé adatrol van szo: a szoras 209,4. A
legrovidebb kereskedelmi idétartam az 1000 modellbeli folyamat soran

1 nap, a leghosszabb pedig 890 kereskedelmi nap (4.1. abra).

A modellezés elején elkészitett masodik matrixot felhasznalva ki is
szamithatjuk, hogy ezer ilyen esetben mekkora atlagos nyereséggel sza-
molhatunk, illetve megfigyelhetjiik, hogy a megvalosuld esemény ehhez
képest mekkora nyereséggel szolgal (rendre kék, illetve zold szinnel a

4.2. abran). Lathatjuk, hogy ebben a konkrét esetben veszteségesen zar-
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4.1. abra.

tuk volna a kereskedést, de alapvetéen pozitiv kimenetelre szamithatunk

ezzel a stratégiaval.

A valésdgban azonban ritkdn fordul eld, hogy tetszélegesen sokaig
rendelkeziink azokkal a képességekkel és kortilményekkel, amelyek a ke-
reskedelmet lehetéveé teszik szamunkra. Erthetd tehat, ha modositjuk az
el6z6 elképzelésiinket azzal a kitétellel, hogy az el6z6 stratégiat kiegé-
szitve egy megkotéssel éliink a kereskedelmi napok szamat illetGen: egy
adott lépésszamot kdveten mindenképpen eladjuk, amink van. Tetsz6-
legesen varialhato ez a korlat; probalkozhatunk, hogy hogyan valtozik
az igy varhaté nyeremények minimuma, maximuma, atlaga, tekintettel
a megkotésre. Példaként azt a megkotést tettiik, hogy 200 napon beliil

mindenképpen ki kell szallnunk a kereskedelembdl. Megint csak veszte-
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4.2. abra.

séggel zarnank a valosagnak megfelelGen, hiszen mar egy megel6z6 keres-
kedelmi napon elérjiik azt a kvantilis adta szintet, ahol abbahagyjuk a
kereskedést. Ha tovabb csokkentjiik (akar 100 nap ald) a lehetséges keres-
kedési idGtartam hosszat, akkor is veszteséggel zarnank, bar a modellek
szerint atlagosan nyereséggel zarnank az ilyen stratégidju kereskedést
(4.3. abra).

Zéarasként az utolso kereskedési stratégia, amelyhez hasonlot megte-
kintiik, az tgynevezett ,stop-loss” stratégia. Ekkor nem csak az id&tar-
tamot korlatozzuk, hanem azt is, hogy mekkora id6kozbeni veszteség
esetén hagyjuk el azonnal a tézsdét. Akkor is kivessziik a pénziinket,
amennyiben a mutaté nem né tovabb, de a kereskedés megkezdéséhez
viszonyitva adott idépillanatban tobb pénziink van. Az adatsor 1500. ke-
reskedelmi napjanél 1épiink be és ezer kereskedési napot varunk. A 4.4.
abra azt az esetet mutatja be, amikor 10%-o0s veszteség, illetve 20%-os
nyereség esetén hagyjuk abba a kereskedést az imént targyalt feltételek

mellett. A szamitashoz a modelleket tartalmaz6é matrixokat az 1500. nap
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4.3. abra.

adataibol Gjra generéljuk, és az 4j modellek segitségével szamolunk. A
megvalosulo nyereség (z0ld szinnel) lathatoan sajnos most sem éri el a

varhato atlagos nyereséget (kék szinnel).
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4.4. abra.
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5. fejezet

Osszefoglalas

A dolgozat célja, hogy bemutassa az id6valtozoju jelenségek matema-
tikai modellezésének egy leegyszertsitett, kozépiskolaban is targyalhato
formajat.

A dolgozat elején a modellalkotas didaktikai jelentGségeérdl esett szo,
majd réviden attekintettiik az anyag elsajatitdsahoz sziikséges kozép-
iskolai elGismereteket. Ezt kovetGen megvizsgaltunk par tulajdonsagot,
amelyek alapjan nevezetes idGsorokat targyalhatunk és hasonlithatunk
Ossze. A dolgozat utolso részében a Dow Jones index zarasi adatait vizs-
galtuk, mégpedig kereskedési stratégiakon gondolkodva. Ehhez megvizs-
galtuk, milyen elméleti modell illeszkedik legjobban a zarasi adatsorbol
konvertalt id6sorhoz, és ezt a modellt megvalositva probaltuk ki a kiilon-
b6z6 kereskedési stratégiak miikodését. Harom stratégiat épitettiink fel:
az els6ben korlatlan ideig kereskedtiink, és a gyors valtozasokat kovetGen
hagytuk el a piacot; a mésodik stratégia egy iddkorlattal gazdagitotta
az els6t. A harmadik stratégia magas veszteségek, illetve nyereségek ese-
tén hagyta el a piacot, szintén korlatozott idGtartamban gondolkodva.
Sajnos mindharom stratégia optimistdbbnak bizonyult a valésagnal: az
atlagos varhato nyereséghez képest altalaban veszteséggel zarult piaci

tartozkodasunk.

Azonban ne hagyjuk figyelmen kiviil azt a tényt, hogy a targyalt
modell és stratégidk is csupan egyszertiisitett valtozatai azoknak a mod-

szereknek, amelyeknek a valodi t6zsdén hasznéat vehetnénk. Nem szabad
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talértékelniink eredményeinket, de nem is az volt a célunk, hogy felséfo-
ka matematikai ismereteket erdltessiink a kozépiskolai keretek kozé. A
dolgozat célja csupan az volt, hogy megalapozza és bemutassa a modell-
alkotas oktatasanak egy lehetGségét.

A minket koriilvevés jelenségek matematikai megkozelitése nem csak
érdekes, de hasznos és élvezetes tapasztalatokkal gazdagitja mindennap-
jainkat. A modszer alkalmazasa betekintést ad a vilag statisztikai alapo-
kon torténs megértésébe, a véletlen jelenségek miikodésébe, a matema-
tikus gondolkodasanak feltarasaba. Nem sziikséges, hogy a statisztikai
adatok elemzése kizarolag szociologiai és gazdasagi adatok feldolgoza-
san alapuljon: életiinkben lépten-nyomon talalkozhatunk olyan jelensé-
gekkel, amelyek modellezése a targyalt megkozelitési modon is lehetsé-
ges. Emellett programozési, nyelvi, informacios kultirank is gazdagodik,
és ezen témakor feldolgozésa a matematika mas teriileteken valo alkal-
mazasara biztat minket. Azt a szemléletet szerettem volna kozvetiteni,
hogy a matematikai gondolkodasmod nem kizarolag a logikai-analitikus
modszereket jelentheti, és ez a tapasztalat elengedhetetlen egy olyan
korban, amelyben a tudoméanyos paradigmak alapvetGen a statisztikai
szemléletet kovetik. Nem a matematikussa nevelés vagy a szamitogépes
programozas didkokra erGltetése a célunk, hanem az, hogy minimalis
eszkozhasznalattal nyerjiink betekintést egy véletlen események alkotta

vilag harmoniajaba.
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Fluggelék

Programozas az R kornyezetben

Az R statisztikai programcsomag egy barki szaméra ingyenesen hoz-
zaférhetd, nyilt forraskodu szoftver. Féként statisztikai alkalmazasokra
fejlesztetették ki és fejlesztetik még ma is matematikusok és programo-
70k szerte a vilagban. Ennek koszonhetGen egyes problémak orvoslasara
szamos megoldasi modot kindlnak a szintén ingyenesen hasznalhato ki-
egészitd csomagok. A szamunkra kiegészitcként telepitendd programecso-
magok nagyon kénnyen hozzaférhetGek, telepitésiikrdl és hasznalatukrol
részletes lefras az interneten talalhato!.

Az altalunk hasznalt két kiegészitG-programcsomag a MASS és a tse-
ries. Ezek segitenek az illesztéseket és a paraméterek becslését elvégezni
helyettiink. Mitikodésiik és szamitasi modszereik részletesen megismer-

hetdk, s6t at is alakithatok a nyilt forraskédnak koszonhetden.

A fiiggelékben a dolgozatban targyalt miiveletek R-ben torténs meg-
valositasat ismertetem. ElGszor is betoltjiik az adatokat, amelyekkel dol-
gozunk, és vessziik a logaritmikus differenciaikat.
DJ<-scan("DJ.txt")
dj<-diff (log(DJ))

Ezt kovetSen autoregresszio, ARMA(p, ¢), majd GARCH(p, ¢) mo-
dell illesztésével probalkozunk. A kivant paramétereket kijegyzeteljiik,
az illesztésekre jellemz6 grafikonokat (az adatsor és a reziduélisok, hisz-

togramjaik, a kvantilisek, masodrendben az autokorrelacios fiiggvények)

Thttp://www.r-project.org/
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értékeljiik. Amikor azt tapasztaljuk, hogy GARCH(p, q) illesztésre lesz

sziikség, a rezidualisokat is kiirjuk.

ar(dj)

armall<-arma(dj, order=c(1,1))
plot(armall)

armal2<-arma(dj, order=c(1,2))
plot(armal?2)

arma21<-arma(dj, order=c(2,1))
plot(arma21)

arma22<-arma(dj, order=c(2,2))

plot (arma22)
garch(dj,order=c(1,1) ,trace = FALSE)
garch(dj,order=c(2,1) ,trace = FALSE)

dj.garch<-garch(dj,order=c(2,1))
sum(as.numeric(dj<0.007))
quantile(dj,0.95)

plot(dj.garch)
res<-residuals(dj.garch)
garch(dj,order=c(1,2),trace = FALSE)
dj.garch2<-garch(dj,order=c(1,2))
sum(as.numeric(dj<0.007))
quantile(dj,0.95)

plot(dj.garch2)

residuals(dj.garch?)
res2<-residuals(dj.garch2)
garch(dj,order=c(2,2) ,trace = FALSE)
dj.garch3<-garch(dj,order=c(2, 2))
sum(as.numeric(dj<0.007))
quantile(dj,0.95)

plot(dj.garch3)

residuals(dj.garch3)
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res3<-residuals(dj.garch3)
dj.garchi<-garch(dj,order=c(1, 1))
plot(dj.garchl)

a0=8.430e-07

al=7.548e-02

b1=9.191e-01

Ezt koveten megnézziik, hogy az adatsor hanyszor marad a 0,007
kiiszob alatt, illetve, hogy mekkora a 95%-os kvantilise.
sum(as.numeric(dj<0.007))
quantile(dj,0.95)

Annak érdekében, hogy meggy6zdjiink az illesztés helyességérdl, ket-
tévagjuk az adatsort, és a folyamat elsd, illetve masodik felére is illesz-
tiink.
djfitb=garch(dj[1:10057],order=c(1,1))
djfit6=garch(dj[10058:20115] ,order=c(1,1))

A reziduélisokra illesztve megkeressiik a t-eloszlas paramétereit.
resl<-residuals(dj.garchl)
fitdistr(resi[!is.na(res1)], "t")
m=0.044971529
s=0.823587762
df=6.388786057

Generaljuk a méatrixokat.
td=rt (1000%1000,6.387697560) *0.823516027 +0.044942466)
j=1
k=1
x0=dj [1000]
s=rep(NA,1000)
x=matrix(NA,1000,1000)
for (j in 1:1000) {
s [1]=sqrt (a0+al*x0%*x0)
x[j,1]=s[1]*td[1+((j-1)*1000)]
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s[2]=sqrt (a0+al*x[1] "2+blxs[1]"2)
x[j,2]=s[2]*td [2+((j-1)*1000)]

for (k in 3:1000) {

s[k]= sqrt(al0+al*x[j,k-1]"2+bl*xs[k-1]"2)
x[j,kl= s[k]l*td[k+((j-1)%1000)]

+

¥

i=1

j=1

X0=DJ[1000]

X=matrix(NA, 1000, 1000)

for (i in 1:1000) {
X[i,1]=X0*(exp(x0))

for (j in 2:1000){

X[i,j1=X[i, (j-DI*(exp(x[i, (j-1)1))
¥

¥

Az els6 méatrix soraira egyenként illesztiink egy-egy GARCH(1,1) mo-
dellt, és megvizsgaljuk, hogy az illesztett folyamatok hanyszor lépik at a
0,007-es hatéart, illetve, hogy mekkora a 95%-o0s és a 99%-os kvantilisiik.
Minderrdl grafikonokat is készitiink.
q95=rep (NA, 1000)
no007=rep(NA,1000)
for(i in 1:1000){
y=x[1,]
y.garchl<-garch(y,order=c(1,1))
no007 [i]<-sum(as.numeric(y<0.007))/length(y)
q95[il<-quantile(y,0.95)

+
plot (no007[1:100])
abline(mean(no007[1:100]),0)
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abline(sum(as.numeric(dj<0.007))/length(dj),0,col=2)

q99=rep(NA, 1000)

no007=rep(NA,1000)

for(i in 1:1000){

y=x[1i,]

y.garchi<-garch(y,order=c(1,1))

no007 [1]<-sum(as.numeric(y<quantile(dj,0.99)))/length(y)

q99[il<-quantile(y,0.99)

¥

plot (no007[1:1000]1)

abline(sum(as.numeric(dj<quantile(dj,0.99)))/[...]
[...]length(dj),0,co0l=2)

abline(quantile(dj,0.99),0,co0l=2)

Megvizsgaljuk a 95%-os kvantiliseket a méatrixban, és azt, hogy a mo-
dellbeli folyamatok hanyszor 1épik at a mintabeli adatsor kvantilisét. Az
els6 atlépéseket, illetve a visszatéréseket, valamint az Gjboli atlépéseket
is megkeresstik, és hisztogramon abréazoljuk Gket.
q=rep(NA, 1000)
for (i in 1:1000) {
qli] = quantile(x[i,],0.95)
ks
plot(q)
abline(quantile(dj,0.95),0,co0l=2)
i=1
k=rep(NA,1000)
for (i in 1:1000) {
k[i]=sum(as.numeric(x[i,]>=quantile(dj,0.95)))
ks
ko=rep (NA,1000)

m <- 1:1000
for (i in 1:1000) {
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ko[il=min( m[(x[i,]>=ql[i])])
}

hist(ko,nclass=25)

i=1

j=1

ko2=rep (NA,1000)

n<- matrix(1:1000,1000,1000)
m=t (n)

for (i in 1:1000) {

for (j in 1:ko[i]) {
m(i,j]=1000

}

ko2[i]=min(m[i, (q[i]>=x[1,1)])
ks

hist (ko2-ko)
ko3=rep(NA,1000)

0<-1:1000

for (i in 1:1000){

for (j in 1:ko2[i]){
o[j]1=1000
ko3[i]=min(o[(x[i,]>=q[i])])
}

+

hist (ko3-ko2)

fent<-(ko2-ko)
lent<-(ko3-ko2)

Els6szort azt nézziik meg, hogy tetszdleges belépést kovetGen hogyan
tudjuk kiszamitani az el6bb vizsgalt atlépéseket tetszéleges kvantilis al-
tal meghatarozott kiiszob esetén. (Az 1021. kereskedési napon kezdjiik

a kereskedést, és 90%-os kvantilissel dolgozunk.)
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be=1021

i=1

kdj=0

m=1:1length(dj)

j=1

kdj2=0

n=1:length(dj)

b=1

kdj3=0

o=1:1length(dj)

for (i in 1:be) {

m[i]l=1length(dj)
kdj=min(m[(dj>=quantile(dj,0.99))]1)
¥

for (j in 1:kdj) {

n[jl=length(dj)

¥
kdj2=min(n[(dj<=quantile(dj,0.99))1)
for (b in 1:kdj2) {

o[bl=length(dj)

¥
kdj3=min(o[(dj>=quantile(dj,0.99))1)

Az elsG stratégia szerint végtelen ideig kereskediink, és megfelelGen
nagy valtozasok esetén eladjuk a részvényeinket. A nyereséget grafikonon
abrazoljuk.

Q=0.99
QQ=quantile(dj[1:1000],Q)
be=1000

q=rep(NA, 1000)

1i=1

for (i in 1:1000) {
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qli] = quantile(x[i,],Q)

}

i=1

kdj=0

m=1:1length(dj)

for (i in 1:be) {
m[i]=length(dj)
kdj=min(m[(dj>=quantile(dj[1:1000],Q))1)
+

ko=rep(NA, 1000)

m<-1:1000

for (i in 1:1000) {
ko[i]=min( m[(x[i,]>=ql[i])])
ks

i=1

ny=rep(NA,1001)

for (i in 1:1000) {
ny[i]=X[i,ko[i]]-X[1i,1]

+

plot(ny)
abline(DJ[kdj]-DJ[1000],0,c0l=3)
mean (ko)

sqrt (var (ko))

max (ko)

min (ko)

A masodik modszerben meghatarozzuk a maximalis lépésszamot is
(L). Megnézziik a leghosszabb és a legrévidebb bent tartozkodés hosszi-
sagat, illetve a kereskedési idGtartam atlagat és szorasat.

L=400
be=1000
Q=0.99
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g=rep(NA,1000)

i=1

for (i in 1:1000){

qli] = quantile(x[i,],Q)
¥

i=1

kdj=0

m=1:length(dj)

for (i in 1:be) {
m[i]=length(dj)
kdj=min(m[(dj>=quantile(dj,Q))])

¥
ko=rep (NA, 1000)
m <- 1:1000

for (i in 1:1000) {

ko[i]l=min( m[(x[i,]1>=ql[i]l)])

+

i=1

tulfut=rep(NA,1000)

for (i in 1:1000) {

tulfut[i]=as.numeric(ko[i]>L)

}

i=1

ny2=rep(NA, 1000)

for (i in 1:1000) {

ny2[i]=(X[i,ko[i]]-X[i,1])+tulfut[i]l*[...]
[...1((DJ[1500]-DJ[1000])-(X[i,ko[1]]-X[1i,1]))

+

max (ko)

min (ko)

mean (ko)
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sqrt (var (ko))

A stop-loss” modszerhez 1jbol elkészitjiik a matrixokat. 20%-os nye-
reség és 10%-os veszteség esetén hagyjuk el a piacot. Végiil grafikonon
abrazoljuk a nyereséget.
j=1
k=1
x0=dj [1500]
s=rep(NA,1000)
x=matrix (NA,1000,1000)
for (j in 1:1000) {

s [1]=sqrt (a0+al*x0%*x0)
x[j,1]=s[1]*td[1+((j-1)*1000)]
s[2]=sqrt (a0+al*x[1] "2+b1xs[1]"2)
x[j,2]=s[2]*td[2+((j-1)*1000)]
for (k in 3:1000) {

s[k]= sqrt(a0+al*x[j,k-1]"2+blxs[k-1]"2)
x[j,k]= s[k]*td[k+((j-1)%1000)]

+

+

i=1

j=1

X0=DJ [1500]

X=matrix (NA,1000,1000)

for (i in 1:1000) A

X[i,1]=X0* (exp(x0))

for (j in 2:1000){
X[i,j1=X[i, (-1 I*(exp(x[i, (j-1)1))
ks

+

L=100

ki=0.9
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Lad=1.2

1=1

LE=rep (NA,1000)

m <- 1:1000

for (i in 1:1000) {

LE[i]=min(m[(X[1,]<ki*X[i,11)1)

+

for (i in 1:1000) A

if (as.integer (LE[i]>10000)) LE[i]=1000

}

i=1

TUL=rep (NA, 1000)

m<-1:1000

for (i in 1:1000) {

TUL[il=min(m[X[i,]>=(X[i,1]*Lad)*[...]
[...]las.numeric(X[i,]<(X[i,1]*Lad))])

+

for (i in 1:1000) A

if (as.integer (TUL[i]>10000)) TUL[i]=1000

}

i=1

lefut=rep(NA, 1000)

for (i in 1:1000){

lefut[i]=as.numeric(LE[i]<L)

ks

i=1

elad=rep(NA,1000)

for (i in 1:1000){

elad[i]=as.numeric(TUL[i]<L)

+

i=1

80



v3=rep(0,1000)

for (i in 1:1000){
v3[i]=X[i,1]-X[i,LE[i]]

}

1=1

ny3=rep(0,1000)

for (i in 1:1000){
ny3[i]=-X[i,1]+X[i,TUL[i]]
+

plot(ny3)
abline(DJ[kdj]-DJ[1000],0,c0l1=3)
abline(mean(ny3),0,col=4)
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