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Függelék 34
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Bevezetés

Az elmúlt időszakban az oktatáspolitika fontos prioritásává vált az alkalmazott

tudás hangsúlyozása. Ahogy például a történelem tańıtásakor nagyobb hangsúlyt

fektetnek arra, hogy a diákok képesek legyenek eredeti forrásokat értelemezni, úgy

a matematikában is megnőtt az alkalmazások szerepe. Ezt a folyamatot illusztrálja

a 2005-ben bevezetett kétszintű érettségi rendszer is, ahol a korábbinál nagyobb

hangsúly került a valósźınűségszámı́tás illetve a statisztika témakörökre.

A 2003-as kerettanterv matematika tantervének bevezetőjében olvasható:

”A matematika kerettantervének új vonásai:

1. a modellalkotás, matematizálás jelentőségének növekedése;

2. a matematika alkalmazási terének növekedése;

3. egyensúly a matematika belső struktúrájának kiéṕıtése és a tanultaknak a

mindennapi életben, más tárgyakban való felhasználása, eszközként való al-

kalmazása között;

4. a modern oktatási, tanulási technológiák beéṕıtése a mindennapi iskolai ok-

tatási, nevelési tevékenységbe.”

Ezeknek a követelményeknek nagyban megfelelne egy biztośıtásmatematikai modul.

A magyarországi középiskolák közül kizárólag az Alternat́ıv Közgazdasági

Gimnázium (AKG) tantervében jelenik meg a biztośıtástan, ott is csak érintőlegesen.

Noha több érettségi tárgy, például a Társadalomismeret, Gazdasági ismeretek,

Közgazdasági alapismeretek profiljába is tartozhatna ez a téma, a kétszintű

érettségi bevezetése, azaz 2005 óta nem szerepelt biztośıtással kapcsolatos feladat az

érettségin, egyik tantárgyból sem.

Pozit́ıv az a törekvés, tendencia, mely például a matematika tárgy köve-

telményeiben megfigyelhető, nevezetesen, hogy a hangsúly egyre inkább tolódik a

gyakorlatias, a mindennapi életben is használható matematikai készségek, képességek

oktatása és számonkérése felé. Ennek keretében fokozatosan nő például a statisztika

aránya, az érettségi követelmények között sorozatokra vonatkozóan már középszinten

megjelenik, hogy a diák tudja a kamatos kamatra vonatkozó képletet használni, s

abból bármelyik ismeretlen adatot kiszámolni. Valamint általánosságban, hogy tudja
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alkalmazni a már elsaját́ıtott tudását gazdasági szituációkban:

• Gondolkodási módszerek: ”legyen képes adott szövegben rejlő matematikai

problémákat észrevenni, szükség esetén matematikai modellt alkotni, a modell

alapján számı́tásokat végezni, és a kapott eredményeket értelmezni.”

• Fejlesztési célok: ”A különböző témakörökben megismert összefüggések felada-

tokban, gyakorlati problémákban való alkalmazása, más témakörökben való

felhasználhatóságának felismerése, alkalmazásképes tudása fejleszti a tanulók

matematizáló tevékenységét.”

Azaz fontos, hogy más környezetben találkozzanak ugyanazzal a matematikai

tartalommal.

Korábban három alkalommal, 2005, 2007 és 2008 októberében szerepelt egy-egy

pénzügyi matematikai feladat az emelt szintű érettségi feladatsorban. Igaz, annak

csak a második részében, ahol a diákoknak négyből csak három, tetszőlegesen

választott feladat megoldása kötelező, ı́gy egészen tavalyig lehetett akár hibátlan

érettségi dolgozatot ı́rni anélkül, hogy ismernék a kamatos kamat, a futamidő

vagy a törlesztőrészlet fogalmát. Idén először azonban a középszintű érettségiben

is megjelent egy feladat, mely a kamatos kamat ismeretét kéri számon, ráadásul a

kötelezően megoldandó részben. Ez a feladat a 2. óravázlatban szerepel majd.

A dolgozat célja a felnőttkorba lépő tanulók gazdasági ismereteinek bőv́ıtése

a tanult matematikai fogalmak seǵıtségével, egy néhány órás, bevezető jellegű

matematika modul összeálĺıtásával a biztośıtási matematika témakörében. A modul

leginkább közgazdasági szakközépiskolák végzős évfolyamán alkalmazható, ahol a

biztośıtástan fogalmi bevezetése már megtörtént valamely más tárgy keretein belül,

ı́gy ezekre csak érintőlegesen térünk ki.

Mint már emĺıtettük, az AKG az egyetlen hazai középiskola, akik iskolai,

tantárgyi kereteken belül foglalkoznak biztośıtással. Mindezt a 10. osztályban tar-

tott Gazdálkodj okosan! (Pénzügyi oktatási program) keretein belül teszik. A tárgy

64 tanórát tölt be, heti 2*45 perces alkalmakkal. Gazdasági bevezető kurzusnak te-

kinthető, a pénz kialakulásától a tőkén, vállalkozásokon keresztül, az állam szerepéig

sokmindent felölel. Ebben jut egy alkalom, vagyis 90 perc a biztośıtóknak, és a biz-

tośıtásnak. A hivatalos tanterv szerint ennek az órának az anyaga:
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• a biztośıtás értelmezése, oka, célja (veszélyközösség, kockázatfelosztás,

kármegosztás);

• biztośıtással védhető területek, főbb biztośıtási termékek (élet-, baleset-, be-

tegség-, vagyon-, felelősségbiztośıtás);

• életbiztośıtás alapt́ıpusai, jellemzőik.

Az általuk oktatott anyagról jó áttekintést, összefoglalást kaphatunk a Pénziránytű

program füzeteiben, melyeknek létrehozásában az AKG tanárai is tevékenyen részt

vettek.

Az anyag bevezető jellege miatt értékelésre nem dolgozat, hanem projektmunka

lenne célszerű. Ezt többek között az indokolja, hogy azokban az iskolákban, ahol

jelenleg hatékonyan lehetne oktatni ezt a témakört, sok diák tesz érettségi vizsgát

Társadalomismeretből, valamint Gazdasági alapismeretekből, melyeken középszinten,

sőt néhol emelt szinten is, az érettségi egy része projektmunkából áll. Így nagyon

fontos, hogy erre is felkésźıtsük a diákokat.

A Pedagógiai Lexikon szerint a projekt olyan oktatásszervezési eljárás, amely az

oktatás menetét gyakorlati problémák megoldása köré csoportośıtja. A pedagógiai

projekt mindig alkotó jellegű megismerési-cselekvési folyamat, célja valamilyen

tárgyi vagy szellemi produktum létrehozása. A projektmódszerrel felkeltjük a

diákok érdeklődését, ösztönözhetjük önálló felelősségvállalásra, önálló tanulási célok

kitűzésére. Eközben megváltozhat a tanulók tudáshoz és tanuláshoz való viszonya,

sikereket és közös élményeket szereznek, önbecsülésük és önismeretük magasabb

szintre lép. A hangsúly új kompetenciák, képességek felé tolódik el: kooperativitás,

együttműködés, kommunikáció, önértékelés, informatikai készségek. Mindezek

mellett kiváló eszköze a differenciálásnak.

Az első fejezetben áttekintjük a modulhoz szükséges matematikai alapismerete-

ket. Ezután a második részben órákra lebontva részletesen bemutatjuk a tervezett

modul egyes fázisait, majd a 2.5 szakaszban vázoljuk a projektmunka egy lehetséges

megvalóśıtását. Végül összefoglaljuk a legfontosabb pontokat.
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létrejöttét.

5



1. Matematikai alapok áttekintése

A biztośıtási matematika a középiskolai anyag valósźınűségszámı́tás, statisztika,

és kis részben anaĺızis (integrálszámı́tás) fejezeteire épül. Meglepő módon látványos

eredmények érhetőek el ilyen kevés matematikai apparátus felhasználásával is.

Sőt, az általunk bemutatott biztośıtási terület, az életbiztośıtás bizonyos területei

még integrálszámı́tást sem alkalmaznak. Természetesen a későbbiekben bemutatott

modellek egyszerűśıtettek, mégis jó példái a matematika gyakorlati alkalmazásának.

Vegyük végig sorban, hogy a modul alkalmazása során milyen alapokra éṕıtünk.

1.1. Absztraktizáció, összefüggések, képletek feĺırása

E készségek elsaját́ıttatására tett törekvések végigḱısérik mind az általános, mind

a középiskolai matematika tananyagot, a téma összefoglalása meghaladja e szakdol-

gozat kereteit.

1.2. Mértani sorok

Mértani sorokat hasonlóan a pénzügyi matematikához, kamatos kamat illetve

diszkontálás számolásához használunk, a megfelelő résznél mindenképp ismételjük

át ezeket a fogalmakat. Ezzel kapcsolatban találunk elméleti bevezetőt és feladatot

is Harsányi Zsuzsa [2] könyvében.

Kamat

A pénzintézetek (pl. bankok), egyes magán- vagy jogi személyek pénz ”eladásával

és megvételével” is foglalkoznak. Eladáskor, azaz hitelnyújtásnál, megvételkor, azaz

magán- vagy jogi személyek pénzének bizonyos ideig tartó használata esetén a

tőke után szerződésben meghatározott (előre vagy utólag) jutalékot kérnek vagy

adnak. Ezt százalékban szokták kifejezni, amelyet kamatlábnak neveznek. A tőke

kamatlábnak megfelelő értékét h́ıvják kamatnak.

Egyszerű kamat

Akkor beszélünk egyszerű kamatról, ha az értékét nem számı́tják hozzá a tőkéhez,

azaz nem kamatozik a kamat. Ezt a kamatfajtát az egy évnél rövidebb időtartamú

lekötéseknél használják.
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Kiszámı́tási módja:

k = t0 ·
p

100
· n

360
,

ahol t0 az alaptőke, p az általában egy évi lekötéshez tartozó kamatláb, n a napok

száma (lekötési idő), k a kamat.

Kamatos kamat

A hosszabb ideig (egynél több év) lekötött pénz esetén a kamatot általában

hozzászámı́tják a lekötött tőkéhez, ı́gy a következő időszakokban ez is kamatozik

(innen a kamatos kamat elnevezés). Kiszámı́tási módja:

t1 = t0 ·
(

1 +
p

100

)
,

t2 = t1 ·
(

1 +
p

100

)
= t0 ·

(
1 +

p

100

)2
,

t3 = t2 ·
(

1 +
p

100

)
= t0 ·

(
1 +

p

100

)3
,

...

tn = t0 ·
(

1 +
p

100

)n
,

ahol t0 az alaptőke, tn az n-edik év végén a felnövekedett tőke értéke, p a kamatláb

értéke százalékban kifejezve, n a pénz lekötésének időtartama években kifejezve.

A pénzügyi számı́tásoknál a p
100

értékét i-vel és az 1 + p
100

= 1 + i-t q-val szokták

jelölni. Így

tn = t0 · (1 + i)n = t0 · qn.

1.3. Klasszikus valósźınűségszámı́tási modell

A valósźınűségszámı́tásban használatos fogalmak:

• ḱısérlet, kimenetel,

• esemény, elemi esemény,

• lehetetlen esemény, biztos esemény.

Laplace-féle klasszikus modell: ha egy szituációban egyforma szerepű, azo-

nos valósźınűségű úgynevezett elemi kimenetelek szerepelnek, melyek teljes

eseményrendszert alkotnak, akkor egy esemény valósźınűsége az őt megvalóśıtó

kedvező kimenetelek számának és az összes kimenetelek számának hányadosa. Főbb

példák erre a klasszikus szerencsejátékok, lottó, rulett, kártya stb.
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Példa

Mennyi annak a valósźınűsége, hogy egy dobókockával párosat dobunk?

Megoldás: Kockadobásnál hat különböző elemi kimenetel lehetséges: 1-t dobunk,

2-t dobunk, . . . , 6-t dobunk. Ezek egyforma valósźınűségűek, ı́gy használhatjuk a

Laplace-féle modellt:

P (párosat dobunk) =
kedvező esetek száma

összes esetek száma
=

2-t, 4-t vagy 6-t dobunk

1-t, 2-t, . . . , 6-t dobunk
=

3

6
=

1

2
.

1.4. Nagy számok törvénye

A relat́ıv gyakoriság azt jelenti, hogy egy adott adathalmazban egy adat, vagy

több ḱısérlet folyamán egy esemény hányszor fordul elő. A nagy számok törvénye

szemléletesen azt mondja ki, hogy egy ḱısérletet sokszor elvégezve egy esemény

relat́ıv gyakorisága egyre közelebb lesz az esemény valósźınűségéhez. Máshogy

kifejezve ez azt jelenti, hogy az esemény bekövetkezéseinek száma egyre közelebb

lesz annak várható értékéhez. A törvénynek van egy gyenge és egy erős változata,

attól függően, milyen jelentést adunk annak, hogy ”egyre közelebb lesz”.

Nagy számok gyenge törvénye

Legyenek X1, . . . , Xn azonos eloszlású, független valósźınűségi változók. Átlagukat

jelölje Xn, közös várható értéküket pedig jelölje m. Ekkor Xn sztochasztikusan tart

m-hez, azaz tetszőleges pozit́ıv ε-ra

lim
n→∞

P
(
|Xn −m| < ε

)
= 1.

Nagy számok erős törvénye

Legyenek X1, . . . , Xn azonos eloszlású, független valósźınűségi változók. Átlagukat

jelölje Xn, közös várható értéküket pedig jelölje m. Ekkor Xn 1 valósźınűséggel tart

m-hez, azaz

P
(

lim
n→∞

Xn = m
)

= 1.

Ezt a fajta valósźınűségbecslési módszert használják többek között a biz-

tośıtásmatematikában.

Természetesen a modul során más korábbi anyagrészek is szükségszerűen

előkerülnek, ezekre majd az óravázlatok során térünk ki részletesebben.
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2. Életbiztośıtási matematika modul

Bevezetés

Mivel végzős osztályok számára készül a modul, akik korábban már tanultak

pénzügyi matematikát, sőt valósźınűleg azon keresztül ismerkedtek a kamatos kamat,

és ezáltal többek között a mértani sorozatok, sorok gyakorlati alkalmazásával, a

modul akár érettségire való ismétlésre is használható. A modul bemutatása során

megjegyzések, didaktikai észrevételek fogják jelezni, hogy épp mely korábbi téma

ismétlésére használható résznél járunk.

Általánosságban is elmondható, hogy ha van rá idő, és az osztály megfe-

lelő képességű, érdemes ugyanazokat a matematikai tulajdonságokat, modelleket

más köntösben is bemutatni, ezzel seǵıtve a matematikai tartalom megértésének

elmélýıtését. Jelen esetben a pénzügyi és a biztośıtási matematika szinte ugyanazokat

az alapokat használja, és abból hasonló modelleket éṕıt. Látni fogjuk például, hogy

kamatos kamatnak megfelel a diszkontálás, stb. Felh́ıvjuk azonban arra a figyelmet,

hogy gyengébb képességű osztályoknál nemhogy seǵıtheti, hanem hátráltathatja a

megértést és az érettségire való készülés hatékonyságát, ı́gy amı́g nem jut elegendő

idő, hely az alkalmazott matematikának a tantervben, addig a téma általános

bevezetése nem ajánlott.

A modul négy kidolgozott órából és egy projektfeladatból áll.
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2.1. 1. óra: Halandósági tábla

A népesség átlagéletkorának, várható életkorának, életkor-eloszlásának, és

további demográfiai mutatóinak vizsgálatára sokféle eszköz áll rendelkezésünkre.

Ilyen többek között a korfa és a halandósági tábla. Életbiztośıtási számı́tásokhoz ez

utóbbit használják a matematikusok.

A halandóság kor szerinti alakulásának a léırása a legtermészetesebb módon a

valamely időszak (például a naptári év) alatt születettek kihalásának a megfigyelése

alapján történhet. Az egyes életkorokat elértek számának, az egyes életkorokban

meghaltak számának, az egyes életkorban a következő évig továbbélés illetve el-

halálozás valósźınűségeinek táblázatba foglalása adja a halandósági táblát, amelynek

a felsoroltakon ḱıvül számos egyéb mutatója is kiszámı́tható.

Az 1. oszlop adatai az életkort (x) jelzik. A 2. oszlop, az újszülöttek, illetve az

x éves korig továbbélők számát jelentő lx jelzésű oszlop (az úgynevezett továbbélési

rend), amely azt mutatja, hogy l0 számú újszülött közül hányan érik meg az

x. születésnapjukat. l0-t nevezzük a tábla gyökének, értékét a tábla szerzője

(összeálĺıtója) határozza meg, s ez általában valamely pozit́ıv kerek egész szám

(1, 10, 100, 1000, 10 000, 100 000) szokott lenni. Leggyakoribb értéke: l0 = 100 000.

A halandósági tábla többek közt l0 számú újszülött kihalását ı́rja le ω éves korig,

ahol lω = 0, vagyis ω jelöli a legidősebb ember életkorát. A táblázatokban általában

ω = 100.

A két nem halandóságában mutatkozó jelentős különbségek miatt a halandósági

táblákat külön álĺıtják össze a férfi és külön a női népességre vonatkozóan.

A feladatokhoz az alábbi két, interneten is elérhető halandósági táblát fogjuk

használni, természetesen minden diák kap saját példányt már az óra elején.
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Életkor Életben maradottak Életkor Életben maradottak Életkor Életben maradottak

0 100 000 34 97 151 68 56 691

1 99 204 35 96 965 69 54 250

2 99 146 36 96 752 70 51 730

3 99 108 37 96 510 71 49 139

4 99 079 38 96 235 72 46 493

5 99 066 39 95 924 73 43 807

6 99 051 40 95 569 74 41 093

7 99 034 41 95 159 75 38 359

8 99 016 42 94 680 76 35 613

9 98 998 43 94 121 77 32 727

10 98 980 44 93 477 78 29 941

11 98 964 45 92 749 79 27 250

12 98 947 46 91 941 80 24 647

13 98 928 47 91 063 81 22 131

14 98 904 48 90 119 82 19 701

15 98 872 49 89 111 83 17 360

16 98 836 50 88 039 84 15 115

17 98 794 51 86 901 85 12 975

18 98 746 52 85 698 86 10 953

19 98 691 53 84 434 87 9 065

20 98 631 54 83 106 88 7 330

21 98 564 55 81 712 89 5 766

22 98 491 56 80 244 90 4 391

23 98 411 57 78 693 91 3 218

24 98 325 58 77 055 92 2 254

25 98 233 59 75 329 93 1 496

26 98 136 60 73 518 94 933

27 98 035 61 71 629 95 540

28 97 931 62 69 676 96 286

29 97 825 63 67 671 97 137

30 97 715 64 65 615 98 58

31 97 595 65 63 502 99 21

32 97 463 66 61 317 100 7

33 97 316 67 59 047

Férfi halandósági tábla 2003-ból, a KSH forrásaiból.
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Életkor Életben maradottak Életkor Életben maradottak Életkor Életben maradottak

0 100 000 34 98 400 68 79 273

1 99 344 35 98 330 69 77 721

2 99 303 36 98 249 70 76 036

3 99 269 37 98 154 71 74 202

4 99 244 38 98 040 72 72 212

5 99 233 39 97 905 73 70 066

6 99 218 40 97 748 74 67 756

7 99 201 41 97 565 75 65 266

8 99 184 42 97 356 76 62 579

9 99 167 43 97 117 77 59 588

10 99 151 44 96 848 78 56 465

11 99 134 45 96 546 79 53 205

12 99 118 46 96 214 80 49 804

13 99 101 47 95 850 81 46 263

14 99 085 48 95 455 82 42 590

15 99 070 49 95 030 83 38 800

16 99 050 50 94 573 84 34 918

17 99 029 51 94 084 85 30 979

18 99 007 52 93 564 86 27 031

19 98 982 53 93 013 87 23 132

20 98 956 54 92 432 88 19 352

21 98 929 55 91 818 89 15 767

22 98 901 56 91 168 90 12 456

23 98 874 57 90 482 91 9 491

24 98 847 58 89 760 92 6 935

25 98 819 59 88 998 93 4 824

26 98 790 60 88 192 94 3 169

27 98 757 61 87 333 95 1 947

28 98 721 62 86 414 96 1 107

29 98 679 63 85 434 97 574

30 98 632 64 84 385 98 268

31 98 580 65 83 256 99 110

32 98 524 66 82 033 100 39

33 98 464 67 80 707

Női halandósági tábla 2003-ból, a KSH forrásaiból.
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Tanulságos az adatokat grafikonon is megnézni. Ábrázoltathatjuk a diákokkal is,

hisz például léıró statisztikában nagyon fontos az adatok ábrázolása. Ez azért is

különösen jó gyakorlat, mert nem könnyű olyan skálát választani, amivel az ábra

szemléletes, ugyanakkor a füzetükbe is elfér. Érdemes előtte azt is megbeszélni, hogy

milyen grafikont várunk? Válasz: monoton (sőt, szigorúan monoton) csökkenőt. Ha

mindkettőt ábrázoljuk, akkor azt is várjuk, hogy a női halandósághoz tartozó görbe

végig a férfi halandósághoz tartozó görbe fölött haladjon.

Megjegyzés: Természetes felvetés, hogy érdemes-e ennyi időt szánni egy egyszerű

ábrázolási feladatra. Az aránytalanság elkerülése érdekében gyűjthetünk a diákokkal

együtt ötleteket arra, milyen trükkel lehetne látványos eredményt elérni, rövid idő

alatt. Egy ilyen ötlet lehet, hogy az adatoknak csak egy részét ábrázoljuk. Persze

nem mindegy, melyik részét, például a minden harmadik vagy negyedik adat észszerű

megoldásnak hangzik. A most következő ábra az előbbit szemlélteti:
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Feladat

Töltsük ki az alábbi táblázatot! Seǵıtségül néhány cellát már előre kitöltöttünk.

x lx px 5px dx qx 5qx

Életkor Életben Köv. év megérési Köv. 5 év megérési Meghalók Köv. évben elhalálozás Köv. 5 évben elhalálozás

maradottak valósźınűsége valósźınűsége valósźınűsége valósźınűsége

0 100 000

1 99 204

2 99 146 0, 00113

3 99 108 0, 99971

4 99 079

5 99 066 0, 99913

6 99 051 0, 00017

7 99 034

8 99 016

9 98 998

10 98 980

További kérdések:

Mely cellákhoz nem állnak rendelkezésünkre az adatok?

Válasz : utolsó sor, valamint a 4. és 7. oszlopban az utolsó 5 cella.

Megoldás

x lx px 5px dx qx 5qx

Életkor Életben Köv. év megérési Köv. 5 év megérési Meghalók Köv. évben elhalálozás Köv. 5 évben elhalálozás

maradottak valósźınűsége valósźınűsége valósźınűsége valósźınűsége

0 100 000 0, 99204 0, 99066 796 0, 00796 0, 00934

1 99 204 0, 99942 0, 99846 58 0, 00058 0, 00154

2 99 146 0, 99962 0, 99887 38 0, 00038 0, 00113

3 99 108 0, 99971 0, 99907 29 0, 00029 0, 00093

4 99 079 0, 99987 0, 99918 13 0, 00013 0, 00082

5 99 066 0, 99985 0, 99913 15 0, 00015 0, 00087

6 99 051 0, 99983 17 0, 00017

7 99 034 0, 99982 18 0, 00018

8 99 016 0, 99982 18 0, 00018

9 98 998 0, 99982 18 0, 00018

10 98 980

A megoldás során a valósźınűségszámı́tás klasszikus modelljét alkalmazzunk. Nézzük

meg például részletesen, hogyan számoljuk ki a 3. életév megérésének valósźınűségét.

A táblázatból leolvassuk, hogy a 99 146 kétéves közül várhatóan 99 108-an érik meg

a hároméves kort, azaz 99 146 az összes, 99 108 a kedvező esetek száma, tehát a

valósźınűség 99 108
99 146

= 0, 99971.
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Feladat

Az előző seǵıtségével töltsük ki a most következő táblázatot, majd ı́rjuk föl az

összefüggéseket a különböző változók között! Két példát béırtunk a félreértések el-

kerülése érdekében: ne a p0, p1, . . . , p10, stb. jelöléseket ı́rják be, hanem hogy az egyes

cellák értékét hogyan számolnák ki az li-k seǵıtségével.

x lx px 5px dx qx 5qx

0 l0 l1/l0 l0 − l1
1 l1

2 l2

3 l3

4 l4

5 l5

6 l6

7 l7

8 l8

9 l9

10 l10

Megoldás

• lx: az x évet túlélők száma,

• px = lx+1

lx
: x éves ember megéri a következő évet,

• tpx = lx+t

lx
: x éves ember megéri az x+ t évet,

• dx = lx − lx+1: x éves korban meghalók száma,

• qx = lx−lx+1

lx
= dx

lx
: x éves ember 1 éven belül meghal,

• tqx = lx−lx+t

lx
: x éves ember t éven belül meghal.

Házi feladat befejezni, és minél több összefüggést keresni az egyes indexek között. Mi

lesz ezen összefüggések szemléletes jelentése?
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2.2. 2. óra: Diszkontálás bevezetése

2.2.1. Ismétlés

Az óra eleji feladatokhoz az előző órán kiadott halandósági táblákat és a meg-

határozott általános képleteket használjuk, ismétlésnek elég a házi feladatok el-

lenőrzése.

Házi feladat megoldása

• px+qx = 1: egy ember két dolgot tehet életbiztośıtási szempontból egy év alatt:

vagy meghal, vagy nem. Ez a két esemény teljes eseményrendszert alkot, ı́gy

valósźınűségeik összege szükségszerűen 1.

• tpx +t qx = 1: analóg az előzővel: egy ember vagy meghal t év alatt, vagy nem.

• l0 =
ω∑

x=0

dx: aki megszületik, előbb-utóbb meghal.

Feladat

Mekkora a valósźınűsége annak, hogy egy 40 éves férfi 3 éven belül meghal?

Megoldás: 3q40 = l40−l43
l40

= 95 569−94 121
95 569

= 0, 01515 = 1, 515%.

Feladat

Mekkora a valósźınűsége annak, hogy egy 52 éves nő még 8 évig él, de azután 2 éven

belül meghal?

Megoldás: 8p52 ·2 q60 = l60
l52
· l60−l62

l60
= l60−l62

l52
= 88 192−86 414

93 564
= 0, 019 = 1, 9%.

Megjegyzés: Érdemes lehet megnézni, hogy milyen valósźınűségszámı́tási háttere van

a második feladatnak. Legyenek A és B a következő események:

A = {Egy 52 éves nő 62 éves korára halott}

B = {Egy 52 éves nő még 8 évig él}

Ezekkel a jelölésekkel mi az A∩B esemény valósźınűségére vagyunk ḱıváncsiak. Ennek

megállaṕıtására használjuk a feltételes valósźınűség defińıcióját:

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)
, azaz P (A ∩B) = P (A|B) · P (A)

Az A|B esemény nem más, mint hogy egy 60 éves nő 2 éven belül meghal, ı́gy ennek

valósźınűsége, P (A|B) =2 q60, P (A) pedig nyilvánvalóan egyenlő 8p52-vel. Vagyis a

keresett valósźınűség tényleg 8p52 ·2 q60.
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2.2.2. Kamatozás

Eleveńıtsük fel, milyen kamatozási formákat ismerünk: egyszerű kamat, ka-

matos kamat, egyéni kamat. Az alábbi, Szászné Simon Judittól származó feladat

seǵıtségével mindhármat átismételhetjük.

Feladat

50 000 forintot szeretnénk 7 évre befektetni. Három befektetés közül választhatunk:

1. minden év végén hozzátesznek a pénzünkhöz egy fix összeget, 7500 forintot, ami

az eredeti összeg 15%-a;

2. 11%-os kamatos kamatot fizetnek;

3. az első évben 17% kamatot kapunk, majd ez évente 2%-ot csökken, mı́g eléri a

7%-ot, és ennyit kamatozik az utolsó évben is.

Melyik befektetés a legkedvezőbb?

Megoldás

1. Összesen 7 · 7500 = 52 500 forint lesz a kamat, vagyis 102 500 forintunk lett;

2. az összeg az eredeti 1, 117-szerese lesz, azaz 103 808 forint;

3. a végösszeget az 50 000 · 1, 17 · 1, 15 · 1, 13 · 1, 11 · 1, 09 · 1, 07 · 1, 07 képlettel

számolhatjuk, vagyis 105 505 forintot kapunk a végén.

Megjegyezzük, hogy ha a harmadik esetben utolsó évben is csökkenne 2%-kal a kamat,

akkor már a második opció lenne a legjobb.

2.2.3. Diszkontálás

Az n év múlva esedékes tőke (pénzösszeg) jelenlegi, azaz mai értékét (t0) nevezik

a tőke diszkontált értékének, más néven jelenértékének. Így a diszkontálás azt jelenti,

hogy meg kell határoznunk az n év múlva esedékes tőke és a kamatláb ismeretében a

tőke mai értékét.

Kiszámı́tási módja:

t0 =
tn(

1 + p
100

)n =
tn

(1 + i)n
= tn · vn,

ahol tn az n év múlva esedékes összeg, i = p
100

a (technikai) kamatláb, p a kamatláb

százalékos értéke, v = 1
1+i

pedig a diszkonttényező.

17



Feladat

Számold ki

1. 7%-os kamatláb mellett a 12 év múlva esedékes 50 000 forint,

2. 12%-os kamatláb mellett a 7 év múlva esedékes 50 000 forint

diszkontált értékét (jelenértékét).

Megoldás

1. 50 000 · 1
1,0712

= 22 200 forint,

2. 50 000 · 1
1,127

= 22 617 forint.

Kamatos kamat és diszkontálás gyakorlására kiválóan alkalmas a 2011-es középszintű

matematika érettségi 14. feladata:

Feladat

Egy autó ára újonnan 2 millió 152 ezer forint, a megvásárlása után öt évvel ennek

az autónak az értéke 900 ezer forint.

1. A megvásárolt autó tulajdonosának a vezetési biztonságát a vásárláskor 90

ponttal jellemezhetjük. Ez a vezetési biztonság évente az előző évinek 6%-ával

nő. Hány pontos lesz 5 év elteltével az autótulajdonos vezetési biztonsága?

Válaszát egész pontra kereḱıtve adja meg!

2. Az első öt év során ennek az autónak az értéke minden évben az előző évi

értékének ugyanannyi százalékával csökken. Hány százalék ez az éves csökkenés?

Válaszát egész százalékra kereḱıtve adja meg!

Megoldás: Megtalálható az interneten, például a http://195.111.96.234/

erettsegi2011/k_mat_11maj_ut.pdf ćımen.

Megjegyzés: Ez a feladat mindenképpen szerepeljen órán, hisz erős motiváció,

különösen érettségire készülő osztályoknál, ha korábbi érettségi feladatokat oldhat-

nak meg az órán.
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Vegyes t́ıpusfeladatok órai gyakorlásra, házi feladatnak.

Feladat

Egymillió forint összegű jelzálogkölcsönt veszünk fel 25 évre 17%-os kamatra. Mennyi

az évi törlesztő részlet?

Feladat

Mekkora kezdőtőke gyarapodik fel 12%-os kamatláb mellett kamatos kamatozással

10 év alatt 1 000 000 forintra?

Feladat

Milyen kamatláb mellett növekszik 100 000 forintos kezdőtőke 150 000 forintra 5 év

alatt kamatos kamatozással?

További feladatokat találunk (megoldással együtt) többek között a [9] tankönyv

5.1-5.2 fejezeteiben és a [2] feladatgyűjteményben.
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2.3. 3. óra: Nettó d́ıjak számı́tása

A d́ıjszámı́tás alapja az ekvivalencia elv, ami azt mondja ki, hogy a bevételek

várható értékének jelenértéke egyenlő kell legyen a kiadások várható értékének je-

lenértékével.

Az egyszerűség kedvéért feltesszük, hogy minden szerződést január 1-én kötnek,

és minden összeget december 31-én fizetnek ki. Vajon miért van erre szükség?

Természetesen azért, mert ı́gy egész évenként történhet a kamatozás, ezáltal a je-

lenérték számı́tásánál mindig a v = 1
1+i

diszkonttényező egész kitevős hatványa sze-

repel majd.

Továbbá eltekintünk az egyéb költségektől, mint kezelési költség, jutalék, orvos

d́ıja, stb., azaz nettó d́ıjat számolunk. Végül azt a legegyszerűbb esetet vesszük,

amikor a d́ıjat a biztośıtó a biztośıtási tartam legelején, egy összegben megkapja,

ezáltal nem kell számı́tásba vennünk a befizetett d́ıj kamatozását, inflálódását.

2.3.1. Elérési biztośıtás

Feladat

Egy 40 éves férfi 5 év múlva 1 000 000 Ft-ot szeretne kapni, ha még él. Mennyi a

biztośıtás nettó egyszeri d́ıja, ha a technikai kamat 5%?

Megoldás: A d́ıjat úgy számolhatjuk, hogy a biztośıtási összeg, 1 000 000 Ft

diszkontált értékét szorozzuk a megélés valósźınűségével, azaz

Dı́j = 4p40 · 1 000 000 · 1

(1 + 0, 05)5
=
l45
l40
· 1 000 000 · 1

(1 + 0, 05)5

=
92 749

95 569
· 1 000 000 · 1

(1 + 0, 05)5
= 760 406.

Megjegyzés: Milyen matematikai apparátus áll emögött? Egyszerű várható érték

számı́tás. 0 forintot fizet a biztośıtó, ha meghal, és 1 000 000 Ft-ot, ha nem hal

meg. Azaz a kifizetett összeg várható értéke:

E(kifizetett összeg) = 0 · P (5 éven belül meghal) +

+1 000 000 · P (5 év múlva életben van),

ahol P (5 éven belül meghal) kiszámolható, de jelen esetben nem fontos, hisz úgyis

0-val szorzódik, P (5 év múlva életben van) pedig nem más, mint 5p40 = l45
l40

. Ennek

pedig már csak a jelenértékét kell venni, és akkor az ekvivalencia-elv alapján meg is

kaptuk, mekkora legyen a d́ıj.
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Általánosan

x éves egyén s forintot kap, ha n év múlva életben van.

Egyszeri d́ıja:

Ae
x,n =n px · s · vn =

lx+n

lx
· s · vn.

2.3.2. Haláleseti biztośıtás

Feladat

Egy 40 éves férfi szeretné, ha hozzátartozói 1 000 000 Ft-ot kapnának, amennyiben

5 éven belül meghal. Mennyi a biztośıtás nettó egyszeri d́ıja, ha a technikai kamat 5%?

Megoldás: Itt is várható értéket kell számolnunk. Az az esemény, hogy 5 éven

belül meghal, felbontható azokra az elemi eseményekre, hogy az 1., 2., . . . , 5. évben

hal meg. Másképpen megfogalmazva: azokra az eseményekre, hogy 40, 41, . . . , 44

évesen hal meg, természetesen azzal a feltétellel, hogy a 40. életévet még betöltötte.

Mindegyiknek vesszük a valósźınűségét, és megszorozzuk azzal az értékkel, amit az

adott esemény bekövetkezése esetén kell a biztośıtónak fizetnie. Ezeket jelenértékben

összegezve megkapjuk a kifizetett összeg várható jelenértékét, vagyis az ekvivalencia

elv szerint a biztośıtás d́ıját.

Dı́j =
d40
l40
· 1 000 000 · 1

(1 + 0, 05)1
+ · · ·+ d44

l40
· 1 000 000 · 1

(1 + 0, 05)5

=
l40 − l41
l40

· 1 000 000 · 1

(1 + 0, 05)1
+ · · ·+ l44 − l45

l40
· 1 000 000 · 1

(1 + 0, 05)5

=
95 569− 95 159

95 569
· 1 000 000

(1 + 0, 05)1
+ · · ·+ 93 477− 92 749

95 569
· 1 000 000

(1 + 0, 05)5

= 4086 + 4445 + 4940 + 5420 + 5835 = 24 726.

Általánosan

x éves egyén utóda s forintot kap az egyén elhalálozási évének végén, ha a haláleset

n éven belül következik be.

Egyszeri d́ıja:

Ah
x,n =

dx
lx
· s · v1 +

dx+1

lx
· s · v2 + · · ·+ dx+n−1

lx
· s · vn

=
lx − lx+1

lx
· s · v1 +

lx+1 − lx+2

lx
· s · v2 + · · ·+ lx+n−1 − lx+n

lx
· s · vn.
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2.3.3. Vegyes életbiztośıtás

Feladat

Egy 40 éves férfi 1 000 000 Ft-ot szeretne kapni, ha 5 év múlva még életben van,

és ugyanekkora összeget szeretne hozzátartozóira hagyni, ha 5 éven belül meghal.

Mennyi a biztośıtás nettó egyszeri d́ıja, ha a technikai kamat 5%?

Megoldás: A d́ıj nem lesz más, mint a konstrukció elérési és haláleseti részeinek

d́ıjösszege:

Dı́j = 760 406 + 24 726 = 785 132.

Általánosan

x éves egyén s forintot kap, ha eléri az x+n éves kort, illetve az utóda s forintot kap,

ha n éven belül meghal.

Egyszeri d́ıja:

Av
x,n = Ae

x,n + Ah
x,n.

Érdemes megnézni, milyen hatással van a d́ıjra a belépési életkor. Ehhez az előző

feladatot az alábbiak szerint módośıtjuk:

Feladat

Egy 70 éves férfi 1 000 000 Ft-ot szeretne kapni, ha 5 év múlva még életben van,

és ugyanekkora összeget szeretne hozzátartozóira hagyni, ha 5 éven belül meghal.

Mennyi a biztośıtás nettó egyszeri d́ıja, ha a technikai kamat 5%?

Megoldás

Dı́j = 581 003 + 223 523 = 804 526.

Láthatjuk, hogy noha a biztośıtási d́ıj alig emelkedett, az elérési és haláleseti

összetevők aránya jelentősen megváltozott. Mı́g az első feladatnál a haláleseti az egész

d́ıj mindössze 3%-át, addig a második feladatnál már közel 27%-át adja. Ez nem is

meglepő, hisz idősebb embernél nő az 5 éven belüli elhalálozás valósźınűsége, mı́g a

megérésé csökken.

További feladatokat találunk (megoldással együtt) többek között az [9] tankönyv

5.12-5.14 fejezeteiben.
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2.4. 4. óra: Gyakorlás

2.4.1. A technikai kamat és a d́ıj kapcsolata

Vizsgáljuk meg, milyen kapcsolat áll fönt a technikai kamat és az életbiztośıtás

d́ıja között.

Feladat

Egy 36 éves nő 10 éves tartamra szeretne biztośıtást kötni, 1 000 000 Ft biztośıtási

összeggel. Számı́tsuk ki, hogy különböző technikai kamat értékek mellett mennyi lenne

az Elérési, Haláleseti, ill. Vegyes biztośıtás egyszeri d́ıja! Az átláthatóság kedvéért

eredményeinket foglaljuk az alábbi táblázatba:

Technikai kamatláb Elérési bizt. d́ıja Haláleseti bizt. d́ıja Vegyes bizt. d́ıja

0%

1%

2%

3%

4%

7%

20%

Megoldás

Technikai kamatláb Elérési bizt. d́ıja Haláleseti bizt. d́ıja Vegyes bizt. d́ıja

0% 979 287 20 713 1 000 000

1% 886 536 19 407 905 943

2% 803 356 18 209 821 565

3% 728 681 17 107 745 788

4% 661 571 16 094 677 665

7% 497 820 13 502 511 322

20% 158 160 7095 165 255

A megoldás során az első oszlop kitöltéséhez a 2.3.1-ben, a második oszlop

kitöltéséhez a 2.3.2-ben, a harmadik oszlop kitöltéséhez pedig a 2.3.3-ban tanulta-

kat használtuk.

Látható, hogy a technikai kamatláb növelése milyen erős d́ıjcsökkentő tényező,

ezért a teljeśıthetetlen ı́géretek megelőzése érdekében maximális mértékét 1996 óta a

pénzügyminiszter határozza meg, ill. módośıtja. Az erről szóló 14/2005 (III.30.) PM
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rendelet hatályba lépésével egy éves átmeneti idő letelte után a technikai kamatlábak

maximális mértéke évi 2, 9% lett az élet- és betegségbiztośıtási (egészségbiztośıtási)

termékek d́ıjkalkulációjánál. Azaz 2006. április elsejétől már csak olyan szerződések

köthetők, ahol a d́ıjak számı́tásánál ezt a kamatlábat vették figyelembe. (1996-tól ez az

érték 5, 5%, majd 2001-től 4% volt). Természetesen a korábban kötött szerződéseknél

ezeket nem b́ırálják felül, ı́gy jó pár évnek kell eltelnie, mire a 2, 9%-hoz számolt d́ıjak

kerülnek többségbe.

Felmerülhet a kérdés, hogy a szabályozás nem szünteti-e meg a biztośıtók közötti

versenyt, hisz mindenkinek a maximális kamatlábbal való számolás az érdeke, ha sok

ügyfelet szeretne szerezni. Miért ajánlanak mégis más és más d́ıjakat a biztośıtók?

Ennek több oka is van, ezek közül mutatunk be néhányat:

1. Mivel az új kamatlábra való áttérés sem zökkenő- és költségmentes, több

biztośıtó inkább 2% körüli értékkel számol, hogy a jövőbeli esetleges újabb

csökkentés esetén ne kelljen újabb rendszerre átállnia.

2. Bizonýıtott, hogy azok az emberek, akik életbiztośıtást kötnek, nem a teljes

lakosságra vonatkozó halandósági ráta szerint haláloznak el. Gondoljunk bele,

hogy akinek van pénze biztośıtást kötni, annak van hol laknia, van mit en-

nie, van munkája, ı́gy várhatóan tovább fog élni, mint azt a halandósági tábla

alapján gondolnánk. Ezért a biztośıtók sokszor nem a KSH által kiadott táblával

számolnak, hanem saját halandósági táblát álĺıtanak össze, ha a felügyeleti szer-

vek felé be tudják bizonýıtani annak helyességét. Ezek a táblák természetesen

nem nyilvánosak.

3. A d́ıjaknak mi csak a nettó részét számoltuk, de jelentősek lehetnek még az

egyéb költségek, a biztośıtási ügynök jutaléka, a dolgozók bére, stb. Ezek biz-

tośıtónként eltérőek.

Érdemes talán még a feladat megoldása előtt megbeszélni, hogy milyen tendenciát

várunk, azaz hogy a technikai kamat növelésével várhatóan csökkennie kell a d́ıjnak.

Aztán örömmel nyugtázhatjuk, hogy a számı́tásaink is ezt igazolták.

A tendencia már világos, nézzük meg a csökkenés mértékét. Az elérési biztośıtási

d́ıj első néhány értékét vizsgálva megállaṕıthatjuk, hogy a csökkenés nem lineáris.

Idézzük fel a képletet:

Ae
x,n =n px · s · vn =

lx+n

lx
· s · vn.

Az egyetlen szorzótényező, ami függ a kamatlábtól, i-től: vn = 1
(1+i)n

, azaz i

növelésével a d́ıj exponenciálisan fog csökkenni.
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A haláleseti és vegyes biztośıtás esetén nem könnyű általánosan látni a csökkenés

mértékét, itt elég, ha a kiszámolt eredmények alapján eljutunk addig, hogy nem

lineáris.

Idézzük fel, mivel fejeztük be az előző órát: ha csak a kort növeljük a feladatban,

változik az arány. Tehát milyen táblázatot várnánk például egy 56 éves nő esetén?

Természetesen más lenne a különböző d́ıjak aránya, de mindhárom d́ıj csökkenne

a kamatláb növelésével, ugyanolyan mértékben, mint a 36 éves nő esetén. Ennek

oka, hogy a csökkenés mértéke független az lx értékektől, az egyetlen értékektől a

képletekben, melyek függnek a belépési kortól, azaz x-től.

0%-os kamatláb mellett a vegyes biztośıtás d́ıja maga a biztośıtási összeg

lett. Ennek magyarázata, hogy 0%-os kamatláb esetén a kifizetendő összeg je-

lenértéke maga a kifizetendő összeg, hisz diszkontálásnál 1-gyel kellene szorozni.

Így vegyes életbiztośıtásnál a biztośıtási összeggel kellene megszorozni azoknak a

valósźınűségeknek az összegét, hogy a biztośıtott megér még t évet, vagy meghal t

év alatt. Ezen események valósźınűségeinek összege pedig 1.

Megjegyzés: Idő szűkében előfordulhat, hogy nem sikerül az egész táblázatot

kitölteni, ekkor is célszerű viszont legalább egy oszlopot végigszámolni, hogy a

tendencia látható legyen. Mivel az elérési biztośıtás d́ıjkalkulációja a legegyszerűbb

és ezáltal leggyorsabb, érdemes ezzel kezdeni. A többi adható házi feladatnak, az

előző órai gyakorlások után ez már csak rutinfeladat.

Megjegyzés: A technikai kamatlábak mértékének választását az alábbiak indo-

kolják: a 0%-os kamatláb megértésére fontos kitérni, a 0%, 1%,. . . , 4% seǵıt

észrevenni a nem-linearitást, 7%-nál csökken a d́ıj körülbelül a felére, 20% pedig már

kiugróan nagynak számı́t, érdemes egy ilyet is szerepeltetni.
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2.4.2. Projektmunka előkésźıtése

Az óra második felét a projektmunka előkésźıtésére ford́ıtjuk. Az alábbi pontokat

kell feltétlenül megbeszélni:

• választható témák

• követelmények (határidő, értékelés módja)

• csoportok kialaḱıtása

A projektmunka megvalóśıtására sokféle lehetőség ḱınálkozik. Ezeket mindig az adott

csoport, osztály képességeihez, a rendelkezésre álló tárgyi eszközökhöz és időhoz kell

igaźıtani. Éppen ezért nem célunk egyetlen konkrét mód léırása, inkább bemutatjuk

az alternat́ıvákat.

Választható témák

A konkrét témákat és általában a témaválasztás módját a következő pontban

részletezzük.

Követelmények (határidő, értékelés módja)

Tisztázni kell a projekt célját, a létrehozandó produktumot, az elvárt munkaformát,

a határidőt, valamint a beszámolás és értékelés módját. Ezek egy részét eldönthetjük

a diákokkal közösen is.

A projekt célja mindenképpen a választott téma mélyebb megismerése, a

csoportmunka, önreflexió fejlesztése. Ha az előadókészséget is ide soroljuk, akkor

ez a produktumot is meghatározza: kiselőadás. Egy 15 − 20 fős csoport esetében 4

téma elég, ı́gy a számonkérésre elég egy tanórát ford́ıtani. Egy tanóra alatt négy

6 − 7 perces előadás kényelmesen megtartható, a rövid idő ösztönzi a diákokat a

lényegkiemelésre is. Ha ı́rásbeli produktum mellett döntünk, akkor nem kell tanórát

szánni a bemutatásra. Ez kétségtelenül előny, ugyanakkor a diákok nem ismerhetik

meg egymás munkáját. Az értékelés mindenképpen tartalmazzon szakmai, és egyéb

összetevőket is: szervezőkészség, előadókészség, stb. Mindezek után beszéljük meg

közösen a határidőt, érdemes megkérdezni a diákokat, hogy szerintük mikorra tudnak

elkészülni. Várhatóan 1, maximum 2 hét elegendő.

Csoportok kialaḱıtása

Miután a diákok megismerték a választható témákat és a követelményeket, fel

tudják mérni, melyik keltette fel leginkább érdeklődésüket, melyik illik leginkább

26



képességeikhez, adottságaikhoz. Motiváltság szempontjából leghatékonyabb, ha

hagyjuk őket szabadon választani, és szabadon dönteni, kivel is szeretnének a

következő napokban együtt dolgozni. Több oka is lehet azonban annak, hogy

ez meghiúsul: egyenlőtlen csoportok jönnek létre, vagy inkább személyes, mint

szakmai szempontból választanak. Előbbi kivédésére akár sorsolással is alaḱıthatunk

csoportokat. Utóbbi főleg akkor okoz gondot, ha úgy látjuk, valaki túl nagy fába

vágja a fejszéjét. Ilyenkor mindenképp avatkozzunk be, hisz hosszútávon jobban

járunk, ha ugyan a tanár-diák kapcsolat csorbát is szenved átmenetileg, a tanuló

végül pozit́ıv élményként és nem kudarcként éli meg a projektet.

Érdemes csoportvezetőt is választani, ezt is b́ızhatjuk a diákokra, vagy ki-

jelölhetjük magunk is a legalkalmasabbnak tartott személyt. A csoportvezető feladata

lehet többek között a munkafolyamat szervezése, a tanár tájékoztatása, valamint a

csoport értékelése a projekt befejeztével. Fontos hangsúlyoznunk, hogy az értékelés

objekt́ıv és korrekt legyen.
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2.5. Projekt

A csoportmunka, együttműködés, szervező- és előadókészség fejlesztése egyre na-

gyobb szerepet kap a középiskolai oktatásban. Mint a bevezetőben is emĺıtettük, több

tárgy érettségijében követelmény, és a kerettanterv is hangsúlyozza fontosságát. Ha a

modul során értékelni szeretnénk, a projekt a legmegfelelőbb alkalom. Nézzük végig,

milyen szempontokat vehetünk figyelembe a projektmunka tervezésénél:

• témaválasztás módja

• tartalom, téma

• időtartam

• tańıtási időhöz való viszonýıtás

• interdiszciplinaritás

• résztvevők száma

• produktum

Témaválasztás módja

A témákat meghirdetheti a pedagógus, vagy a diákok alaḱıthatnak csoportokat

közös érdeklődés alapján, és tehetnek témajavaslatokat. Mivel a biztośıtástan és a

biztośıtásmatematika új anyag, az előbbi tűnik célszerűbbnek. Természetesen mindig

nyitottnak kell maradni a tanulók ötleteire is, annál motiváltabbak, minél inkább

magukénak érzik a projektet.

Tartalom, téma

Egy projektmunka lehet teljesen, részben, vagy nem tananyaghoz kötött. Ebből

a szempontból legyünk rugalmasak, és ajánlhatunk tisztán matematikai, de akár

matematikához csak részben kapcsolódó témát is.

Időtartam

Válasszunk rövid távú projektet. Az érettségire való felkészüléssel párhuzamosan

hosszabb projektre nem maradna idejük a diákoknak.

Tańıtási időhöz való viszonýıtás

Három alapvető lehetőség ḱınálkozik: hagyományos órakeretben, epochális oktatás
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során, vagy tańıtási időn ḱıvül. Bár az AKG-ben lehetőség lenne az epochális

keretekre, a modul szélesebb körben alkalmazhatósága érdekében érdemes más

lehetőséget is figyelembe venni. A projekt a diákok szabadidejében kerüljön feldol-

gozásra, értelmezhető egy hosszabb lélegzetvételű házi feladatnak. Ebben az esetben

is feltétlenül biztośıtsunk konzultációs lehetőséget, akár tanórán belül, akár azon

ḱıvül.

Interdiszciplinaritás

Projektünk lehet szűk tartalmú, vagy multidiszciplináris. Bár az utóbbi ragadja

meg igazán a projektmunka lényegét, jelen esetben, és többek között mivel rövid

időtartam mellett döntöttünk, próbáljunk a biztośıtásmatematika témakörén belül

maradni.

Résztvevők száma

Résześıtsük előnyben a kis- vagy középcsoportos munkát az egyénivel szemben, hisz

céljaink között szerepel a kooperáció fejlesztése, mely csak ı́gy valósulhat meg.

Produktum

Döntsük el, mire szeretnénk hangsúlyt fektetni, és az alapján válasszuk ki a

produktum fajtáját, mely lehet házi dolgozat, poszter, vagy kiselőadás. Az utóbbi

lehet a legpraktikusabb, hisz ı́gy a többi diák is megismerheti az eredményeket, és a

kommunikációs, előadói képességek is fejlődnek.

2.5.1. 1. téma

A nettó d́ıjak számı́tása során azzal az egyszerűśıtéssel éltünk, hogy a biztośıtó

a biztośıtási időszak legelején megkapja a teljes d́ıjat. A valóságban ez legtöbbször

nem ı́gy van, a biztośıtottak havi vagy éves d́ıjat fizetnek, a teljes biztośıtási, vagy

egyéb meghatározott időszak alatt. Hogyan befolyásolja ez a d́ıjkalkulációt? Írják fel a

megfelelő képleteket elérési és haláleseti biztośıtás esetére is. Az egyszerűség kedvéért

éves d́ıjat feltételezünk.

2.5.2. 2. téma

Mint a függelékben található két további halandósági táblán is látható, több mu-

tatót is használnak, mint az a 4 érték, lx, qx, px és dx, amiket mi számı́tottunk ki.

Nézzenek utána, hogy mik szerepelhetnek még, ezeket hogy számoljuk ki, és ı́rják föl
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a lehető legtöbb összefüggést a különböző értékek között. Mi a különbség a várható

életkor és az átlagéletkor között? Melyik, és hogyan számolható ki a halandósági tábla

alapján?

(Megjegyezzük, hogy interneten nem olyan könnyű halandósági táblát találni, ı́gy

seǵıtségképp a két emĺıtett táblázatot nyugodtan kiadhatjuk.)

2.5.3. 3. téma

A 3. órán megnéztük, milyen hatással van a belépési életkor változása a d́ıjra, majd

a 4. órán néztük a d́ıj és a kamatláb kapcsolatát. Van még egy fontos paraméter, amitől

függ a d́ıj mértéke: a futamidő, azaz hogy hány évre kötik a biztośıtást. Vizsgálják meg

a futamidő és a d́ıj kapcsolatát, késźıtsenek a 4. órán látotthoz hasonló szemléltető

táblázatot.

2.5.4. 4. téma

Nézzenek utána egy konkrét életbiztośıtási ajánlatnak. Próbáljanak szerződést

szerezni, mutassák be a többieknek a szerződés legfőbb részeit, és ellenőrizzék,

helyesek-e a benne szereplő számı́tások.

2.5.5. Megvalóśıtás

A 2.4.2 pontban bemutattuk a projektelőkésźıtés általános módszerét, most

ezeket alkalmazzuk az előbbiekben ismertetett témák esetén.

Választható témák

A négy téma nehézségi sorrendben követi egymást. Matematikai szempontból az

első a legnehezebb: a tanult d́ıjszámı́tással ugyan analógiát mutat az éves d́ıj kal-

kulációja, utóbbi azonban nehezebb annyival, hogy a nem kezdetkor fizetett d́ıjaknak

jelenértékével kell számolni, a nem utoljára fizetett d́ıjaknál pedig kamatozást is

figyelembe kell venni. Éppen ezért ez csak nagyon jó képességű diákoknak ajánlott,

és várhatóan itt kell majd legtöbbet seǵıteni a projekt folyamán.

A második téma kevesebb matematikai apparátust igényel, hisz sem a kamatos

kamat, sem a diszkontálás nem kerül elő. Ugyanakkor szintén jó képességű diákoknak

ajánlható, hisz az összefüggések megértése jó logikai gondolkodást igényel.

A harmadik téma dolgozható ki legmechanikusabban, gyengébb képességű, de

prećız diákok számára nem okozhat problémát. Látványos eredmények érhetők el, ı́gy

a pozit́ıv élmény is garantált. Ráadásul a számolás nem csak kézzel, számı́tógéppel
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is végezhető, például könnyen programozható Excelben. Így a számı́tástechnikában

tehetséges diákok is kamatoztathatják képességeiket.

A negyedik téma nevezhető a legkönnyebbnek, ugyanakkor ez igényli a legtöbb

utánajárást. Bátran adhatjuk a leggyengébb, vagy matematika iránt egyáltalán nem

érdeklődő diákoknak is, a téma hétköznapisága és kézzelfoghatósága motivációt

jelenthet számukra. A számı́tások elvégzéséhez valósźınűleg seǵıtségre lesz szükség,

de ı́gy is marad lehetőség az önálló munkára.

Követelmények (határidő, értékelés módja)

Mint már korábban emĺıtettük, a projekt végeredményére a kiselőadást érdemes

választani. Határidő maximum 2 hét legyen, beszámolás tanóra keretében. A

csoportot értékeljük egységesen, azaz a csoporton belül mindenki kapja ugyanazt az

érdemjegyet, ezzel növelhetjük a kooperáció mértékét.

Csoportok kialaḱıtása

Mivel a témák nehézségi szintje jelentősen eltér, iránýıtott csoportalaḱıtásra

van szükség. A csoportok homogének legyenek, létszámuk változhat. Az osztály

összetételétől is függ, hogy hány embert tartunk alkalmasnak az egyes témák

feldolgozására. Ha úgy ı́téljük meg, az első témát senkinek, az utolsó két témát több

csoportnak is adhatjuk, hisz várhatóan más kiindulási adatokkal fognak dolgozni,

más biztośıtót keresnek meg, ı́gy eredményeik továbbra is érdekesek a többiek

számára.
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Összefoglalás

A középiskolai oktatás egyre nagyobb hangsúlyt fektet arra, hogy az átadott

tudás a mindennapi életben is használható legyen. Ebbe a folyamatba jól illeszkedik,

hogy mind több lehetőség van már az érettségi előtt pénzügyi és közgazdasági

ismereteket tanulni. Amellett, hogy megismerkednek az alapvető fogalmakkal, a

matematikai háttér elsaját́ıtása seǵıti őket abban, hogy később helyes pénzügyi

döntéseket hozzanak. Az öngondoskodásnak és a hosszútávú megtakaŕıtásnak fontos

eleme a biztośıtás, amelynek az elmélete sajnos még nem szerepel a középiskolai

tananyagban. Ennek a nyilvánvaló hiányosságnak a pótlására tesz ḱısérletet ez a

szakdolgozat.

Amellett, hogy áttekintjük a téma szempontjából fontosnak vélt matematikai

apparátust, életszerű példákon keresztül mutatjuk be ennek használhatóságát.

Az anyag feléṕıtése során több, az érettségi követelmények között szereplő

fontos témakört érintünk: klasszikus valósźınűségszámı́tás (13. oldal), képletek,

összefüggések feĺırása (14. oldal), teljes valósźınűség tétele (15. oldal), feltételes

valósźınűség (15. oldal), kamatozás, diszkontálás (16. oldal), várható érték számı́tás

(19.oldal), lineáris és exponenciális összefüggés (23. oldal). Így a kidolgozott modul

akár érettségi ismétléshez is használható.

Láthatjuk, hogy a biztośıtástan bemutatása során a valósźınűségszámı́tás és

a statisztikai ismeretek egészen széles körét kell a diákoknak használni ahhoz,

hogy a 2.5 fejezetben kifejtett projektmunkát el tudják végezni, ezáltal alaposabb

áttekintésük lesz a matematika ezen ágában.

Összefoglalásként megállaṕıthatjuk, hogy a felvázolt modul egyaránt alkalmas

egyes matematikai területeken az ismeretek elmélýıtésére, különböző fogalmak össze-

kapcsolására, valamint felkésźıti a diákokat a tanultak alkalmazására és az érettségire.
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Függelék

Biztośıtástan

Egy lehetséges tananyag és fogalomvázlat1, középiskolásoknak ajánlva:

A kockázat fogalma, fajtái

Az egyes jövőbeni események bekövetkezésének lehetőségét veszélynek nevezzük. Ha

az előre nem látható esemény gazdasági hátránnyal, vagyoni veszteséggel jár, akkor

kárról beszélünk.

A negat́ıv következményekkel fenyegető véletlen események bekövetkezésének le-

hetőségét nevezzük kockázatnak, vagy káresélynek. A kockázatoknak két csoportját

különböztetjük meg:

1. Tiszta kockázat vagy kárkockázat: A veszélyeztetett akaratától, döntésétől

függetlenül létezik, és mindig kedvezőtlen hatású, ilyen pl. az elemi kár. A

káresemény vagy bekövetkezik, vagy nem.

2. Spekulat́ıv kockázat: A kockáztató idézi elő, a kimenetele kedvező és ked-

vezőtlen is lehet (nyereség ill. veszteség).

A biztośıtás csak az előbbivel foglalkozik.

A kockázatokat más szempontból is lehet csoportośıtani: kiváltó ok szerint

(természeti, technikai, társadalmi, gazdasági), érintettek köre szerint (társadalmi,

egyéni/kis csoportot érintő) valamint nagyságrend (katasztrofális, nagy, közepes, kis)

szerint.

A kockázatkezelés az alábbi intézkedésekkel történhet:

1. Elkerülés: lemondás a cselekvésről.

2. Csökkentés: lehet megelőző (pl. riasztó, oltás), kompenzáló (pl.

társadalombiztośıtás), kárenyh́ıtő (pl. tűzoltás).

3. Kockázatporlasztás: a kockázat megosztása több kockázatviselő között.

4. Kockázat átháŕıtása: biztośıtás.

5. Saját megtartás.

1A vázlat a Pénz beszél! Te is érted? [8] Pénziránytű kiadvány és az Allianz biztośıtó oktatási

anyagainak felhasználásával készült.
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Utóbbi kettő a tartalékolás két legjellemzőbb formája. Tartalékolásnál a kár anyagi

következményének fedezésére előre félreteszünk eszközöket. Az egyéni tartalékolás

(önbiztośıtás, saját megtartás) esetén a kockázatnak kitett egyén, gazdálkodó szer-

vezet maga gyűjti a tartalékot az előre nem látható események okozta veszteségek

pótlására. Az intézményes pénzbeni tartalékolásnál ezt egy erre specializálódott

intézmény, például a biztośıtó teszi meg.

A biztośıtás fogalma, módszere, t́ıpusai

A biztośıtások általánosságban előre nem látható, véletlenszerűen bekövetkező

események – baleset, betegség, betörés stb. – anyagi következményei, kárai ellen

nyújtanak védelmet. Kicsit prećızebben: a biztośıtás a kockázatfelosztás módszerén

alapuló pénzalapképzés a hozzájárulást fizető tagok jövőbeni esetleges felmérhető és

meghatározott szükségletének kieléǵıtése céljából.

A biztośıtási tevékenység biztośıtási szerződésen, jogszabályon vagy tagsági

jogviszonyon alapuló kötelezettségvállalás, mely során a biztośıtó megszer-

vezi a veszélyközösséget, felméri a biztośıtható kockázatokat, megállaṕıtja a

kockázatvállalás d́ıját, meghatározott tartalékot képez, átvállalja a kockázatot és

teljeśıti a szolgáltatásokat.

A biztośıtás pénzalap képzését jelenti. Ennek a pénzalapnak a forrása a biztośıtottak

által pénzben fizetett d́ıj, a biztośıtási d́ıj.

A veszélyközösség az azonos vagy hasonló kockázatnak kitett személyek csoportját

jelenti. Akkor, ha a kockázatot megosztják a veszélyközösség tagjai között, elvisel-

hetőbb a személyekre háruló gazdasági teher.

A biztośıtás módszere a kölcsönösségen alapuló kockázatfelosztás, a kollekt́ıv

kockázatvállalás. A kockázat nagyságát matematikai-statisztikai módszerekkel

állaṕıtják meg. Minél többen társulnak a veszélyközösségben, annál kisebb lesz az

egyénre háruló fizetési kötelezettség.

A kockázat csak akkor biztośıtható, ha becsülhető, meghatározható. Ehhez a

biztośıtó a statisztikai megfigyeléseket, a kár bekövetkezésének törvényszerűségeit

használja fel.

A biztośıtás általában önkéntes, a természetes és jogi személyek maguk döntenek

arról, hogy kötnek-e biztośıtást. A kötelező biztośıtások viszonylag szűk területre

vonatkoznak, ahol társadalmi érdek indokolja a kötelező jelleget, ilyen például a

kötelező gépjármű felelősségbiztośıtás.

A biztośıtásoknak két ága létezik: élet és nem-élet biztośıtás. Ezek belül vannak
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az ágazatok. Élet ágazat többek között a hagyományos életbiztośıtások, házassági

és születési biztośıtás, nyugd́ıjbiztośıtás, stb. Nem-élet ágazat például a balesetbiz-

tośıtás, casco valamint a különböző felelősségbiztośıtások.

A biztośıtás jelentősége

A biztośıtás mind az egyén, mind a nemzetgazdaság szempontjából előnyös.

A biztośıtott gazdálkodásába biztonságot visz, kockázatát jelentősen csökkenti, annak

bizonytalan pénzügyi kihatásait előre tervezhető költséggé alaḱıtja át, ugyanakkor a

biztośıtott egyéni tartalékolási kötelezettségei minimális szintre csökkenthetők.

A biztośıtás a bekövetkezett károkat részben vagy egészben megtéŕıti, ezzel

meggátolja a károk tovagyűrűző hatását, lehetővé teszi a zavartalan újratermelést.

A személybiztośıtás, a betegbiztośıtás hozzájárul az egyén életkörülményeinek, a

társadalombiztośıtási szolgáltatásoknak a jav́ıtásához.

A biztośıtás bizonyos formái egyúttal hosszú távú takarékossági formák is, ez a

pénzfelhalmozás az egyén és a nemzetgazdaság számára is fontos.

A biztośıtóintézetek az összegyűjtött pénzeket bankszámlán tarthatják, befek-

tethetik, ez a nemzetgazdasági folyamatok finansźırozási forrásául szolgál. A jól

megválasztott befektetési formákkal a biztośıtó növelheti a kárfedezeti alapot,

védekezhet az infláció ellen.

A biztośıtás tehermenteśıti az állami költségvetést, mivel az mentesül olyan nagy

összegű kiadásoktól, ami egy-egy súlyosabb elemi csapás esetén egyébként terhelné.
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További halandósági táblák

Részlet az USA 2003-as halandósági táblájából.
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