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I. Bevezetés

A Kkétszintli érettségi bevezetésével a differencidlszamitas tanitasa szerves
rész¢évé valt az emelt szintli matematikaoktatasnak, hiszen korabban hol belevették ezt a
témakort, hol elhagytak a kozponti tantervbdl. Mikor a tanitasat az emelt draszamban
matematikat tanuld diakok szamara eldirtdk, a téma kovetelményrendszerét, felépitését
az iskola a helyi tantervében szabalyozta, azonban még igy is sokszor kimaradt ez a
témakor, vagy csak felszinesen foglalkoztak vele. Az emelt szintli érettségi hatdsara
azonban pontos kidolgozasra keriilt a kdvetelményszint, és a tananyag egységesebbé és
atlathatobba valt.

Dolgozatomban roviden attekintem a differencidlszdmitas torténetét. Kitérek a jelenlegi
szabalyozasi rendszerre. A szakdolgozatom irdsa el6tt tobb tanarral folytattam
beszélgetést, és kérésemre kérddivet is toltdttek ki, amik alapjan kideriilt szamomra,
hogy a tankonyvkérdés még nincs megoldva. Igy fontos része a dolgozatomnak a
tankonyvelemzés ¢€s a feladatgylijtemények tanulméanyozasa. A magyaron kiviil német
tankonyveket is tanulmanyoztam a témdban. A pilisvorosvari német nemzetiségi
Friedrich Schiller Gimnaziumban matematikdt németiil tanitok, melynek soran
megismerkedtem a német tankonyvekkel, a német tanitdsi rendszerrel. = Ennek
koszonhetden sok német nyelvii feladattal taldlkoztam. Noha magyar rendszer szerint
zajlik a tanulés, elkeriilhetetlen a német nyelvli matematika tankonyvek haszndlata,
amelyekkel bdvithetjiik a magyar nyelvii tankdnyvek feladattipusainak tarhazat. Ezért a
magyar tankonyvelemzés utdn egy német tankOnyv elemzése is meg taldlhatdo a
dolgozatomban. Igyekeztem azokat a feladattipusokat kiemelni, amelyek a magyar
konyvekben héttérbe szorulnak, de a téma oktatdsanak szerves részét képezhetné.

Ezek utdn a tanari kérddivek ¢és didk interjuk elemzése kovetkezik, majd a kétszintli
érettségi analizis témakorét érintd kovetelményrendszer, és a differencidlszamitas
témakorében megjelent eddigi feladattipusok attekintése, vizsgalata.

A dolgozatomat egy feladatgylijtemény zarja, amelyben a téma érdekes, és a mai

kovetelményeknek megfeleld, a tanitashoz segitséget nyujtéd feladatok talalhatok.



II. Torténeti attekintés

A differencialszamitas torténete

A XVII-XIX szazadban sorra jelentek meg a munkagépek az ipari forradalom
hatasara. Ez a folyamat maga utan vonta a mozgasok tanulmanyozasat. Viszont ahhoz,
hogy a mechanika is 1épést tartson a fejlédéssel, nem volt elég az Okorban ¢és a
kozépkorban kialakult matematikai tudas. A mozgas egzakt vizsgalatdhoz egy uj
matematikai dgazatnak kellett megjelennie. Ez az 4g volt az analizis, azaz a végtelen
kicsiny mennyiségekkel, az infinitezimalisokkal foglalkoz6 tudoméanyag. Az analizis
l1étrejottéhez mar minden elé volt készitve, hiszen az analitikus geometriat mar
kifejlesztették.

Az infinitezimalis szamitasokkal kapcsolatos kutatomunka mar az o6korban
megjelent, Zénonnal (i. e. V. sz.), az eleai gordg filozofusndl, aki Parmenidész
tanitvanya volt. Négy paradoxonjat (Akhilleusz és a teknds, a mozgd nyilvesszo, a
mozgas lehetetlensége, a tér végtelen oszthatosdgira vonatkozd paradoxon)
Arisztotelész Orizte meg. Ezek a paradoxonok a tér- ¢és iddfogalomban rejld
ellentmondasokra épililnek. Ebben dsszeiitkozésre keriil a végtelentiil nagy és végteleniil
kicsiny intuitiv fogalma. PI. A teknds versenyfutasra hivja ki a fiirgelabu Akhilleuszt,
aki nala tizszer gyorsabb; a hds elfogadja a kihivast, s ellenfelének 1 stadion elényt ad.
Mire Akhilleusz elér arra a pontra, ahonnan ellenfele indult, addig az is megtesz egy
tized stadion tavolsdgot, valamennyi elOnye tehat marad. Akhilleusz villamgyorsan
lefutja ezt is — &m a teknds ujfent elorébb iszkol, ezuttal egy szazad stadionnyit. Mire
Akhilleusz ledolgozza hatranyat, a teknds még mindig el6tte marad: egy ezred
stadionnyi tavolsagra. Es ez igy megy a végtelenségig. a teknds elénye folyamatosan
csokken, de soha nem fogy el. Vagyis mindig lesz koztiik tavolsadg, hiszen Akhilleusz
nem éri utol a tekndst. Zénon gondolatmenete logikus és vilagos, az eredmény azonban
ellentmond a tapasztalatainknak. Igy paradoxonhoz jutunk. Tobb szizadon keresztiil
voltak Zénon paradoxonjai a matematikai gondolkodasra hatassal, hiszen a végteleniil
kicsi, és végteleniil nagy fogalmai tisztazatlanok voltak. El8szor Arisztotelész (i.e. 384-
322) jott ra, hogy az egynél kisebb kvociensli mértani sornak lehet véges Osszege.
Egészen a 17. sz. kozepéig kellett varni, hogy valaki a végtelen sor Osszegképletét
kiszamitva és bizonyitva meghatarozza, hogy Akhilleusz hol éri utol a tekndsbékat.

Eudoxosz (i. e. III. sz.) fedezte fel a , kimerités” modszerét, de ennek leirasat

Euklidész Elemek c. miivében talalhatjuk csak meg, hiszen Eudoxosz irdsai nem



maradtak rank. A , kimerités” modszerének lényege az indirekt bizonyitds. Ennek egy
olyan fajtaja, amellyel rendszerint teriiletet vagy térfogatot hataroztak meg. A médszert
Eudoxosz talalta fel, bar a gondolat csirajat mar megtalaljuk az 1. e. 450 tajan élt
Antiphénnal is. Tehat a kimerités modszere nem szamitds, hanem bizonyitds: az
el6zdleg valahogy (méréssel, gondolati kisérlette]) megsejtett eredmények igazolasa.
Erre a bizonyitasi eljarasra azért volt szlikség, mert a matematika szigoru szabalyainak
nem tett eleget a mérés és a becslés gondolatmenete, ezért sziikkség volt ennek az
eredménynek a szabatos bebizonyitasara, azaz a kimerités modszerére, amely 1ényegét
tekintve a matematika legOsibb bizonyitasi modszere. A kimerités modszerét
Arkhimédész (i. e. 287- 212) tokéletesitette és hasznalta sulypont-, keriilet-, teriilet- és
térfogatszdmitasra. Geometriai egyenlStlenségek felhasznalasaval olyan érintd
feladatokat oldott meg, melyeket késobb csak a derivalas segitségével tudtak kezelni.
Ezért szoktak munkassagat a differencialszamitas alapjanak tekinteni.

A kimerités mddszerének precizitasat még évszazadokig nem tudtak felilmulni.
Az 1630 utani 25-30 évben nagyon sokat fejlodott a differencial- és integralszamitas.
Meghataroztak gorbéket, és vizsgaltak is dket. De nem meriilt fel még, hogy az integral-
¢s a differencialszamitas kozott van 0sszefliggés. Newton és Leibniz eldtt legmagasabb
fokon Wallis (1616-1703) és Huggens (1629-1695) munkaiban jelent meg a
differencidlszdmitas.

Eldszor Fermatnal (1601-1665) jelent meg az a gondolatmenet, hogy ha egy
valtozo6t megnoveliink egy nagyon kis értékkel, akkor a ndvekményt nullanak
tekinthetjiik. Majdnem eljutott a differenciahdnyadosig, de egy kis 1épés hidnyzott.
Hianyzott a hatarérték fogalma. Integralszamitasban eljutott az x = x, gorbe alatti
teriiletet kiszdmolasaig, ,,also* és ,,felsé* téglalapsorozatba foglalva.

A differencidl- és integralszamitas felfedezése sok tudos egylittes érdeme, de

Leibniz ¢s Newton akik a meglevd eredmények ismeretében €s teljes megértésével

egymastol fiiggetleniil fedezték fel a differencidl- €s integralszdmitast, illetve azok
kapcsolatat. Igy bar az 6 eredményeik is tokéletesitésre szorultak, mégis ket illet meg a
felfedezés dicsdsége.

Az els6 Isaac Newton (1642-1727) gondolatmenete volt, amely a fluxidelméletre
alapult az 1665-66-o0s években. Az eljarast azonban sokaig nem hozta nyilvanossagra,
mert tudta, hogy logikai megalapozasa nem kielégitd, igy a kozlése csak 1704-ben, és
haladla utdan 1736-ban tortént meg. Newton tanulmdnyozta Wallis Arithmeticajat. A

miiben megismert sorok és végtelen szorzatok 6sztonozték arra, hogy a binomialis tételt
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altalanositsa tort- és negativ kitevokre is. Ezek a binomidlis sorok segitették a fluxio
elméletéhez (igy nevezte az ¢ Aaltala feltaldlt differencidlszamitast). Fizikus
gondolkodasanak megfeleléen vizsgalta a mozgast. Az 0 felfogasa a mozgasrol mar
nagyban kiilonbozott Zénon mozgastelfogasatol. Mig Zénon a mozgést egymas utani
helyzetek sorozatanak tekintette, addig Newtonndl a mozgas egy megszakitas nélkiili
folyamat volt. A rendszerében is a folytonos mechanikai mozgasok valtozé mennyiségét
tanulmanyozta. Fiiggetlen valtozonak tekintette az idot, az 1dotol fliggd valtozo pedig
valamilyen fizikai folyamatot leird fliggvény volt. A fliggvényt fluensnek nevezte el a
latin flure = folyni sz6bol és y-nal jeldlte. A fizikai valtozas sebességét, vagyis a mozgas
sebességét pedig fluxionak nevezte és a valtozd feletti ponttal jelolte. Az id6
momentumanak végtelen kicsiny megvaltozasanak jelolésére az o-t vezette be. A fluens
momentumat, a pillanatnyi sebesség ¢és az id0 momentumanak szorzataként hatarozta
meg, amely lényegében a fluens differencialja volt. Mivel a hatarérték fogalma ebben az
idében még nem volt ismert, igy Newton fluxidelmélete sem volt hézagmentesen
alatdmasztva (tdmadasi feliilet volt, az infinitezimalis mennyiségek — o -
maghatarozatlansaga).

Leibniz (1646-1717) felfedezése csak 1673-76 sziiletett meg, de mar 1684-86-ban
nyilvanossagra hozta az altala alapitott Acta Eruditorum cimi folyoiratban. Ez az
értekezés mar tartalmazta a ma is hasznalatos jeloléseket, differencidlasi szabalyokat,
szélséérték- és inflexios pont meghatarozasokat. O a differencidlszamitast geometriai
modell segitségével alkotta meg. A széleskorli alkalmazasi lehetdségek és foleg a
szerencsésebb jelolés miatt Leibniz mddszere nagyobb hatdssal volt kortarsaira, mint
Newton felfedezése. Tdle szarmaznak a dx, dy/dx jeldlések. Differencidlszamitasanak
gondolatmenetét a Ax, Ay, As alapozta.

Az 6 munk4ja is hidnyosnak szamitott, hiszen 6 sem tudott tdmaszkodni a hatarérték
fogalma.

Newton és Leibniz munkai hidba nem teljesek, és néhol hianyosak, de hatalmas l6ketet
adtak az analizis tovabbfejlédésére, hiszen hatdsukra sok matematikus kezdett kutatni a
témaban, Anglidban Newton elméletének fogalmait probaltdk tisztazni, Eurdpaban
pedig a fliggvényfogalom formalis kialakitdsaval foglalkoztak. A tovabbfejlesztok sorat
Jacob Bernoulli (1654-1705) ¢és fivére, Johann Bernoulli (1667-1748) nyitottak meg.

Johann Bernoulli 1924-ben kiadott, differencidlszamitassal foglalkoz6 (Leibniz tipust)

konyve 3 fontos posztulatumot tartalmazott:
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1. Egy mennyiség, amelyet végtelen kicsiny mennyiséggel csokkentiink vagy noveliink,
nem lesz kisebb, sem nagyobb.

2. Egy gorbe vonal végtelen sok kicsiny szakaszbol dll.

3. Egy sikidom, amelyet két ordinata, az abszcisszak kiilonbsége és valamely gérbének

vegtelen kicsiny darabja hatarol, paralelogrammanak tekintheto.

Utana Leonhard Euler (1707-1783) kisérelte meg az analizis megalapozasat.
1748-ban jelent meg a Introductio in analysin infinitorum (Bevezetés a végtelen
analizisbe) cimli miive. Ezt kovette 1755-ben Institutiones calculi integralis (A
differencidlszamitas alapjai) cimi konyve, majd a haromkdtetes Institutiones calculi
integralis (Az integralszamitds alapjai) cimii nagy tekintélyli konyve. Ezzel biztos
alapokra helyezte koranak matematikai ismereteit.

D'Alambert (1716-1783) francia matematikus jelentds eldrehaladast tett a
hatarérték és a differencidlszamitas témakorében. A hatarérték definialasa (,,Egy valtozo
A mennyiségnek H akkor hatarértéke, ha A barmilyen kozel juthat H-hoz, de H-t soha
nem ¢érheti el”) azonban hidnyos, mert felfogdsaban az A egyirdnyban monoton
kozeledik H-hoz, tehat a hatarértéke egy oldali hatarérték. Majd azt a kijelentést tette,
hogy ,,Az egyenletek differencialasa abbdl all, hogy az egyenletben szerepld két valtozo
véges kiilonbségei héanyadosanak hatarértékét megkeressiik.” ez a kijelentése a
hatarértékének egyoldalisaga miatt hianyos volt.

Taylor, Stirling, Darboux és Laplace mellett Lagrange (1736-1813) eredményei
kiemelkedtek. Kimutatta, hogy minden y = f(x) fliggvény tisztan algebrai mdodszerekkel
sorbafejthetd, és az f(x), f"(x) stb. differencidlhdnyadosokat az f(x+h) Taylor-soraban,
mint a h, h2 stb. egyiitthatoit definidlta. Mindebbdl hidnyzott a sorok konvergencidja,
ami nagy tdmadasi feliiletet eredményezett szdmara. De sokakat ezzel 0sztonozott a
hatarértékkel valo foglalkozésra.

Cauchy (1789-1857) volt az elsd, aki a hatarérték fogalmat teljesen aritmetikai
alapon definidlta és igy a differencialhdanyadost is nagy részletességgel sikeriilt
meghatdroznia. Mindezt az 1821-ben megjelent Cours d'analyse (Analizis kurzus) cimi
miivében hozta nyilvanossagra. Eldszor a  differencidlhdnyadost definialta:
dy _ f(x+i)-f(x)
dx i
A hatéarérték definidldsa is pontos volt: ha egy valtozo egymast kovetd értékei ugy

, majd ezen hanyados hatarértékeként (i tart 0-hoz) a differencialt.

kozelitenek meg egy fix értéket, hogy attdl csak tetszélegesen kis mértékben
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kiilonboznek, akkor ez a fix érték a valtozo értéksorozatanak hatarértéke. A hatarérték
fogalmat még tovabb Weierstrass tokéletesitette. Weierstrass (1815-1897) német
matematikus volt. Munkassaga a fliggvénytan minden részét €rintette. Célja az volt,
hogy az analizisnek teljes szabatossaggal még meg nem hatarozott alapfogalmait
tisztdzza. Gondos definicidkat adott a fiiggvény, a szélséérték, a differencidlhanyados
fogalmara. Az analizist a valoés szdmok preciz elméletére épitette, tehat az analizis

crer

hasznaljuk ma is.



III. Tantervek elemzése

A magyar kozoktatas jelenleg harom tanterven alapul. A Nemzeti alaptanterven, a
kerettanterven €s a helyi tanterven. A kdzoktatasi torvény hatarozza meg ezen tantervek
funkciojat.

A Nemzeti alaptanterv (NAT) nem egy klasszikus értelemben vett tanterv, hanem

egy orszagosan érvényes Utmutatdt biztosit az iskolaknak, amelyben a kozvetitendd
tananyag f0 teriileteit, azok szakaszait jeloli meg, kiegészitve a fejlesztési feladatokkal,
célokkal. A NAT a kozoktatds egységesitését segitd tanterv. Rogziti azokat az atfogd
nemzeti, europai €s altalanos értékeket, altalanos fejlesztési kovetelményeket, amelyek a
korszerli és kdzos nemzeti alapmiiveltség kialakitdsat szolgaljak.

A kerettanterv koztes szabalyzo elemként van jelen a Nemzeti alaptanterv és a
helyi tanterv kozott. A NAT-on alapuld kerettanterv egy szabalyozoérendszer, amely
biztositja, hogy orszagosan megjelenjenek a NAT elvei. Meghatarozza az ismeretanyag
mennyisége ¢s a rendelkezésre all6 id6 kozott fenndlldo aranyt, oly modon, hogy
lehetdség nyiljon a készség- és képesség fejlesztésére is. Oraszam és a tartalom
tekintetében egységesen tartalmazza a helyi tanterv alapjaul szolgal6 tartalmi elemeket
¢s szabalyokat. Azt, hogy évfolyamonként mit kell tanitani, teljes mértékben a
kerettanterv hatdrozza meg (indokolt esetben arra is van lehetdség, hogy egyes
esetekben eltérhessenek a NAT altal megadott tagolastol)

A helyi tanterv a kozoktatasi torvény eldirasainak megfeleléen, az intézményi
oktatas céljait meghatarozo pedagdgiai program részeként tartalmazza
— azegyes évfolyamokon tanitott kotelezd és valaszthato tantargyakat;

— azok 6raszdmait, f6 témakdreit és kovetelményeit;
— amagasabb évfolyamba lépés feltételeit;
— az ellendrzés, értékelés és mindsités tartalmi €s formai kovetelményeit;

— az alkalmazhato tankonyveket és mas taneszk6zokre vonatkoz6 dontéseket
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3.1. Nemzeti alaptanterv:
A Nemzeti alaptantervben nem iskolafokozatonként, nem iskolatipusonként,

nem évfolyamonként, hanem egylittesen, azaz a tantargyi logikahoz képest integralva
jelenik meg az a miveltséganyag, amelyet a kozoktatdsban az iskolaknak kell
kozvetitenilik. Ennek részei a kulcskompetencidk, a kiemelt fejlesztési feladatok és az
egyes tartalmi szakaszokban megvaldsitando muveltségteriileti fejlesztési feladatok. A
NAT azt a tudast tartja kiemelt értéknek, amely kovetkeztében mindségi munkavégzeés,
gazdasagi vildgban valo eredményesség €s az €let egyéb teriiletein sikeres szerepvallalas
¢érhet6 el. Az iskoldban megszerzett tudast a gazdasag hajtoerejének akkor tekinti, ha az
elsajatitott tudast hasznalni, alkalmazni is megtanitja.

Az els hivatalosan elfogadott NAT 1995-ben jelent meg (A Nemzeti alaptanterv
kiadasarol szo6lo 130/1995. (X. 26.) Kormanyrendelet) és bevezetése szakaszosan, az
1998. szeptember 1-jén kezdddott el az els6 és a hetedik évfolyamon. Bevezetése
2006/07. tanévben a 10. évfolyamon fejezddott be. Az elsd NAT a kozponti oldalt
képviselte egy hazdnkban még 1j tipustinak szamitd kétpolusu tartalmi szabalyozasban.
Az iskoldknak ehhez a kozponti szabalyozashoz mérten kellett meghatarozniuk az
iskolara jellemzd pedagdgiai programjukat ¢és a helyi tanterviiket. Strukturalis
ujdonsagot jelentett, hogy a NAT részletes kovetelményeket fogalmazott meg az iskolai
oktatas elsé 10 évfolyamara érvényesen. Emellett még ujdonsagot jelentett, hogy az
eddigi magyar oktatdsi rendszerben tantargyi szemlélet uralkodott, és ezt most egy
integralt szemlélet valtotta fel. A szerkesztok a miveltség alapjait (a miiveltség
kanonjat) 10 miiveltségi teriileten foglaltdk Gssze.

A NAT miiveltségtertiletei (részteriiletei):

- anyanyelv és irodalom (magyar nyelv és irodalom; kisebbségi nyelv és irodalom)

- ¢l6 idegen nyelv

- matematika

- ember ¢és tarsadalom: tarsadalmi, allampolgari, ¢és gazdasidgi ismeretek;
emberismeret; torténelem

- ember €s természet: természetismeret; fizika; kémia; biologia és egészségtan

- f6ldiink és kornyezetiink

- milvészetek: ének-zene; tanc, drama; vizudlis kultira, mozgoképkultira ¢&s
médiaismeret

- informatika: szamitastechnika; konyvtarhasznalat

- ¢letvitel ¢és gyakorlati ismeretek: technika; haztartastan ¢és gazdalkodas;
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palyaorientécio

- testnevelés €s sport

A masodik hivatalosan elfogadott NAT-2003-ban jelent meg (243/2003.(XII.
17.) Kormanyrendelet). A részletes kovetelmények elmaradtak, helyettik a tanulas
lényegét jobban kifejezd fejlesztési feladatok kaptak helyet. igy a dokumentum
lényegesen rovidebbé és attekinthetobbé valt. A hangsuly a tartalomrol a tanulas
kompetencia alapu felépitésére helyezddott at. Megndtt a kiemelt fejlesztési teriiletek
(kereszttantervek) hangstlya és szerepe. A Nat-2003 bevezetése a 2004/05 tanévben
azaz 2004. szeptember 1., kezd6dott el az elsé évfolyamon.

Azzal a céllal, hogy tovabbmélyitsék a kompetenciaalapu oktatést kidolgoztdk a
NAT-2007-et. Ujragondoltak a kiemelt fejlesztési feladatokat, és érvényesitették a
kozoktatasrol sz616 torvény 2003-2006 kozotti tartalmi valtozasait. Tovabbra is kiemelt
figyelem irdnyult az altalanos és kiemelt fejlesztési feladatokra, a kereszttantervekre —
vagyis a kozos értékekre. Fontosabb tartalmi jellemzdi:

— A dokumentum bevezetdjében megerdsitést kap a Nemzeti alaptanterv szerepének
¢s értékrendszerének a fontossaga a kdzoktatasban.

— A bevezetoben még sor keriil a tanuloi esélyegyenldség segitségének elveire.

— A kulcskompetencidk szerepének meghatarozéasat €s az egyes teriiletek szerkezetét
is megtalaljuk. (meghatarozas, ismeret, képesség)

— Elkészitette a képzési szakaszok leirasat: 1-2. bevezetd szakasz; 3-4. kezdd szakasz;
5-6. alapozo szakasz; 7-8. fejlesztd szakasz; 9-12 altalanos miiveltséget

megszilardito, elmélyitd, palyavalasztasi szakasz.

A Nemzeti alaptantervben a differencidlszamitassal nem talalkozhatunk, hiszen ebben a
tantervben csak 10. osztdly végéig taldlunk kovetelményeket. A fliggvények

témakoreében a kovetkez0 részletes kovetelményeket taldlhatjuk a NAT-ban:

Részletes kovetelmények a 6. éviolyam végén

Tananyag Fejlesztési kovetelmények (kompetenciak, képességek)

Szamegyenes, derékszogli koor-|Helymeghatarozas.  Adatok  gyljtése, lejegyzése,
dinata-rendszer. grafikonok készitése, értelmezése, szabalyszerliségek
észrevétele.
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Valtoz6 mennyiségek kozotti
kapcsolatok felismerése, lejegy-
zése, abrazolasa. Egyszerl fiigg-
vények értelmezése, vizsgalata
grafikon segitségével

1
X x+2 x-—2x xHEx

Adatparok, mérési eredmények tablazatba rendezése,
grafikon készitése, olvasasa, értelmezése.

(Koordinacio a természettudomanyos targyakkal és a
gyakorlattal, esetleg konyvtari foglalkozas
bekapcsolasaval.) Valtoz6 mennyiségek kozotti
kapcsolatok.

Sorozatok képzése ¢és folytatasa
(konkrét szamtani, illetve mértani
sorozatok).

Sorozat folytatasa adott szabaly szerint; néhany elemével
adott sorozathoz lehetséges szabalyok keresése. Az
ismeretszerz¢s induktiv médjanak alkalmazasa.

Részletes kovetelmények a 8. évfolyam végén

Abrazolas derékszogl
koordinata-rendszerben.

Készség szinten tudjon pontot abrazolni, illetve pont
koordinatait  leolvasni.  Adatsokasag  elemzése,
jellemzése, abrazolasa.

Valtozd6 mennyiségek kozotti
kapcsolatok. Fiiggvények ¢és
abrazolasuk a derékszogh koordi-
nata-rendszerben

1
X —iix o VX

Tablazat és grafikon készitése a felsorolt konkrét

fliggvényekhez.
Elséfoki egyismeretlenes egyenlet, egyenlotlenség
grafikus megoldasa. Halmazszemlélet, elemi

halmazmuveletek a matematika kiilonbozo teriiletein.
Részhalmazképzés.

Sorozatok vizsgélata (egyszer(
szamtani €s mértani sorozatok).

Sorozat "folytatdsa" adott szabaly szerint.

Néhany tagjaval adott egyszeri sorozathoz szabalyok
keresése. Az induktiv modszer tovabbi alkalmazasa.
Deduktiv kovetkeztetések, néhany 1épéses bizonyitasok.
Sejtések szabalyszerliségek megfogalmazasa.

Részletes kovetelmények a 10. évfolyam végén

A fliggvénnyel kapcsolatos foga-
lom- és ismeretrendszer.
Masodfoku fliggvények.

A masodfoku fliggvény abrazolasa és jellemzése. Fejlodo
fliggvényszemlélet. Fliggvények és fliggvénygrafikonok
alkalmazasa.

y = ax + b egyenlettel megadott
egyenes.

Egyszert egy- és kétismeretlenes
algebrai allitasok igazsaghalmaza
a koordinata-sikon

Az y = ax+b alaka egyenletben az a és a b szamok
jelentése, ennek alkalmazasa.
Két egyenes  metszéspontjanak
egyenesek parhuzamossaga.
Tobbféle megoldas lehetdsége. Fejloldo diszkusszio

meghatarozasa;

x| <1 |lx+y|=0 képesség.
Szemléltetd abrak és modellek alkalmazasa az
Kétismeretlenes elsdfoki egyen- |algebraban, kombinatérikaban.
letrendszer grafikus megoldésa.
Szogfiiggvények A hegyesszogek szogfiiggvényeinek  alkalmazasa

(sin; cos; tg; ctg).

egyszerl esetekben, zsebszamoldgéppel is.
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3.2. Kerettanterv:

1998-ban a kozoktatasi torvény bevezeti a kerettantervet.

A kerettantervek tartalmazzak az adott iskolafokozaton, illetve iskolatipusban folyo
nevelés-oktatds altalanos célrendszerét, a tantargyi struktarajat (bar az iskola eltérhet
ettdl), a kotelezd és kozos kovetelményeket, valamint a kovetelmények teljesitéséhez
sziikséges oOraszamokat. Az alapfoku nevelés-oktatds 1-4. évfolyamara és az 5-8.
évfolyamara elkészitett tantervek szerves egységet alkotnak. A 9. évfolyamtol kezdve az
egymastol eltérd iskolatipusokhoz kiilon tantervek késziiltek. Ugyanakkor igyekeztek
elérni, hogy az egyik iskolatipusb6l a masikba valo atlépés ne legyen akadaly
kozépfokon, mivel a gimndziumi, a szakkozépiskolai kerettantervek csak annyira
kiilonbdznek egymastdl, amennyit az eltérd képzési funkcio feltétleniil megkovetel.

A kerettanterv a miveltségteriileteket tantdrgyakka bontja, ¢és a domindns
iskolaszerkezethez igazodva tagolja az ismeretanyagot. Meghatarozza, hogy a NAT-ban
megfogalmazott elemeknek hol kell megjelenniiik a helyi tantervben, melyik
tantargyban és melyik évfolyamon.

Fontos szempont volt, hogy a tanterv ne legyen konkrét, azaz barmely pedagogiai
felfogas vagy moddszer egyoldalli megjelenitését vagy kizarasat ne okozza! Sokféle
tartalmi kibontast kell lehetdvé tennie. A kerettantervek a tanuldk torvényben eldirt heti
kotelez0 Oraszamainak nem az egészét szabalyozza. A minimalisan kotelezd
oraszamnak csak a 80%-at irja eld tartalmilag (bar ez évfolyamonként ¢&s
intézménytipusonként kissé¢ eltérhet), a helyi tanterv szinten teljesen szabad mozgast
biztosit— NAT-ot figyelembe véve - a maradék ordkban. Ez lehetdséget ad az iskoldknak
arra, hogy az 0j szabalyok bevezetése utan is kialakithassak sajat arculatukat.

Az o6raszam mellett masik fontos kérdés a helyi tantervek atalakitasdban a

tematikdk tigye. Ezen a teriileten a NAT-hoz képest az egyik megkotés az volt, hogy az
elsd nyolc évfolyam tartalma logikailag zart egységet jelentsen. Tehat ne alakuljon ki az
a helyzet, hogy 8. év végén levegdben marad bizonyos tantargyak tanuldsa. (Pl.:
torténelem)
A kerettanterv nem kovetelményt fogalmaz meg, hanem leirja, hogy milyen
feladattipusokat kell elvégezni 4., 5., 6. osztdlyban ahhoz, hogy a hatodik évfolyam
végére a NAT altal meghatdrozott képességszint valdban elvarhatdo legyen a
gyerekektdl. Tehat az iskolak a fejlesztési folyamathoz is segitséget kapnak.

2000 szeptemberében minden iskola kézhez kapta ezt a tantervet. A kozoktatasi torvény
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eldirasainak megfelelden 2001. szeptember 1-t6l mar a kerettantervek alapjan kellett
oktatni az 1., az 5. és a 9. évfolyamokon. A hdrom ponton kezd6dd, felmend rendszeri
bevezetés eredményeként a 2004/2005-6s tanévben mar az Osszes alap és kozépfoka
iskoldban a kerettanterven alapulo helyi tantervek szerint tanultak a didkok.

A kerettanterv bevezetése nem jelenti a tartalmi szabdlyozas teljes atalakitasat, de
feszesebbé teszi a tanulményi id0 tartalmi teriiletek kozotti felosztasat, s az iskolai
szintli tantervi tervezés ¢€s tanuldsszervezés szabalyozéasat. Tehat az iskoldknak nem
kellett Uj helyi tantervet készitenilik, hanem csak a korabbit kellett atdolgozniuk, hogy

mindenben megfeleljenek az eldirdsoknak.

A differencialszamitas a 11. osztadlyban matematika fakulticion, azaz emelt
oraszamban jelenik meg. A kozoktatdsrol sz6ld 121. § 7) pontja definidlja az emelt
szintli oktatds fogalmat. Olyan oktatast tekint emeltszintiinek, amely — a kerettantervek
szerint — magasabb kovetelmények alapjan, az atlagosnal nagyobb tanitdsi ora
felhasznalasaval szervezddik. Az emelt szintli oktatds torvényi meghatirozasabol és a
kerettantervi rendelet 5. § (3) bek. a) pont szovegébdl az kovetkezik, hogy az emelt
szintli oktatas a kerettantervben eldirt tartalmakat egésziti ki specidlis ismeretekkel, a
kozos kerettantervi  kovetelményeket emeli magasabb szintre. Az emelt szinti
osztalyokban tehat biztositott a kerettantervi kovetelmények elsajatitadsa. Tehat a
kerettanterv nem érinti kozvetleniil a hatarérték, a folytonossag és a differencidlszamitas
témakorét. Viszont a 11. osztidlyos fiiggvények témakorét megtalalhatjuk a
kerettantervben: 1II. témakorként van megjelolve a fiiggvények oktatasa 20 Orés

id6kerettel.

KEPESSEGFEJLESZTES

Képességfejlesztési

fokuszok A képességfejlesztés megvalosulasi lehet6ségei a témakorben

Konkrét szamolasi feladatok a valds szamkOrben, a matematika
legkiilonbozobb teriiletein. Ezzel is mélyitjiik a valoés szamok fogalmat
Szamlalas, szamolas Miveletek racionalis €s irracionalis szamokkal.

A valoés szamok és a szamegyenes pontjai kozotti kdlesondsen egyértelmu
megfeleltetés, a folytonossag érzékeltetése.

Mennyiségi kovetkeztetés Szogmérés kiilonféle egységei kozotti atvaltas, ivmérték, fok.

A kozelit6 értékekkel vald szdmolas valamint a zsebszdmoldgép hasznalata
Becslés, mérés, | (hatvanyértékek, logaritmus, trigonometria) miatt kiemelten
valészinliségi szemlélet elengedhetetlen a becslés szerepe. A kapott eredmények realitdsanak
eldontésére szoktassuk a tanuldkat.
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A szdvegeértés tudatos fejlesztése, hétkdznapi szoveg ,,leforditasa” a
Szovegesfeladat-megoldas, | matematika nyelvére, a valosag problémainak matematikai értelmezése (a
problémamegoldas, metakognicié tovabbfejlesztése).

metakognicio A természet jelenségeinek értelmezése, azok matematikai modellezése, az
exponencialis és logaritmikus folyamatok szovegben valé alkalmazasa.

A sziikséges adatok kikeresése, a folosleges adatok mellozése, a
lényegkiemeld képesség fejlesztése folyamatos a kdzépiskolai évek alatt is.
A hatvanyértékek nagysagrendjének rendszerezése az alapok valtozasa
Rendszerezés, szerint, ez a kiilonb6z6 alapti hatvanyfiiggvények megértését késziti eld.
kombinativitas Az inverz fiiggvény fogalmanak tovabbi elmélyitése az exponencialis és
logaritmus fiiggvények kapcsan.

A lehetséges alkalmazasok megkeresése, a tanult 0 ismeret beillesztése, a
rendszerezd szemlélet alakitasa.

Azonossagok, konkrét szamoktdl az altalanos eset megfogalmazasaig
(induktiv gondolkodasmod fejlesztése).

Deduktiv kdvetkeztetés, Azonossagok alkalmazasa konkrét esetekben (deduktiv gondolkodas
induktiv kovetkeztetés fejlesztése).
A permanencia elvének felfedezése, annak megértése a hatvanyozas
kiterjesztésekor.

AJANLOTT TEVEKENYSEGEK

Egyszerli szoveges 0sszefiiggések leirdsa matematikai jelekkel.

Szoveges feladatok értelmezését szolgald nyelvi jatékok.

Szoveges feladatok megoldasa eldtt a varhato eredmények k6zos becslése, a megoldott egyenletek
eredményének ellenérzése, értelmezése, szoveges valasz a felvetett szoveges problémara.

Egyéni, csoportos munkaban azonossagok felfedezése, azok alkalmazasa.

Kutatasi projektek (eléadas, vagy irasbeli feldolgozas)

— matematikatorténeti témaban (logaritmus kialakulasa, az els6 logaritmus tablazatok, logarléc)

— Internet haszndlata: exponencidlis és logaritmikus jelenségek a természetben

ISMERETEK, TANANYAGTARTALMAK

Hatvanyozas kiterjesztése racionalis kitevore.

A hatvanyozas azonossagai.

A logaritmus értelmezése.

A logaritmus azonossagai.

Egyszerli exponencialis és logaritmikus egyenletek megoldasa.
Egyszeri trigonometrikus egyenletek megoldasa.

KAPCSOLODO TEMAK

Kapcsolédo tantervi témak Mas miiveltségteriileti kapcsolodasi lehetoségek
Matematikai azonossagok. Fizika, csillagaszat.

Irracionalis szamok definicigja, helyilk a | Kamatos kamat szamitasa.

szamegyenesen. Exponencialis és logaritmikus folyamatok a valdsagban, a
Teriilet-, térfogatszamitas. természetben, a miivészetekben.

Fiiggvények.

Statisztika: szoras.

KOVETELMENYEK

A hatvanyozas definicidja racionalis kitevore.
Irracionadlis kitevojii hatvany:
A hatvanyozas azonossagainak hasznalata.
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Az Q/E fogalma.

A gydkvonas azonossagainak alkalmazasa.

A logaritmus fogalma, azonossagainak alkalmazasa egyszeriibb esetekben.

Exponencialis és logaritmikus egyenleteket megoldésa a definiciok és az azonossagok kozvetlen
alkalmazasaval.

Logaritmikus egyenlotlenségek megoldasa.

Egyszert trigonometrikus egyenletek megoldasa.

Trigonometrikus egyenlitlenségek megoldasa.

A 12. évfolyamon IV. témakornél jelenik meg a kerettanterveben a fliggévnyek

témakore 16 tandraban meghatarozva.

KEPESSEGFEJLESZTES

Képességfejlesztési fokuszok | A képességfejlesztés megvaldosulasi lehetoségei a témakorben

A zsebszamologép biztos hasznalata.

A muveleti sorrend tudatos alkalmazasa a valds szamkorben minden
tanult miveletre nézve.

A szazalékszamitas alapelemeivel biztos hasznalata.

A kifejezések helyettesitési  értékének magabiztos
kiilondsen a rekurziv definicio esetén.

Szamlalas, szamolas

meghatarozasa

Adott sorozatbeli elemek alapjan definialt szabaly szerint a tobbi elem

Mennyiségi kovetkeztetés . ; . N ,
yiscg kiszamolasa, sorozatbeli elemek 0sszegzése.

Becslés, mérés, valdszinliségi
szemlélet

A gazdasagi matematikdban a varhato realis eredmények megbecsiilése,
¢és Osszevetése a kiszdmolt értékekkel.

Szovegesfeladat-megoldas,
problémamegoldas,
metakognicio

A valdsagbol meritett szoveges faladatok algebrai megfogalmazasa,
atliltetése a matematika jelolésrendszerébe. Ez tobbsiku gondolkodast
igényel, az ehhez sziikséges képességek fejlesztése.

Rendszerezés, kombinativitas

Az Osszefliggések felismerésének képességét feltételezi a sorozatok
elemei kozotti kapcsolatok vizsgalata, a sorozatok tulajdonsagainak
meghatarozasa.

A sorozat elemeinek megfigyelése grafikonon, a képi megjelenés és a
valos folyamat kapcsolata.

Konkrét sorozatok tulajdonsagaibol kovetkeztetések levonasa.

Deduktiv kovetkeztetés,
induktiv kovetkeztetés

Konkrét szamokkal és dsszefliggésekkel megadott sorozatokbdl atlépés az
altalanositasra, illetve az altalanositas utan azok konkrét alkalmazasa.
A kapott eredmények értelmezése.

AJANLOTT TEVEKENYSEGEK

- Grafikonok készitése.

- Bankok ajanlatainak dsszehasonlitasa.
- Aremelések és arleszallitasi katalogusok gylijtése, és a benniik talalhaté adatok feldolgozasa.

ISMERETEK, TANANYAGTARTALMAK

Sorozatok tulajdonségai.
Sorozatok grafikonja.

Kamatos kamatszamitas.

A sorozat fogalma, megadasi modjai.

Szamtani sorozat definicidja, tulajdonsagai, a,, S,.
Meértani sorozat definicidja, tulajdonsagai, a,, S,.
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KAPCSOLODO TEMAK

Kapcsolodé tantervi témak Mas o miiveltségteriileti kapcsolodasi
lehetoségek

Algebrai  azonossagok, miuveletek a  valos falmazas fizikai, biologiai, kémiai

szamkdrben. torvényszertiségek leirasara.

Szazalékszamitas. alosag diszkrét folyamatai.

Egyenletek, egyenldtlenségek megoldasa. Kozgazdasagi alapismeretek és fogalmak.

Elemi fiiggvények grafikonja, ¢és a fliggvények

tulajdonsagai.

KOVETELMENYEK

A szamsorozat fogalma és kiilonbdzé megadasi modjai.

Alapvet6 Osszefiiggések alkalmazasa a szamtani és a mértani sorozatoknal.

A sorozatok alkalmazasa a valosagbol vett probléméak megoldasakor.

A kamatos kamatra vonatkozé alapveté képletek hasznalata, és azokbdl barmelyik ismeretlen adat
kiszamitasa.

3.3. Helyi tanterv:

A pilisvorosvari német nemzetiségi Friedrich Schiller Gimnazium és Szakkozépiskola
helyi tantervében meghataroztak, hogy egy adott évfolyamon mennyi a matematika heti
ill. az éves kotelezd oOraszam; roviden Osszefoglaltadk a tantargy tanitdsa soran
megvalositandd célokat, végiil tablazatos formaban megadtdk, hogy az egyes
anyagrészeknél mit, milyen draszamban kell tanitani.
A 11 osztalyban fakultacion tanulnak a didkok differencidlszdmitast, hiszen a mai
magyar oktatasi rendszer kovetelményében ez az anyagrész csak az emelt 6raszamu 11.
évfolyamos csoportok tantervében szerepel. Viszont a differencidlszamitas
megalapozasa, mar hetedik osztalyban megkezdddik. Ekkor sajatitjak el:
- két halmaz kozotti hozzarendelések,
- linearis fliggvények,
- egyismeretlenes egyenletek grafikus megoldasa,
- sorozatok vizsgélata, szamtani sorozatok.
Nyolcadik osztalyban talalkoznak a didkok:
- abszolutérték, masodfokti €s a négyzetgyokfiiggvénnyel, illetve egyszeriibb
transzformaltjaival,
- egyismeretlenes egyenletek, egyenldtlenségek ¢és egyenletrendszerek grafikus

megoldasaval.
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Kilencedik osztalyban tovabb bdvitik az ismereteiket a didkok:

- abszolutérték, masodfoku és a négyzetgyokfiiggvénnyel, transzformaltjaival, és
tulajdonsagaival (értelmezési tartomany, értékkészlet, zérushely, szEélséérték)

- megismerkednek a linedris tortfliggvénnyel, a tortrész- és egészrészfiiggvénnyel,
transzformaltjaival, illetve a sgnx fiiggvénnyel,

- egyismeretlenes egyenletek, egyenldtlenségek és egyenletrendszerek grafikus
megoldésaval.
Kovetkezo évben 1) fliggvénycsaladdal ismerkednek meg a diakok: Itt kertil sor:

- forgasszog szogfiiggvényeinek értelmezésére, definidlasara,

- Osszefliggések felismerésére a szog szogfiiggvényei kozott,

- asinus, cosinus, tangens, cotangens grafikonjaira és tulajdonsagaira.

Tizenegyedik évfolyamon — a hatarérték, folytonossag témakore eldtt - keriil sor az
exponencialis és a logaritmus fliggvényekre illetve a szamtani €s mértani sorozatok

fogalmara, az n. tag és az els6 n elem Osszegével.

A Schiller Gimnazium a kovetkezd célokat tlizte ki a helyi tanterv differencialés tanitas

témakorében:

x Az analizis elemei bdvitik a fiiggvényekrdl tanultakat. A differencidlhdnyados
fogalma a matematikaban, a természettudomanyokban egyarant igen fontos
szerepet jatszik (érintd, sebesség, gyorsulas stb.). Ezzel tovabba a differencialasi
szabalyokkal célszerli megismertetni a matematika irant érdekl6dé s a
matematikat a késdbbiekben is hasznalni akard tanulokat.

x  Olyan fiiggvények vizsgalata is célunk, melyek elemi uton nem vizsgalhatok.

x Fontos az elemi szélséértek vizsgdlatok (mésodfoku fiiggvénnyel, kozepekkel

torténd modszerek) mellett a differencialszamitas eszkdzeinek ismerete.

A célok mellett a kdvetelmények is megtalalhatok a helyi tantervben:

. Ismerjék a tanulok a fliggvény hatarértékének es folytonossaganak fogalmat.
Tudjak a tanult fliiggvények adott helyhez tartozo hatarértéket megallapitani.
Tudjanak példakat adni folytonos es nem folytonos fliggvényekre.

o Ismerjék es értsek a differencidlhanyados fogalmat. Ismerjek az dsszeg, szorzat,
hanyados derivalasi szabalyat. Tudjanak polinomot, algebrai tortfiiggvényeket es
trigonometrikus fliggvényeket differencialni. Tudjak, hogy a derivaltfiiggvény
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segitségével hogyan vizsgalhat6 a fliggvény menete, hogyan lehet meghatarozni

a fliggvény lokalis sz¢lsoértékeit.

o Ismerjenek elemi modszereket is a szEélséértékek megallapitasara.

El6zmény:

A korabbi években tanult fliggvény fogalom es fiiggvény tulajdonsagok ismerete.

A Schiller Gimnéziumban a 11. osztalyban az emelt éraszamban matematikat tanulok

heti 6raszdma 5, az éves 6raszdma pedig 185 (37 hét).

11. évfolyamon a 185 6rabol eldirasok szerint 36 ora telik a hatvany és logaritmus

témakorével, 38 oOra trigonometridval, 45 ora koordinatageometriaval. Ezt a sorozatok,

sorok témakore koveti 25 oraval. A tananyag a hatarérték és a folytonossag témaval

folytatodik 12 draban, végiil 27 oran keresztiil pedig a differencidlszamitas témakdre

keriil feldolgozasra.

HATARERTEK ES FOLYTONOSSAG — 12

Bevezetd feladatok

Fiiggvény hatarértéke x, pontban

Fiiggvény hatarértékének a definicidja

Fiiggvény végtelenben vett hatarértéke

Két fiiggvény 0Osszegének, kiilonbségének,
szorzatanak és hanyadosanak hatarértéke

-7.

Gyakorlo feladatok

ol v [&[w]]—

A fliggvény folytonossaganak definicioja

9

Példak folytonos fliggvényekre

10.

Miveletek folytonos fliggvényekkel

11.

Osszefoglalas

12.

Témazard dolgozat

DIFFERENCIALSZAMITAS - 27

1.

Bevezetd feladatok

2-3. Differencia- és differencidlhanyados fogalma
4, A derivaltfiiggvény
Kapcsolat a differencialhaté és a folytonos
fiiggvények kozott
Miveletek  differencialhaté  fliggvényekkel
6-8. < i o
(6sszeg, szorzat, hanyados derivaltja)
9-10. Polinomfiiggvények derivaltjai
11-12. Trigonometrikus fiiggvények derivalasa
Exponencialis és logaritmusfiiggvények
13-14. e
derivaltjai
15-16. Osszetett fiiggvények derivalasa
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- az analizis elemei bovitik a
fiiggvényekrdl tanultakat
- a differencialhanyados
fogalma a
természettudomanyokban

- a derivalasi szabalyok
megismerése, alkalmazasa




Monoton  fiiggvények ¢és  differencialhato

17. .
fiiggvények
18 Figgvény széls6értéke és a derivalt kozotti
' kapcsolat
19. Konvexitas, inflexios pont
20-22. Fiiggvényvizsgalat
23-24. A differencialszamitas tovabbi alkalmazasai
25. Osszefoglalas
26-27. Témazard dolgozat

- fliggvényvizsgalat elemi iton
nem elemezhetd fiiggvények
esetén

Szélsoértékfeladatok
megoldéasa

A tovabbhaladas feltételei:

A hatarérték szemleletes fogalma.

A folytonossag szemleletes fogalma.

A differencidlhanyados fogalma, alkalmazasa.
Egyszeriibb fliggvények derivaltjainak meghatarozasa.
Fiiggvények vizsgalata.

Ertékelés: Szobeli es irasbeli szamonkérés.
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IV. Tankényvelemzés

A tankonyvek a tanitasi-tanulasi folyamat leghasznosabb, de nem kizardlagos eszkdze.
Nagyon fontosnak tartom, hogy milyen tankonyv all rendelkezésre. Természetesen
Onmagaban a tankdnyv nem veheti at a tandra felépitésének meghatirozasat, de egy jo
tankonyv megkonnyiti a tanar és a didk munkdjat is. Ezért kihagyhatatlan a
tankonyvelemzés egy kozépiskolai tananyag feldolgozasaban.
Az altalam kivalasztott tankdnyvek:
e Hajnal Imre — dr. Pintér Lajos: Matematika III. osztaly, fakultativ B valtozat,
Nemzeti Tankdnyvkiado, 2003, 13. kiadas
e Dr. Hajdu Sandor - Dr. Czeglédy Istvan - Dr. Kovacs Andras-Hajdu Séandor
Zoltan: Matematika 11, Miszaki Konyvkiado, 2008, 4. kiadas
e Czapary Endre - Gyapjas Ferenc: Matematika 11-12. évfolyama szamara, Emelt
szintll kiegészitd tananyag, Nemzeti Tankonyvkiado, 2003, 1. kiadas
e Pintér Lajos: Analizis 1., specialis matematika tankonyv, Typotex kiadd, 1998,
hatodik kiadas
e Jla-Horvathné Nagy Ilona: Matematika VI., Analizis: Differencial és

Integralszamitas, AKG Kiado, 1994

A fejezet elso részében Hajnal-, Hajdu- ¢és Czapary-féle tankonyveket hasonlitom 0ssze,
a masodik részben pedig Pintér Lajos és Horvathné Nagy llona konyveit kiilon-kiilon

roviden elemzem.

Az emelt szintl matematika képzésben résztvevé 11-es osztilyok az 1980-ban
megjelent Hajnal Imre - Dr. Pintér Lajos tankonyvét a mai napig hasznaljadk. Ez a
tandrok atal kitoltott kérddivekbdl is kideriilt. A tankonyv az altalam targyalt témakort 3
nagy fejezetre osztja. A folytonossagra, a differencidlszamitasra, és végiil egy kiegészitd
fejezetre.
Az els6 nagy rész a folytonossag a kovetkezo felosztasban jelenik meg:

Bevezet6 példak

Fiiggvények folytonosséaga:
A folytonossag definicidja.
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Példak folytonos fiiggvényekre.

Miuveletek folytonos fiiggvényekkel.

Intervallumon folytonos fiiggvények.

Fiiggvény hatarértéke:
Fliggvény hatarértékérdl az xo pontban.
sinx

A "y vizsgélata.

A fliggvény hatarértékének a definicioja.

Fliggvény végtelenben vett hatarértéke.
Ez a fejezet megteremti az alapokat a kovetkezd nagy fejezet, a differencidlszamités
szdmara, amelynek a kdvetkezo a felosztasa:

Bevezeto példak

A differencialhat6sag, a derivalt, a derivaltfiiggvény.

Kapcsolat a differencialhat6 €s a folytonos fliggvények kozott.

Miveletek differencialhato fliggvényekkel.

Osszeg derivaltja.

Szorzat derivaltja.

Hanyados derivaltja.

Osszetett fiiggvény differencidlasa.

Az Vx differencialésa.

Trigonometrikus fliggvények differencialasa.

Monoton fiiggvények ¢és differencialhato fliggvények.

A fliiggvények szélsdérteke €s a derivalt kozotti kapcsolat.

Konvex fliggvények.

Fliggvényvizsgalat.
A kiegészité fejezet az exponencidlis ¢és logaritmus fiiggvény folytonossagat és
derivaltjat, tovabba a sorozat és fliggvény hatarérteke kozotti kapcesolatot dolgozza fel.
Ezzel a fejezettel megalapozza a tovabb tanulni vagyok matematika tudésat.
A fakultativ B valtozatban az ismeretek deduktiv modon keriilnek feldolgozasra. Az
alfejezeteiben alig talalunk ravezetd példakat. Altaldban, egy-egy j anyagrész konkrét

probléma megfogalmazésa nélkiil, erdsen behatarolt gondolatvezetéssel torténik.
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A Hajdu-féle tankonyv a 11. osztalyos tanulokat késziti fel az emelt szintli érettségire

¢s a realtudomanyok teriiletén valé tovabbtanulasra.

A tankonyv 0todik fejezete foglalkozik a differencidlszamitassal a kovetkezo

felosztassal:

Fiiggvények hatarértéke

Hatarérték-szamitasi szabalyok

A differencialhdnyados

Néhany nevezetes fliggvény derivaltfiiggvénye
Fiiggvények folytonossaga ¢s differencialhatosaga
Fiiggvények menetének vizsgalata
Sz¢lsdérték-szamitasi feladatok

A differencidlszamités alkalmazasai

Ellenorzo feladatok

A Matematika emelt szintii kiegészito anyag 11-12. évfolyama szamara cimi

tankonyben a differencialszamitassal foglalkoz6 fejezetének a kdvetkezd a felépités:

Bevezetés

Fiiggvények elemi vizsgalata

Fiiggvény hatarértéke

A fiiggvény folytonossaga

Az érintd szemléletes fogalma

A differenciahanyados és a differencialhdnyados
A differencidlhatosag és a folytonossag kapcsolta
Az f{x)=x" fiiggvény derivéltja

Az f(x) = i fiiggvény derivaltja

Az f(x) = x,x > 0 négyzetgydkfiiggvény derivaltja
Raciondlis egész fiiggvény derivaltja

Szinusz és koszinusz fiiggvény derivaltja

Differencialhato fiiggvények menetének vizsgalata

Példak differencialhaté fliggvények menetének vizsgalatara
Derivalési szabalyok

Osszefoglalds, torténeti megjegyzések
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Az elmezett harom tankonyv differencialszamitas témakor bevezetésének
osszehasonlitasa:

A Czapéary-féle konyvben a differencidlszamitds témakore egy gyakorlati életbdl vett
példaval kezdddik:

A miiszaki életben jaratos szakemberek kisérletezéssel arra a kévetkeztetésre jutottak,
hogy adott hosszusagu és téglalap keresztmetszetii gerenda teherbiro képessége
egyenesen aranyos a gerenda szélességével és a vastagsag négyzetével. Ebbol az
kovetkezik, hogy ha egy 2r atmérdjii hengeres fatorzsbol téglalap keresztmetszetii
gerenddt akarunk kifaragni, akkor a hordképesség az f:]0;2r[ -» R, f(x) = kv(4r? —
x?) fiiggvénnyel fejezhetd i, ahol a k egy dllandé (ardnyossdgi tényezé) és x a gerenda
szélessége. (Példaul, ha r=10, akkor az f(x)=k(400-x’). A gerenda akkor felel meg a
legjobban a miiszaki kévetelményeknek, ha az x-et ugy valasszuk meg, hogy a teherbiro
képessége, a fiiggvény értéke a legnagyobb (maximalis) legyen.

A Czapary-féle konyv bevezetdjében még egy torténelmi Osszefoglalo is talalhato,
amelyben megindokolja, hogy a ,,nem csucsos, nem hegyes gorbe esetén a maximum-
vagy a minimumpontokban a gorbe érintdjének parhuzamosnak kell lennie az x
tengellyel” és hogy ezekben a pontokban pedig az érintd irdnytangensének nullanak kell
lennie. A bevezeté példak utan a fliggvények elemi vizsgalata kovetkezik: a
monotonitds, korlatossag, szélsOértekek, periodicitds, a paros €s paratlan fliggvény
definicioja. A definicidkat kdvetden rovid példak és magyarazatok talalhatok, amelyek
segitik a tanuloknak a definiciok megértését, illetve az ismétlést konnyebbé teszik.

A Hajdu-féle konyvben bevezetd fejezetet nem taldlunk, a differencidlszamitas a
hatarérték témakorével kezdddik, amelynek az elsé mondataban felszolitja az olvasokat,

hogy a fiiggvényekrdl korabban tanultakat ismételjék at a 9.-es tankonyvbdl. Illetve az

1
x2+1

eddig tanultak alapjan elemziaz f: R - R; x = fiiggvényt.

A Hajnal-féle konyv felépitése eltér az eldbbi konyvektdl, hiszen itt kiilon fejezetben
talalhatd meg a hatarérték, folytonossag és a differencidlszamitas témakore. A
differencidlszamitds bevezetdjében egy fiiggvénygdrbe adott P pontbeli érintdjét és
annak iranytangensét keressiik, illetve egy szabadesd test pillanatnyi sebességét
hatarozzuk meg. Mindkét probléma ott kezdddik, hogy 0-val nem tudunk osztani, ezért

a szeldk irdnytangenseibdl és az atlagsebességbdl sorozatok képziink és azt vizsgaljuk,

hogy e sorozatok konvergensek-e.
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Hatarérték bevezetése:

A Czapary konyvben ¢és a Hajdu-féle konyvben a hatarérték targyalasa eltér egymastol.
A Hajdu-féle konyv az epszilon, deltas definicidt és magyarazatot részesiti elonyben, de
azt nagyon részletesen, mig a Czapary-féle konyv nem csak az epszilon, deltas
definiciot, hanem a sorozatos definicidt is bemutatja, viszont a mintapéldakkal, az dbrak
szamaval fukarabban banik, mint az elobbi.

A Hajdu-féle konyv elészor a végtelenben vett hatarértéket vizsgalja példan keresztiil,
ezek utan tér ra a véges helyen vett hatarérték fogalmara. A végtelenben vett hatarérték

bevezet feladata:

1
x2+1

Tekintsiik az f:R - R; x » fliggvényt. Vizsgaljuk meg, hogy milyen értékeket vesz

fel a fiiggvény, ha az x értéke ,,minden hataron tul no”.

A feladat kidolgozdsa néhany helyen meghatarozza a fiiggvény értékeit, majd

megallapitja, hogy minél nagyobb értékeket helyettesitiink be az x helyére, az =1
annal kisebb pozitiv szam lesz, de a tort értéke a nullat soha sem veheti fel. Ezt
kovetden, a konyv bevezeti a megfeleld szohasznalatot: ,,Ilyenkor azt mondjuk, hogy
fix) tart a 0-hoz, ha x tart a végtelenhez” vagy hogy a fliggvény hatarértéke a
végtelenben nulla. Miutan a szohasznélat €s a jelolés tisztazotta valt, a kdvetkezore

szolitja fel a konyv a tanulokat:

Figyeljiik meg, a limx_woxz—l+1 = 0 azt jelenti, hogy tetszolegesen kicsiny € > 0-hoz
(¢ € R) talalhato olyan xg, hogy ha x>x, akkor |f(x)-0|< &.

Ezt e = 11—0 (xo=3) —ra egybdl levezeti és adbraval szemlélteti. A magyarazat utan kozli a

crcr

Az f: Dy - R;x & f(x) fiiggvénynek a co-ben a hatdrértéke A, ha barmilyen € > 0-hoz
(¢ € R) talalhatd olyan xg, hogy ha x>x, és x € Dy, akkor |f(x)-A|< &.

A definiciokat kovetden a sinx fliggvény hatarértékét mutatja be a végtelenben, amivel
ramutat arra a tényre, hogy nem minden fliggvénynek van hatarértéke a végtelenben.
Miutan a didkok a végtelenben vett hatarérték fogalmaval megismerkedtek tér ra a

konyv a véges helyen vett hatarértékre. Ezt is mintapéldaval vezeti be:

1
x2+1

Tekintsiik az f:R - R; x »

fiiggvenyt. Vizsgaljuk meg, hogy milyen értékeket vesz

fel a fiiggvény, ha az x értéke ,, megkozeliti "az xp=1-et.
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Ezt teljesen hasonld modon vezeti le, mint a végtelenben vett hatarértéket. A definiciora
val6 ravezetés a kovetkezoképpen hangzik a példa szerint dbraval mellékelve: ,,Ha az
xo=1 elegendden kicsiny intervallumabol (§ sugart kornyezetébol) valasztunk xo-t6l
kiilonbozé x értékeket, akkor az ezekhez tartozd fiiggvényértékek az f(x)=0,5 érték
tetszélegesen kicsiny intervalluméban (& sugart kornyezetében) lesznek.”

Majd az epszilon, deltds definiciét mondja ki a véges helyen vett hatarértékre:

Az f: Dy = R; x = f(x) fiiggvénynek a xo helyen a hatdrértéke A, ha barmilyen € > 0-
hoz (e € R) taldlhaté olyan 6 >0 (6 € R), hogy ha |x - xo|< 8, x € Dy és x#x,, akkor
[f(x)-A|< &.

A definici6 alatt bemutatja, hogy mit is értiink |x - x9|< J és |[f(x)-A|< € alatt. Ez egy
nagyon fontos eleme a definici6 megértésének, féleg hogy egy é4bran is szemlélteti a
mondottakat. Sajnos ilyen leirast a tobbi konyvben nem taldltam, pedig hidnya gyakran
csak a definiciok betanulasahoz vezet, nem pedig a megtanuldshoz, megértéshez. A
fejezetben még 4 részletesen kidolgozott feladatot talalunk, ami segiti a definici

alkalmazasat a feladatokban.

A Czapary-féle konyv bevezetésének els6 két mondata elarulja, hogy mi a célja a
fejezetnek: ,,Geometriai, fizikai jellegii szamitasok kozben eléfordul, hogy egy-egy
fiiggvénnyel kapcsolatban megkérdezziik, hogyan viselkednek a fliggvényértékek, ha a
valtozoval valamilyen szamhoz (helyhez, ponthoz) kdzelediink.” Nagyon hasznos ez a
néhany mondat, hiszen értelmet ad a mintapélddknak, a didksag megtudja, hogy mit
szeretne elérni, mi a cé€lja a fejezetnek. Egy gyakorlati ¢életbdl vett mintapéldaval kezd,
majd tobb kidolgozott feladatot mutat, és ezekre tdmaszkodva definidlja a hatarértéket.
Elészor jelenik meg a konyvben a pillanatnyi sebesség, amelyet ut-id6 fliggvényében
kell kiszamolni.

Egy test egyenes vonalii palydn mozog, és x s alatt f(x)=x" méter hossziisgii utat tesz
meg (x=0). Szamitsuk ki a test pillanatnyi sebességét az x9=5 s idopillanatban, az A
pontban. (A mozgas kezdetétol mert 5. s végen.)

A példa segitségével a tanuld egyre kozelebb keriil az &, ismeretéhez, és még a
hatarérték definici6 eldtt kialakul a didkokban egy szemléletbdl fakadd meghatarozas.
»Az atlagsebesség annal jobban megkdzeliti az A pontban érvényes pillanatnyi
sebességet, minél kisebb iddtartamot vesziink, minél kisebb az x-5 értéke. Ez mas

szoval azt a kovetelményt jelenti, hogy x minél kozelebb legyen az 5-hoz, a B pont
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pedig az A ponthoz.”

A nullaval vald osztdst a magyarazat sorozatok hatarértékének vizsgalataval kiiszoboli

ki. A levezetések utan két definiciot is kapunk, az egyik amit a Hajdua-féle kdnyvben is

megtalalhatunk, a mésik pedig a kovetkezo:

- Feltételezziik, hogy az f fiiggvény az xy pont kérnyezetében értelmezve van, kivéve
esetleg az xy pontot. Az f fiiggvénynek az xy pontban létezik a hatarértéke, és a
hatarérték A, ha minden az f értelmezési tartomanyabol vett x,—xy (x,#xg) sorozat
eseten a fiiggvenyértékek {f(x,)} sorozata A-hoz tart.

A Hajnal-féle tankonyv a hatarértéket érintd iranytangensével vezeti be, majd pedig

részletesen megvizsgalja a % fiiggvényt az x=1 egy kornyezetében. A magyarazat
végén, amelyben renddr elvet hasznal fel, kozli, hogy a latottak ugy is kifejezhetdk,
»hogy ha x kozel van a 0-hoz, % kozel van 1-hez”. E példa utan ismerteti a két

definiciot a hatarértékre. Ugyanazokat, amelyeket mar feljebb emlitettem. Mivel a
Hajnal-féle tankonyvben a hatdrérték témakorét megeldzi a folytonossag, ezért a
definiciok utan kovetkeztetéseket is von le:

- Ha az f folytonos az xg-ban, akkor az x¢-ban hatarértéke is létezik, és ez a
hatarérték f(x).

- Forditva, ha f-nek létezik hatarértéke az xg-ban, ebbdl nem kovetkezik, hogy a
fliggvény folytonos, hisz esetleg nincs értelmezve, illetve ha értelmezve is van, a
hatarérték és a helyettesitési értek nem feltétleniil egyezik meg.

Nagyon jo, hogy a konyv kozli ezeket az 0Osszefliggéseket, de hianyossagként

megemlithetd, hogy nincs részletes magyarazat és abra sem. A hatarérték eddigi

alfejezeteire is igaz, hogy nincsenek abrak. Természetesen ezt potolni tudja az orai
magyarazat, és az oOran készitett abrak, de ha egy tanuldénak csak ez a konyv éllna

rendelkezésére igencsak nehézséget jelentene szdmara a tananyag elsajatitasa.
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Differenciahanyados, differencialhanyados, derivalt, derivalhatosag:

A Czapary-féle tankonyv kiilon-kiilon alfejezetben foglalkozik az érinté szemléletes
fogalmaval ¢és a parabola érintdjével. E két téma utan kovetkezik a differencia-,
differencialhanyados cimii fejezet. Azonban mindharom tankényvben a differencia- és a
differencialhanyados bevezetéséhez az x* fiiggvény egy pontjahoz huzott érinték
meredekségét vizsgalja.

A Hajnal-féle konyv még bevezetd példaként hozza a szabadesését is. Ezek segitségével

fle)-f(x
1~ Xo

jut el a g(x) = . ) kiilonbséghanyados fiiggvényhez. A nullaval vald osztast

pedig a sorozatok konvergencidjaval kiiszoboli ki.

A Hajdu-féle tankényv abréja az x* példahoz viszont részletesebb, szemléletesebb. Tébb
pontban vizsgélja abra segitségével a szeldk iranytangensét, azaz differenciahanyadosat.
Azt a sejtést fogalmazza meg a feladat végén, hogy ,,amint szeldk sorozata kozelit az
érintéhdz, ugy az irdnytangensek sorozata is kozelit” az iranytangenshez. Ennek a
sejtésnek a bemutatasat abraval is segiti. Végiil ezt a vizsgalatot egy altalanos gorbén,

abraval szemléltetve is bemutatja.

fex,)

flx,)

fixy)

Ezt pedig a differenciahdnyados, majd a derivalt definicioja koveti:
)1 (x0)

X—Xo

- A D\{xp} > Rix fliggvényt az f fiiggvény xy helyhez tartozo

differenciahdnyados fiiggvényének nevezziik, ahol Dy — R; x & f(x), és az xp a Dy-

nek egy belso pontja.
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- A differenciahanyados fiiggvény x helyen vett hatarértéket a fiiggvény xy helyen vett
differencialhanyadosdnak, mdsképpen derivaltjanak nevezziik. Jelolése: f'(xy) =

S () f(xo)

lim, p——

- Az f fiiggvényt differencialhatonak, mdasképpen derivalhatonak mondjuk az xg
pontban, ha ez a hatarérték létezik és véges.

A definiciok alatt szerepel a differencialhanyados geometriai jelentése: az y=f(x) gorbe

xo pontjaban hiizott érintéjének az irAnytangense. Ennek kapcséan az f{x)=x gorbe P(1,1)

pontjdban huzott érintéjének az irdnytangensének a levezetése taldlhatd, ami alapjan

altalanosan megfogalmazza a konyv az érinté egyenletét:

Ha f differencialhato x, pontban, akkor az y=f(x) gorbe xy abszcisszdju pontjaban huzott

erintojének egyenlete: g(x)=f"(xo)(x—xg)+f(xy)

A definiciokat két kidolgozott feladat koveti, amelyekben egy adott pontban a

differencidlhdnyadost, ¢és az érinté egyenletét kell felirni, majd pedig a

differencidlhdnyadost kell megadni egy xy pontban. Végiil pedig a derivaltfiiggvény

definicioja zarja a sort.

Az f fiiggvény derivaltfiiggvénye az az f’, amelynek értelmezési tartomanya az f

értelmezési tartomanyanak az a részhalmaza, ahol f differencidlhato, és értékkészlete az

x helyekhez tartozo differencialhanyadosok értékeinek a halmaza.

Egy definici6 sem marad példa nélkiil, ezek a példak segitik a definiciok megértését,

elmélyitését. A fejezetet a Hajdu-konyvben egy torténeti kitekintés zarja.

A Hajnal-féle konyvben a szabadeséses feladat utan, csak egy kiemelt definicio

talalhato:

Az f: (a;b)— R fiiggvényt az xq € (a; b) pontban differencidalhatonak nevezziik, ha

létezik a limxﬁxow hatarérték. Ezt a hatarértéket nevezziik a fiiggvény xg
—A0

pontbeli derivaltjianak vagy differencialhanyadosanak.

A differencialhatésagra két féle megfogalmazast is ad, a masik viszont elveszve a
sorok kozott talalhatd, igy a didkok onkénteleniil ,,atnéznek™ rajtuk. Majd négy példa
kovetkezik, amelyben az fix)=c, fix)=x, fix)=|x|, fix)=x fiiggvények differencialhatosaga
¢és derivaltja keriil részletes targyaldsra. Ezt tovabb gondolva teremt kapcsolatot a
differencialhatésag €s a folytonossag kozott, ahol példa hianyaban (csak visszautalast
kapunk) a bizonyitas és a kapcsolat kimondésara kertil sor:

a) A folytonossag a differencialhatosag sziikséges, de nem elegendd feltétele

b) a differencialhatésaga folytonossag elegendd, de nem sziikséges feltétele.
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A Hajdu-féle kdnyvben viszont csak késébb kdvetkezik ez a differencialhatosag cimii
alfejezet, a miiveletek a differencidlhaté fiiggvényekkel rész utdn, €s mivel a
folytonossaggal ebben a konyvben kordbban még nem talalkoztunk, ebben a fejezetben
keriil bevezetésre. Itt nem taldlhatjuk meg tétel formajaban az Osszefiiggéseket, csak
egy-egy kidolgozott példa kovetkezményeként vannak megfogalmazva, és a didksag
szdmara konnyen észrevehetetlennek tiinhet.

A Czapary-féle konyvben is ugyanigy a differencidlhanyados cimi fejezet utan
kovetkezik a differencidlhatosdg és a folytonossag kapcsolata cimli rész. Itt két
mintapélda kovetkezik, az elsé az x* fiiggvény differencialhatosagat latja be minden x
valos szamra, a masodik pedig az |x| fiiggvény derivaltjat vizsgalja a 0 pontban. Majd
kiemelve a kdvetkezd tételt talaljuk:

Ha az f fiiggvény az xy pontban differencialhato, akkor az xy pontban folytonos is. Ebbdl
kovetkezik, hogy a folytonossag a differencialhatosag sziikséges feltétele.

A folytonossag azonban nem elégséges feltétel ahhoz, hogy az f fiiggvény valamely
pontban differencidalhato legyen. Az f(x)=|x|, xeR fiiggvény a 0 pontban folytonos, de
nem differencialhato.

A Hajdu-féle konyvben a differencidlhanyados fejezet utan keriil sor néhany nevezetes
fiiggvény derivalt fiiggvényére, de a bizonyitasok joval egyszeriibben vannak
megfogalmazva, mint a Hajnal-féle tankOnyvben, ¢és apré példakkal vannak
megtlizdelve. Szines kerettel pedig ki van emelve minden 0sszefliggés, végiil pedig egy
Osszefoglald tablazatban Osszegylijtve. Néhany fliggvény derivaltjat bizonyitas nélkiil
kozli, ilyen a sinx, cosx, tgx, ctgx, €', a* derivaltjai.

A Czapéry-féle konyvben kiilon fejezet foglalkozik az x°, i; Vx; a racionalis egész
fliggvény, €s a szinusz- koszinuszfiiggvény derivaltjaival. Mindegyik fejezetben van
bizonyitds, ami a differencialhdnyados segitségével torténik. Kozépiskolas didkok
szamdara ez az anyagrész elsajatitisa ezzel a tankonyvvel valdsziniileg nagy nehézséget
okoz. A tanari részletes magyarazat elengedhetetlen a bizonyitasok megértéséhez, illetve
a bizonyitasok f6 pontjainak megtalalasdhoz.

A Hajnal-féle konyvben az Vx és a sinx, tgx fiiggvény derivaltjai is bizonyitassal egyiitt
feldolgozasra kertilnek.

A miiveletek a differencidlhato fliggvényekrdl cimii rész a Hajnal-féle konyvben kiilon
fejezetben van leirva, és mindegyik részletes bizonyitassal (differencidlhanyados

segitségével) és példakkal keriil targyalasra a konyvben. Ezzel szemben a Hajdu-féle
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konyvben bizonyitdisok nem minden esetben szerepelnek ¢és az apro példak is
helyenként elmaradnak, amikhez viszont eddig hozza szokott az ezt a tankonyvet
forgaté tanuld. Ebben az anyagrészben is sziikség lenne rd, hogy a szabalyok utan
rogtén egy-egy mintapéldat is lasson a tanulod. Igy a gyengébb didkok is sikeresebben
sajatithatnak el a szabalyokat. A Czapary-féle tankdnyvben — mint mar megszokhattuk —
kiilon alfejezetben talalhatéak a derivalasi szabalyok részletes, hosszas bizonyitassal. Az
alfejezet végén mintapélda is talalhatd, viszont mindegyik elég bonyolultra sikeriilt, igy
nem a szabaly elsajatitasat segiti, hanem azon tovabb mutat. Egy jo képességli didknak
ezek a példdk nem okoznanak gondot, de egy atlagos didknak igencsak feladjak a
leckeét.
Ezek utan a Hajnal-féle konyvben a fiiggvény menete és a derivalt kapcesolatarol sz616
részben egy konkrét példan, az f{x)=x’-x fiiggvényen keresztiil keriil szoba a derivalt és
a monotonitas kapcsolata, ¢s a feladatra alapozva kimondasra keriil bizonyitas nélkiil:
- Az (a;b)-n  differencialhato, = monoton  novekedo  (csékkend)  fiiggvény
derivaltfiiggvénye nemnegativ (nempozitiv).
- Ha az (a;b)-n differencialhato fiiggvény derivaltfiiggvénye pozitiv (negativ) az (a, b)-
n, akkor itt f monoton névekedo (csékkend).
Ezt a fliggvény széls6értéke és a derivalt kozotti kapesolatrdl szolo rész koveti, majd a
konvex fiiggvények és a mdsodik derivalt kapcsolata keriil kidolgozasra. (Ha az f
fliggvény az (a;b) intervallumon differencialhato, és a fiiggvény grafikus képének
barmely pontjaba huzott érinté a grafikon alatt (f6l6tt) van, akkor a fiiggvényt az (a;b)-
n konvexnek (konkdvnak) nevezziik) Mindegyik rész elméleti levezetéssel kezdddik, és
egy konkrét példaval végzddik. A kordbban tanultak pedig dsszefoglalva megjelennek a
fiiggvényvizsgalat cimii részben két mintapéldaval: f{x)=x-+sinx és az flx)=4x’-x".
A Hajdu-féle konyvben a fiiggvény menetének cimii alfejezetben olvashatjuk mindezt,
kivéve a masodik derivalt és a konvexitds kozotti kapcsolatot. A fejezet felépitése
nagyban kiilonbozik a Hajnal-féle tankonyvétdl, hiszen elméleti bevezetd helyett itt
konkrét feladattal kozeliti meg a témat:
Vizsgdlia meg az f:R - R;x v x? fiiggvény differencidlhdnyados fiiggvényének
elojelét a Dy kiilonbozo pontjaiban. Mit tapasztalunk?
A feladat gondolkodasra sarkalja a didkokat, nekik kell a tanulsdgokat levonni, és a
szabalyt megfogalmazni. Csak ez utdn kovetkezik a tétel kimondasa bizonyitassal

egyutt.

Ha egy intervallum minden pontjaban a differencialhanyados értéke pozitiv, akkor a
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fliggvény ezen az intervallumon szigoruan monoton névekedo.

Ha egy intervallum minden pontjaban a differencialhdanyados értéke negativ, akkor a
fiiggveény ezen az intervallumon szigoruan monoton csokkeno.

A bizonyitas a differencidlhanyados felirasaval kezdddik, és a folytatdsban azt vizsgalja,
hogy a differenciahdnyados értéke mikor lesz pozitiv (tehat a derivalt pozitiv), és éppen
ahhoz az 6sszefliggéshez jut, amit korabban szigortian monoton ndvekedésnek nevezett.
A kovetkez6 mintapéldaban ismét gondolkodasra szolitja fel a tanuldkat a feladat
(természetesen megoldast is ad hozza konyv, de hagyja a diakokat is kibontakozni):
Vizsgaliuk meg az f:R - R;x v x3 fiiggvény névekedési viszonyainak és a
differencidlhdanyados-értékeinek kapcsolatat!

Ebben a feladatban felhivja a konyv az olvasé figyelmét, hogy az f’(xo)=0 nem
feltétleniil jelenti azt, hogy az x( helyen a fiiggvénynek szélsoértékhelye van.

A kovetkez6é mintafeladatnal pedig az eddigi ismereteket kell felhasznalni:

Jellemezziik, majd a kapott tulajdonsagok alapjan dabrazoljuk az f:R - R;x —
2(x + 1)%(x — 2) fiiggvényt.

A feladat levezetése utan a konyv kozli ,,a fenti gondolatmenetet altalanositva” a helyi
minimum ¢és maximum ¢&s a derivalt kapcsolatarol szo616 tételt bizonyitas nélkiil.
Valamely Dy — R;x v f(x) differencilhato fiiggvénynek helyi minimuma van az
X, € Dy helyen, ha x < xjesetén f’(x) < 0; f’(x;) =0; x > x; esetén f’(x) > 0;

helyi maximuma van az x, € thelyen, ha x < xy esetén f'(x) > 0; [f’(x3) =0; x > x;
eseten f(x) < 0.

Végiil kidolgozott feladatként az f: R\{0} - R; x — x + i fliggvény vizsgalata jelenik
meg.

Nagyon fontos fejezeteinek tartom a Hajdu-féle tankonyvnek a szélséérték szamitast és
a differencialszamitas alkalmazasait. A sz€lséérték szamitds egy mintapéldaval
kezdddik:

4 m’ térfogati nyitott, négyzetes oszlop alakii taroldt szeretnénk épiteni. Milyen
méreteket érdemes felvenni ahhoz, hogy az épitéséhez a leheté legkevesebb anyagot
hasznaljuk fel?

A feladat végig gondoldsa utan fogalmazodik meg a masodik derivalt, amit egybdl
felhasznalva ellendrzése torténik meg a feladatnak. Tovabbi 3 mintapélda keriil a

fejezetben kidolgozasra, és 4 feladatot tliztek ki 6nallo feldolgozasra. Az elsé kijeldlt

feladat:
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Az 1 szamot bontsuk fel ugy két Osszeadandora, hogy a tagok a) szorzata b)
négyzetosszege c) kobeinek osszege d) hatodik hatvanyainak Osszege amennyiben
lehetséges, szélsoértéket vegyen fel.

A differencidlszamitds alkalmazéasai cimi fejezetben mintapéldakat talalunk: egy
szabadon esd test két id6pont kozott mekkora sebességet ér el, egy optikaval
kapcsolatos és egy sebességgel kapcsolatos feladatot. A fejezet végén pedig egy
ellendrzo feladatsor segiti az dsszefoglalast, és a témazardra vald felkésziilést.

A Czapary-féle kényv a differencialhaté fiiggvények menetének vizsgalatat az x*
figgvény néhéany intervallumanak elemzésével kezdi, és megfigyeli, hogy ahol a
figgvény novekedd, ott az érintd meredeksége pozitiv. A derivaltfiiggvény és a
fliggvény monotonitasanak kapcsolatarél szolo tételt kimondja, és bizonyitja is,
ugyanolyan modon, mint a Hajnal-féle konyv. A derivalt és a lokalis szélsdérték
kapcsolatardl szolo tétel részenként és Osszefoglaldan is kimondasra keriil. Ez nagyon
hasznos, hiszen az 6sszefoglalo rész altal a tanuloknak atlathatobba valik a sziikséges €s
elégséges feltétel.

A derivalt zérusértéke a szélsoérték létezésének sziikséges, de nem elégséges feltétele. A
derivalt zérusértéke és elojelvaltasa a szélséérték létezésének elégséges, de nem
sziikséges feltétel.

Ebben a konyvben a tételek kimondasa utan teljes fiiggvényvizsgalatokat kapunk 2
mintafeladaton keresztiil, utdnuk pedig egy rovid 6sszefoglaldt, hogy hogyan, milyen
sorrendben érdemes elvégezni a fliggvényvizsgalatokat. Ez nem elméleti szempontbol
fontos, hanem a didkoknak kapaszkodot jelent a feladatok megoldasa soran, igy a

gyakorlati haszna nagy.

A harom tankonyv dsszegzése:

A Hajnal-féle tankonyv felépitésében eltér a masik két vizsgalt tankonyvtol. A
differencidlszdmitassal foglalkozé fejezet nem tartalmazza a fiiggvény folytonossagat és
hatarértékét, hanem kiilon fejezetet alkotnak. Ennek kdszonhetden a folytonossag és a
hatarérték fogalmaval részletesebben megismerkednek a didkok, igy ez segitheti a
differencialszamitas megértését. Viszont korantsem biztos, hogy az iskola tanterve erre
lehetdséget biztosit, hiszen az draszam behatarolt, és az ,,csak™ a tanartol fiigg, hogy
mennyire mélyiti el a hatarérték fogalmat, mennyi példat hoz a begyakorlasra.

A Hajnal-féle tankdnyv problémaszerli példak megfogalmazdsa nélkiil, erdsen
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behatarolt gondolatmenettel ismerteti az egyes témakoroket. Igy a tanuldi aktivitas
jelentdsen redukélodik a lexikalis tudasra. Ezt tovabb erdsiti, hogy az elméleti
anyagrész tulsulya hattérbe szoritja a gyakorlati alkalmazasokat. Igy a tanuloknak
nagyfoku absztrakcio sziikséges a tananyag megértéséhez. Mindez komoly problémat
jelenthet a didkok szamdra. Rdadésul a kozépiskoldban nem az a cél, hogy a fels6foku
tanulmanyok ismeretanyagat mar elére megtanuljak, hanem hogy megalapozzdk a
késobbi tudas konnyebb elsajatitasat. Ehhez pedig az anyag elmélyitése lenne a cél, amit
a masik két tankonyv sokkal inkdbb szem eldtt tart, és torekszik a megértésre, az
olvasmanyossagra. Még hidnyossagként jon elé a Hajdu-féle konyvben, hogy nem
teremt kapcsolatot az egyenletes mozgas ill. egyenletesen valtozé6 mozgas pillanatnyi
sebessége ¢s gyorsulasa, valamint az Gt-id6 grafikonjanak derivaltjai kozott. A Hajnal-
féle konyv sem a legkivalobb ebbdl a szempontbol, de sokkal inkabb térekszik ra,
hiszen 3 kidolgozott példa és tobb kidolgozasra szant feladat is talalhatdo ebben a
témakorben. A Hajnal-féle tankonyvet a didkok egyedil is tudjak hasznélni, logikusan
felépitett, Iényegre tord, a fontos 0sszefliggések szines kerettel vannak kiemelve, és a
definiciok megértését sok példa szolgalja. A bizonyitasok is lényegre tordk, nem
tartalmaznak ,,felesleges” megjegyzéseket, megmaradnak egy atlagos kozépiskolai
tanulotol elvarhaté tudasszintnél. Ebben a tankonyvben taldlhatd meg a legtobb
kidolgozott feladat, ami segiti a begyakorlasat az egyes témakoroknek. A Czapary-féle
tankonyv tobb kozOs vondst tartalmaz a Hajnal-féle tankdnyvvel. Bizonyitasai,
magyardzatai gyakran nehézséget okozhatnak a diakoknak, mert tilsdgosan torekszik a
pontos, mindenre kiterjedd megfogalmazasra, viszont ebben az informaci6 tomegben
konnyen eltévedhetnek a tanuldk, és a lényeges pontok feledésbe meriilhetnek. A
tételek, definiciok kiemelve taldlhatéak meg, ami segit kiigazodni a didkokat a
konyvben. Kidolgozott mintafeladat tobb taldlhatdé benne, mint a Hajnal-féle konyvben,

de nem ¢éri utol a Hajdu-féle kiadast.
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Pintér Lajos: Analizis 1., specidlis matematika tankonyv

Pintér Lajos konyve két kotetes, az elsé kotetben (310 oldalon keresztiil) a
fliggvény fogalmatol egészen a fiiggvény vizsgalatig (differencialszamitas segitségével)
jut el. Kettds céllal késziilt ez a konyv, egyrészt a specialis matematika tagozatos
osztalyok szadmara, masrészt pedig szakkori ,,flizetnek”. Tobb olyan részt tartalmaz,
amely a kozépiskolai tanulmanyok sordn kihagyhato, de a matematika irant érdekl6do
illetve tovabbtanul6 didkok szamdra hasznos lehet.

Kiilon fejezet foglalkozik a folytonos fliggvényekkel, a fiiggvény hatarértékével
¢s a differencialhaté fiiggvényekkel. Mindegyik részletes, korrekt matematikai
leirdsokat tartalmaz, de a szemléltetés sem marad elhanyagolva. A példdk a
hagyomanyos szarazabb tipusuak, néhol taldlkozunk csak 1-1 fizikabol vett példaval, a
ma divatos gyakorlati életbdl vett feladatok itt nem fordulnak eld, de a didkok altal
igényelt matematikai hattér megértését, begyakorlasat teljes mértékben kiszolgalja a
konyv.

A differencidlszamitas bevezetésében az érintd problémafelvetésébdl indul ki és
jut el a differencidlhanyadosig, ahol kozponti szerepet tolt be a differencialhato-e a
fliggvény abban az adott pontban vagy nem.

Bevezet6 példa:

Tekintsiik az f:[0; m] = R, f(x) = sinx fiiggvényt. Valaki azt kérdezi, a sin fiiggvény
grafikonjanak van-e az x = % pontban érintdje?

Sorozatok hatarértékével vizsgalja a B, (x,,; sinx,) €s P(%; sin %) pontokon atmend hur
iranytangenset.

Maisodik bevezetd mintapélda:

Egy rakéta motorja 100 s-ig miikodik. Az inditds utan a rakéta 25t* m magassdagban
lesz (0 < t < 100). 5s mulva mekkora a rakéta sebessége?

Itt veti fel a konyv, hogy mit értiink egy adott t;=5 idObeli sebességen. A kovetkezd

magyardzatot talaljuk: Legyen {t,} egy 5-h6z konvergél6 sorozat. Az vilagos, hogy a t,

25t2—25-52

¢s 5 iddpontok kozotti atlagsebesség . Ha ennek a kifejezésnek t,, — 5 esetén

tn—
létezik hatarértéke (fliggetleniil attol, hogy milyen sorozaton 4t tart t, az 5-hdz, persze
t.#5), akkor természetesnek latszik azt mondani, hogy a ¢+ = 5 idépontban ez a rakéta
sebessége.

Az s(t) = 25t2 jeldléssel, t,#5 miatt:

36



s(tn)—s(S)_t,21—25-52_25 t2 — 52
t,—5  t,—5 t,—5

= 25(t, + 5) - 250

Azt mondhatjuk, hogy v(5)= 250 %

Ezek a mintapélddk nagyon jol megalapozzdk a differencidlhdnyados fogalmat, a
differencialszamitast. FOképp akkor érdemes hasznalni, ha a tanulok mar konnyedén
kezelik a hatarérték szamitast.

Kovetkezd fejezet A miiveletek differencidlhatd fiiggvényekkel’ cimii, részletes

bizonyitasokkal, par példaval. Ezek utan az Vx, exponencialis, logaritmus és az
Osszetett fliggvény derivaltjanak részletes targyaldsa, és ’A kozépértéktételek’ cimii
fejezet talalhatd részletes magyarazatokkal, bizonyitasokkal, ami nincs a kozépiskolai

tananyagban. Erre a fejezetre tdmaszkodva levezeti a monoton fliggvények

viselkedésének és a derivaltjuknak a kapcsolatat. Mintapéldaként az f: [—g; g] -

R, f(x) = tg3x — 3 - tgx jelenik meg. Majd a konvex és konkav fiiggvények vizsgalata
kovetkezik a derivalt segitségével. Végiil a témakort a fliggvényvizsgalat zarja. Ebben a
fejezetben négy kidolgozott példat talalunk:

LfR->R f(x)=e™

2. fiR-> R, f(x) =x°%—3x*+ 4x? — 32

3.fiR-> R, f(x) = 2 sinx — sin2x

4. fR{-1;1} - R, f(x) =

x
x2-1

A konyvben sok allitds van, amelyet tobb, kiilonb6zé6 mddon bizonyitanak be,
tehat nagy hangsulyt fektetnek a bizonyitdsi moddszerek gyakorlasara. Rengeteg a
megoldott, részletesen kidolgozott feladat a konyvben, és a legtobbje nehezebb, mint a
konyv altal kitlizott egyeb feladat. Viszont hidnyzik a konyvbdl a szélsdérték feladatok
témakore, és a mindennapi életbl vett szoveges feladatok bevezetése. Igy

elengedhetetlen a tankdnyv mellett a feladatgy(ijtemények hasznélata.

Ila-Horvathné Nagy Ilona: Matematika V1., Analizis: Differencidl és Integralszamitas:

Ez a munkatankdnyv a mar tanult ismeretek begyakorlasat szolgalja. Célja a (régi)
érettségire ¢s felvételire valo felkészités volt. Az 1) kétszintli érettségi felkésziilésben is
sok segitséget nyujthat, ha a mechanikus szamoldsokat akarjuk begyakoroltatni, de

O6nmagéaban semmiképpen sem elegendd a kétszintli érettségire valo felkésziiléshez.
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A differencidlszamitas fejezete 42 oldalt dlel fel, a kdvetkezd felépitésben:

Az elsd alfejezete, a fliggvény folytonossaga, 3 oldalt foglal magaban 9 feladattal. A
feladatok felépitése ravezeti a diakot arra, hogy el tudja mondani, hogy mikor folytonos
egy fliggvény és mikor nem, és erre a tapasztalatokra épitve egy feladaton keresztiil
meghatarozza egy fliggvény folytonossagat, €s a limesz sz6 jelentését, illetve el0szor itt
hasznalja a hatarérték kifejezést.

A masodik alfejezete a fiiggvény hatarértékével foglalkozik 16 oldalon keresztiil. A
diakot gondolkodasra sarkalja, mert 1-2 feladatot kdvetden, végig kell gondolnia és meg
kell fogalmaznia egy fiiggvény adott pontbeli folytonossaganak feltételeit a hatarérték
segitségével. Harom fontos feltételt kell megadnia a didknak. A tovabbi feladatokban
megtanitja a didkoknak, hogy kell haszndlni a sav és a kornyezet kifejezést. A
hatarértékkel valdé miiveletekre is rdvezeti a konyv a tanulokat, végiil pontosan ki is
mondja a szabalyokat, ¢€s be is gyakoroltatja dket.

A fliggvény hatarértéke’ ciml fejezetet a fliggvény differencidlhatosaga koveti 12
oldalban. Els6 korben fliggvények viselkedését tanulmanyozza, majd két ponton atmend
szeldegyenesek egyenletét iratja fel a didksdggal egy megadott képlettel (y-yp = m(x-
X0)), végiil a meredekséget is leolvassak, amelybdl tobb szemléletes feladat utan végiil a
differencialhanyadosig jutnak. Ez utan tobb feladat kdvetkezik, amelyben meg kell adni,
hogy differencialhatdak-e az adott fliggvények vagy sem. A derivalt bevezetése utan,
felsorolja néhany fliggvény derivaltfliggvényét, és miiveleti szabalyokat, bizonyitéassal,
amelyekben a tanuldknak meg kell taldlniuk azt a pontot, ahol felhasznaljdk, hogy egy
adott helyen differencialhato fiiggvény folytonos is.

Negyedik alfejezet ’a fiiggvény és derivaltja’ cimet viseli. 5 oldalas ez a rész. A
fliggvény viselkedése és derivaltjainak (els6, masodik) kapcsolatara vilagit ra, dbrakkal,
tablazatokkal, és definiciokkal.

Utols6 alfejezete a differencidlszdmitasnak ’a differencidlszamitas alkalmazasa
feladatokban’ cimii témakor. 24 feladatbol all, de a gyakorlati €letbdl vett feladatokkal

nem taldlkozunk, csak néhany geometria példa jelenik meg.

Osszefoglaléan meg lehet allapitani, hogy a tankdnyveknek nem az ismeretek puszta
reprodukalédsa a cél, hanem arra is kell torekednie, hogy tovabbgondoltassa a didkokat,
¢és sajat megfigyeléseken alapuld ismeretszerzésre 0Osztondzze Oket. Ebbdl a

szempontbol a Hajdu-tankonyv magasabb szinvonali, mint a tobbi tankonyv. Tobb
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minta feladatot is taldlunk, amelyben a tanuloknak a feladat segitségével maguknak kell
rajonnilik egy-egy definiciora, Osszefiiggésre. A ravezetés utan, és a probléma felvetést
kovetden mindig talalhatd kiemelve egy altalanos definicio, szabaly kimondésa, ami
segiti a diaksagot az anyag elsajatitdsaban, vagy akar az 6sszefoglalasban.

A Hajnal-féle tankonyv kérdései és feladatai koziil tobb olyan van, ami egyszeriien csak
sz0 szerint visszakérdezi a tankdnyvi szovegben olvasottakat. A Hajdu-féle konyvben
viszont t6bb olyan feladat is talalhato, amelyek valéban gondolkodtaté jellegiick, vagy
0nallo tanuloi tevékenységet feltételeznek.

A gyakorlati ¢életbd]l vett példak a szélséérték feladatok és a differencidlszamitas
témakorben is hidnyoznak Hajnal Imre, Horvathné Nagy Ilona és a Pintér Lajos
konyvéb6l, mikdzben az emelt szintii érettségiben ez kdvetelményként jelenik meg. E
hidnyossag ellenére a konyvek jol hasznosithatéak a tanitasban, foként egy-egy Uj
anyagrész megismertetésére.

A Hajdu-féle konyv is kis kiegészitésre szorul, hiszen egyes bizonyitasokat
(0sszegfiiggvény derivaltja stb.) hidnyolok a konyvben, de ez kdnnyen pétolhatd az orai
magyarazattal. Feladatok szempontjabdl az el6bbi tankoényvekhez viszonyitva teljesebb,
hiszen széls6érték feladatokat, és alkalmazasi példakat is taldlunk benne, de ennél a

tankonyvnél is elengedhetetlen a feladatgyiijtemények hasznalata.
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V. Feladatgyiijtemény elemzés

2005-ben 1) érettségi keriilt bevezetésre. A specifikusan a kétszintli érettségire
felkésziilést megcélzo feladatgyiijtemények célja, hogy az olvasot megismertessék az 1j
tipust feladatok jellegével, valamint az 0j €s hagyomanyos téméakban a véarhatd
feladatok nehézségi szintjével. A differencidlszamitas témakore csak emelt szinten
jelenik meg, igy az arra (is) felkészitd feladatgylijteményeket tanulmanyoztam. Ezeknek
a koteteknek a célja, hogy bemutassa, hogy az emelt szintii érettségi nem egy
teljesithetetlen vizsga, fel lehet rd késziilni, és eredménnyel teljesithetd. A korabbi
érettségikhez képest a valtozasok két teriileten jelennek meg. A feladatok egy részének a
jellege mas, mint a koradbbiaké. Példaul eltérést jelent, hogy komoly szerepet kap a
szOvegértést €s a modellezést igényld szoveges feladatok. Tovabba 1) témak is kertiltek
bevezetésre az emelt szintli érettségiben, amelyek korabban nem szerepeltek. Ezek a
fejezetek a kovetkezoek: analizis elemei, grafok, valoszinliség szamitds. Az analizis
elemei kozott szerepel a hatdrérték, folytonossdg, differencidlszamitis ¢és az

integralszamitas.

Ger6es Laszlo, Orosz Gyula, Pardczay Jozsef, Szaszné Simon Judit: MATEMATIKA

Gyvakorlo és érettségire felkészitod feladatgyijtemény I1.

2006-ban a Nemzeti Tankonyvkiado 10j, harom kotetes feladatgylijtemény-csaladja — a
hozza tartozé harom megoldaskotettel egyiitt, amely CD mellékletként megtalalhato a
feladatgytijteményeknél — feldolgozza a teljes kdzépiskolai matematika tananyagot az 0j
kétszintli érettségi tekintetében, kozépszinten €s emelt szinten egyarant. Tobb ezer
feladatott tartalmazé feladatgylijteményekben minden feladat sorszama eldtt egy kddot
talalunk, amellyel a feladatok nehézségi fokat tudjuk megéllapitani, ami nagyban segiti
mint a tanuld, mint a tandr dolgat. (K1 = kozépszintli, konnyebb; K2 = kdzépszintd,
nehezebb; E1 = emelt szintli, konnyebb; E2 = emelt szintli, nehezebb; V = versenyre

ajanlott feladat; Gy = a gyakorlati vonatkozast, élet kozeli matematikapéldaknal 4ll)

A feladatgylijtemény-csalad II. kotetében az V. fejezetben, Az egyvaltozos valds
fliggvények analizisének elemei’ cimii fejezet a kovetkezo alfejezetekre oszlik: Sorozat
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hatéarértéke; Fiuggvény hatarértéke. Folytonossag; Differencialszamitas;
Integralszamitas. A differencidlszamitas témakore kozel 120 példaja tovabbi
témakorokre bomlik: derivalas, érintdk, szélsoértek, fiiggvényvizsgalat. Ezek a témak
tokéletesen lefedik az eddigi érettségikben eléforduld derivaldssal kapcsolatos példak
témakoreit. A differencidlszamitds témakorét a folytonossaggal €s a hatarértékkel
kapcsolatos feladatok megalapozzak, bar élet kozeli feladatokat nem talalunk. A
differencialszamitas témakorében viszont a szélsdérték keresése kapcsan felmeriild
példak kozott rengeteg a gyakorlati €letbdl vett feladat. A tipikus példakat is megtalaljuk
-pl: Mekkora az a leghosszabb létra, amelyet at lehet vinni az egyik folyosérol a
masikra, ha adottak a folyosok szélessége -, azok a megszokott példak sem kertiltek ki a
gyljteménybdl, amik kissé erdltettek is, mint példaul az adott térfogati négyzetes
oszlop alaki csomagot kotiink at egy spargaval. A kérdés az, hogy hogyan valasszuk
meg a csomag méreteit, hogy az 4tkotd sparga hossza a lehetd legrévidebb legyen? A
mindennapi életben ez elég érdekes szitudcidban meriilhet csak fel, hiszen éltalaban
eldszor az ajandékot vessziik meg, aminek adottak a méretei, és csak utdna akarjuk
becsomagolni. Nem forditva. De a régi tipuspéldakon til rengeteg feladatot taldlunk,
melyek nem csak a matematika témakorébol, és a hétkdznapi életbdl meritenek Gtletet,
hanem a fizika, illetve a kémia vilagabdl is. Ezeknél a példaknal altalaban taldlunk egy
kis utmutatdt, hogy azok a didkok se maradjanak ki, akik a fizikdban nem oly

otthonosan mozognak.

Bard Agnes — Frigyesi Miklos — Lukacs Judit — Major Eva — Székely Péter — Vancsd

Odon: Késziiljiink az érettségire matematikabdl emelt szinten feladatgyiijtemény

A feladatgytijtemény célja kimondottan az emelt szinti érettségire vald felkészités. Az
irasbeli emelt szintli matematika érettségi két részbdl all. Az elsd négy feladat altalaban
a vizsgakovetelmények 0t témakdrébdl keriilnek ki. Az ilyen tipusu feladatok taldlhatok
a konyv els6 ot fejezetében (Halmazok, logika, kombinatorika, grafok; Algebra,
szdmelmélet; Fiiggvények, analizis; Geometria, koordinata-geometria, trigonometria;
Statisztika €és valoszinlis€g szadmitas) talalhatok. Az emelt szintli matematika irdsbeli
érettségi masodik felében 6t Gsszetett, tobb témakort érintd feladat talalhato. Az ilyen
tipusu feladatokat a 6. fejezet tartalmazza a konyvben. A feladatgylijtemény hetedik

fejezettben pedig olyan  feladatok  keriiltek, amelyek tOlmutatnak a
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vizsgakdvetelményeken, de a versenyre késziil didkok szamara tokéletes.

Ehhez a feladatgylijteményhez megoldd kotet is tartozik, ami tobbnyire a feladatok
részletes megoldasat tartalmazza, illetve néhany feladatnal didaktikai megjegyzéseket is
talalunk.

A differencidlszamitds témakorébe tartoz6 feladatok kozott megtaldljuk a derivalasi
példékat, az érintdk meghatirozasat, majd pedig szoveges feladatok formajaban a
szélsoértek keresést (24db), végiil pedig fliggvényvizsgalatokat. A szoveges feladatok
sokszinli repertoarjabol tetszés szerint valogathatunk. Azonban folytonossaggal,
hatarértékkel kapcsolatos példdkat nem tartalmaz a gylijtemény. Ami nem feltétleniil
hibaja, hiszen az érettségin feladatok formajaban ezen témakorok nem jelentek még

meg.

Hortobdgyi Istvdn — Marosvari Péter — Palmay Lérant — Posfai Péter — Siposs Andrés —

Vancs6 Odon: Egységes érettségi feladateyiijtemény Matematika L.

Ebben a példatarban tobbnyire kozépszintli érettségire felkészitd feladatokat vannak
sz¢les valasztékban. Emelt szintli példak csak elvétve talalhatok, de ezeket jelolik. A
differencidlszamitas témakore csak néhany szélsOérték keresd feladatban, illetve

fliggvényvizsgalattal kapcsolatos feladatban jelenik meg.
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VI. Német tankényv bemutatasa

Egyetemi tanulményaimat matematika német szakon végzem, igy lehetdségem nyilt
matematikdt németiil tanitani, amihez sziikséges volt a németnyelvli matematika
tankonyvek tanulmanyozasa illetve a német rendszerrel valé megismerkedés. Az orakra
valo felkésziilés soran sok eltérést tapasztaltam a magyar €s a német matematika tanitas
modszerei kozott. Természetesen rengeteg dolog van, amit 6k szeretnének hasznositani
a magyar oktatdsbol, de én elsésorban azokra a dolgokra fogok kitérni, amiket
hasznositani lehet Magyarorszagon a német differenciadlszamitas tanitasabol. Ilyen
elsdsorban a gyakorlati szemlélet, az élet kozeliség és a tobbi tudomanyteriilettel vald
kapcsolat a matematikaoktatasban.
Tankdnyvelemzéshez az Elemente der Mathematik tankdnyvsorozatot valasztottam,
amelyet Berlinben ¢és Brandenburgban hasznalnak. Németorszagban mar a 10.
osztalyban megjelenik a differencidlszamitas, mig a magyar rendszerben csak 11.
osztalyban.
Heinz Griesel, Helmut Postel, Friedrich Suhr: Elemente der Mathematik, 10.
Schuljahr, Schiilerband cimi konyv 2010-ben jelent meg a Schroedel kiado6tol.
Ezt a tankOnyvet a gimnaziumokban a 10. osztalydban hasznaljak alapképzésen
(Grundkurs), bar egy-két fejezet meg van jelolve, amelyek emelt szintli tananyag
(Leistungskurs). Németorszagban tartomanyonként valtozd, hogy 10. osztalyban vagy
11. osztalyban kertil el6 a differencidlszamitas. Hainz Griesel konyvében a harmadik
fejezetben jelenik meg a differencidlszamitds, a negyedik fejezetben pedig a
fliggvényvizsgalat és alkalmazasi modszerek. A legtobb helyen viszont 11. osztalyban
jelenik csak meg a teljes fliiggvényvizsgalat és a differencidlszamitas egyéb alkalmazasi
teriiletei. Ez a tankonyvsorozat 11. osztalyban ,,csupan® Osszefoglalja — bar az elég
részletesen — az eddig tanultakat a differencidlszdmitds témakorébdl, és az
integralszamitas témakorével folytatja.

A bevezetd feladatban a 2010-es Tour de France 17. szakaszat talaljuk egy
diagram ( 1. &dbra) formdjaban, illetve a versenyzok sebességét 1903-t61 2010ig. A
feladat tobb kérdést tartalmaz a diagramokkal kapcsolatban (pl.: hol ér el a versenyz6 a

legmeredekebb részhez, hol érhetik el a versenyzdk a legmagasabb sebességet)
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1. dbra

A feladat soran feleleveniti a tanuld, hogy mit ért meredekség alatt, hogy tudja mindezt

kiszamolni és hogy jelenik meg a mindennapokban. A feladat utdn, még a fejezet

kezddlapjan megtalalhatjuk a fejezet céljat is: mit értiink egy gérbe vonal meredeksége

alatt, és hogyan tudjuk azt meghatarozni. Ezen ismeret birtokdban tudjuk meghatarozni

a fliggvények viselkedését.

Ezt a valtozasok leiradsa cimi rész koveti, amelyben harom kiillonbdzo gyakorlati életbdl

vett feladattal taldlkoznak a didkok, ahol a valtozasokat kell megfigyelnilik leiras,

grafikon vagy tablazat segitségével. Ezek a feladatok felkeltik a didkok érdeklddését a

téma irant. A fiak korében sikeres példa lehet a kovetkezo:

m § Gefabeene Sarccke

2. sbra

} Gl e Strec ke

m 4 Gefatarene Streche

A feladat rovid felvezetése utan, a didkoknak a 2. abra (t-id6 fliggvény) alapjan kell

megvalaszolniuk, hogy melyik auté nyerne egy versenyen, ahol az ut egy méter hosszu,

szavakkal el kell tudni mondaniuk az autd sebességét az id6 fiiggvényében, illetve hogy

melyik auto éri el a legnagyobb sebességét.
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Az eddigi feladatokban nagy szerepe van a tandrnak, hiszen eddig megoldasokat nem
mellékel a konyv, hanem tanéri irdnyitassal zajlik a feladatok feldolgozasa. A tanulonak
minden lépésnél lehetdséget kell biztositani, hogy onalléan gondolja végig a feladatot.
fgy érhetjiik el, hogy a matematikat nem megmutatjuk a diaknak, hanem 6 maga fedezi

fel.

Az elsO alfejezet cime a differenciahanyados, szeld meredeksége. Differenzenquotient
(differenciahanyados) helyett az Anderungsrate im Intervall (adott intervallumon vald
atlagos valtozasa) kifejezést hasznalja a konyv, amellyel a differenciahanyados fogalma
érthetobbé valik a tanulok szamara. Tehat a hatarérték kikeriilését ugy teszi lehetove,
hogy egyszerlien egy folytonos gorbe adott intervallumon vald 4tlagos valtozasat
mutatja be a konyv. A bevezetd feladat egy napraforgd kiilonb6z6é napokon mért
magassagat adja meg tablazatos formaban. A feladat arra kérdez ra, hogy melyik
id6szakban volt a legmagasabb a napraforgd méretének novekedése. Igy diakok
kozelebb jutnak egy fiiggvény (a virdg novekedését leird fliggvény) meredekségének
vizsgalatahoz. (Ha  4brdzoljuk a napraforgd ndvekedésének fiiggvényét
koordinatarendszerben, akkor érdemes kitérni a Ax, Af(x) jelentésére is). Ez(cke)t a
fogalma(ka)t tovabbmélyiti a kdvetkezo példa, amihez mar a kdnyv megoldast is csatol.
Ez a példa egy folyd vizallas novekedésérdl szol. Koordinatarendszerben abrazoljak a
vizallas novekedést, amelyet tablazattal is kiegészit a feladat, és megadja, hogy melyik
oraban novekedett a leggyorsabban a folyo vizszintje. A kovetkez6 kidolgozott példa
ugyanezt a gondolatmenetet mélyiti el, amely a hdmérséklet novekedésérol szol.
Ezekkel a minta példdkkal a didkok mar kapnak egy Osszefiiggd képet a fejezet
matematikdjarol, alkalmazési lehetdségeirdl. A bevezetd feladatokat egy harom pontbol
allo Osszefoglald rész koveti, amelyben az eddig felhasznalt 1épéseket, matematikai
szabalyokat, logikai 1épéseket altalanosan megfogalmazva taléljuk. Els6 pontban a zart
intervallum definicidja, masodik pontban a differenciahanyados fogalma, majd a
harmadik pont alatt az taldlhato, hogy a differenciahanyadosa egy lineéris fiiggvénynek
éppen az egyenes meredeksége. Mindegyik pontban az éltalanos felvezetés és definiciod
alatt egy konkrét példat is talalhatunk, ami segiti a didkoknak a szabaly megértését és
elsajatitasat.

A differenciahanyados fogalmat a kdvetkezdképpen definiélja:
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Definition: Amderungsrat
Gegeben ist eine Funktion 1, die in cinem In y
tervall [a: b) definiert ist

x - 8 f(b) - f(a) ’
Differonzer Der Quotient ————= heibt mittlere (oder
a

i
durchschnittliche) Anderungsrate von f im
Intervall [a: b

Geometrisch gedeutet is1 dieser Quotient die

Steigung m der Geraden (Sckante) durch
die Punkte P(a|f(a)) und Q(b|f(b)) auf dem

(a) i .
Graphen von [, also m = (®)-1¢

b-a

Azaz:
. , . i . f)-f@, .
Adott az f fliggvény, ami az [a; b] intervallumon értelmezve van. Az — hanyadost

a gorbe [a; b] zart intervallumon valo6 atlagos valtozasanak nevezziik. Geometriailag az

egyenes (szeld) meredekségét mutatja meg ez a hanyados a P és a Q pontok (amik az f

fb)-f(a)

fliggvényen vannak rajta) segitségével, hogy m = -
Ezt a részt egy feladatsor zarja, amelyben csak valdsag kozeli feladatokat taldlunk.
Példaul az egyik feladatban az idé-sebesség fiiggvényt kell felrajzolniuk a didkoknak
egy motorverseny adatai alapjan és a meghatarozni a differenciahdnyadost a megadott
intervallumokban. A feladat végiil azzal zarul, hogy a didkoknak meg kell hatarozniuk,
hogy mit adnak meg ezek a differenciahanyadosok.

A konyv didkkozpontisaga mar ebbdl a részbdl nyilvanvaléva valik, hiszen
aprolékosan, a valdsagbol vett példak alapjan vezeti r4d a tanuldkat a
differenciahanyados fogalmara. Az érdeklddéstiket felkeltd feladatok szerepelnek,
szines abrakkal tarkitva, rengeteg magyarazattal. A fontos matematikai Osszefiiggések
szinessel kiemelve és a mélyebb megértést segitd apré példakkal vannak tarkitva. Mind

felépitésében, mind pedig feladattipusaiban nagyon megnyero a fejezet.
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A masodik alfejezet cime a differenciahanyados,

érinté meredeksége — derivalt BT R il
Az elsO bevezetd példaban a diakok feladata csupéan ;: § ; ; : : 3 :‘
annyi, hogy meg kell hatarozniuk, hogy mely pontokban il /VA/\,_\

pozitiv és hol negativ a meredeksége a fiiggvénynek (3. i

abra), illetve hogy hol nulla. e Fim ok Sin o)

Ezt egy bevezetd koveti, amelyben az dbranak (4. dbra) a megjelolt 3. spra
A, B, C pontjdban eldszor meghatarozzak, hogy pozitiv,
negativ vagy nulla a meredeksége, majd pedig mivel a

meredekség fogalmat eddig a tanuldk csak egyenesekhez

kotve tanultdk, ezért az A, B, C pontokhoz berajzoltatja az go
érint6ket. ;
4. 4bra

Ezt koveti a fliggvény egy pontjaban vett derivaltjanak a definicigja:

(1) Steigung cines Graphen in cinem Punkt, Ableitung ciner Funktion an einer Stelle

Die Uberlegungen aus der Einfishrung legen folgende Definition nahe

Definition

P ist ein Punkt auf dem Graphen einer Funk- : N
tion mit P (x|l (x,)). Llangente_
Als Stelgung des Graphen der Funktion o
im Punkt P bezeichnet man die Steigung der P

Tangente an den Graphen in diesem Punkt P, /! X o
Dabei ist die Tangente die Gerade, der sich fin, : T A s
der Graph in der Nahe von P moglichst gut A7 \ SRt
unschmiegt, o Cormingadeinc)

Die¢ Swwigung der Tangente an den Graphen [ S ——— =
ciner Funktion an der Stelle x, heilit Ablel- / &

tung der Funktion f an der Stelle x, / E ):E,-;{,l.{_

Diese Ableitung von f an der Stelle x, wird mit

f'(x,) bezeichney, gelesen: [ Strich von x,

»
-

-

Azaz: Legyen az f fiiggvényen a P(xo|f{(xo)) pont. A fiiggvény meredekségét a P pontban
a fliggvény P pontban vett érintd meredekségével hatirozzuk meg. Az érintd az az
egyenes, amely a fliggvény P pontjdhoz a legjobban simul. Az érintd meredekségét a
fliggvény xj helyen vett derivaltjanak nevezziik. Az f fliggvény x, helyen vett derivaltjat
f(x0)-1al jeloljiik.
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Minden definiciot egy apr6 példa kovet, itt a kdvetkezdt rovidke

feladatot lathatjuk: 5. dbra " 4
Az ffiiggvénynek a 3 helyen 2 a meredeksége. Ly /ﬂ 2
Azaz f-nek a 3 helyen kett a meredeksége, amit ugy jelolink,
=
hogy f'(3) =1 1 /23 ax
5. abra

Ezt egy kidolgozott feladat kdveti, hogy a  x@diliifem

definici6 egy alkalmazasi teriiletére is '** 8/ X

1000 e
ramutasson a konyv. A mellékelt 6. dbra | A \ B ning
aad /4 Agangy:
alapjan kell kivalasztani, hogy az A, B, C, i EEST U o~
o 20 L) 40 N« M km

vagy a D pontban lehet elhelyezve a 2 jelzdtabla (7. dbra) 6. 4bra

7. 4bra az uttest mellett. Ezt még tovabbi kidolgozott feladatok kovetik,

természetesen itt is megtalalhaté az ut-id6 fiiggvénye, amibdl sebességet
illetve gyorsulast kell szamolni. A fejezetet ujbol egy egyéni megoldasra varo feladatsor

zarja le.

A kovetkezd fejezetek is ugyanugy épiilnek fel, mint az elsé kettd. El6szoér minta
példakkal vezeti be a konyv a fejezet mondanivaldjat, majd altalanosan megfogalmazza
a latottakat, €s definiciokat fogalmaz meg apro6 példakkal ellatva. Majd minden alfejezet
egy-egy megoldandé feladatsorral zarul. A kovetkezdekben egy-egy mintapéldaval

szemléltetem az egyes alfejezeteket.

A kovetkezdekben a derivaltfiiggvény grafikonja keriil kidolgozasra. A témakor egy
problémafelvetéssel kezdddik. Egy grafikon (8. 4bra) taldlhatd, amely egy autdverseny

kozben az akkumlator altal elraktarozott energiat mutatja id6 fliggvényében.

4

60+

S0

+ + + + + + +
0 6 2 LU
8. sbra

A tanuloknak ez a grafikon alapjan kell kovetkeztetéseket levonni, hogy az atlagos

valtozas milyen mértékli, milyen adatokat lehet figyelmen kiviil hagyni, mely adatok
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fontosak. A kidolgozott bevezet§ feladatban egy
grafikonon a hdémérsékletalakulds lathato. A
feladatban a didkoknak tobb pontban kell T

meghatarozni (lokale Anderungsrate) a pontbeli

érint0k meredekségét (derivaltat). Majd a kapott : o
adatokat egy  koordidnatarendszerben  kell ST 11 A /;\ :
AT N

abrazolni, 6sszekotni, végil az eredeti gorbét és a
kapott  gorbét  Osszehasonlitani ¢s az 9. 4bra
Osszefliggéseket leolvasni. (9. abra) A feladat kidolgozasa kozben részletesen leirja a
fliggvénygorbe ¢€s a derivalt fliggvény kapcsolatat.

megadja, hogy a valtoz6d egyes értékeihez mely derivalt tartozik, az f(x) fliggvény
derivaltfiiggvényének vagy roviden derivaltjanak nevezziik.

Majd a konyvben a nyilt intervallum, egy fliggvény maximum, minimum, inflexids pont
definici6i taldlhatok. Ezek wutdn kovetkezik egy feladatsor, hogy a tanult
Osszefliggéseket még jobban elmélyitsék a didkok. A feladatok nagyon sok oldalrol

megkozelitik ezt az anyagot.

(1 3) i '\
3 : 4 \
: \ : L A\
Az egyik feladatban példaul i}/ e wi : \
ossze kell parositani a derivalt & [ 1 & § & & o , | N
fliggvényt az eredeti fliggveny @ 3 " i v b
képével (10. abra) YER : //\\ \ :
] ' 1  § 5 4 ; / \\ k_‘ 11

10. 4bra
Egy masik feladatban pedig a szamitdégéppel kell kirajzoltatni fiiggvényeket és azok

derivéltjait, majd pedig megfigyelni rajtuk az Osszefiiggéseket. Majd a derivalt
figgvények segitségével a didkoknak kell felrajzolniuk az eredeti fliggvényeket (12.
abra, 11. abra).
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a)y €y ey

b) ¥y d) y N »

11. abra \ g
I : Y AR
12. sbra

Talalunk alkalmazasi feladatokat is ebben a feladatsorban: Példaul egy autoutat ir le egy

gorbe. Ki kell szamolni az atlagsebességét, és ezt meg is kell jeleniteni az abran, majd
néhany pillanatnyi sebességet kell kiszdmolni, és egy koordinatarendszerben abrazolni.
Végiil kovetkeztetéseket kell levonni a didkoknak a két gorbe kozott. Ehhez hasonlo
példabol még taldlhatd 4-5 darab a felsorolasban.

Ezek utén az x” fiiggvény egy adott P(0,5; 0,25) pontjaba huzott érintéjének a vizsgalata
kovetkezik. E16szor szel6k meredekségét allapitja meg a kdnyv, tigy hogy folyamatosan

egyre kozelebb halad a P ponthoz a szel6 masik metszéspontja a parabolaval. majd Q(x,
2
x?) formaban is felirja a szel meredekségét, azaz a % hanyadost. (13. dbra) Viszont

y 4 ;o ahogy folyamatosan kozeliti a P pontot a Q pont, és
L a szelobol végiil érintd valna, egyszer csak nem
N / ] tudjak kiszamolni a hanyados értékét, hiszen

nullaval kellene osztani, ami nem lehetséges. Igy

13. 4bra kertil szoba a hatarérték és a differencialhanyados

definicioja. (14. abra)

Berechnen der Ableltung

Die Ableitung, also die Sweigung der Tangente an den Graphen einer Funktion f im Punkt

Pixy|f(xg)) erhiilt man folgendermatien

(1) Man wishlt einen von P verschiedenen y
Punkt Q(x|f(x)) auf dem Graphen von f,

(2) Man bestimmt dic Steigung der Sekante )
durch P und Q: 4

T(x) - tixg) /
ms=
L ! \ r |

Diesen Term bezeichnet man als Differen- -
zenquotient. T

(3) Man Lisst den Punkt Q auf dem Graphen P
zum Punkt P wandem; dabei nihert sich ‘,"_;M—,-."/
x der Stelle 5, an. Die Steigung der Tan- -

genten ist dann der Grenowerr der Steigun

gen der Sekanten durch Q und P

fix) -~ Fix

fixg) = lim )
Aew A A%

14. abra

A definiciot koveté példaban az x* fiiggvény P(xo, x%) vett érintd meredekségét
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hatdrozzak meg hatarérték segitségével, azaz az x” fliggvény derivaltjat a P helyen. A
levezetés utan pedig kovetkezik a tétel: x* fliggvénynek az xo helyen 2x, a derivéltja,
azaz f(xo)=2xo.

Ez utin pedig a ,h-s felirdsa” kovetkezik az érintének, amellyel szintén eljut az x*
figgvény derivalt fliggvényéig.

A kovetkezd fejezetekben ujabb fiiggvények derivaltjaival ismerkedhetiink meg:
x3; %; Vx; a ,h-s feliras” segitségével pedig levezetve is megtalaljuk &ket. Feladat
formajaban pedig feladja a didkoknak az x*; xiz fliggvény derivaltjainak a bizonyitasat.
A tovabbi feladatokban egyes helyeken kell kiszamolni a megadott fiiggvények
derivaltjait.

Majd egy 0sszefoglalo tablazat kovetkezik (15. abra):
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Zusammenstellung wichtiger Grundifunktionen und ihrer Ableltungen

Funktion: fix) =mx+b Funktion: fix) =x* Funktion: fix) =x"
Abloltung: *(x) = m Ableltung: 1"(x) = 2x Ablcitung: 1'(x) = 3x*
Graphen: Graphen: Graphen:
B iel; y \ Ya v
clapie 4 . R 5" { \ 31 3 .
2 / 2 3 2+ =
M 1 - 9 A
/ e . " >

-3 4 -3+ f1=31
y Y Y4
3 3 ~ 54 =
2 i [ 1 [
& -
1 =05 /S =
3 -3 -} P 23 x| 342} 1 2 3 3| 32} B TR 7
- 4 I 1
24 2+ .2
34 3+ -3
Funktion: fix) =x* Funktion: fix) = L (x#0) Funktion: fix) = 'x (xz0)
Ablcitung: I'(x) = 4x Ableitung: F(x) ==L (x#0)  Ableitung: F'(x) = 7o (x> 0)
Graphen: Graphen: Graphen:
| ¥ f y
31 ' 3
) 2
1

15. sbra

Ilyen Osszefoglalo tablazattal még nem talalkoztam magyar tankdnyvekben, de nagyon
hasznosnak taldlom, mert a fliggvény és a derivalt fiiggvényének a kapcsolatat nagyon
jol lehet ezen gorbék segitségével bemutatni a didkoknak.
Kovetkez6 alfejezet a szinusz és a o

koszinusz fiiggvények TN : /‘\
derivaltjaval foglalkozik. Az elsd et A BER S A BEE IR S

e

kidolgozott feladatban a sin

B

fliggvény derivaltfiiggvényét kell ;
felrajzolni az eddig tanultak //_,\1\-/,/: \&\"_/./x\\

-2

Vermurung: Die Sinusfunktion mit f(x) = sin{x) hat dic Ableitung f(x) = cos(x)

52 16. sbra



alapjan. Az abra (16. 4bra) segitségével mar a sejtést is megfogalmazza a feladatban,
hogy a szinusz fiiggvény derivaltja a koszinusz fliggvény. Ugyanezt az utat végig jarja a
koszinusz fiiggvénnyel, majd tétel formajaban kimondja a derivalasi szabalyaikat.
A hetedik alfejezet a derivalhatosag fogalmaval ismerteti meg a didkokat.
Bevezetd példaként az f(x) = |x% — 4| fliggvénynek az x = 1 helyen vizsgélja a
derivaltjat, érintd segitségével, viszont ellentmondasra jut a példa, igy megallapitja,
hogy a fliggvényhez az x = 1 helyen nem lehet érint6t huzni. Majd pedig részletesen
magyarazza, hogy mikor van egy fliggvénynek ,.csucsa”
illetve mikor van benne ,ugrds” (mikor nem folytonos a
. fiiggvény)(17. abra), de bizonyitds nem taldlhaté hozza, se
pontos definicio.
A kovetkezdekben a hatvanyfiiggvény derivaltja jelenik meg
17. abra levezetés nélkiil, majd a fiiggvény konstans szorosanak
derivaltja, 6sszegfliggvény derivaltja bizonyitasokkal.
Egy teljesen 1) fejezet foglalkozik a fliggvényvizsgalattal. A fejezet elsd hlisz oldala a
figgvény tulajdonsagok ismétlésérdl szol. Miutan az ismétlés befejezddott elkezdddik a
fiiggvény viselkedésének a vizsgalata az elsd derivalt segitségével. Ezt az alfejezetet
azzal  kezdi, hogy  feleleveniti a
3 fiiggvénygorbe és a derivalt fliggvény kozti
/ kapcsolatot. (18. abra)
Ezek utan tobb példat i1s hoz a konyv
fiiggvénygorbe  és  derivaltjara  dbra

kiséretével.

18. dbra
A példék utan a monotonitas és a derivalas kapcsolatardl szolo tételt olvashatjuk (19.

abra):

- Ha egy intervallum minden x pontjaban az f’(x)>0, akkor az f fiiggvény az
intervallumban szigorian monoton névekedd.

- Ha egy intervallum minden x pontjdban az f’(x)<0, akkor az f fliggvény az

intervallumban szigoruan monotoncsdkkend.
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Sate: Menofoniesatz
Gegeben 15t eime Funktion §in emem Intervall |

(1) Wenn () = 0 fir alle x aus einem Inter- (23 Wenn [((x) < 0 fiir alle s aus @inem Inter-
vall I, dann 151 dee Funkiion § im Intervall vall I, danmn =i de Funkoon T am Intervall
I streng monaton wachsend. I sireng meonobon Fallend.
o , -"H-.‘_fff

-1+

(=% 4
tad
L

19. sbra

A tétel utan a szélséértékek és a derivalt kapcsolatanak a vizsgalata talalhato. Mivel mar

korabban sz6 volt a fiiggvény szélséérték helyeirdl, ezért egy minta példa utan egybdl

kovetkezik a tétel (20. abra): A szélséértékhelyek kritériuma:

Ha egy fliggvény az x( helyen differencialhato, akkor a kovetkezd érvényes ra: Ha a

fiiggvénynek szélséértékhelye van az x, pontban, akkor f”(xo)=0.

A tétel utan egybdl kovetkezik egy kis megjegyzés, hogy a tétel megforditasa nem igaz,

hiszen inflexids pontnal is a fliggvény elsé derivaltja nulla.

Satz: Kriteriion fiir Extremstellen

Fur eine Funktion £, die an der Stelle x, differenzierbar ist, gilt
Wenn der Graph der Funktion fan der Stelle x, einen Extrempunkt besitzt, dann ist £7(x,) = (.

Die Stelle (0 des Graphen der Funktion £ in Aufgabe 3 zeigt, dass aber mche jeder Pankt mit einer
waagerechten Tangente ein Extrempunks sein muss. Es kann such ein Sartelpunkt vorliegen.

Y e - Y . 4 J ’ e

| X X | 1 X | X x | A x
y 20. bra
K
3
_ \\'- Eztaz f(x) = %x“ — §x3 fliggvény és a derivaltfiiggvényének a
+ "_',:: képének a vizsgalata kovetkezik.(21. abra), amelyet a kovetkezo
- tétel kovet (
,
34
2t :
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22. abra): eldjelvaltas kritériuma a sz€élséértékeknél:
A kovetkezo teljesiil egy intervallumon egy f fliggvényre és [~

derivalt fliggvényére:

Ha egy f~ derivalt fiiggvénynek az x, helyen eldjelvaltassal zérushelye van, akkor ott az

21. abra ffiggvény gorbének szélsdértékhelye van.
Satz: Vorzeichenwechsel-Kriterium flir Extiremstellen
Fir ¢ine Funktion [ mit der Ableitung {7 in y 4 - V
einem Intervall gilt ‘ T "
Wenn dic Ableitung f° an der Stclle x, cine ! ‘ -
Nullstelle mit Vorzewchenwechsel hat, dann 4 - | N .
\ A
hut der Graph der Funktion [ an der Seelle x, e 7 e ¥ §/ Vo /
einen Extrempunkt ‘ \\ ‘ i /
22. 4bra ; K

Az elméleti 6sszefoglalot egy feladatsor koveti, sok kiilonbozo tipusu feladattal.
A kovetkez6 alfejezet cime a szélséérték keresés algebrai modszerrel. A fejezet egy
problémafelvetéssel kezdddik: a konzervdoboz mért pont Ggy néz ki ahogy. Ezt a
kérdést tanuloknak szoban kell megvitatniuk. Majd 2 kidolgozott példa kovetkezik:
- Hogyan vagjunk ki egy 20 cm hosszt oldali négyzet alaku papir sarkaibol 4 kis
négyzetet, ha azt akarjuk, hogy a megmaradt papirbol az oldalak felhajtasaval
kapott doboz térfogata maximalis legyen?

- Egy értékes iivegasztallapbol (64cm x 144cm) letort a széle. (23.

abra) A torésvonalat az y = —1—16x2 + 64 fliggvény irja le. Az eltort

asztal megmaradt részébdl mekkora az a legnagyobb téglalap alak

rész, amibdl még elkészithetd egy asztal?

23. abra

A két mintapélda utan altaldnosan pontokba szedve irja le, hogy hogyan kell az tipust
(szélsdertékvizsgalatokat) feladatokat megoldani. Ez nagy segitség lehet a didkoknak,
egy vezérfonal, amelyet barmikor felhasznalhatnak.

Az alfejezet végén pedig, mint minden esetben egy feladatsor talalhato.

A kovetkezdekben visszatér a fliggvények altalanos vizsgalatdhoz, mint példaul a

zérushely megkereséséhez, polinomok szorzattd alakitasahoz, polinom osztashoz, majd
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a konvexitast, konkavitast vizsgalja bizonyos fliggvényéken, ahol Gjbol megjelenik a

differencialszamitas.

¥ /'
o]
1A 10 O a2] 02 10 1
Mintapéldaban a konvexitast és az inflexidospont vizsgéalatat &

hajtja végre a konyv az x*-x" fiiggvényt vizsgalva, ahol az

elsé és a masodik derivalt gorbéjét is felrajzolja.(24. abra)

A példa utan a tételt is megfogalmazza a konyv (25. abra): 0 e ] o 1
Egy I intervallumban legyen értelmezve az f fiiggvény
masodik derivéltja. Ha minden x-re teljesiil, hogy 1 ’'(x)>0, P4 I

akkor az f fiiggvény balra kanyarodik (konvex). Ha minden e I }

14 10 06 2 A}u 1014

x-re teljesiil, hogy f’’(x)<0, akkor az f fiiggvény jobbra

b 14
kanyarodik (konkav).
24. abra
Satz
Die Funktion f soll in einem Intervall | eine zweite Ableitung y
besitzen
#
(1) Gilt fir alle x aus dem Intervall £'(x) >0, so hat der AN
Graph von [ in diesem Intervall eine Linkskurve >
(2) Gilt fir alle x aus dem Intervall £'(x) <0, so hat der "
Graph von [in diesem Intervall eine Rechtskurve
\,/ x
y
//-’///
g -
~ | %
/""’/
25. sbra

A tétel utan a konyv a sziikséges és elégséges feltételét 1s megfogalmazza az inflexids
pont létezésének:

- sziikséges feltétel:

Legyen egy f fliggvény minden x, helyen differencidlhaté. Ha az f fliggvénynek az xo
helyen inflexios pontja van, akkor a masodik derivalt az xy helyen nulla.

- elégséges feltétel:

Legyen értelmezve egy intervallumon az f” és f7’. Ha a 2. derivaltnak az xy helyen
elgjelvaltassal zérushelye van, akkor a fiiggvénynek az x, helyen inflexids pontja van.

A kovetkezd alfejezetben ismét eldkeriil a masodik derivalt, amelyben a
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sz¢lsoértékhelyekkel valod kapcsolatat mutatja be a konyv. A bevezetd feladatban az
flx) =x°— §x3 fliggvényelemzést végzi el. Majd kimondja tétel formaban a masodik

derivalt és a szels6értékek kapcsolatat (26. abra).

Egy f fiiggvény, elsé és masodik derivaltja legyen értelmezve egy adott intervallumon.
Ha f7(x0)=0 és f~(x0)#0, akkor az f fliggvénynek szélséértéke van. Ha f~’(x()<0, akkor
az f fliggvénynek maximuma van az xo helyen. Ha f”’(x¢)>0, akkor az f fliggvénynek

minimuma van az xo helyen.

2. "-Kriterium fir Extremstellen

Begriinde folgenden Satz

Satz

Fiir etne Funktion f mit den Ableitungen

und f* in cinem Intervall gilt:

Wenn £7(x,) = 0 und zugleich 7 (x) = 0

gile, dann ist x, Extremstelle von .

Inshesondere hat dann der Graph von f

® im Fall I"(x,) < 0 einen Hochpunkt bei
Xoo

® im Fall /(x,.) >0 einen Tiefpunkt bei
8

26. sbra

Sok kiilonbozo feladat szinesiti a feladatsort, példaul a kovetkezo:
Pérositsa Ossze a fiiggvények grafikonjat a masodik derivalt fiiggvényiik grafikonjaval:
27. abra
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A fejezet lezarasaul egy feladatsor szolgal, ami a GTR szamoldgéppel rajzoltat ki

fliggvényeket, és a didkoknak elemezniiik kell a kapott fliggvényeket.

Osszefoglalas

A konyv harmadik, differencialszamitassal foglalkozo6 fejezetének terjedelme 50 oldal, a
fliggvényvizsgalat cimii negyedik fejezet pedig 70 oldalt foglal magaban.

A harmadik  fejezet nagyon szépen  kidolgozott, logikus  felépitésti.
Gyakorlatkdozpontusdga megfigyelheté a feladatokon, a rengeteg szines abran ¢és az
Osszefliggések részletes magyarazatan. A fejezetek minden esetben egy-egy
problémafelvetéssel kezdddnek, majd kidolgozott mintafeladatokkal folytatodnak. A
tételek, definiciok szines keretben taldlhatok, apré kis mintapéldakkal ellatva, ami segiti
a megértésiiket. A bizonyitds sok helyen kimarad, és csak szemléletre hivatkozik a
konyv, vagy tobb példabol ez ,lathatd”, igy a definicié a kovetkezoképpen hangzik. De
a kdnyv pozitivumai kéz¢é sorolhatd, hogy rengeteg szines dbra van benne, ami segiti az
Osszefliggések megértését. Példaul szinte mar zavardan sok helyen, minden fejezetben
megjelenik Ujra, meg Gjra a fliggvény és a derivalt fliggvény képének a felrajzolasa, és a
kapcsolatuk leirdsa. Ez persze segit a tudds elmélyitésében. Minden fejezet egy
feladatsorral zarul, amelyek sok kiilonbozé feladatot tartalmaznak, és a didkokat
elgondolkodasra, tovabbgondolasra késztetik.

A negyedik, fiiggvényvizsgalat cimii fejezetben csak helyenként jelenik meg a derivalas.
Az els6 része a fejezetnek Osszefoglalja az eddig tanult definiciokat, a
fliggvényvizsgalat modszereit. Hiszen egyszeriibb filiggvényeknek korabban is
foglalkoztak az értelmezési tartomany, értékkészlet, monotonitds, szélsdértékhelyek
tulajdonsdgaival. Majd csak ezutan kovetkezik a monotonitas, szélsdértékhely és
konvexitas vizsgalata derivalas segitségével. Ezeket jol szemlélteti, rengeteg kidolgozott
feladattal, abrakkal segiti a megértését. Mindegyik definicio illetve tétel kornyékén
talalhato egy abra egy fliggvényrdl és a derivalt fliggvényeinek képérdl. A céljuk az,
hogy az Osszefliggéseket ne csak algebrai levezetésekkel, hanem &brakkal is
alatdmasszak.

Ebben a fejezetben helyenként hianyolom a bizonyitdsokat. Hidba mutatjadk be
példakon, és talalhatdo a grafikonokhoz magyarazat, egyértelmli levezetés, ami
bizonyitasként szerepel alig taldlhatdé a konyvben. Még hidnyossagként tudndm

emliteni, hogy nem jelenik meg a konyvben a derivalasrdl tanultak osszefoglalasa, és a
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figgvényvizsgalat pontrél pontra vald 0Osszegzése. Bar ez a 1l.-es konyvben
megtalalhato, innen, a 10.-esbdl sem szabadna, hogy hidnyozzon, hiszen ez adna a teljes
lezarasat a fejezetnek. Az altalam eddig ismert német nyelvii tankdnyvekben tobb és
sokszinlibbek az alkalmazasi feladatok, hiszen itt a teriilet, kertilet, térfogat, felszin
maximalizalasat, minimalizalasat gyakoroltatja be — bar azt részletesen, sokszintien — de
a tobbi alkalmazasi feladatot sem szabadna elhagynia.
Nagyon jo kiegészitésiil szolgalhat viszont a fliggvényvizsgalathoz és az alkalmazasi
feladatokhoz a kdvetkez6 néhany tankonyv:

- Dr. Anton Bigalke, Dr. Norbert Kohler: Mathematik 11, Landerausgabe;

- Hahn/Dzewas: Mathematik 11.
Ezekben a konyvekben kiilon fejezet foglalkozik a differencidlszamitds felhasznalési
tertiletével. Nagy figyelmet fordit ez a két tankdnyv is a derivaltfiiggvények és az
eredeti fiiggvények abrazolasara, hiszen itt is megjelenik majdnem minden definiciot és

tételt kovetve.
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VIL.LKérdoivek

1. Tanari kérdoivek

A differencidlszamitds tanitdsanak teljes kori vizsgalatdhoz kozépiskolai tandrok
véleményét is kikértem. A soproni Berzsenyi Daniel Evangélikus Gimnazium Liceum és
Kollégium illetve a pilisvorosvari Friedrich Schiller Gimnazium, Szakkozépiskola és
Kollégium tandrait kerestem fel a kérdéiveimmel. Sopronban Kovacsné Fabian Beata
tanarnd és Barta Robert igazgatohelyettes toltotte ki a kérddivemet és folytatott velem
beszélgetést a témaval kapcsolatban. Ok mindketten tobb éves tapasztalattal (30 illetve
20) tanitjak ezt a témakdrt a 11. évfolyamon. A Schiller Gimnaziumban Geszler Katalin
2 éves, Torok Anna 1 éves és Kirdlyné Kulcsar Moénika 3 éves tapasztalattal
rendelkezve toltotte ki a kérddiveimet.

Mindkét iskolaban elOszeretettel hasznaljak ebben a témakorben a Czapary Endre,
Gyapjas Ferenc: Matematika a kozépiskolak 11-12. évfolyama szamdara cimi emelt
szintii kiegészité tananyagot illetve a Hajnal Imre, Dr. Pintér Lajos szerzOparostol a
Matematika III. fakultativ B véltozatat. Feladatgyijteményként a Czapary Endre,
Gyapjas Ferenc Matematika feladatgyiijtemény a kozépiskolak 11-12. évfolyama
szamara, emelt szintii kiegészité tananyag cimil feladatgylijtemény mindkét iskoldban
megjelenik, kiegészitésként még a Bolyai sorozat Differencialszamitas ciml kotete is
megjelenik. Sopronban példaul még megjelenik a felhasznalt feladatgyiijtemények
kozott a régi  Osszegfoglalo érettségi feladatgylijtemény, illetve a Miszaki
Konyvkiadotdl a Késziiljiink a matematikabol emelt szinten cimli feladatgylijtemény
Bard Agnes, Frigyesi Miklos, Lukacs Judit, Major Eva, Székely Péter és Vancso Odon
szerzoktol.

Kovacsné Fabian Beata Tanarnd szerint a Czapary-féle tankonyvnek ez a része 1ényegre
tord, tanulhatd. Tapasztalatai szerint a didkok érthetdének tartjak, az orai részletes
magyarazat azonban elengedhetetlen.

A felhasznalt irodalomhoz kapcsolédd kérdés soran mindegyik iskolanal egyarant
elokeriilt, hogy felvaltva hasznaljak Oket, csak egybdl nem lehet jol tanitani és egy
feladatgytijteménybdl elegend6t gyakorolni.

A felhasznalt dokumentumokat érintd kérdés utan az kdvetkezett, hogy a hatarérték

illetve a folytonossag fogalmat a diakoknak a sorozatos definicidval vagy az epszilon,
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deltas definicidval tanitja. Berzsenyiben mindkét definicid megbeszélésre keriil, Barta
Robert Tanar Ur még azt is hozzafiizte, hogy a ,,Geogebra” program nagy segitséget
jelent az epszilon, deltas definici6 szemléltetéséhez, de mélyebben, ¢ személy szerint a
sorozatos definicioval foglalkozik az oran.

A Schiller Gimnaziumban is valtozé valaszok szilettek, Kulcsar Monika tanarnd
mindkét definicidval megismerteti a didkokat, de Geszler Katalin tandrné csak a
sorozatos definicioval tanitja a didkoknak a hatarérték fogalmat.

Arra a kérdésemre, hogy milyen nehézségek meriilnek fel a téma kapcsan a kovetkezo
valaszokat kaptam: Barta Robert szerint a nehézség a szemléletbdl fakad, és a végtelen
fogalmanak felszines ismeretébdl, ezért 0 nagy hangsulyt fektet ezek megértésére,
tisztazasara a témakor feldolgozédsa eldtt. Kovacsné Fabian Bedta szerint a tanuldk
idegenkednek az 1j kifejezésektdl, és ijesztd szamukra a sok nagyon preciz
megfogalmazas. Csak lassan értik meg, hogy minden szoénak jelentdsége van. De a
szoveges gyakorlati példdk megoldasa a végére sikerélményt jelent a szamukra.
Schilleres didkok eldszor idegenkednek tdle, rengeteg a kérdésiik, de érdekldddek. Az
elméleti anyag nehézséget okoz szdmukra, de a gyakorlati példdkhoz mar lelkesen
allnak neki, és biiszkék arra, hogy tudnak derivalni.

Végiil azzal a kérdéssel zartam a kérdoivet, hogy egyetértenek-e azzal, hogy kotelezo a
kozépiskoladkban a differencidlszamitas. Egybehangzo vélaszokat kaptam: Kozépszinten
egyik tandr sem tamogatja a témakor bevezetését. De emelt szinten sziikségesnek
tartjak. Az indoklds mindenhol az volt, hogy az itt megszerzett tudas elengedhetetlen

ahhoz, hogy a didkok az egyetemeken, foiskoldkon sikeresen helyt tudjanak allni.
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2. Diak tesztek

1. Egy hazat és egy hozza tarozo kis kertet szeretne téglalap alakuan elkeriteni a
tulajdonosa. A haz 50x60 méteres. A haz hosszabbik oldala a bekeritheto teriilet
szelen fekszik, igy a haz egyik oldalan nincs sziikség keritésre. A keritéshez 600
m hosszu drotot hasznalhatunk csak fel. Add meg az elkeritett rész méreteit ugy,
hogy az a lehetséges legnagyobb teriiletii legyen!

2. Végezdel az f(x) = x* — 5x% + 4 fiiggvény teljes fiiggvény vizsgalatat!

Ezt a két feladatot a Schiller Gimnazium két diakjaval, P.-val és A.-dal oldattam meg. S.
jeles, A. kozepes tanulo fakulticion. A budapesti Német Gimnaziumban (Thomas
Mann) is kerestem két didkot, akik 11. osztalyosok és emelt szinten (,,Leistungskurs”)
tanuljdk a matematikat. F. kozepes, M. négyes tanuld. Elészor a Thomas Mannos
diakokkal talalkoztam kiilon-kiilon idopontban.

Az els6 feladatban rajzolas utan szinte gond nélkil fel tudtak irni a didkok a keresett
masodfoku fiiggvényt. Egyediil a Schiller Gimnazium gyengébb tanuldjanak okozott
gondot, aki a teriilet és a keriilet képlet felirdsa utan megtorpant, és nem tudta, hogy
hirtelen mit kellene csindlnia. Ekkor segité kérdéseket tettem fel: Minek is keressiik a
maximumat? Jo az nekiink, ha két ismeretlennel van kifejezve a teriilet? Ezek
segitségével mar nala is megsziiletett a cél fliggvény, amit mindenki szépen lederivalt.
Majd az elsd derivalt fiiggvény zérushelyét vették. Mikor megkérdeztem, hogy mit
csinalnak, mért csinaljak, akkor a Német Gimnazium tanuléi azonnal elkezdték
mondani, hogy az els6 derivalt zérushelyét keresik, mert ott van az eredeti fliggvény
szélsoeérteke. Majd kérésemre, egy kis abran is szemléltették az elmondottakat. A
Schiller Gimnazium tanuldi viszont nem voltak ennyire tudatosak. A jeles tanuld, még el
tudta mondani, hogy ha az elsé derivaltat nullaval egyenlévé teszem, akkor a
sz&lséérték helyeit kapom meg a fliggvénynek, de abrat nem tudott késziteni. A kozepes
tanulod valasza pedig az volt, hogy azért csinalja igy, mert igy szoktdk csindlni. A
Thomas Mannos didkoknal nem jelent meg a tablazatos felirds (hiszen 6k nem is igy
tanuljak), hanem minden rész eredmény utdn a lap jobb oldaldra kiirtdk intervallumon
jeloléssel, hogy hogyan viselkedik a fiiggvény abban az intervallumban, vagy abban az
adott pontban. A magyar rendszerben tanuld didkok ragaszkodtak a jol megszokott
tablazathoz. A jeles tanuld el tudta mondani, hogy mit miért csindl, a ,betanult

szoveget” nagyon joOl tudta, azaz: ,Ha a derivalt fliggvény negativ ebben az
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intervallumban, akkor a fliggvény ott csokkend lesz.” A kozepes tanuld a tablazat
kitoltésekor is bizonytalansdgot mutatott, de kis atgondoldssal mar sikeriilt neki is
kitoltenie a tablazatot, és szOveges valaszt adnia a kérdésre.

A masodik feladatban egyik didk sem allapitotta meg az értelmezési tartomanyt. A
Schilleres tanulok egybdl derivalni kezdtek, és az elsd derivalt zérushelyét keresték,
amihez tadblazatot is készitettek. Ez minden segitség nélkiil ment. Kis gondolkodas utan
a jeles tanuld elkezdte a lokalis szélsOértékek szamitasat, és ezek berajzolasat egy
koordinatarendszerbe, ami utan rajott magatol, hogy a zérushelyeit is ki kell szamitani
az eredeti fliggvénynek, amit meg is tett, és jelolt a koordinatarendszerben. Es végiil
Osszehuzta Oket. A hatarértéket csak ravezetéssel vizsgalta meg +oo-ben, és —oo-ben. Azt
tudtam, hogy a mésodik derivéltat még nem tanultak Pilisvordsvaron, igy a konvexitas-
konkavitas elmaradt, de ezt a tanaruk allitasa szerint még az év végéig venni fogjak.

A pilisvorosvari kozepes tanulénak mar gondja akadt az elsé derivalt zérushely
keresésénél, ugyanis az x? =§ -nél gyokot kellett vonni, és elfelejtette, hogy akkor

lehet plusz és minusz is lehet az x. Ez a Német Gimndzium tanuldk is csak
figyelmeztetésre irtdk fel. Persze mindegyikdjiik megjegyezte, hogy persze emlékszik,
eszébe kellett volna jutnia. A Schiller Gimnazium kdzepes tanuloja a tablazat kitoltése
tobb 1dot vett igénybe, sokat szamolgatott. A lokalis szélséértékeket egybdl szamolta a
tablazat utan. Majd koordinatarendszer kdvetkezett, amelynél megallapitotta, hogy még
hianyoznak a fiiggvénynek az x-tenygellyel a metszéspontjai, és elkezdte azokat
szdmolni, majd jeldlni a koordinata rendszerben. Végiil 6sszehuzta a pontokat, de nala
is lemaradt a hatarérték szamitas, és kérdorevonasomat kovetoen is sokat habozott a
felirasaval.

A Thomas Mannos didkoknak zdkkend mentesen ment a fliggvényabrazolds (csak a
korabban emlitett x2 = g —nél mertilt fel problémajuk). Eloszor az eredeti fliggvény

zérushelyeit keresték meg, majd feljegyezték a lap jobb oldalara, bekeretezve, majd az
elsd derivalt zérushelyeit is megkeresték. Szadmolgatas utan a lap jobb oldalara keretbe
kikeriilt az f fliggvény szélséértékhelyei az értékekkel egyiitt, illetve a monotonitast
bizonyos intervallumokon, majd a harmadik derivalt, amelybdl a konvexitas
tulajdonsagait allapitottak meg, ami jbol a lap jobb oldalara keriilt kis keretben. Ezek
utan kovetkezett a kooordindtarendszer, amelyben abrazoltdk az eddig megallapitott
dolgokat, majd a hatarértéket is megvizsgaltdk minusz és plusz végtelenben is, és

berajzoltak a fliggvényt, végil az értékkészletét is megallapitottak a fliggvénynek.
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VIII. Kétszintii érettségi

A magyar matematikaoktatas hires preciz, mar-mar tudomanyos szintii, elméleti jellegi
és Osszességében eredményesnek mondhatdo moédszereirl. Am par évvel ezeldtt a
szakemberek felismerték, hogy valtozasra van sziikség, legalabbis bizonyos teriileteken.
A tanulok matematika tudésa elméleti szinten magas szinvonalil az atlagoshoz képest,
de annak alkalmazasakor az eredmények lényegesen rosszabb képet mutatnak. A vald
¢let problémainak matematizalasa, és egy-egy tanult tétel, 0sszefliggés megtaldlasa a
mindennapi élethelyzetekben sokkal nehezebben mitkddik a magyar didkoknal. Ezért az
Uj, kétszintli érettségi, mind kovetelményeiben, mind feladattipusaiban ezeknek a
készségeknek a fejlesztését tiizte ki célul. A differencialszamitas, mint az emelt szintii
érettségin kotelezd anyagrész, tanitasa sordn sem szabad ezt az 1) megkdzelitést

nélkilozni.

1) Altalanossigban a kétszintii érettségi vizsgarél:

Az érettségit (maturat) 1788-ban Poroszorszagban vezették be. 1834-ben tették
kotelezové a  gimnaziumokban. 1851-ben hét varos(Pest, Buda, Pozsony, Sopron,
Kassa, Nagyvarad, Temesvar) lett kijelolve, ahol érettségi vizsgat tehettek a didkok. Az
érettségi vizsga kezdetektél fogva vizsgabizottsag eldtt zajlott. frasban, szoban kellett a
vizsgdzoknak szamot adni a tuddsukrol. 1851-ben mar Ot vizsgatargy volt
meghatarozva: Anyanyelv; Két latin dolgozat; Gordg; Matematika; Egy idegen nyelv.
1948-ban szakérettségi kertiilt bevezetésre, 1951-ben pedig a humén-real érettségi. 1952-
ben bevezették az egyetemi felvételi vizsgat. 1978-ban megsziintették a torténelem
érettségit, viszont nem sokkal késébb, kozkivanatra jra bevezették.

2004-2005-6s tanévben kertilt sor a kétszintli érettségi bevezetésére. Az érettségi
reform sziikségessége €s céljai a kovetkezok voltak:

— Az egymads utdn kdvetkezd korosztalyok szamara elérhetd legyen a kozépiskolai
érettségi, majd ennek kovetkeztében a felsdoktatas.

— Az iskolai oktatds a kovetelményekben a lexikéalis ismeretek mindenhatosaga feldl
fokozatosan ¢és jelentés mértékben mozduljon el a képességfejlesztés felé.

— A kozoktatisban redlisan elsajatithatd készségek ¢€s megszerezhetd ismeretek
hatarozzdk meg a kovetelményeket mind az érettségi, mind a felsGoktatasba valo

bejutas tekintetében. (Ne legyen sziikség a sziilok és didkok szamdara egyarant nagy
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terhet jelentd, onkoltséges felvételi eldkészitdkre.)

— Szlinjon meg a "dupla vizsgazas". Az érettségi vizsga egyuttal "felvételi vizsga" is
legyen, azaz a felsdoktatasi intézmények felvételi rangsoraikat az érettségi
vizsgékon elért eredmények ¢€s az iskolai teljesitmények alapjan allitsak fel.

— A tantargyankénti érettségi kovetelmények szintenként egységesek, mindenki
szamara nyilvanosak, €s az egyes iskolatipusokban ugyanazok legyenek.

— A kiilonboz6 kozépiskolakban adott egyforma érettségi mindsitések a lehetd
legnagyobb mértékben ugyanazt a teljesitményt takarjadk valamennyi iskola

esetében.

A kozépszintli érettségi a kozépfoki tanulményokat lezard, kozponti
kovetelményekre épiild, de belsd lebonyolitast és részben belsd értékelésii vizsga. A
kozépszintl érettségi vizsga az adott tantargy altalanos érettségi kovetelményei alapjan
allhat irasbeli, gyakorlati és szobeli vizsgarészbol, csak irdsbeli vagy csak szobeli
vizsgarészb6l. Az irasbeli feladatlap és a javitdsi utmutaté valamennyi targybol
kozpontilag késziil, a javitas és az értékelés az ugyancsak kozpontilag kiadott, részletes
értékelési ttmutatok alapjan az iskola feladata. A szdbeli feladatok Osszeallitidsanak
tartalmi és formai szabalyait az érettségi vizsgatargy részletes kovetelményei rogzitik, a
konkrét tételeket azonban az iskola tandrai helyben Aallitjdk Ossze, értékeléstiket,
pontozasukat a részletes kovetelményekben megadott szempontok alapjan maguk
veégzik.

Az emelt szintll vizsga kiils® vizsga, azaz a vizsgaztatas elszakad a felkészitd
iskola tanaraitdl. Az irasbeli vizsgadolgozatokat nem a tanul6 iskolajaban javitjdk és
értékelik, hanem ezt fliggetlen értékelok végzik, akik a tanulot nem ismerik. Az emelt

szintll szobeli vizsga az egyes vizsgatargyakbdl tantargyi bizottsag eldtt zajlik.

2.) Kovetelmények a kétszintili érettségi vizsgan a fiiggvények és az
analizis elemi témakorbdl:

Az 1j érettségi kovetelményrendszere mindenki szamara elérhetd, és a felkésziilésben
nagy segitséget nyujthat.
Ko6zépszinten a 3. témakorben taldlhatok a fliggvények, az analizis elemei, amelyben a
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kovetkezd részletes leiras talalhato:

Figgvények: A fiiggvények matematikai fogalma, megadasanak modjai.
Figgvények grafikonjai, fiiggvénytranszformaciok: Az alapfiiggvények (linearis,
masodfok, harmadfoku és négyzetgyokfiiggvények, forditott aranyossag,
exponencialis és logaritmusfiiggvény, trigonometrikus fliggvények, abszolutérték
fliggvény) és egyszerl transzformaltjaik: f(x) + ¢; f(x+c); ¢ f(x); f(c - x)
Fiiggvények jellemzése: Zérushely, novekedés, fogyas, szélséérték, periodicitas,
paritas.

Sorozatok: Szamtani sorozat, mértani sorozat; kamatos kamat szamitasa.

Az emelt szinten a felsoroltakon til az érettségi vizsga célja annak mérése, hogy a

tanulo

rendelkezik-e a felséfoku matematikai tanulmanyokhoz sziikséges alapokkal;
képes-e hipotéziseket megfogalmazni, ¢és sejtéseit bizonyitott allitdsaitol
megkiilonboztetni,

milyen szinti kombinativ készséggel rendelkezik, mennyire kreativ a
gondolkodésa;

képes-e gondolatmenetében érthetden, vildgosan alkalmazni a matematikai
modellalkotas

lépéseit (probléma megfogalmazasa, matematikai forméaba Ontése, Osszefliggések
keresése,

az eredmények matematikai modszerekkel torténd kiszdmitdsa, igazolasa,
értelmezése);

Azaz a tartalmi kovetelmények emelt szinten a fliggvények témakorben:
Fiiggvények: A fliggvény matematikai fogalma, megadasdnak modjai. Fiiggvény
lesziikitése, kiterjesztése. Osszetett fliggvény.

Fiiggvények grafikonjai, fiiggvénytranszformaciok: Az alapfiiggvények (linedris,
masodfokt, harmadfokti ¢és négyzetgyokfiiggvények, forditott aranyossag,
exponencialis és logaritmusfiiggvény, trigonometrikus fiiggvények, abszolutérték
fliggvény) és transzformaltjaik: ¢ - flax+b)+d,

Fiiggvények jellemzése: Fliggvényvizsgalat. Szélsoértek-feladatok.

Sorozatok: Sorozat megadésa, jellemzése. Szamtani sorozat, mértani sorozat.

Kamatos kamat szamitasa. Jaradékszamitas.
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A tartalmi kovetelmények emelt szinten az analizis elemi témakorben:
e A hatarérték szemléletes fogalma.
e A folytonossag szemléletes fogalma.
e A differencialhanyados fogalma, alkalmazasa.
o A kétoldali kozelités modszere, a hatdrozott integral szemléletes fogalma,

alkalmazasa.

3) A Kkétszinti érettségiben vald megjelenése a
differencialszamitasnak

A szdbeli vizsgan 25 tétel koziil kell hiiznia a jelentkezOnek. Minden tételben szerepel
minimum egy definicio kimondas, egy tétel bizonyités, egy feladatmegoldas, valamint a
vizsgazonak 1-1 példat kell hoznia az adott témakdr alkalmazasara a matematikan beliil
vagy azon kiviil. A szobeli vizsgan 35 pont érhetd el. A 11. tételben jelenik meg a

differencidlszamitas témakore:
11. Fiiggvények vizsgalata elemi uton és a differencidlszamitas felhasznalasaval.

Emelt szintii irasbeli vizsga dsszpontszdma: 115 pont. A vizsga két részbdl all, az L. rész:
51 pontos, II. rész: 64 pontos. Az elsd részben 4 feladat talalhato. (1. feladat: 11 pont ; 2.
feladat: 12 pont; 3. feladat: 14 pont; 4. feladat: 14 pont) A masodik részben 5 feladatbol
4 feladatot kell kivalasztani a vizsgazénak. Minden feladat 16 pontos, igy a didkok

valasztasat nem a pont befolyasolja, hanem a témakor.

Osszegytijtottem feladattipusonként az emelt szintli érettségin eddig felmeriilt
feladatokat. Ha a didkokat erre a vizsgéara készitjiik fel, akkor a tanar kotelessége
minimum ezeket a tipusokat begyakoroltatni. Ezekbdl a feladatokbdl nem csak a tipus
deriil ki, hanem a szint is, hogy milyen mélyen kérik szdmon a tananyag elsajatitasat, a
modellalkotast ebben a témakorben. Illetve fontos szempont az érettségi pontozas is,
hiszen a dolgozatok pontozasanak is iranyt mutat.
Az emelt szintli érettségi vizsgan a kovetkezd feladattipusok meriiltek eddig fel:

a) kozgazdasagi példa (nyereség fliggvény eldallitas)

b) teriilet, térfogat maximalizalasa, minimalizalas

C) paraméter meghatarozasa egy fliggvényben

d) érintd
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e) fiiggvényvizsgalat
A kovetkezéekben nem sorolok fel minden feladatot megoldassal egyiitt, hiszen az
megtalalhato az interneten, hanem csak a szemléltetés kedvéért hozok 1-1 mintapéldat,

amelyeket a tanora keretein beliili feldolgozas alkalmaval is ajanlatos feldolgozni.

a) kozgazdasagi példa (nyereség fiiggvény eloallitas)

Ez egy valosagkozeli kozgazdasagi feladat, amely a derivalési ismeretek alapjait fedi le.
A didkoknak viszont nehézséget okozhat, ha még nem talalkoztak hasonld példaval a
tandran. Viszont akinek nem okozott gondot a feladat értelmezése, és felirta a
nyereségfiiggvényt, akkor a derivalas segitségével konnyen eljuthatott a
derivaltfiiggvény gyokeiig.

A gazdasagi érdeklddésti didkok érdeklédését felkelti illetve a késdbbi kdzgazdasagi
oktatashoz sziikséges szemléletmdd elsajatitasaban nagy szerepe van, igy mindenképp
hasznosnak tartanam, ha a tanarok a differencialszamitas oktatasa alkalmaval hasonlo

feladatokkal is megismertetik a diakokat.

2010. oktober

7. feladat:

Egy kozmetikumokat gyart6 vallalkozas nagy tételben gyart egyfajta krémet. A termelés
teljes havi mennyisége (x kilogramm) 100 ¢és 700 kg kozé esik, amelyet egy
megallapodas alapjan a gyartds honapjaban el is adnak egy nagykereskeddnek. A
megallapodas azt is tartalmazza, hogy egy kilogramm krém eladasi ara: (36 — 0,03x)
euro.

A krémgyartassal Osszefliggd havi kiadas (koltség) is fiigg a havonta eladott
mennyiségtdl. A krémgyartassal 6sszefliggd 0sszes havi kiadast (koltséget) a 0,0001x—
30,12x + 13000 6sszefiiggés adja meg, szintén eurdban.

b) Adja meg a krémgyartassal elérhetd legnagyobb havi nyereséget! Hany kilogramm

krém értékesitése esetén valosul meg? (nyereség=bevétel-kiadas) 10 pont

Megoldas:

A havi nyereség a havi bevétel és kiadas kiilonbségével egyenld. | 1 pont
A havi nyereséget az x +— —0,03x% + 36x — (0,0001x3 —
30,12x + 13000) (100 < x < 700) fiiggvény adja meg.
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A nyereséget leir6 fiiggvény: 1 pont
x — —0,0001x3 — 0,03x% + 66,12x — 13000 (100 <x <

700)

Ez a fiiggvény derivalhato, és a derivaltja az 1 pont
x ~ —0,0003x2 — 0,06x + 66,12 (100 < x < 700)

A —0,0003x% — 0,06x + 66,12 =0 egyenletnek 1 pont
(x? 4+ 200x — 220400 = 0) egy negativ (x;= —580) és egy

pozitiv (x,=380) valds gyoke van.

A derivaltfiiggvény a 1100; 380[ intervallumon pozitiv, 1 pont
a ]1380; 700 [ intervallumon negativ, 1 pont
tehat a nyereségfiiggvény 380-ig szigorian nd, majd szigoriian pnt
csokken.

A vizsgalt fliggvénynek tehat egy abszolut maximumhelye van | 1 pont
¢s ez 380.

A legnagyobb fiiggvényérték 2306,4.

A legnagyobb havi nyereség tehat 380 kg termék eladédsa esetén | 1 pont
keletkezik, értéke 2306,4 euro.

Osszesen: 10 ont
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b) teriilet, térfogat maximalizalasa, minimalizalas
Ezzel a tipust feladattal a didkok gyakran taldlkozhattak, de a 2009-es feladatokban a
modell alkotds nehézséget okozhat. Ajanlatos abrat késziteni hozzajuk, és annak a
segitségével megalkotni a segédfiiggvényt, célfiiggvényt. a 2009. oktoberi feladatban 6
pontot ér a megfeleld fiiggvény felirdsa — ebbdl is latszik, hogy nem egyszerli
elkésziteni. Ha azt jol felirta a didk, akkor nem szabadna, hogy problémat okozzon

szamara a feladat megoldas.

2009. oktober
9. feladat:

Jancsi vazat készit. Egy 10 cm sugarq, beliil lireges gombbdl levagott m magassagu (m
> 10) gombszelet hatarold koréhez egy szintén m magassagi hengerpalastot ragaszt. A
henger sugara megegyezik a gombszeletet hatarold kor sugardval. Mekkoranak vélassza
Jancsi a gombszelet m magassagat, hogy a vazaba a lehetd legtobb viz férjen? (A vaza
anyaga vékony, ezért a vastagsagatdl eltekintiink, s hogy ne boruljon fel, egy megfeleld
formaju tureges fatalpra fogjak allitani.) Tudjuk, hogy ha a gombszelet magassaga m, a

hatarol6 kor sugara pedig r, akkor a

T
térfogata: V=g mm- (3r>+m?”). (16 pont)

Megoldas:

m

10

m

A KBC derékszogli haromszog befogoinak hossza m — 10 és r, | 2 pont
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atfogdja 10 cm.

Alkalmazzuk a Pitagorasz tételét a KBC haromszdgre: (m — 10)° | 2 pont
+ 17 =100.

Ebbél +"=20m—m’ 1 pont
A vaza térfogata: V = %m -(3r%2+ m®) + r’mm 1 pont
A vaza térfogata m fliggvényében: 2 pont

V(m) = %m - [320m — m?) + m?] + m(20m — m?)m

azaz 1 pont

4 21
Vim)=rm <—§m3 + 30m2) = ?(45m2 —-2m?),

ahol 10 <m < 20 1 pont

AV fiiggvény differencidlhaté a ]10; 20[ nyilt intervallumon, s a | 2 pont
derivaltja:

V'(m) = n(—4m? + 60m) = 4w (15 —m)m
A ]10; 20[ nyilt intervallumon V’(m) = 0 pontosan akkor, ha m
=15.

3 pont
10 <m <15 | m=15 15<m<20
V’(m) pozitiv =0 negat v
\Y szigortian helyi szigortian
novo maximum csokkend

Az m = 15 a V fliggvény abszolut maximum helye is, igy ekkor | 1 pont
lesz a vaza térfogata a lehetd legnagyobb. (V.x = 2250w =
7069(cm?))

Osszesen: 16 pont

7. feladat:
A csonkakup alaku targyak térfogatat régebben a gyakorlat szamara elegendéen pontos

kozelité szamitdssal hatdroztdk meg. Eszerint a csonkakup térfogata kozelitdleg egy
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olyan henger térfogataval egyezik meg, amelynek atmérdje akkora, mint a csonkakup
also és fels6 atmérdjének szamtani kozepe, magassaga pedig akkora, mint a csonkakup
magassaga.

(x-1)*

¢) Igazolja, hogy f-nek nincs szélséerteke! f :]1;+0o[ > R; f(X)=25-——"—.
X+ Xx+1

(6 pont)

2009. majus emelt:

8. feladat:

A K kdzéppontt és R sugart kort kiviilrdl érinti az O kdzéppont és r sugaru kor (R>7).
A KO egyenes a nagy kort 4 és E, a kis kort E és D pontokban metszi. Forgassuk el a
KO egyenest az E pont koriil o hegyesszoggel! Az elforgatott egyenes a nagy kort az E-
td1 kiilonboz6 B pontban, a kis kort C pontban metszi.

¢) Mekkora a szognél lesz az ABC haromszog teriilete maximalis, adott R és r esetén?

(4 pont)

A megoldas differencidlszamitassal:

. , . T 1 pont

Adott r és R esetén a Tapc(a) = 2R(r + R)sina cosa (0<a <7 ) P
fliggvény derivaltja:
T'Apc(0) = 2R(r+R)(cos20L — sin’0).
2R(r+R)(cos o — sin’a)=0 megoldasat keressiik 1 pont

. . . ki 1 pont
Mivel a hegyes szog, igy cosa=sina, ha a= 7 P

: . o Z 1 pont
Mivel 0 < a <73 esetén a derivalt fiiggvény értéke pozitiv, mig 3 <a <
T T . .
o esetén negativ, ezért o= esetén lesz a teriilet maximalis.
Osszesen 4 pont

De ezt a feladatot masképp is meg oldhattak a vizsgazok, példaul:
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Mivel Tapc = 2R(r + R)sin2a  (€s R(r + R) pozitiv), 1 pont
Ezért Tpcakkor maximalis, ha sin2a=1, 2 pont
Azaz o= 45° 1 pont
Osszesen: 4 pont

2006. februar:

8. Kartonpapirbol kivagtunk egy 1,5 dm magassagi ABC szabdlyos haromszoglapot. A
haromszoglapon parhuzamost huztunk a haromszég mindegyik oldaldval, mindegyikt6l
ugyanakkora, 0,5 deciméternél kisebb x tavolsagra. Ezek az egyenesek az A,B,C,
szabalyos hdromszdg oldalegyenesei.

b) Szeretnénk egy A4:B,C; alapl, x magassagu, feliil nyitott egyenes hasab alakt
irdasztali tolltartot 1étrehozni a lapbol, ezért levagtuk a folosleget, majd az A,B,C,
haromszog ¢lei mentén felhajtottuk a hasab oldallapjait. Mekkora x esetén lesz a

keletkezett hasab térfogata maximalis? (10 pont)

C) paraméter meghatarozasa egy fiiggvényben

2008. majus:

6. feladat:

a) Ertelmezziik a valos szamok halmazan az f fiiggvényt az f(x) = x° + kx? + 9x
képlettel! (A k paraméter valds szamot jelol.)

Szamitsa ki, hogy k mely értéke estén lesz x = 1 lokalis szélséérték-helye a
figgvénynek!

Allapitsa meg, hogy az igy kapott k esetén x = 1 a fiiggvénynek lokélis maximumhelye,
vagy lokalis minimumbhelye!

Igazolja, hogy a k ezen érteéke esetén a fliggvénynek van masik lokalis szélséérték-helye
is! (11 pont)

b) Hatarozza meg a valds szamok halmazén a g(x) = x3 — 9x? képlettel értelmezett g
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fiiggvény inflexids pontjat! (5 pont)

Megoldas:
a)
A differencidlhato f fiiggvénynek az x = 1 akkor lehet széls6érték- | pont
helye, ha itt az els6 derivaltja nulla.
Mivel f'(x) = 3x% + 2kx + 9 ; 1 pont
ezért f'(1)=3-1+2k+9=0. 1 pont
innen k= —6. 1 pont
A lehetséges k értékre f'(x) = 3x? — 12x + 9. 1 pont
A masodfoku polinom szorzatalakja:

2 pont
ff) =3 (x-1)-(x=3).
Az x =1 helyen a derivalt pozitivbol negativba valt, 1 pont
ezért itt az f fliggvénynek lokalis maximuma van. 1 pont
A derivalt az x = 3 helyen negativbol pozitivba valt, 1 pont
ezért itt a fliggvénynek lokalis szélséértéke (minimuma) van. 1 pont
Osszesen: 11 pont
b)
Mivel g'(x) = 3x? — 18x 1 pont
ebbdl g”" (x) = 6x — 18 1 pont
A masodik derivalt zérushelye az x = 3. 1 pont
Itt a masodik derivalt eldjelet valt. 1 pont
A g fliggvény (egyetlen) inflexids pontja az x = 3. 1 pont
Osszesen: 5 pont
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d) érinté
Ez egy jol megszokott feladattipus, hiszen a derivalast altalaban egy adott pontba huzott

érinté meredekségével keriil bevezetésre.

2007. majus

4. feladat
b) Adja meg az y = x* —8x +11 egyenlettel megadott alakzat P (5; —4) pontjaban huzott

érintdjének egyenletét! (10 pont)

Megoldas:
A parabola egy adott pontjaban huzott érintd meredekségét itt az
elsd derivalt segitségével kaphatjuk meg. pont
y' =2x—8
Az érintési pont elsd koordindtdjanak behelyettesitésével: 5
pont
y'(5)=2=m
y =mx+ b P(5;-4),
—-4=10+ b,
2 pont
=-14
Az érint6 egyenlete? y = 2x — 14 2 pont
. 10
Osszesen:
pont
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e) fiiggvényvizsgalat

Tisztan matematikai tipus feladattal is taldlkozhatunk az emelt szintli érettségin,
amelyek teljes fiiggvényvizsgalatra vagy csak annak egy szegmensére kérdeznek ra. A
modell alkotas ezen feladatoknal elmarad. A didkoknak sokszor kell taldlkozniuk a
kozépiskolai tanulményaik soran ilyen feladattal, igy nem szabadna nehézséget okoznia

a vizsgazonak.
Példaul:

2010. majus
6. feladat

¢) Az x mely pozitiv valés értéke esetén lesz a g(x)= — x° + x fiiggvénynek lokélis

(helyi) maximuma? (6 pont)

Megoldas:

A nyilt intervallumon értelmezett (x € R') g fiiggvény | 1 pont

differencialhato.
gx)= —-3x*+1

A lehetséges széls6értékhely keresése: —3x%+1 =0 1 pont
A lehetséges szélséértékhely: \/% (ez van benne az értelmezési | 1 pont
tartoméanyban)

g"(x) = —6x 1 pont
g”(%)= _%<0 1 pont
Tehat az x = % lokalis maximumbhely. 1 pont
Osszesen 6pont

(Ha lokalis szélsdértékhelyek 1étezésérdl az elsd derivalt eldjelvaltasaval ad elégséges

feltételt, teljes pontszamot kap.)
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2007. oktober:

6. feladat:
Adott az f fiiggvény: f: ]—1; 6] —» R; f(x) = —4x3 + 192x
a) Hatdrozza meg [ zérushelyeit, ¢és elemezze az f fliggvényt monotonitas
szempontjabol! (7 p)
2006. majus
2. Legyen adott az f: [-2,5; 2,5] »R, fix) =x° — 3x fliggvény.
b) Vizsgalja meg az f fliggvényt monotonitas szempontjabol! (6 pont)

¢) Adja meg az ffiiggvény legnagyobb és legkisebb értékét! (4 pont)

Megoldas
b)
Az fa teljes értelmezési tartomanydnak bels6 pontjaiban
differencialhatd fliggvény, ezért a monotonitds megéllapitdsa és a
sz¢élsoertekek megkeresése az els6 derivalt eldjelvizsgalataval ! pont
torténhet.

fl(x)=3x2-3 1 pont
Az elsé derivalt értéke nulla, hax =—1 vagy x =1 1 pont
Ezek az x értékek az értelmezési tartomdny elemei. Készitsiink
tablazatot az f° eldjelviszonyai alapjan az f menetének
meghatarozasahoz:
x | -25<x<-1 x=-1 -1 <x<|x=1 1 <x<2)5 ||3pont

1

[ | pozitiv 0 negativ 0 pozitiv
f | novekvd fi=1)=2 | csokkend | (1) =-2 | ndvekvd
Osszesen 6 pont
c)
Az f helyi maximumot vesz fel az x = —1 helyen, a helyi maximum
értéke 1 pont

fi-1)=2.

Az f helyi minimumot vesz fel az x = 1 helyen, a helyli minimum | 1 pont
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értéke

f)=-2

Mivel f(-2,5) = 8,125, a legkisebb fiiggvényérték —8,125. 1 pont
Mivel £f(2,5) = 8,125, ezért a legnagyobb fiiggvényertek §,125. 1 pont
Osszesen: 4 pont
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IX. Feladatgyiijtemény

A differencidlszamitas tanitasanak nélkiilozhetetlen eleme a sokszinti (alkalmazasi)
feladatok tarhdza, igy O0sszegylijtotte néhany feladatot, amik hasznos elemei lehetnek a
matematika  6rdknak, és bemutatja, hogy milyen feladatokban Ilehet a

differencialszamitast alkalmazni.

I. Végezze el a fiiggvény vizsgalatat! (Reichel-Miiller-Hanisch-Laub: Lehrbuch der
Mathematik, 104. oldal)

X'3

R—>R x» —
4 G-17
1. Ertelmezési tartomany vizsgalata: Nullaval nem lehet osztani, ezért egy tortben a
nevez6 nem lehet nulla, igy kikotést kell tenni: (x — 1)% # 0,tehatx #
1,igy az értelmezési tartomany Dy = R\ {1}.

2. Zérushely meghatarozasa: Azaz metszéspontot kell keresni az x-tengellyel, ahol az

figgvény értéke 0, igy & = 0 egyenletet kell megoldani.
1. eset: Egy tort értéke akkor nulla, ha a szdmlaloban nulla 4ll, és a nevezd
nem nulla. x* = 0, amibél az kovetkezik, hogy x = 0. Tehat a zérushelye x =
0.
2. eset: Egy tort értéke még akkor lehet nulla, ha a szamlalé # +oo illetve a
nevezd = too: De ez az eset itt nem lehetséges.
3. Szélsoértekek:
Egy fliggvénynek ott van szélséértéke, ahol a fiiggvény elsd derivaltfiiggvényének
értéke nulla, és a masodik derivaltfiiggvény értéke nem nulla.

Egy tort derivalasat a kovetkez6 derivalasi szaballyal hajtjuk végre: g = ”’g#

1. derivalt fiiggvény:
3x? - (x—1)?—x®-2-(x—1)-1  3x*- (x—1)—x%-2

Fe= CEVE G-
_x®—3x?
(x—1)3
f'(x) = 0, ha a szamlalé nulla, azaz x3 — 3x2 = 0
x*(x=3)=0
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x2=0 Vv x—-3=0
xl'z =0 X3 = 3
Tehat az elsdé derivalt zérushelyei: 0 és 3. Ha ezek az eredeti f(x) fliggvénynek

sz¢élsoértekhelyei, akkor ott a masodik derivalt fliggvényértékei nem lehetnek 0.

2. derivalt fliggvény:
(Bx?—6x)- (x—1)° = (x* —3x%)-3-(x — 1) _
(x —1)°
@B —6x) (x—1)— (x*-3x%)-3  6x
(x—1)* (x—1)*
f"(0) =0  Tehat x =0 helyen a fiiggvénynek nincs szélséértéke x = 0-ban.

fll(x) -

f"(3) = 1—? > 0 Tehat x = 3 helyen lokalis minimuma van a fiiggvénynek.

f(3) =6,75 Igy a Tiefpunktja T(3;6,75)

. inflexids pont:

A masodik derivaltfiiggvény zérushelye x=0, mert ha 6x=0, akkor x=0, igy f"'(0) = 0

6-(x-1)*—4-(x-1)%-6x _ 6:(x—1)—4-6x _ —18x—6

. derivaltfiggvény: f""'(x) = D) -5 (x-1°

f"""(0) = —6 # 0 Igy x=0 ist die einzige Wendestelle. .....

5. A fliggvény menetének a vizsgalata:

a) monotonitas

3 2
x° — 3x
' x) = —
F0 = =5
x<l1 x=1 1<x<3 x=3 3<x
f(x) pozitiv 00 negativ 0 pozitiv
nincs lokalis
f novekedd csokkend o novekedd
értelmezve minimum

1 és a 3 helyen az f fiiggvény szigortan monoton nové a |—oo; 1[ U ]3; +oo[ és

szigoruan monoton csokkend a ]1; 3[ intervallumban.
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b) konvexitas, konkavitas

6x
x<0 x=0 0<x<l1 x=1 I <x
1) negativ 0 pozitiv 0 pozitiv
inflexids nincs
f konkav konvex konvex
pont értelmezve

C) asszimptotak vizsgalata:
xx—1)2=x3(x*-2x+1)=x+2
x3—2x% +x
2x% —x
2x% — 4x + 2

3x — 2 a maradék

3 —
Tehdt: —— = x + 2 + -2

(x-1)? (x-1)2
) ) 3x—2
J}1_)1‘210 flx) = 911—{2)(36 + 2+ m)

. . 3x
Mivel lim,._,

a:y=x+2. Az a fiiggvény egy asszimptotaja a fiiggvénynek.

Abrazolas:
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7. Szimmetria: nem szimmetrikus

8. periodikussag: nem periddikus
9. értékkészlet: A fiiggvény minden valds értéket felvesz, azaz az értékkészlete

minden valos szam.

Gyvakorlo példak:

f(x) = sinx + cos 2x

g(x) =x — sinx
1
e(x) = e (x* —24x% + 128)

Késziiljiink matematikabol emelt szinten: 261-272

Matematika gyakorlo és érettségire felkészito feladatgytijtemény I1: 1311-1318
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II. Egy cég szeretné jovo évi nyereségét maximalizalni, és ezt az eladasi ar
optimalis meghatarozasaval szeretné meghatarozni. Jeloljiikk N-nel a nyereséget (az
addzast nem vessziik figyelembe), ami egyértelmiien a koltségektdl és a bevételtol fiigg.
Tehat:

N = Bevétel — Koltség.

A kovetkezo koltségei vannak a cégnek:

40000 Ft-ra teheto a fix koltségek

a valtozo koltségek, amik minden egyes terméknél fellépnek: (p = egy darab termék éra,
x = eladott darab szam)

9 Ft az eldallitasi koltsége egy terméknek, dsszesen 9 - x Ft

a kereskedd jutaléka az ar 25%-a, 6sszesen 0,25 - p - x Ft

a diz4jner honorariuma 10%-a az eladasi arnak, 6sszesen 0,1 - p - x Ft

Ezek a koltségek allnak szemben az arbevétellel (p - x Ft).
A p ¢és az x nem fliggetlenek egymastol. Ismert 0sszefliggés, hogy minél magasabb az ar
anndl kisebb a keresett (megvett) mennyiség (darabszdm).
Az ar és az eladott (megvett) mennyiséget a termék vasarloinak kereslete hatarozza
meg. (piacon csak annyi terméket lehet eladni, amennyit a vasarlok meg kivannak
venni, azaz amennyire van kereslet)

Gin
Jelen esetben tekintslink egy végtelenlil egyszer(,
linearis keresleti fiiggvényt. Tételezziik fel, hogy
ismerjiik azt a termékarat, amely mellett egyetlen

darabot sem tudunk eladni, legyen ez 50 Ft.

>

(darabszam)

Emellett tételezziik fel, hogy ismerjik az a

termékmennyiséget, amennyire a  vasarloknak
maximalisan igénye lehet, OFt 4r mellett is (azaz nincs igény tobbre), ez legyen 50000
darab.

(Dr. Anton Bigalke, Dr. Norbert Kohler: Mathematik 11, Landerausgabe O, 86. oldal)

Megoldas:
A nyereségfiiggvénye két valtozotol fligg, a termék aratdl p-tél és az eladott

darabszdmtol, x-t6l. N = Bevétel — Koltség = p - x — (40000 + 9x + 0,25px + 0,1px)
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fgy a nyereség fiiggvény:
N(x,p) = 0,65px — 9x — 40000

Az é4brardl leolvashat6 a kereslet egyenlete:
x = 50000 — 1000p
Ha x-et behelyettesitjiik a nyereségfiiggvényiinkbe megkapjuk, hogy:
N(p) = —650p? + 41500p — 490000
A nyereségfliggvény szélsdértékét meghatarozhatjuk a derivalt segitségével, hiszen
N’(p)=0 egyenlettel kapjuk meg egy fliggvény maximumat.
A nyereségfiiggvény derivaltja:
N'(p) = —1300p + 41500
igy a maximum helye p = 31,92 Ft. Végiil behelyettesitésekkel megkapjuk, hogy 18080
darab terméket fogunk eladni és a nyereségiink 172404 lesz.
Vilasz: A nyeresége a cégnek akkor lesz maximalis, amikor a termék ara 30Ft-ba keriil,

20000darabot adnak el beldle, igy a cég nyeresége 170000Ft lesz a kovetkezd évben.

III. Egy internetszolgaltaté tarsasagnal jelenleg 120 000 eléfizeté6 van, az évi
elofizetési dij 52 000Ft. A legutobbi felmérések szerint miden egyes 1000Ft-os
dijcsokkentés haromezer uj eléfizetét hozhat. Menni legyen az uj elofizetési dij,
hogy a tarsasag bevétele maximalis legyen?
Megoldas:
Jeloljiik x-szel a dijcsokkentések szamat. A bevétel a kdvetkezd egyenlettel irhato fel:
B(x) = (52 000 — 1 000x)(120 000 + 3 000x) =

= 6240 000 000 + 156 000 000x — 120 000 000x — 3 000 000x>

B(x) = 6 240 000 000 + 36 000 000x — 3 000 000x?>
A szélséértéket pl. derivalassal kereshetjiik meg. Sz¢€lséérték ott lehet, ahol B’(x) = 0.

B'(x) = 36000000 — 3000 000x =0
x =12

Tehat ha a dijcsokkentés szama 12, akkor a bevétel maximalis, azaz az 1) eldfizetési dij:

40 000Ft.

Gyakorl6 példak: Késziiljiink matematikdbdl emelt szinten: 245, 243
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b)

IV. Egy 100cm’ teriiletii négyzet alaki lemez sarkaibol egybevagoé négyzeteket

vagunk le, majd a lemez széleit felhajtjuk és dobozt készitiink. Mekkora legyen a

levagott négyzetek oldala, hogy a doboz

térfogata maximalis legyen?

V =(10-2a)?-a = (100 — 40a + 4a?) - a

oz — 01

=4a%—-40a’+100a 0<a<5
AV(a) = 4a® — 40a? + 100a

térfogatfiiggvénynek akkor lehet szélséértéke,
ha a derivaltja 0. (Mivel V € Dg).
V'(a) = 12a®> — 80a + 100 = 0

3a° —20a+25=0

fgy a-ra két megoldast kapunk: a; =5 a, = g

10 — 2

Azt hogy minimum vagy maximum van-e ezeken a helyeken az alabbi mddszerekkel
lehet ellendrizni:
Masodik derivalt segitségével. Ha az a, helyen V’(ay) = 0, de a masodik derivalt ezen a
helyen nem nulla, akkor ott a fliggvénynek szélséértéke van. A masodik derivalt
eldjelébdl megallapithatd a szélsbérték tipusa is, nevezetesen ha V''(ay) > 0 akkor
lokalis minimum, ha kisebb mint nulla, akkor lokdlis maximum van az a, pontban.

V" (a) = 24a — 80
V'"(a;) =24-5—80 =40 >0 = lokalis minimum.
V' (a,) = 24 -g— 80 = —40 < 0 = lokalis maximum.

Mivel ez az egyetlen lokalis maximum hely van a [0; 5] intervallumon, ezért ez abszolut

maximum is.

Tablazattal:
Ha a derivalt az adott helyen eldjelet valt, akkor szélséértékhelye van. Ha a derivalt

pozitivbdl valik negativva, akkor lokalis maximum, egyébként lokélis minimum van.
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A derivalt eléjele konnyebben vizsgalhato, ha szorzatta alakitjuk:

5
V(@ = (=5 (-3

0<a<a, a, a,<a<bh

\'%A + 0 -

Vv novekvd lokalis maximum csokkenod

Megjegyzés: Altalanos esetben, ha a fiiggvény zart intervallumon értelmezett, kiilon
meg kell vizsgadlnunk az intervallum végpontjait. Most nyilvanvaldé volt, hogy a

végpontokban nem lehet maximum, hiszen ott a doboz térfogata 0 lenne.

A maximalis térfogatot tehat akkor kapjuk,

ha a =§ oldali négyzeteket vagunk le,

ekkor a térfogat:
V(S)—4 > 40 52+100 > _ 2000
3/ 33 32 3 27

~ 74,07 (cm?)

Gyakorl6 példak:
Késziiljiink matematikébol emelt szinten: 247, 243, 252, 254, 259

V. Egy utca egy az utca szélén allo lampaval van megvilagitva. (1. kép) Milyen
magasnak kell lennie a lampanak, hogy az utca kozepét a lehet6 legjobban vilagitsa
meg, ha a lampa M pontban vett erdssége (azaz B), a ¢ szog, és r tavolsag
fiiggvénye az alabbiak szerint:

B~—- cos @

r2

Jeloljiik K-val a lampa kozvetlen kozelben vett erdsségét (0 m) — tanulja meg az allando

hasznalatat
1
B=K- — ' CosQ
1. kép

(Dr. Horst Lemke, Dr. Werner Stoye: Mathematik 12, 196. oldal)
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Megoldas:

sin ¢

_ _a , 1 _
Sll’l(p—;,lgy;— 2

; 2
B=f(p)= K.(sn;;p) COS @ = % - (sin@)? - cos ¢.
F(@) =5 2" sing (cos @) ~ (sing)? = =+ sing~ (2 (cos )2 — (sin)?)
ffx) =0

% -sing * (2 (cos 9)? — (sin ¢)?) = 0 ami ekvivalens azzal hogy:

sing = 0 vagy 2 (cos ¢)? — (sing)? =0
Mivel a megoldasunkat ¢@-re 0° és 90° kozott keressiik, ezért a sin ¢ nem lehet 0, tehat

csak a masik egyenlettel kell foglalkozni.
2 - (cos @)? = (sin @)?

: 2
sin
2 (sing)

= (s (tan )2

V2 = tan ¢ egyenlet vezet csak megoldashoz a ¢,=54,7°-hoz, a —V/2 = tan ¢ egyenlet

nem, mert a megolddsa nem esik a (0°; 90°) megoldashalmazba.

Mivel az f fliggvény differencidlhaté a (0°; 90°) intervallumon és f(0°)=0 és f(90°)=0 és

érvényes, hogy f(@y) > 0, igy az f fiiggvénynek az ¢, helyen maximuma van

10m

Az abrardl fel tudjuk irni, hogy tan ¢ = % = me, igy h = o=

Ha ¢ = ¢yirunk akkor megkapjuk, hogy

10m 10m
= =7m

B tan ¢, N V2

Tehat a [ampanak 7 m magasan kellene lennie, ahhoz, hogy az uttest kdzepe a lehetd

legjobban legyen megvilagitva.

Gyvakorlo példak:

Matematika gyakorlo és érettségire felkészitd feladatgylijtemény II: 1285, 1286, 1287

87



VI.

Bontsuk fel az A pozitiv szamot két pozitiv szam osszegére ugy, hogy az egyik szam
négyzetének és a masik szam kobének dsszege minimalis legyen! (Barzy Barnabés:

Differencialszamitas, 185. oldal)

Megoldas:
Legyen az egyik szam x, a masik pedig A-x; ekkor a vizsgalando Osszefliggés:
f(X)=(A—-x)>+x3= A% —24x +x* +x3

Ezt differenciélva:
f'(x) = =24+ 2x + 3x2.
Hatarozzuk meg az els6 differencial zérushelyeit:
3x2+2x—2A4=0
—2+vV4+244 —-2+2V1+6A —-1x++V1+64

X12 =
' 6 6 3
—-1+V1+64 —-1-V1+64 , o
X = —— X = ——— < 0, tehat nem jon szamitasba.

A masodik derivalt:
f'"(x) =2+ 6x
floq)=2+2(-1+V1+64)=2-2+2V1+64>0

A fiiggvénynek tehat az x1 helyen minimuma van.
Legyen pl: A = 4; ekkor

_—14VI¥2E 4, P

¥ = 3 T3S ATNEETyEg
~ (4)_(8)2+(4)3_64+64_198+64_913
ymin = f(3) =3 3) "9 "27T " 27 727

VIIL.

Egy gépkocsi fogyasztasa f(v) = 12—:)0017 - %vz + %v fiiggvény segitségével

irhato le. [A sebességet (v) km/h-ban mérve az f fliggvény a fogyasztast literekben adja

meg. |

a) Allapitsa meg, hogy mekkora sebesség mellett a legkevésbé gazdasigos az autd
hasznalata!

b) Mekkora ekkor a fogyasztasa?

€) Milyen sebességgel a leggazdasagosabb az autd hasznalata egy hosszabb uton?

d) Mekkora ekkor a fogyasztasa?

(Bard Agnes: Késziiljiink az érettségire matematikabol emelt szinten, 257. feladat)
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Megoldas:
a) A fiiggvény szélséértékeit kell megkeresni, amiket a filiggvény v szerinti

derivalasaval, s a derivalt nullhelyeinek megkeresésével kapunk meg.
4

A derivaltfiiggvény: f'(v) = ﬁvz - %v + <
A széls6érték helyeit megkapjuk, ha megoldjuk a f'(v) =0 egyenletet. A f'(v)
nullhelyei: v; = 80 (“=), v, =40 (=2).

A derivaltfiiggvény 40 kTm-nél a derivaltfiiggvény pozitivbol negativba valt, igy itt
lokalis maximum van. Ekkor a legnagyobb a gépkocsi fogyasztasa kis sebességnél.

Természetesen nagy (80 kTm feletti) sebességnél a gépkocsi fogyasztisa jelentOsen

megnd, igy csak errdl az értékrdl van értelme beszélni.

b) Itt a fogyasztas 12 1.
c) 80 kTm — nal van minimum (helyi).

d) Itt a fogyasztas 8 1.

VIII. Differencialszamitas segitségével igazoljuk a kovetkez6 allitasokat:

a) Az f(x) = arccos(2x? — 1) — 2arccosx fiiggvény konstans.

1 1 5
b) cos*x — 5Cos4x = 2cos’x — 5cos2x —

(Hahn/Dzewas: Mathematik 11., 179. oldal)

Megoldas:
a) A fuggvény pontosan akkor konstans, ha differencialhato és a derivaltja azonosan 0.
4x 2
@) = x =2 = - =
J1—(2x2 —1)2 Vi—x2 V1—4x*+4x2 -1 V1 —x?
4x 2 4x 2

= - = — =0, VxeD
V—4x* +4x2 V1 —x2 2xV1—x2 1 -—x2 4

b) %cos 4x = % (cos?2x — sin?2x) 4tirdsa utan derivaljuk mindkét oldalt:

1 1
—4cos3x - sinx + Ecos 2x - sin2x + Esin 2x - cos2x = —4cosx - sinx + sin 2x
Ekkor atalakithat6: —4 cosx -sinx = —2sin2x ezért a jobb oldal: —sin 2x- szel
egyenld.
A bal oldal is alakithatd, hiszen: —4cos3x-sinx = —2cos?x - (2 cosxsinx) =
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—2co0s?x - sin 2x, és cos 2x = cos’x — sin’x
fgy azt kaptuk, hogy:
—2cos?x - sin 2x + ;(coszx — sin?x) - sin 2x + %sin 2x - (cos?x — sin?x) =
—sin 2x
A bal oldalon kiemeliink sin 2x-et:

sin 2x + (—2cos?x + cos?x — sin®x) = — sin 2x

sin2x - (—1) = —sin2x

Tehat a derivalt jobb és bal oldala megegyezik egymassal, igy az eredeti kifejezés jobb
¢s bal oldala k6zott csak konstansnyi eltérés lehet. Meg kell nézniink a két oldal 0-ban

felvett értékeit, ha ezek megegyeznek, konstansban sem térhet el a két kifejezés.

Bal oldal: cos*0 — écos 0= %

Jobb oldal: 2cos?0 —%cosO —%: o _1_>_7

Ezzel az azonossagot igazoltuk.

IX. Azt a negyedfoku polinomfiiggvényt keressiik, amely a P (1, 1) ponton keresztiil
megy és érinti az x-tengelyt az origéban. Illetve még azt is tudjuk rola, hogy

inflexios pontja van az x = 2 helyen. Melyik ez a fiiggvény?

Megoldas:
Altalanosan fel tudjuk irni egy negyedfoku polinom alakjat, ahol a, b, c,d, e € R
fxX) =ax*+bx3+cx?+dx+e
A derivaltfiiggvényei a kovetkezoképpen néznek ki:
f'(x) = 4ax® + 3bx%? + 2cx + d
f'"(x) = 12ax? + 6bx + 2c
A feladat szovegébdl a kovetkezoket tudtuk meg:
- fatmegy a P(1, 1) ponton, azaz f{(1)=1, amibdl felirhatjuk, hogy:a+b+c+d+e=1
- érinti az x-tengelyt az origdban, azaz f{0)=0, amibdl az kovetkezik, hogy e =0
- inflexids pontja van a fliggvénynek az x = 2 helyen, tehat felirhato, hogy:
o  f'(0) =0, amibdl az kovetkezik, hogy d =0
o f'(2)=0, = 32a+12b+4c+d=0
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o f"(2)=0, = 48a+12b+2c=0

fgy egy egyenletrendszerhez jutottunk:
atbt+tc+d+te=1

e=0

d=0

32a+ 12b+4c+d=0
48a+12b+2¢c=0

3 16 24
o b=——; c==;d=0; e=0

Amibdl azt az eredményt kapjuk, hogy: a = g "

Tehat a negyedfoku fliggvény: f(x) = %x“‘ _ §x3 n %xz

X. A lencsetorvény osszefiiggést allapit meg a lencse fokusztavolsaga a

targytavolsag és a képtavolsag kozott: %=%+%. Adott f fokusztavolsag estén

milyen targy- és képtavolsagra legkisebb a két tavolsag osszege, és mekkora ez a
minimalis tavolsag?
(Béarczy Barnabar: Differencidlszamitas, 172. oldal)
Megoldas:
Ha a két tavolsag Osszegét y-nal jeloljiik, akkory =¢ + k
A lencsetorvénybdl kifejezziik k értékét és y kifejezésébe behelyettesitjiik:
t

k=
t—f
y=t+—

Mivel f (a lencse fOkusztdvolsdga) allando, igy y értéke csak t értékétdl fligg.
Differencialjuk y-t mint t fliggvényét:

_o
g(t)—t+t_f
o =) —tf f?
gO=1+—— =1z

Ez t=f kivételével mindeniitt differencialhato.
A fiiggvénynek t azon értékére lehet szélsOértéke, amelyre az elsé derivalt nulla:

_
1 (t—f)z_o
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Ebbél: (t — f)? = f?; amibdl az kdvetkezik kibontés utan, hogy: t(t — 2f) = 0.
Az egyenlet megoldasai: #,=0 ¢s 1,=2f. A felirt fliggvénynek tehat ezen ¢ értékek mellett
lehet szélsoérteke. A szélsoértek létezésére és fajtdjara a masodik derivalt eldjelébol
kovetkezhetlink:
fr2t—=f) _  2f?

C=H* = f)

A t,=0-ra a lencsetorvény nem értelmezett (a targyat nem lehet a lencsében elhelyezni).

g"(t) =

t,=2f behelyettesitéssel:

"(2f) o2 >0
g = — = — ,
P f
tehat y-nak minimuma van.
Ertéke ezen a helyen:
tof 2f?
=t,+——=ef + — = 4f.
Y2 2 tz _ f ef f f

A kép és targy tavolsaga ekkor a fokusztavolsag négyszerese.

XI.

Egy vasit mellett fekvo A helységbdl bizonyos aruszallitmanyt iranyitanak a
vasuttol 9 km tavolsagra 1évo B helységbe. B-nek a vasutvonalra valo vetiilete A-tol
30km tavolsagra van. Tudjuk, hogy 1 tonna aru vasuti szallitasi koltsége a,
tehergépkocsival valo szallitasi koltsége pedig p (> a ). Hatarozzuk meg a vasutnak
azt a pontjat, ahonnan a B helységbe vezet6é egyenes utnak indulnia kell ahhoz,
hogy a szallitas a leheto legolcsobb legyen! (Ha a paraméter még gondot okoz a
tanuloknak, eldszor oldjak meg a feladatot Gigy, hogy a-hoz és B-hoz valamilyen szamot
rendelnek.)

(Dr. Horst Lemke, Dr. Werner Stoye: Mathematik 11, 210. oldal)

Megoldas:
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S0 —x
A B4 T B’

Legyen f(x) a szallitasi koltség, ha x az atrakodasi pont (B)) tavolsaga B’-tdl:

f(x) =a(30 —x) + fx?% + 81 x € [0; 30]

Akkor lehet sz¢lsdértéke a fliggvénynek, ha a derivaltja 0:

f’(x)=—a+ﬁ-2 2x

1
Vx? +81
ad =0

Vx? +81

8 X
Vx? + 81
B-x=ax?+81 aB,x>0

B?-x?= a?-(x*+81)

(B? — a®)x? = 81a?

_a_{_ﬁ

=a

5 81a?
X = —
B2 — a2
9a
X=t+t—
B2 — a?
. , 9a
Mivel x > 0, ezért x, = N

Vizsgaljuk most az elégséges feltételek valamelyikét:

a) Nézziik meg, hogy a derivalt a pontban eldjelet valt-e:

FO0 = —at B X _—a-\/m+ﬁ-x
B VxZ+81 VxZ + 81

Mivel a fenti tort nevezdje mindig pozitiv, ezért az eldjele megegyezik a szdmlalojanak

eldjelével:

gx)=pF-x—a-x?+81

g(x) és igy a tort is pontosan akkor negativ, ha:
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0<pf-x<a- \/m
p?-a* < a?-(x*+81)
(B? — a?)x? < 8la?
Mivel B2 — a? > 0, ezért
81a?

A fenti eredményt Osszevetve az eredeti fiiggvény értelmezési tartomanyaval:

0<x<x X = Xg Xo < X

J'®) - 0 +

fx) csokkend lokalis minimum novekedd

Ebben a pontban tehat valoban minimuma van a koltségnek, a fliggvény menetébdl az is

latszik, hogy az értelmezési tartomany végpontjaiban a fliggvénynek nem lehet

.. ; 9a , ..
minimuma, igy az x, = Tt pontban abszolut minimuma van.

b) Vizsgaljuk meg a masodik derivaltat:

2

1 2x X
x2+81—x> Vx2+81-—
7 _ 2 x2+81 __ Vx2+81 __ x*+81-x% _ 818
f(x)_ﬁ x2+81 _ﬁ x2+81 _ﬁ 3 §>0 Vx.
(x2+81)2 (x2+81)2

fgy az xo —ban lokalis minimuma van, melynek értéke:

f(xy) = a(zo— -

Meg kell vizsgalnunk, hogy abszolit minimum van-e a pontban. Az értelmezési
tartomany belsd pontjaiban mashol nem lehet szélséérték, de a végpontokban ki kellene
szamitani a koltséget. Ehelyett hivatkozhatunk arra, hogy a fliggvénylink zart

intervallumon értelmezett folytonosan differencialhato fiiggvény, amelynek pontosan
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egy belsé pontban van szélséértéke. Ezek a tulajdonsagok biztositjak, hgya fliggvény
derivaltja mashol nem valthat eldjelet, igy f(0) < f(x,), mivel a [0, xo] intervallumon
a figgvény szigoruan monoton névoé és f(x,) > f(30), mivel a [xp, 30] intervallumon a

fliggvény szigoruan monoton csdkkend.

XII.
Az alabbi fiiggvénygrafikon alapjan rajzold meg a fiiggvény derivaltjanak képét!

3

Megoldas:
| |
|

JI ra

2 1ol T\f/ 2 3
j.-"l

|||| i
I'H2

%‘\, f
: N

Az x=0-nal f{x)-nek maximuma van, tehat f'(x)-nek x=0-nal zérushelye van.
Az x=1,3-nél f(x)-nek minimuma van, tehat f'(x)-nek x=1,3-nél tovabbi zérushelye van.
Az x=0,7-nél megvaltozik a gorbiilet irdnya, konvexbdl konkav lesz, tehat x=0,7
inflexios pont, azaz f'(x) ott minimalis.

Az x < 01ill. x > 1,3 intervallumokon f{x) szigoriian monoton névekvo, tehat f'(x) az x <

0 1ll. x > 1,3 intervallumokban az x tengely folott fut.

Az 0 < x < 1,3 intervallumban f{x) szigorian monoton csokkend, tehat f'(x) ebben az
intervallumban az y tengely alatt fut.
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