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Eloszo

Gyakorl6 pedagégusok gyakran szembesiilnek azzal a jelenséggel, hogy a
matematika tanitasa soran a feladatok j0 megvalasztasa fél siker. Nemcsak a
,mit tanitok” hanem a ,hogyan tanitom meg” kérdését is befolyasolja. Fontos,
hogy minden matematikatanarnak — a rengeteg nyomtatasban megjelent
tankonyv, példatar és feladatgylijtemény mellett is — legyen egy sajat hasznalatu
példatara, amely azokat a feladatokat tartalmazza, amelyeket ténylegesen fel is

hasznal a tanév soran, a matematika 6rakon.

Példatarunkban kell, hogy szerepeljenek az egy témakorhoz tartozé hasonld
feladatok kozott ,kakukktojas” feladatok is, hogy a tanulékat gondolkodasra és
kreativitasra 6sztonozzik, és ne csak a tanult tartalmak leginkabb mechanikus

alkalmazasara. Szakdolgozatomban ilyen feladatokat valogattam Gssze.

Els6 — és szamomra legfontosabb — funkciéja az altalam kivalasztott
feladatoknak a korabban tanitott tartalmak folyamatos és alland6 ismétlése. Ezt
els6sorban a matematika tantargy koncentrikus tananyagstrukturaja indokolja.
Minden témakor kapesan sziikséges elvenni olyan feladatokat is, amelyek az

el6z6 témakorok ismereteit 1s alkalmazzak és ismétlik at az 4j ismeretek mellett.

Masik funkcidja a kés6bbi — akar egyetemi szintd — tanulmanyok elGkészitése.

Célom tehat, hogy a feladatoknak a késébbi tananyagban is legyen vonatkozasa.

Harmadik funkci6 a komplex matematikai szemlélet kialakitasa. Annal
értékesebb egy tanitasi 6ra, minél tobb teriletét érintjiik a matematikanak.
Legyen sz6 akar ismétlésr6l, akar a kés6bbi tartalmak megalapozasarol,
tehetiink kitéréket a matematika olyan teriiletei felé, amelyeket szigoru
értelemben nem tartalmaz az a témakor, amellyel éppen a tanitasi oran
elsddlegesen foglalkozunk. A példataram az Osszeallitasanal ez 1is fontos

szempont.

A negyedik funkci6 a tobbféle megoldas lehetGsége. A példatarban szerepld
feladatok mindegyike tobbféleképpen is megoldhatd, sok esetben éppen ez vilagit




ra egyes Osszefliggésekre, a tanuldok szamara ez teremthet kapcsolatot latszolag

fuggetlen tartalmak kozott.

Szakdolgozatomban tehat olyan feladatokat valogattam Ossze, amelyek eleget
tesznek a felsorolt négy feltételnek, raadasul mas-mas évfolyamokon, kiillonb6zd
tudassal, kiilonb6z6képpen oldhatjuk meg 6ket. Ez a szakdolgozat azonban tobb
mint egy példatar. Nemcsak a feladatokat és megoldasaikat tartalmazza,
nemcsak a megoldasi modszereket hasonlitja 6ssze, hanem feladatelemzéseket is

tartalmaz.

Meg kell jegyeznem, hogy ennek a négy felsorolt szempontnak egyszerre
megfelel6 feladat ritkdn szerepel egy hagyomanyos matematika oran. Az is
kétségtelen, hogy a tanulmanyi versenyek versenypéldai kozott talalni ilyen
feladatokat, de a versenyfeladatokbdl 0Osszeallitott példatarak nem
témakoronkénti struktiraban kozlik a feladatokat, ezért nem 1is igen jut
eszlinkbe, hogy ezekbdl is valogassunk egy-egy feladatot a hagyomanyos

matematika o6rakra.

A példatar nem teljes: lehetne boviteni folyamatosan — és a késobbiekben, sajat
hasznalatra tervezem 1s ennek megvaldsitasat — 1jabb feladatokkal.
Szakdolgozatom feladatait csak a tizedik osztalyos tartalmak koré
csoportositottam, tehat ugyanilyen példatarat oOssze lehet allitani minden
évfolyam szamara. Masrészt nem fedi le a szoban forgéd évfolyam teljes anyagat:
igyekeztem azokat a feladatokat kivalasztani, amelyben minél tobb témakor

tartalmai felbukkannak.

Koszonettel tartozom Ambrus Gabriellanak, aki a munkamhoz
témavezetoként minden lehetséges segitséget megadott, otletekkel,

javaslatokkal, szakirodalommal.
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1.) Mit értek tizedik osztalyos tartalmakon?A jelenleg érvényes NAT és
kerettantervek alapjan deklaralt tartalmakat, amelyek Gsszhangban allnak a

tankonyvek tananyagaval.

2.) A matematikai tartalmak eltér6 elnevezéseinek egyértelmiisitése.
Ritkan el6fordulhatnak a matematikai szakirodalomban ugyanannak a
fogalomnak, tételnek eltéré megnevezései is. Az egyértelmiiség kedvéért, ahol
sziikségesnek latom, kimondom a széban forgd tételeket és allitasokat, ezek
korabban mar megjelent bizonyitasaira vagy a labjegyzetben fogok hivatkozni,
vagy a mellékletben kozlom. Ha koézismert tételrél van szb, akkor ettdl
eltekintek, ugyanolyan elnevezéseket fogok hasznalni, mint amelyek az altalam

atnézett tankonyvekben szerepelnek.

3.) A tananyag ,hagyomanyos” strukturaja. Hagyomanyosnak azt a
bizonyitasi strukturat értem, amelynek tradiciéi vannak, és a magyar
matematikatanitasi kultirara leginkabb jellemz6, altalanosnak tekinthet6.
Munkam soran 6sszehasonlitottam a négy jelenleg legnagyobb példanyszamban
megjelend magyar tankényvesalad tankonyveit, és az 1989-ben kiadott Hajnal-
féle gimnaziumi tankonyvet (Ld. részletesen Irodalomjegyzék.) Ha egy tétel
bizonyitasa mind az 6t tankényvben lényegében ugyanaz (ilyen példaul a kés6bb

1s emlitett magassagtétel) akkor agy veszem, hogy ezt a tételt hagyomanyosan

igy bizonyitjuk. Tapasztalataim szerint ezekben a koényvekben — bar a
tankonyvek felépitésében és tartalmaban vannak jelentés kiilonbségek — a

bizonyitasi koncepcidikat tekintve azonban mégis nagyon hasonléak. Eppen ezért

ezt a bizonyitasi strukturat tekintem majd hagyomanyosnak.

4.) A tananyaghalé ,masodlagos”’kapcsolatai. Az altalunk kivalasztott
bizonyitasi koncepcido egyértelmien kijeléli a tartalmak kozotti ok-okozati
osszefliggéseket. Vannak azonban olyan kapcsolatok is, amelyekre nem épitink
az adott koncepcidban. Ezek a ,mellékvaganyok” a ,masodlagos” kapcsolatok a

felsorolt tartalmak kozott. A feladatok megoldasa soran viszont ezeket a




masodlagos kapcsolatokat is meg kell, hogy ismerjék a tanulék a tananyag
tartalmi elemei kozott. Feladatok formajaban eldkerilhetnek olyan bizonyitasok
1s, amelyek nem fértek bele a tananyagba koncepcionalis okok miatt. Hogy ezt
hogyan oldhatjuk meg bizonyos feladatok segitségével, foként ezzel foglalkozik a

szakdolgozatom.

5.) Két megoldasi médszer akkor tekinthetoé kiilonb6zonek, ha az alabbi
kritériumok valamelyike teljesitil:!

- ha a két megoldas soran kiilonb6z6 ismeretekre hivatkozunk.

- ha mas probléma-megoldasi stratégiat alkalmazunk (céliranya koévetkeztetés,
forditott iranyu kovetkeztetés, tervszerl probalgatas)

- ha mas gondolkodasi miveleteket hajtunk végre (analizis, szintézis,
altalanositas, analodgia, stb.)

- ha a nem felcserélheté megoldasi 1épéseket (logikai miveletet) mas sorrendben

hajtunk végre, vagyis a megoldas logikai utja eltérd.

1 Kantor Sdandor: A matematikai feladatok konvenciéi 1999. cimii cikkében részletesen szerepel
(ld.: Irodalomjegyzék), hogy konvenciondadlisan mit tekinthetiink egy feladatmegolddsi lépésnek, és
milyen szempontoknak kell egy feladatmegolddasnak megfelelnie.




1. Egyenlet — algebra vagy szamelmélet?

Feladat: Oldjuk meg a kovetkezoé egyenletet az egész szamok halmazan!?

1 1 2
x(x+1)+(x+1)(x+2)_§

Hol, melyik évfolyamon keriilhet el6 a feladat? Természetesen az algebrai
tortek bevezetése utan barmikor, amikor a tanuldk tudnak algebrai torteket
egyszerlsiteni és kozos nevezére hozni, talalkoztak olyan algebrai torttel,
amelynek a nevezdjében is van ismeretlen. (Ez elGszor 9. osztalyban i1d6szerd,

vagy utana barmelyik évfolyamon.)

1.1. Els6 megoldas3

Elsé lehetdségként vazolom, hogy 10. osztalyban hogyan keriilne megoldasra ez a

feladat, a masodfoku egyenlet megoldoképletének ismerete utan.

1.1.1. Elészor 1s kikotéseket kell tenni, mert a nevezében nem lehet nulla, ezért

azx lehetséges értékei kozil ki kell zarnunk az x € {0, —1, —2} szamokat.

A koz6s nevezd 63x(x + 1)(x + 2), tehat ezzel szorozzuk az egyenlet mindkét
oldalat!
63(x +2)+63x =2x(x+1)(x+2)

1.1.2. Az egyenlet bal oldalan kiemelést végziink. Emeljiink ki 63-at!
632x+2) =2x(x+1)(x+2)

A bal oldali zaréjelb6l még ki tudunk emelni 2-t is, ezzel el is oszthatjuk az

egyenlet mindkét oldalat.

63(x+1)=x(x+1)(x+2)

2Matematika gyakorlo és éretiségire felkészité feladatgyiijtemény I. 2006. (részletesen ld.:
Irodalomjegyzék.) 1240. feladata alapjan.
3 Sajat megoldas




Egyszerisités, a zarojelek felbontasa és az egyenlet atrendezése utana kovetkezd
masodfokl egyenletet kapjuk:
x2+2x—63=0

Az egyenletet a megoldoképlet segitségével megoldhatjuk, aza =1; b= 2;
ésc = —63 helyettesitéssel.

—2+V4+4-1-63 -2++256 —2+16
2-1 B 2 2

X1,2 =

Ebbd6l tudni fogjuk, hogy x; = 7 és x, = —9 lesz a masodfokt egyenlet két gyoke.
A valés szamok halmazan keresiink megoldasokat, tehat mindkét megoldast el

tudjuk fogadni.

1.1.3.Ellenérzés: az eredeti egyenlet bal oldalaba helyettesitstinkx; = 7-et:

1 N 1 1 N 1 947 2
774+1)  (7+1D(7+2) 7-8 8:-9 7-8-9 63

Az eredeti egyenlet bal oldalaba helyettesitsiink x, = —9-et:
1 1 1 1 7—9 2

9(9+ 1) T (9+D(9+2) 9887 789 63

A mindkét esetben az eredeti egyenlet jobb oldalan is ugyanez a szam all, tehat

az egyenlet allitasa igaz.

Valasz:Az egyenlet egész megolddsai: x; =7 és x, = —9.

1.2. Masodik megoldas

Kovetkezzen egy masik megoldas, ami szintén elvégezheté 10. osztalyban. A
kilonbség itt a kozos nevezére hozasban van, amit 9. osztalyban mar
alkalmaztunk algebrai tortek esetén, és a masodfoku egyenlet megoldasaban,

amelyet megolddképlet nélkiil, szorzatta bontassal oldunk meg.*

4+ Sokszinili matematika tankényvsorozat(2010.részletesen Ild.: Irodalomjegyzék) 9. osztalyok
szamadra irt tankonyvében szerepel is egy ,,Egyenlet megolddsa szorzattd alakitdssal” cimii fejezet.
Itt elsésorban az pi(x) -p(x) - ... ' p(x) =0 alaki egyenletek megolddsait keressiik, ahol minden
pi(x) elséfoku, egyvadltozés polinom, és i€ {1,2..n}. Ugyanakkor a szamelmélet résznél szerzett
ismeretek alapjan ap,(x) -p,(x) = p egyenletet is meg tudjuk oldani, ha a p € Z prim. Lényegében
erre az egyszerii dllitasra épiil a feladat megolddsa.




Kikotéseket itt szintén tegytiik meg. (Ld.: 1.1.1.)

Az egyenlet bal oldalan két tortet latunk, ezt hozzuk koézos nevezoére. A kozos

nevezd a x(x + 1)(x + 2)kifejezés.

x+2 X 2
x(x+1)(x+2)+x(x+1)(x+2)_@

A bal oldali azonos nevezdjd torteket 6sszeadjuk.

2042 2
x(x+1D(x+2) 63

1.2.1. A bal oldali tortet egyszerdsitjuk (x + 1)-el. A feladat most mar csak a

kovetkezb egyenlet megoldasaroél szol:

2 2
x(x+2) 63

Ha két tort egyenld, és a szamlalojuk ugyanaz a szam, akkor a két tort nevezsje
1s egyenld.

x(x+2) =63

Keresem azt az egész szamot, és a nala 2-vel nagyobb masik szamot, amelyeknek

a szorzata 63. Irjuk fel 63 pozitiv osztéit!
63 pozitiv osztéi = {1; 3;7;9; 21; 63}

A negativ osztok pedig ugyanezek a szamok lesznek, negativ elGjellel ellatva.

Keresstlink olyan osztoparokat, amelyek kozott a kiillonbség 2 lesz!

A63=7-9=(-7)-(—9) felbontas miatt az egyenlet két megoldasa:
x; = 7, mert ekkor x; +2 =9
ésx, = —9, mert ekkor x; +2 = —7.

A feladatot ugyanugy ellendrizziik, mint 1.1.3.-ban.

A feladat leginkabb attol nehéz, hogy mechanikusan alkalmazva a
kozépiskolaban szokasos mérlegelv 1épéseit a feladat egyre bonyolultabba valik.

Példaul az egyenletmegoldas masodik soraban, az (1.1.2. pont) kézenfekvs 1épés




lenne a zardjelek felbontasa. A tanuldk egy része valdszintileg ezt is tenné, és
csak a zardjelfelbontas utan jonne ra, hogy ez egy harmadfoku egyenlet, amit

még nem tud megoldani.

Miért valasztottam a feladatot? A 9. osztalyos egyenletek témakor nagyon
gazdag egyenletmegoldé moddszerekben: mérlegelv segitségével, lebontogatassal,
grafikus modszerrel, esetszétvalasztassal oldunk meg feladatokat els6sorban, de
vannak olyan egyenletmegoldo , trikkok” is, amelyeket elemi feladatmegoldashoz
tudnunk alkalmazni, ilyen példaul a mar emlitett magasabb foku egyenletek
szorzattda bontasa. Ezek a ,trikkos” moddszerek azonban koénnyen
elfelejtodhetnek magasabb évfolyamokon, mert itt mar inkabb mas jellegl
problémakra koncentralunk (masodfokii egyenlet, exponencialis egyenlet,
trigonometrikus egyenlet, stb. specialis moddszereire.) Ebben a feladatban
szerencsére a szorzatta bontasnal is alkalmazott szamelméleti megoldas gyorsan

eredményre vezet.

Mikor, hogyan adnam fel a feladatot? Ezt a feladatot akar tobbszor is. (Vagy
valamelyik feladatvariacidjat.) ElGszor 9. osztalyban. Utana 10. osztalyban ismét.
Azért foglalkoznék a feladattal a masodfoku egyenletek tanitasa utan, hogy
felhivjam a figyelmet a mechanikus feladatmegoldas veszélyeire. Itt ugyanis

vissza lehet utalni a korabbi évfolyamon alkalmazott megoldasara.

1.3. Megjegyzés: A feladat nem egészen igy hangzik a konyvben. Hanem a kiévetkezGképpen:

Egy osztalyban szdamolasi versenyt rendeztek. A feladat az volt, hogy az aldabbi
sbonyolult” egyenletek gydkeit ki tudja a leggyorsabban meghatarozni. A gyéztes

Aladarnak néhany perc elég volt az dsszes feladat megoldasdara. Hogyan okoskodhatott?

a.)
1 1 _ 2
xx+D) x+DE+2) 63

b.)
1 1 _ 1
x(x+1)+(x+1)(x+2)_ﬁ
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c.)

1 1 1 3
Xx+D) GrDE+2) x+2)x+3) 88
d)
1 1 1 1 2
XG+D GIDGE+2)  x+2x+3)  x+3)x+4) 63
e.)

1 1 _ 2
xx+2) xt2)x+4) 45

A 1.1. és a 1.2. pontban ismertetett médon mindegyik egyenlet megoldhaté. A feladat szovege
azonban azt sugallja, hogy valami altalanosabb mddszerre lenne sziikség. ElsG probalkozasként
vegylk a lehet6 legegyszertbb altalanositast! Ahol a, b, c,d, e valtozok egymast kévets egészek (az

e.) feladatban egymast kovet§ paros egészek.)

A feladat a.) b.) és e.) részének egyenleteit altalanositva:

1 N 1 _ c N a _a+c
ab b-c a'bc a-b-c a'b-c

Ugyanigy a c.) részben:

1 1 1 cd +ad + ab
n-'-ﬁ-l-c-d: a'b-c-d
A d.) részben pedig:
1 1 1 1 cde + ade + abe + abc
n+ﬁ+c-d+d-e= a-b-c-d-e

Egy kozépiskolas didk valdszintileg nem ezt az alakot irja fel, hanem néla az a, b, ¢ paraméterek

helyett az a = x;b = (x + 1); ¢ = (x + 2)... stb. kifejezések szerepelnek.

Ezeket a kifejezéseket most én is visszahelyettesithetném, de most eltekintek téle. A konkrét

esetekben szerzett tapasztalatok azt sugalljak, hogy teljestilnek majd a kovetkezd osszefiiggések:

a.) és b.) és e.) részben:

a c.) részben:

és a d.) részben:

Vagyis altalanosabban:
1 1 1 ? +p)—
N . Letp-x_ p
x(x+1) (x+Dx+2) x+p—Dx+p) x(x + p) x(x + p)

11



Illetve specialisan az e.) feladat esetében:
1 1 1 ? 14
+ +oet &
x(x+2) (x+4)(x+6) x+2p—-2)(x+2p) x(x+2p)

1.3.1. Ezeket a sejtéseket bizonyitani elég nehéz koézépiskolai modszerekkel, de példaul teljes
indukeiéval lehetséges lenne. En most ettdl is eltekintek, inkdbb visszavezetem a problémat az

alabbi— felsGoktatasbol ismert — 6sszegzési feladatra®:

n

1+1++ 1 _Z 1 _ 1
1-2 2-3 m-Dn ZLii-(i+1) =~ n+1

i=1

Kozépiskolaban ez a Dbizonyitasi feladat legfeljebb fakultaciéon vagy tagozatos osztalyban

kiegészitd anyagként kertlhet el6.

Az el§z6 6sszegzésre vonatkozd Osszefliggést felhasznalva tényleg latjuk:

x+p-1 rp—1 .
; ﬁz ; i-(i1+1)_;i.(i1+1)=(1—$>_<1_%)=x(%;p)

Megjegyzés: ez igazolja, hogy

x+p

1 1 1 _ 1
x(x+1)+(x+1)(x+2)+“'+(x+p—1)(x+p)_Zi-(iﬂ)

i=x

és a feladat a.) b.) részében p = 2, c.) részében p = 3, és d.) részében p = 4.

1.3.2. A feladat e.) részében specialisan:é

z": 1 _,_n+l
_1(2i—1)-(2i+1)_ 2n+1
i=

A fentiek mint4jara itt:

(x+2p-1)/2 (x+2p-1)/2 x—-1/2

1 1 1
Q2i-1)-Qi+D ; Qi-1D-Qi+1) ; Qi-1-Qi+1

i=(x+1)/2
Az 6sszegzési képletet alkalmazva egyrészt:

(x+2p-1)/2

1 _ x+2p+1
Z Qi-1D-Q2i+1) ~ 2(x+2p)

5 Az osszegzési feladat bizonyitdsa ld.: Melléklet.
6A sordosszegzési feladat bizonyitdasa ld.: Mellékletben

12



masrészt pedig:
x—1/2

Z 1 _1 x+1
,1(2i—1)-(2i+1)_ 2x
=

A két 6sszeg kulonbsége:

(x+Dx+2p) (x+2p+Dx  (x*+2xp+x+2p) — (x* +2xp+x) p
2x(x + 2p) 2(x + 2p)x 2x(x + 2p) ~ x(x +2p)

A feladat e.) részében p = 2 teljestl.
A feladat a sorosszeg segitségével leegyszerUsitett valtozata:

a.) feladatban:

b.) feladatban:

c.) feladatban:

d.) feladatban:

e.) feladatban:
2 _ 2
x(x +4) 45

egyenletek megoldasait keressuk. A feladatban emlitett Aladar is leginkabb igy kaphatott

gyorsan megoldasokat.

Mindegyik egyenlet az egész szamok halmazan gyorsan megoldhat6 szorzatta bontassal, ahogy az

1.2.1. pontban tortént. Vagyis:

b.) feladatban:
48=x(x+2)=6-8=(-8)(—6)
c.) feladatban:
88 =x(x+3) =8-11=(-11)- (-8)
d.) feladatban:
32=x(x+4)=4-8=(-8)-(-4)

13



e.) feladatban pedig:
45=x(x+4)=5-9=(-9)-(-5)

1.3.3. Valasz: Aladar ismerve a p taghbdl 4ll6 sordsszeg képletét az egyenletek jobb oldalan 41l

tort — szikség szinti dtalakitidsdval és — nevezdjének x(x + p)alaki szorzattd bontdsaval oldhatja

meg legkonnyebben az egyenleteket.

Mikor és hogyan adnam fel ezt az utobbi valtozatot? Ugyantgy 10. osztalyban, de az 1.3.
pontban ko6zolt megolddsi modddal csak fakultacidon, szakkoron, érettségi el6készitén, vagy
tagozatos osztalyban foglalkoznék, 11-12. évfolyamon. Ekkor elényt jelent, ha a tanulék mar

ismerik az altalam leirt masik két megoldasvaltozatot.
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2. Egyenlet — analizissel

Feladat: Oldjuk meg a valos szamok halmazan a kovetkezé egyenletet:’
x*++x=18

Melyik évfolyamon lenne magatol értet6d6é a feladat? Igazabdl minden
kozépiskolai évfolyamon nehéz a feladat, mert nem lehet megoldani a

hagyomanyos algebrai médszerekkel.

Mikor és hogyan adnam fel 10. osztalyban? A masodfoku egyenletek —
egyenlGtlenségek — fliggvények témakor végén, vagy a témakor utan, de csak
akkor, ha a tanuldk jartassagot mutatnak a grafikus megoldasban, és elég 1dd

jutott a masodfoku és a gyokos kifejezést tartalmazé fuggvényekre.

2.1. Els6 megoldas:3

x% +/x = 18 = \/x = 18 — x%4talakitdssalkénnyebben alkalmazhaté a grafikus

modszer. Abrézoljuk a kovetkezd fliggvényeket!

{f(x) =18 — x?
g(x) =Vx

Valasz: a rajzr6l mar konnven leolvashatd, hogy az egyetlen megoldds a

kovetkezd szampar:

{x =4
y=2
Megjegyzés: ritkan talalunk tankonyvben olyan feladatot, amelynek

megoldasahoz a grafikus moddszert alkalmazzuk, de el6tte atrendezzik az

egyenletet, igy ez hianypo6tlo lehet.

7 A feladattal Juhdsz Péter egyik kurzusdin taldlkoztam (Hogyan foglalkozzunk tehetséges
gyerekekkel? ELTE-TTK Matematikatanitdsi és Modszertani tanszék.) Elmonddsa szerint ez a
feladat eredetileg Pésa Lajos tandr urtol szarmazik.

8Sajat megoldas.
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y=18 — 2?2

‘-8 ._7 ._ ._5 ‘_4 .-3 "2 T

'
Mok b e S e e e e e e e N @ o
Pl o L P A S i b S S S A

2.1. adbra

Miért nehéz a feladat? Megfelel6 mennyiségli feladatmegoldé rutinnal
rendelkezve csabit benninket a lehetdség, hogy a hagyomanyos algebrai
modszerekkel kezdjink a feladatnak. Példaul kénnyen zsakutcaba jutunk uj
ismeretlen bevezetésével: ay/x = y > Ohelyettesitéssel kapott y* + y = 18 alakbdél
latszik, hogy ez egy hianyos negyedfokt egyenlet, amelynek a nemnegativ
ymegoldasait keressiik. Ezt kozépiskolai moédszerekkel nem lehet megoldani.
Abban az esetben talalhatunk kézépiskolai médszerekkel megkaphaté megoldast,
ha az egész szamok korében keressiik azt. (Az 1-es feladat alapjan. Keressiik a

megfelelS szorzatta bontast:
y(y3+1) =18

A 18 paros, tehat y vagy y3 + 1 paros. 18 osztéit felirjuk, és az y = 2 esetén

talalunk is megoldast, amibél az x = 4 adddik.
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2.3. Masodik megoldas?®

Ez a gondolatmenet egyszerd, raadasul nélkil6z minden elézetes ismeretet, amit
az el6z6 pontban hasznaltunk. Ez elvégezhet6 minden olyan évfolyamon, ahol a
gyerekek mar ismerik a gyokvonas miveletét, akar altalanos iskolaban 1is, igy

természetesen 10. évfolyamon is alkalmazhato.

A gyokjel alatt nem szerepelhet negativ szam, ezért biztos, hogy az egyenlet

megoldasat a nemnegativ szamok kozott kell keresni.

Nemnegativ szam négyzete és négyzetgyoke is nemnegativ, tehat az egyenletben

két nemnegativ szam 6sszege lesz 18.
Egy lehetséges megoldas az x = 4, azt tudjuk, kérdés: van-e masik megoldas is.

A 4-nél nagyobb szamok négyzete nagyobb 16-nal, négyzetgyoke nagyobb 2-nél, e
kettd 6sszege nagyobb, mint 18.

A 4-nél kisebb nemnegativ szamok négyzete kisebb, mint 16, négyzetgyoke

kisebb, mint 2, e kettd 6sszege kisebb, mint 18.

Tehat csak az x = 4 lesz megoldds, mas nem.

Megjegyzés: a fenti megoldas trivialissa valik 11. osztalyban, ahol sokat
foglalkozunk a filiggvények monotonitasaval. Ki is hasznaljuk példaul az
exponencialis és logaritmussal kapcsolatos egyenletek megoldasanal. Ugyanezt

hasznaljuk ki most az egyenlet megoldasainak megkeresésénél is.

Az egész szamok korében probalgatassal az x =4 megoldast koénnyen
megtalaljuk. Kérdés: van-e mas megoldasa is az egyenletnek? A bal oldalon két
fiiggvény osszege szerepel. f(x) = x%ésg(x) =+x. Mindkét fiiggvény szigoru

monotonitast mutat.

Az x = 4 esetre belattuk, hogy f(4) = 16 és g(4) = 2.

S%Juhdsz Péter dltal tartott gyakorlaton ezzel a megoldassal taldalkozhattam.
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Ha x <4 akkor a szigori monotonitas miatt f(x) <16 és g(4) <2. A két

egyenl6tlenség megfeleld oldalait 6sszeadva adodik:
fx)+gx) <16+2=18

tehat x? ++/x <18, ami azt jelenti, hogy az x <4 szamok korében nincs

megoldas.

Ugyanigy ha x >4 akkor a szigord monotonitas miatt f(x) > 16 és g(4) > 2.
ebbdl adodik:

fx)+g(x) >16+2=18

tehat x?++/x > 18, ami azt jelenti, hogy az x >4 szdmok korében nincs

megoldas.

Miért valasztottam ezt a feladatot? Mert az algebrai egyenletmegoldo6 1épések
egyikével sem lehet a feladatot megoldani koézépiskolaban. Viszont a fenti két

modszer egylitt nagyon szépen demonstralja a matematikai analizis szemléletét.
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3. Koordinatageometria:
a Pitagorasz-tételtol a Gauss egészekig

Feladat: Egy koordinatarendszerben megrajzoltuk az origo kézéppontu,
S5egység sugaru kort. Hany racspont esik erre a korvonalra?
(Racspontnak nevezziik azokat a pontokat, melyeknek mindkét

koordinatdaja egész szam.)'0

Hol, milyen évfolyamon magatoél értetodé a feladat? A feladat megoldhato
akar a 8. osztalyos apparatus segitségével i1s, de ugy gondolom a gyerekek
tobbsége 8. osztalyban még nem elég érett a feladat alapproblémajara.ll Egy
érettségizo tanuld viszont a feladat elolvasasa utan nagy valdszinliség szerint a
11. osztalyban tanult koordinatageometriai ismeretekre asszocial elGszor.
Hagyomanyos tanodrai keretek kozott véleményem szerint leginkabb 9-10.

osztalyban érdemes a feladattal foglalkozni.

Hogyan keriilhet el6 ez a feladat 10. osztalyban? Mivel koordinata-
geometriaval még nem foglalkoztunk, ezért csakis elemi uton kereshetjik meg a
megoldasokat. Tudni kell ehhez a Pitagorasz-tételt, biztonsaggal kell tudni

hasznéalni a Descartes féle koordinata-rendszert.

2.1. Els6 megoldas

2.1.1. ElGszor 1s készitsiink egy j6 abrat! Az egybdl latszik (a racspontok
megrajzolasa nélkil is) hogy a kor a tengelyeket racspontban metszi, ezeket
rogton jelolhetjik is. Ezeket tekinthetjiik trivialis megoldasnak. A kérdés, hogy

talalunk-e mashol is racspontokat a koron?

2.1.2. Rajzoljunk be egy tetszbleges pontot, amirdl egyelére még nem tudjuk, hogy
racspontra esik-e! (Ld. 2.1.2. Abra!) Azt tudjuk, hogy a P pont koordinatai x és y,

tehat az x tengelyre vetitve az OP szakaszt egy derékszogd haromszoget kapunk,

10 KOMAL 2009. marciusi feladat. K. 208.a)
11 A K jelii feladat a versenykiirds szerint 9. osztdlyt még nem, de a 8. osztalyt mar elvégzett
tanuloknak szol.
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melyre felirhatjuk a Pitagorasz tételt. (Tehat itt még az x? + y? = 5%2egyenlet nem

a kor egyenleteként szerepel.)

2.1.3. Oldjuk meg azx?+ y? =52

1 P4

2.1.1. dbra

1 P4

2.1.2. dbra

diofantoszi egyenletet! (A 9. osztalyos

szamelméleti témakor kapcsan mar talalkozhattunk diofantoszi egyenlettel.) Az

egyenletet megoldhatjuk probalgatassal, mivel mar csak kevés szamot kell

behelyettesitentink. Az 1,2, 3,4 szamokat elég x helyére behelyettesiteni, hogy az

elsé negyedben talalhaté megoldasokat megkeressik.

2.1.3. dbra

2.1.4. Ha x = 3 akkor y = 4, és ha x = 4 akkor y = 3. Az els6 negyedben ez a két

par megoldas van, a tobbit pedig megkaphatjuk a tengelyekre vagy az origéra

vald tukrozéssel.
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A feladat megoldasai a kovetkez6 szamparok lesznek:

Elgjelek: |x|] =5 x| = 4 |x| =3 |x| =
x ly| =0 ly| =3 ly| = 4 lyl =5
+ P, (+5,0) P;(+4,+3) P,(+3,+4) P;,(0,+5)
+ P,(+4,-3) Pg(+3,—4)
— P,(—5,0) Ps(—4,+3) Py(—3,+4) P,,(0,-5)
— P6(_4'i_3) P10(_31_4')

Valasz: Osszesen tehit ez a 12 rdcspont lesz, vagyis ez a 12 szdmpAar a megoldés.

Masodik megoldas!2

Szintén 10. osztalyban az 2.1.3. pontban mar emlitett masodfoku kétismeretlenes
egyenlet megoldasait mashogy is megkereshetjik. Atrendezve az egyenletet a

kovetkezd kifejezést kapjuk:

y = 125 — x?

Keressik tehat azokat az x € [-5, +5], egészeket, amelyekre a négyzetgyokvonas
eredménye is egész lesz. Tizedik osztdlyban gyakran taldlkozunk az x?
kifejezéssel, és tudjuk, hogy egy szam és ellentettjének ugyanaz lesz a négyzete,

tehat elég az x € [0,+5] halmazon megoldasokat keresni.

Az eredeti x? + y? = 52felirdsbdl az is kitlinik, hogy x és y helyzete szimmetrikus,

tehat elég megkeresni az alabbi egyenlet egész megoldasait:
y =+/25—x2
Ebbél mar felirhatjuk az 6sszes megoldast, gy, mint 2.1.4. pontban.

Megjegyzés: a 10. osztalyos gyokvonassal foglalkoz6 algebrai témakor miatt

fontos igy is foglalkozni a feladattal.

12 Sajat megoldas.
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2.3. Harmadik megoldas

A feladatmegoldas sikere ennél a feladatnal is a j6 abra készitésén mulik. A
legjobb abra egyben a feladat megoldasat is jelenti, mert a racspontok
berajzolasaval le i1s olvashatjuk a megoldasokat a rajzréol. A feladat tehat
megoldhat6 szerkesztéssel is, amit ki kell egészitenliink annak a bizonyitasaval,

hogy nincsen mas megoldas.

1 Pio

2.3. abra

A bizonyitas egyszerl, hiszen a kozéppontos szimmetria miatt itt is elegendd az
elsé koordinata-negyedben megoldanunk a feladatot. (Ugyanezt tettiikk algebrai
értelemben a 2.1. és 2.2. esetén, amikor a P pont mindkét koordinatajat
nemnegativ szamnak vettiik, majd ezekbdl kerestiik meg a negativ megoldasokat

1s.)

Biztos, hogy P; és P, kozott nincs megoldas, mert a pontok els6 koordinatai

szomszédos egész szamok, nincs kozottiik Gjabb egész szam.

Biztos, hogy P; és P, kozott sincs megoldas, mert a pontok masodik koordinatai

szomszédos egész szamok, nincs kozottik tjabb egész szam.
P,és P; kozott mindkét indoklas lehetséges.

Ezt az elemi megoldast 10. osztalyban szintén érdemes az el6zé kettd mellett
alkalmazni, de meg kell jegyezni, hogy ez a megoldas mar 8. osztalyban is

alkalmazhat6 lenne.
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2.4. Negyedik megoldas

A KOMAL honlapjan taldlhaté megoldds egyértelmen a Pithagoraszi

szamharmasok kozott keres megoldasokat.13

2.5. Megjegyzések:

a.) Forgasszogek szogfliiggvényeinél 10. osztalyban, ahol az egységkorben
hasonléan a kor pontjainak tengelyekre esé merdleges vetileteit nézzik,

akkorx =r-cosa, ésy =r-cosa.

b.) Kor -egyenletének tanitasanal, 11. osztalyban, és kor-egyenes

metszéspontjainak meghatarozasanal.

] x® +y? =25
egyenletii kor

y=c

egyenletii egyenes

2.4. abra

A feladatban kor és egyenesek metszéspontjait keressiik. Kérdés, milyen c € Z

konstans esetén lesz az alabbi masodfoku egyenletrendszernek egész megoldasa:

{x2+y2=25
y==c

Természetesen, ha x =c¢ egyenleti egyenesekkel dolgozunk, ugyanigy

eredményre vezet, éppen a valtozok szimmetriajabol adédoan.

Bhttps/www.kRomal.hu/verseny/feladat.cgi?a=feladat&f=K208&I=hu
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c.) Ha esetleg foglalkoztunk a szamelméleti témakorben a témaval, akkor a
diofantoszi egyenletet ugy is megoldhatjuk az x,y € {0, 1, ...5} halmazon, hogy a

megoldasokat pitagoraszi szamharmasok kozott keressiik.

d.) Szintén fakultacién, a komplex szamok tanitasanal, hiszen ha az x a valds
tengely, az y a képzetes, akkor az abran latszik, hogy az a = 3 + 4i komplex szam

konjugaltja a = 3 — 4i, és szorzatuk éppen a norma, azaz
N(a)=af=(3+4)(3—4i)=32—(40)2=32+42=9+16 = 25

ami a sugdr négyzete. Erdekes lehet a feladat atfogalmazdsa (bar nyilvan igy
sosem fogjuk a feladatot megoldani) hogy keressiik azokat a Gauss egészeket,

amelyeknek a normaja 25.

e.) Nehezithetjik a feladatot, ha valtoztatjuk r értékét, vagy feladhatjuk a
KOMAL feladat b.) részét, ami igy hangzik: Adjunk meg olyan r egész értéket,
melyre az origé kézéppontu, r sugaru korvonalon tébb mint 14 racspont
talalhato. Mutassuk is meg, hogy a megadoit r érték eleget tesz a

feltételnek!

A KOMAL honlapon taldlhaté megoldds szerintl4 itt is a Pithagoraszi
szamharmasok kozott kell keresgélniink. Ha r egész, akkor a trivialis
megoldasok szama szintén 4 lesz. Koordinata-negyedenként atlagosan legalabb
tovabbi 2,5 megoldas jut. Keresiink tehat olyan négyzetszamot, amelyet
kétféleképpen tudunk négyzetszamok 6sszegére bontani. A 3, 4, 5 és az 5, 12, 13
szamharmasokbdl adédik:132% - (3% + 4?) = 132 - 52 = 52 - (122 + 52).

Miért valasztottam a feladatot? Mert a kozépiskolai matematika tobb
teriiletét érinti (szamelmélet, algebra, analitikus geometria) és ezek kozott a
teriletek kozott teremt kapcsolatot. A feladat — bar egyszerd, elemi
modszerekkel megoldhaté - olyan kovetkezményekkel bir, amelyekre késébbi
témakoroknél, és minden tovabbi évfolyamokon lehet majd hivatkozni. Példaul
azért 1s foglalkoznék a feladattal tizedik osztalyban, hogy elGkészitsem a

kovetkezd évi koordinata-geometria anyagot.

lHgzintén megtaldlhato:http/www.komal.hu/verseny/feladat.cgi?a=feladat&f=K208&I=hu
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4. Szélsoérték szamitas: a terulet maximuma

Feladat: Adott dtfogoju derékszogii haromszogek koziil melyiknek a

legnagyobb a teriilete?ls

Mikor, melyik évfolyamon magatol értet6d6 a feladat? A Thalesz-tétel
tanitasa utan, csakis abban az esetben, ha a tanulok mar talalkoztak egyszerd
széls6érték problémaval, vagy legalabb fliggvények kapcsan elGkerilt a

fliggvények minimuma és a maximuma.

4.1. Els6 megoldas¢

4.1.1. Adott ¢ atfogdjd derékszogi haromszogeket ugy tudunk koénnyen

meghatarozni, ha ac atfogéra Thalesz kort emelink, ugyanis ekkor a derékszogl

2
Cy Z?
M

A R é I

4.1.1. agbra

csucs rajta van az AB atmérdjd koron.

(@]

c , Ca

s

A mellékelt abra csak egy lehetséges C pont esetét mutatja, tekintsiik ezt
altalanos esetnek. Az 4.1.1. abran lathaté derékszogli haromszog teriilete

(c :== AB jeldléssel természetesen)

T:C.mCZ(E)'mC

15Sokszinii matematika 10. osztdalyos konyvében (2010.) taldalhaté szamtani és mértani
kozépértékekre vonatkozo osszefiiggés bizonyitasanak alapjan késziilt feladat. A hasonlésdig
néhdany alkalmazdasa cimi fejezetben talalhato 2. példa ,Bizonyitsuk be geometriai eszkozokkel,
hogy két szam szamtani kézepe mindig nagyobb vagy egyenld, mint ugyanezen szamok mértani
kozepe... Mikor teljesiil az egyenléség?”

16 Ez a megoldas a kényvben szereplé példa alapjan késziilt.
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A teriilet nagysaga tehat csak az m, magassag fliggvényében alakul. Keressiik
tehat az m, magassag lehetséges maximalis értékét, ami a rajzon is latszik, hogy

legfeljebb r hosszusagu lehet.

4.1.2. Valasz:ac atfogiju derékszogli haromszog terulete akkor maximadlis,

@% =r = m, teljesil és ekkor a teriilet:
: 2
P Q- (- Q) -5

Megjegyzés: A feladat megoldasa a fent leirt médon mar lehetséges 9.

osztalyban. Mivel nem szamit konnyd feladatnak, ezért inkabb 10. osztalyban

érdemes vele foglalkozni.

4.2. Masodik megoldas!’

Ez a megoldas mar mindenképpen a 10. osztalyban aktualis. Szerepel ebben
masodfoku algebrai kifejezés atrendezése és négyzetgyokvonas, valamint

alkalmazzuk a szamtani-mértani kozépértékre vonatkozo egyenlétlenséget.

4.2.1. A derékszogl haromszog terilete:

T_a-b
2

A terilet tehat akkor maximalis, ha az ab szorzat maximalis.

T~

.

4.2. dbra

17Sajdat megoldas.
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4.2.2. Az oldalakra felirhatjuk a Pitagorasz-tételt: a? + b? = c2. Mivel c adott, és a
tertlet képletében két ismeretlen talalhato, fejezziik ki valamelyik ismeretlent ¢

segitségével!

b =+/c?—a?

lgy az ab szorzat értéke: ab = aVc? — a2.Vigyiik be az a-t a gyokjel ald, és
alkalmazzuk az a? és a (c? —a?) tagokra a szdmtani és mértani kozépérték

kozotti relaciot!1s

2 2 2 2 2 2 2
a*+ (c*—a*) a*+c“—a* ¢
ab = a\c? —a? =./a?(c? —a?) < > = > =3

2
Az egyenlétlenség tehat azt mondja ki, hogy az a - b szorzat maximalis értéke %

2

” s A helyettesitve
ahol az egyenldség pontosan akkor teljesill, haa =b=———=a-b =a“= —.

4.2.3. Valasz:a =b = g cesetén lesz a legnagyobb a haromszog teriilete, azaz ha

’ . 77 7’ ’ . . Ja K , ’ . 'b
a haromszog egyenlészard. A teriilet maximéalis értéke pedig:T = L2 = C:

4.3.Harmadik megoldas
Alkalmazhatjuk a szamtani és mértani kozépértékekre vonatkozd

egyenlStlenséget a?ésb? kifejezésekre is:

2 2
uz /az.bz

2
Az egyel8ség akkor teljesiil, ha a? = b2.
Specialisan erre a feladatra alkalmazva: legyen az a és b a két befogd, amelyek
értéke nem lehet negativ, ezért
e+t
> 2

184 két szamtani és mértani kozépértékére vonatkozé osszefiiggést nem csak geometriai tton
bizonyithatjuk, hanem éppen 10. évfolyamon a masodfoki azonos egyenlétlenségek kapcsin
bizonyitjuk algebrai uton is. (A bizonyitdst az daltalam atnézett minden kozépiskolai tankényv
kozli.) A bizonyitdast a Mellékletben kozlom.
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és az a-b kifejezés értéke a = b esetén lesz maximalis. Alkalmazva a 4.2.1.

pontban felirt teriiletképletet és 4.2.2. pontban felirt Pitagorsz-tételt:
¢ =>2-T
72

Ez az allitas pedig azonos az 4.2.3. pontban ko6zo6lt megoldassal.

4.4. Negyedik megoldas!?

Foglalkozhatunk a feladattal, amikor a tanuldék a szogfliggvényeket mar
biztonsaggal alkalmazzak derékszogl haromszogekre vonatkozo feladatokban, és
mar ismernek trigonometrikus azonossagokat, illetve tudjak alkalmazni a

fuggvénytablazatban szerepld képleteket. 10. osztalyban mar ez is lehetséges.
Induljunk ki ismét a 4.2.1. 6sszefliggésbdl!
Helyettesitsiink a = ¢ - sina-t és b = ¢ cos a-t!

. a-b c?-sina-cosa c? )
= = = —-sin2a
2 2 g

Ebben az 0Osszefliggésben a terilet tehat a sin2a értékétdl fligg. Ennek
széls6értékeit a kovetkezo egyenlGtlenségbdl olvashatjuk le: 0 < sin2a < 1, azaz
keressik a sin2a = legyenlet megoldasait a hegyesszogek korében, mert ekkor

lesz a tertlet értéke maximalis.

Valasz:esetén a haromszog terilete maximalis lesz, ha:

a= % = 45° (és értelemszerten ff = % = 45°)

és a maximum értéke:

19 Sajdat megoldads.
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4.5. Ot6dik megoldas20

Fuggvények segitségével. A fenti megoldasok koziill barmelyiken elindulva irjuk
fel a tertlet valamelyik valtozé szerinti figgvényét, és ennek a fliggvénynek
keressiik meg a maximumat — elemi eszkozokkel.

cme

4.1. esetben: T(m,) = >

= (g)-mc a fluggvény, amelyben a valtoz6 az m,

magassag.
4.2. és 4.3. esetben: T(a) = —az(czz_az) a fiiggvény, amelyben a valtozo az a oldal.

2
4.4. esetben: T(a) = Cz - sin 2a a fliiggvény, amelyben a valtoz6 az a szog.

Ez harom kilonbo6z6 fliggvény. Ebben — és a kovetkezd — szakaszban egyszerre
fogok targyalni harom kiilonb6z6 megoldast, amelynek a megoldasi modja
azonos. Most a felirt fliggvények algebrai alakjabol fogjuk leolvasni a

széls6értékeket, illetve a széls6érték-helyeket.
A terilet fuiggvényében x valtozonak valasszuk:

4.1. esetben megadott figgvényben m, magassagot;
4.2. esetben megadott fiuggvényben aoldalhosszusagot:

4.4. esetben megadott fuggvényben a szégmértéket

Az igy keletkezo fliggvények:

c c
flx) = E-x,ahol xe]O,E]
1 x
g(x) =3 x| v/ c? — x? =3 c2—x2mertx > 0ésx €]0,c[
2

h(x) = — - sin 2x ahol x € |0,
(x)—zsm x aho xE],E[

A figgvényekben a c egy (nemnegativ) paraméter, ami konstansnak tekinthetd. A

10. osztalyban is ismert fliggvénytani ismeretek alapjan az f fliggvény képe

20 Sajdat megoldas.
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origon athaladé egyenes lesz, amelynek a meredeksége a k = %konstans kifejezés.
Keressiik az f(x) = k-x fuggvény (lokalis) maximumat. Minél nagyobb az x,

ak - x algebrai kifejezés is annal nagyobblesz. Az x € ]O, %]intervallumon a valtozo

legnagyobb értékex = glehet, ekkor a fuggvény helyettesitési értéke

2

c c C Cc
r@=z72"7%

2
Szintén 10. osztalyos ismeretek alapjan a h(x) =%-sin 2x = k - sin 2x
figgvénynek keresem a maximumat. A k-sin2x algebrai kifejezésnek az elsd

periédusban a 2x = %helyettesitéssel kapom meg a maximumat. Ebbdl adédéan a
h(x) fuggvénynek az x = % helyen lesz maximuma, és ekkor a fluggvény

helyettesitési értéke:
2 2

m\ Cc° /s c
h(Z) =I-51n(2 Z) = Z
Sajnos a g(x) figgvényt algebrai alakja miatt nem tudjuk kozépiskolaban

ugyanilyen vizsgalatnak alavetni, de ugyanezen az elven kaphatunk megoldast

ebbdl a figgvénybdl is.

4.6. Hatodik megoldas?!

Kozépiskolaban fluggvények szélsGértékét leggyakrabban a fliggvények
grafikonjairél olvassuk le. Ugy gondolom, hogy ezt a lehet§séget semmiképpen
nem szabad elvetni, még akkor sem, ha a fliggvények algebrai alakja nem teszi
lehet6vé a fiizetben, szabadkézi rajzon térténd abrazolasukat. Amennyiben van
lehet6ségiink gépteremben o6rat tartani, grafikus matematikai program
segitségével 1s megoldhaté6 a feladat. Jelen esetben én a GeoGebra nevid

programot hasznaltam.

21 Sajdt megoldas
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Gyakorlati szempontbdél konnyebb megvalésitani a feladatot, ha ¢ paraméternek
eloszor konkrét értéket valasztunk, ez most legyen a ¢ = 2. (Ez ugyanis kénnyen

egyszerulsithetd.)

2 2
flx) = E-x = x, ahol xe]O,E] =10,1]

X
glx) = E-\/4—x2 ésx €]0,2]

4
h(x) = 1 sin 2x = sin 2x ahol x € ]0, 7|

Abrézoljuk a fenti fuggvényeket!

Maximum érték
az intervallumban:

=

z
U]
>

Ymax™

0.8+

0.6

0.4

0.2

I

T T
12 14

Maximum hely
az intervallumban:

-0.24

¥max™ 1
0.4

4.5.1. dbra: az f (x) = x fiiggvény grafikonja

A fuggvénynek a megadott intervallumban az x =1 helyen lesz maximuma,

vagyis az intervallum jobb oldali végpontjaban, ennek értéke: f(1) = 1.

Altalanosan: az f(x) =§-xlineéris figgvénynek az ]0,%] intervallumon a

maximuma mindig az intervallum jobb oldali végpontjaban lesz, a (nem negativ)

c értékétol fliggetlentil, ez tovabbi fliggvények abrazolasa nélkil is lathato.
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A g(x) = xV4 — x2 fiiggvény maximuma x = /2 helyen tal4dlhato.

Maximum érték

0.54

T T T T 0 T T T hd T
-2.5 -1.5 -1 -0.5 0 05 1 15 2 2.
051 Maximum hely
Xmax = 1,41
14
-1.54
24
4.5.2. dbra

Abréazolé programmal a kiilonb6zd paraméterekre (c := {2,4,6,8...}) fliggvénysort
1s készithetiink.

4.5.3. dbra

32



Altalanosan:A rajz alapjan is lehet sejteni, hogy a ¢ paraméter megvalasztisa és
a g(x) figgvény maximumhelye kozott lesz 6sszefliggés. 10. osztalyos tudassal ezt
az Osszefliiggést nehéz megkeresni, de a helyességét belatni mindenképpen lehet.
A g = ;—C Vc? — x?fuggvénynek az ]0,c[intervallumon x = g ¢ helyen lesz

maximuma, és a maximum értéke:

V2 —C 2 c?
9<7' ‘7 "3 (1-2)- sz T

A fenti allitds nem csak algebrai uton indokolhatd, ez a fliggvénysor minden
elemére igazolhaté szerkesztéssel is. Minden x esetén a ¢ =+/2-x-et kell

megszerkeszteniink, ami az x oldalhossztsagu négyzet atloja lesz.

v T T T T T T
6 7 8 9 10 11 12 13

4.5.4. agbra

A h(x) figgvény maximuma az x = % helyen talalhato, itt az értéke:

h(%)=sin(2-%) =sin%= 1

33



Természetesen figyelembe kell venni, hogy az x valtoz6 a haromszog egyik

hegyesszoge, ezért csak az x € ]O,g[ esetén kerestiik a lokalis maximumot.

1.5 !
1
1
1
1
Maximum érték !
ymaxz1 !
1
1
1
1
0.5+ |
1
1
h(z) = sin(2 x) .
0 °
s - 05 0 05 T 1
Makimum hely:
054 X" TT/4
1
1
1
:
1
=14 |
1
1
4.5.5. abra

» 2
Altalanosan:h(x) = %-sin 2x flggvény maximuma a ]0,c[ intervallumon -a ¢
paraméter értékétdl figgetleniil —az x = % helyeken talalhat6. Ezt az alabbi abra

szemlélteti:

(
>

N

o

10
]
s«
?_
6_
5_
4_
3‘
2«
1
0

v
3_
4-
5-
6_
7_
8_
9_

4.5.6. abra c = {2,4,6} paraméterekre kapott fiiggvények. A tengelyek megjelenitési aranya 1:2
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4.7. Hetedik megoldas

A felsGoktatasban, és kozépiskolakban emelt szinten az el6z8 pontban felsorolt fiiggvények lokalis
szélsGértékeit sok esetben egyszertbb a fluggvények differencidldsaval megkeresni, mint a
figgvények abrazolasaval. Az x valtozé szerint felirt, (legalabb n-szer) differencialhatdT (x)
fuggvénynek lokdlis szélsGértéke csak akkor lehet x = x, helyen, ha a T'(x,) = 0; ez a szélsGérték
szlikséges feltétele. Elégséges feltétel, ha és létezik olyan paros n, hogy a T(x) figgvénynek n-
edrendd derivaltja nem nulla az x = x, helyen, ugyanakkor az n-nél alacsonyabb rendd derivaltak
helyettesitési értékének mindegyike szintén nulla. Latni fogjuk, hogy most elég lesz csak a

masodik derivaltakig eljutnunk.

Mivel a 4.1., 4.2. és a 4.4. pontban felirt figgvények esetén is ugyanazt az eljarast kell kovetni,
ezért most csak az egyik megoldast irom le. Azért itt meg kell jegyezni, hogy az elemi megoldas
igen egyszerd, csak a teljesség kedvéért szerepel itt a differencidl-szamitassal torténd megoldas
is.

2
A 4.4. pontban felirt fuggvényre: T(x) = % - sin 2x a fliggvény, és a fenti eljarast hasznalva el8szor

differencialjuk.

Az elss derivalt:

2 2
T'(x) = (%) “(cos2x) -2 = % * COSs 2X.

Keressiik az olyan x = x, helyeket, ahol ez a fuggvény T'(x,) = 0 helyettesitési értékeket vesz fel.

2

c mivel c#0 x csak hegyesszog lehet T, T
7-c052x0=0(=)c052x0=0 »2x0=Eesx0=Z
Keressik meg a masodik derivalt értékét ugyanezen a helyen!
c? . .
T"(x) = (7) - (—=sin2x) -2 = (—c?) - sin 2x.
T" (xo = %) = (=c?) -sin% = (—c?) -1 = —c? < 0; mert minden nem nulla c esetén c? > 0.

Valasz: a T(x) fliggvénynek azx, = %helyen lokalis maximuma lesz. Ennek az értéke:

)-(2) (=) -5
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Miért valasztottam a feladatot? A szélsGérték-problémak elGszor jellemzéen a
tizedikes anyagban szerepelnek, a masodfoku fliggvények és egyenletek kapcsan.
Szélsoérték-feladatokat ekkor ugyanis alapvetden kétféle modszerrel oldunk meg:
fuggvényekkel, vagy nevezetes egyenlétlenségekkel. A kozépiskolai anyagban
szerepld fuggvények kozil a tanuldk legelGszor az abszolut-érték figgvénnyel, és
a masodfoku fiiggvénnyel talalkoznak, amelyeknek van szélsGértékiik. E ketto
kozil gyakorlati szempontbdl a masodfoki fliggvény a jelent6sebb, hiszen a
geometridban és a hétkéznapokban gyakran taldalkozunk olyan jelenségekkel,
amelyet masodfoku fliggvények segitségével tudunk leirni. Az egyik kozépiskolai
modszer lényege tehat, hogy a feladatban szereplé mennyiség szélsGértékét ugy
keressiik meg, hogy egy valtozoé szerint felirt fliggvényének keressiik meg a
széls6értékét. Ebben a feladatban erre harom kilonbozé példat is lathatunk.
Ugyanakkor 1itt hasznalhaté a masik moddszer 1is: taldlunk nevezetes

egyenlGtlenséget is, amelyekkel a feladat megoldhatd.
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5. Geometria feladat: térfogatszamitas

Feladat: Egy forgaskupot a térfogata feléig megtoltottiink vizzel, majd a
cstucsara allitottuk. Milyen magasan volt a kupban a viz dallé, és milyen

magasan forditott helyzetben??2

6. dbra

Milyen korosztalynak ajanlanam a feladatot?

Mivel eleve egy 8. osztalyosok szamara meghirdetett versenyfeladatrél van szo,
azt mondanam, szakkoron, tagozaton mar altalanos iskolaban, de tanérai keretek
kozott legelGszor 10. osztalyban venném eld a feladatot, és mint ki fog derilni,

egészen a felsGoktatasi tartalmakig vezet a feladat.

5.1. Els6 megoldas

Ehhez a megoldashoz elegendd ismerniink a forgaskup térfogatanak képletét, és
azt a tényt, hogy hasonlé idomok (sikidomok, testek) megfelel6 szakaszai kozott

felirt hanyados allandd. Ez al aranyszam lesz a hasonlésag aranya. Ismerniink

kell a x® =y & x = {/y 6sszefiiggést.

5.1.1.Legyen a forgaskup magassaga m, és ezt a magassagot a kupban 1év6
folyadék felszine két részre osztja: egy m, magassagu csonkakipra, amelyben

eldszor a folyadék talalhatd, és egy m, magassagu kisebb méretl forgaskupra,

22Varga Tamas matematikai verseny 1993/94. 8. osztdalyosoknak meghirdetett feladatok koziil 11.
kategoéria 1. feladata
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amelyben eredetileg nincs folyadék. Ezekre teljesil: m = m; + m,. Az alabbi

rajzok oldalnézetd keresztmetszetet mutatnak.

m, my
r
0
5.1.1. agbra

A keresztmetszeti rajzon lathato6 r; és r, szakaszok a kipok alapkoreinek sugarai.

Az ACDA~FGDA hasonlésag miatt felirhatjuk:
riry, = (my +my):m, = m:m,

5.1.2. A forgaskup térfogata: V, a csonkakupé V;, a kisebb kupé V.

Osszefiiggések: a sz6vegbdl tudjuk, a kovetkezd osszefiiggéseket:
V= V1 + VZ

5.1.4. Az egyenes korkup térfogatat a kovetkezd képlet szolgaltatja:

r’-m-m

V=
3

Ha az r az alapkor sugara, m pedig a kiip magassaga.

Fejezziik ki az ismert térfogatokat! A 6.1.4. képletet alkalmazva egyrészt:

rZ m-m

V=——
3

T2 mem,

V1=—
3

AV, térfogatot kétféleképpen irjuk fel:a 5.1.3. allitast ezekkel kiegészitve kapjuk:

V ri-m-m
V2=—=—
2 6

és az 5.1.2. allitast kiegészitve kapjuk:
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rémm  rimm, (rfm—rimy)n

VZZV_Vlz 3 3 3

A kilonbozoképpen kifejezett V,térfogatokat egyenlévé tehetjiik:

réimm  (rfm —rimy)nw
6 3

Rendezve az egyenlGséget:

mq\3 m
(@) -2

m, m,

Az els6 esetben tehat a viz magassaga:

m V2 -1 ( 1)
m=m—-m,=m——=m———=m|l——
1 2 ?{/E 3\/7 3\/5

5.1.5. A masodik esetben, miutan megforditottuk a kupot, a viz helye a V; és V,

térfogati részben felcserélddik. Mivel a viz a kup térfogatanak felét toltotte ki, és

%4

e vV, =V,, ezért most az el6bb V, névvel nevezett térfogati részben foglal helyet.

5.1.5. dbra

5.1.6. A valasz:az els esetben a viz magassaga tehat

V2-1
m1 =m
V2
a masodik esetben a viz magassaga
m
m, = —
V2

Megjegyzés: A megoldas szépsége, hogy elég a sikmetszetben szemléltetniink,
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még akkor is, ha egyébként térfogatot szamolunk. Az n-edik gyckvonas
jellegzetesen 10. évfolyamos probléma, de szakkoron, fakultacion, vagy emelt

szintd osztalyokban eldkeriilhet korabban is, akar 8-9. évfolyamon is.

6.2. Masodik megoldas:

Ehhez a megoldashoz tudni kell azt is, hogy A aranyu hasonldsag esetén a
hasonld testek térfogatdnak ardnya A3. (Ez szintén 10. osztilyban elSkeriild
geometriali probléma.) Az els6 esetben a jelolés szerinti hasonlé kupok

magassaganak aranya legyen (1d.: 5.1.1.)

m,
—2.=
m

A térfogatok aranyara vonatkozé 6sszefliggést felhasznalva:
v, 3 my\3 1
oo n (2 <

m 2

Ebbdl mar kovetkezik:
m\3 m
—) =2 —=V2em,=—
(mz) m, 2 ?{/7

és az 5.1.2. alapjan:

m V2 -1
m1 =m_m2 =m_%=mT

A masodik esetben a 6.1.5. indoklas miatt éppen m, magassagban fog allni a viz.

6.3. Harmadik megoldas:

Inkabb a fels6oktatasban vagy 12. évfolyamon, matematika fakultaciéon hasznalhaté moédszer,
amely raadasul nagyon rovid. Meg kell jegyezni, hogy ez gyakorlatilag a térfogatképlet

alkalmazasat jelenti csupan az els6 megoldashoz képest.

Vegyink egy koordinata rendszerben egy f(x) =k-x egyenletd egyenest! Forgassuk meg
x tengely korul az egyenest, és hatarozzunk meg ugy 0 <t < m hatdrokat, hogy a forgastest

térfogata [0; t] intervallumban és [t,m] intervallumban egyenld legyen!

A forgastest térfogata, ha a forgastestet az f(x) alakzat az [a,b] intervallumba es6 szakaszatx
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tengely koruli megforgatasaval nyertuk:

b
V= nf f2(x)dx

a

Az f(x) alakzat egyenletét négyzetre emelve: f2(x) = k%x?

6.3. dbra

A forgaskup térfogata tehat:

a

b b 317
V= n'f (k*x?)dx = mk? f (x®)dx = wk? [?]
a a

Az a, b hatarok behelyettesitésével:

V = nk? b -a
3

Most méar csak a hatarok megvalasztasardl szl a feladat. Az abra alapjan ezt is hamar megtehetjik. A

térfogatokat felirva a hatarokkal, ahol a t = 0 valés paraméter

3_03 3
V = nk? m —0 = k? m
3 3
L (m? — 3
Vv, =

, 303 , 3
V1—1rk< 3 )—nk (;)
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A fenti harom térfogatképletbdl mar az 6sszes keresett adatot levezethetjiik:

V=",

£3 m3 — 3
2(2 Y= 2
Tk (3) Tk ( 3 )

Az 5.1.5. pont indoklédsa szerint éppen ilyen m, = t magassagban 4llt masodszor a viz a ktp belsejében. Az
m,; magassagot mar ebbdl egyszerl kivonassal elvégezhetjiik, hiszen

m=m-m,=m-—t

Miért tetszik a feladat? Az els6 megoldas soran geometriai problémat
oldottunk meg algebrai eszkozokkel. Ez elGkésziti azt a szemléletet, ami
egyeuklidészi szerkesztéssel megoldand6 feladattél — a déloszi problématél — az
algebrai testbdvitésekhez vezetett. Azt mar kozépiskolaban is tapasztaljuk, hogy
a hosszisag és a terililet k6zott masodfokd, a hosszisag és a térfogat kozott
harmadfoka 0Osszefiiggés all fenn. Azt is tapasztaljuk, hogy hasonlé sikidomok
teriiletének aranya kozott négyzetes, hasonld testek térfogatanak aranya kozott

kobos 6sszefliggés all fenn.

Miért valasztottam a feladatot? Az els6 megoldasban koézépiskolai algebrai
eszkozokkel szerezhettiink tapasztalatot arrél, hogy a hosszusag és a térfogat
kozott valamiféle ,harmadfok(” kapcsolat all fenn, és amelyet a harmadik
hatvanyra emelés, illetve a kobgyokvonas segitségével kezelhetliink. A masodik

megoldas eleve a testek hasonldsagara épiil.

10. évfolyamon aktualis téma a kobgyokvonas, és a hasonlésag i1s. Mivel a
térgeometria 12. évfolyamon fordul el6 kézépiskolaban, az alsébb évfolyamokon
konnyen elfelejtédnek a felszin és térfogatszamitas ismeretei, amelyeket még

altalanos iskoldaban tanultak a tanuldk.
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6. Geometria feladat sok megoldassal
— Euler-tétel

Feladat: Az ABCD trapéz AC atloja 12, a BD datléoja 9 egység, atloi
merdélegesek egymasra. Tudjuk, hogy |AB|-|CD| = 50. Hatarozzuk meg az
alabbi kifejezés értékét!?3

|AB|?> + |BC|?* + |CD|* + |DA|?

6.1. Els6 megoldas24

A feladatot megoldhatjuk Euler tételének?> felhasznalasaval. Ez a
legkézenfekvibb, hiszen a feladat altalanositasaval éppen Euler négyszogekre

vonatkozo tételét kapjuk.

Euler tétele ABDC négyszog atloi: AC, ennek felez6pontja M, és BD, ennek
felez6pontja N. Ekkor teljesiil a kovetkezo egyenldség:
|AB|? + |BC|? + |CD|? + |[DA|? = |AC|? + |BD|? + 4 - [MN|?

mas jelolésekkel:

a?+b?+c?+d®*=e?+f2+4-k?

6.1. dbra

234 XIV. Nemzetkozi Magyar Matematikai Verseny (2005. mdrcius 20-23.) 9. osztdalyosok szamadra
meghirdetett 5. feladata. (A feladat kitiizéje Kiss Sandor Nyiregyhaza.)

24 A feladat szerepelt mar Dr. Kantor Sandorné Dr. Varga Tiinde: Gondolatok egy
versenyfeladattal kapcsolatban cimii irdsiban (Nyitott Konyv Konyvmiihely, 2007.) Ebben a
cikkben emlit megoldadsi otleteket, de a megolddasokat nem kozli részletesen, ezért én megteszem.
25Euler tétele a magyar kézépfoki matematikaoktatasban nem tananyag, Erdélyben azonban
igen. A tétel bizonyitasat a Mellékletben kézlom.
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6.1.1. Euler tételét alkalmazva: ABDC négyszog — mellesleg most ez a négyszog
trapéz — atloi: AC, ennek felezépontja M, és BD, ennek felezépontja N. Ekkor
teljesil a kovetkezd egyenlGség:

|AB|? + |BC|? + |CD|? + |DA|?> = |AC|? + |BD|?* + 4 - [MN|?

D c D c

6.1.1. gbra 6.1.2. abra

A feladat megolddsdhoz az |AB|? + |BC|?> + |CD|? + |DA|? kifejezés értékét kell
meghataroznunk. Az Euler tételt alkalmazva

|AB|? + |BC|? + |CD|? + |DA|? = |AC|?> + |BD|?> + 4 - [MN|? = (12)%? + (9)? + 4|MN|?

Mivel ABCD négyszog trapéz, jelen esetben teljesil: [MN| = % ||AB| — |DC||.

Az MN szakaszhossz helyére ez behelyettesithet6:

1
|AB|? + |BC|? + |CD|? + |DA|? = 144 + 81 + 4 7 (|JAB|? + |CD|? — 2|AB| - |CD))

Most ki tudjuk hasznalni a feladatban megadott, |AB| - |CD| = 50 feltételt.
|AB|? + |BC|? + |CD|? + |DA|? = 225 + |AB|? + |CD|? — 100

Ha az el6zé allitast, mint egyenletet rendezziik, akkor a kovetkezd allitast
kapjuk:
|BC|? + |DA|? = 125

6.1.2. Nevezzik el az AC atlon a metszéspont altal 1étrehozott szakaszokat a és
c szakaszoknak, valamint aBD atlon keletkezett szakaszokat bés d
szakaszoknak! A Pitagorasz tételt alkalmazva ABC4 derékszogl haromszogre:

|AB|? = a? + b?

Ugyanigy a DCG4-re:
|CD|? = ¢? + d?
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6.1.3. A fenti két egyenlGség megfeleld oldalait 6sszeadva:
|AB|? + |CD|* = a® + b* + ¢* + d* = |BC|* + |DA|* = 125

Hiszen |BC|? = b? + ¢? és |AD|? = a® + d? szintén a Pitagorasz-tétel miatt. Ezt az
Osszefiiggést az Euler-tételtdl fiiggetlenil kaptuk meg, ezért a tébbi megoldas

soran is fel fogjuk hasznalni.

A feladat megoldasa tehat:
|AB|?> + |BC|? + |CD|?> + |DA|? = 2 (|IBC|? + |DA|?») = 2125 = 250

Valasz:a keresett érték: |AB|? + |BC|? + |CD|? + |DA|* = 250.

Megjegyzés: Természetesen a feladatot kozépiskolaban nem igy oldjuk meg, mar

csak az Euler-tétel hiAnya miatt is mas modszerekre van szilikség.

7.2. Masodik megoldas

A feladatot megoldhatjuk hasonlésag segitségével. Ez a megoldas felel meg a
legjobban a 10. évfolyamos kovetelményeknek. Alkalmazzuk ezen Kkivil a

Pithagorasz-tételt és tudnunk kell egyenletrendszert megoldani.

7.2.1. Vegytuk észre, hogy ABG4 = CDGA!

7.2.1. dbra

6.2.2. Az abran lathaté szakaszokat a,b és c¢,d betlkkel jelolve a kovetkezd

aranyokat irhatjuk fel: ha a hasonlésag aranya A, akkor:

|AB| = A-|CD|
b=21-d
a=A-c
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Ebbél nekiink egyelGre az elsé egyenlet a fontos, mert a megadott adatokkal

egyltt a kovetkezd egyenletrendszert irhatjuk fel beldle:
{Mm=lﬂaﬂ
|AB|-|CD| =50
A behelyettesité modszert alkalmazva a fenti egyenletrendszerben a masodik

egyenletben:
|AB|-|CD| = (A-|CD|)-|CD| =A-|CD|*> =50

Majd ennek atrendezésébdl a kovetkezd kifejezést kapjuk:

50
CD|? =—
DI ==

6.2.3. Az |AB|? + |CD|? kifejezést meg fogjuk tudni hatdrozni A ismeretében, mert

50 50 1
|ABI? +CDI? = (A-|CDI)? + |CDI? = 22—+ — = 50 (/1+1)

Az abra alapjan a kovetkezd arany is teljesul:

at+c b+d
a b
Ez masképpen irva:
12 9
a b

Az egyenlGséget atrendezve kapjuk:

6.2.4. Készitsuk el a kovetkezd abrat:

6.2.4. abra
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Az alapokra felirhatjuk Pithagorasz tételének alkalmazasaval:

4B| =2 -¢; |cD] =2
2 © 3¢

5 5
|AB|-|CD|=Zc-za=50(:>a-c=32

Ha a-ra és c-re egyenletrendszert irunk fel:

{a+c=12
a-c=32

Ennek az egyenletrendszernek a megoldasai:

{Cl = 4' {CZ = 8

a1 = 8 a2 = 4
Ebbdl az els6 megoldast kerestiik, ha a > ¢ esetet feltételezziik, ahol a 6.2.2.
egyenletrendszer alapjan a A=2. A c¢>a esetben ugyanezt a megoldast

kapnank.

Ezt a 2 = 2 értéket 6.2.3-ba helyettesitve:

1
|AB|2 + |CD|? = (/1 +I) .50 = 125

6.2.5. Ha az eredeti feladat altal meghatarozott kifejezés értékét keressiik, akkor
a 6.1.3. allitast is felhasznaljuk:
|AB|?> + |BC|?> + |CD|?> + |DA|?> = 2 - (|AB|?> + |CD|?) = 2 - 125 = 250

6.3. Harmadik megoldas

Ez a megoldas geometriai transzformacié segitségével torténik, ami szintén 10.
évfolyamon aktualis. A feladatmegoldas soran alkalmazzuk a Pitagorasz-tételt, a
masodfokii  egyenletmegolddé  képletet, és meg kell oldanunk egy

egyenletrendszert.

A DC vektorral toljuk el a DB szakaszt, amelynek képe a D'B’ szakasz. Mivel az
atlok merdlegesek egymasra, az ACB'4 = 90°. Alkalmazzuk a Pitagorasz tételt:
|AB|? = |AC|? + |BD|?> = (12)? + (9)? = 144 + 81 = 225 = (15)2 = AB = 15
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6.3. dbra

Az eltolas miatt a DC = BB'. Felirhatjuk a kovetkezd egyenletrendszert:
{ |AB| - |CD| = 50
|AB| + |CD| = 15
A masodik egyenletbdl kifejezve |CD| = 15— |AB|. Ezt az els6 egyenletbe

helyettesitve:
|AB|- (15 — |AB]) = 50

Az |AB| = x helyettesitéssel felirhat6 a kovetkezé masodfoku egyenlet:
x?—15x+50 =0

A masodfoku egyenlet megoldasai: x; = 10; x, =5 amibél az x; = |AB| =10 =
vy, = |CD| = 5 megoldas teljesiilhet.
A feladat megoldasa — alkalmazva a 6.1.3. egyenldséget:

|AB|? + |BC|?> + |CD|* + |DA|*> = 2 (JAB|* + |CD|?) = 2- (100 + 25) = 250

6.4. Negyedik megoldas

Kiegészitésként kozlom a feladat koordinatageometriai (vagyis analitikus geometriai) jellegd
megoldasat. Ez a megoldas 11. évfolyamon ajanlott, amikor a tanuldk ismerik az egyenes és a kor

egyenletét. Felhasznaljuk ezen kiviil a Thalesz-tételt és a Pitagorasz-tételt.

Helyezziik el a trapézt tgy a koordinata rendszerben, hogy az atloi a tengelyekre essenek, és az
atlok metszéspontja az origéba! (Ld.: 6.4. abra.) Az abrabdl konnyen addédik, hogy a cstucspontok
koordinatai:

A(0; —a); B(b; 0); C(0;c); D(—d;0)
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Az A és B pontokon atmengd egyenes egyenlete:

_a
y=gx-—a

Ugyanigy aC és D pontokon d4tmend egyenes egyenlete:

y=gx+tc

Mivel a két egyenes parhuzamos, igy egyenld a meredekségik. (Ez az arany irhato fel

hasonlésaggal is, 1d. 6.2. megoldas)

Ac=12—a ésd =9 — b miatt:

A

6.4.1. agbra 6.4.2.abra

fgy megkapjuk a két paraméter szamszerd aranyat.

a:b=4:3
Most mar az a paraméter segitségével minden pont koordinatajat megadhatjuk:
3 3
A(0;—a); B <Za; 0> ;€(0;12—a); D (9 - Za; 0)
Az AB szakasz felezdpontja:

F(S . a)
8¥ 72

Az F kozépponta r sugaru kor egyenlete:

<x+§a>2+(y+%)2 =r?
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Tudjuk, hogy a kor atmegy az origon, mert az atlok merdlegesen metszik egymast, tehat az |AB]|
szakasz f6lé emelt Thalesz koron rajta lesz az atlék metszéspontja is. Az x=0;y=0

helyettesitéssel a koregyenletbdl azt kapjuk:

(3 )2 N (4 )2 25 , 5 S 2 = 14B] 5
— f— = —_— = = = — = = -
5 5¢ gV =rier=ga=2r 7@

Ugyanigy a CD szakasz felezGpontja:

A T koézéppont, s sugaru kor egyenlete:

(x—;+ga>2+(y—6+g)2=52

A P(0;0) pontra a kévetkez6 eredményt kapjuk:
5/a
S = E (E - 3)
a
2s = |CD| = 5(5—3)

Mivel |AB| - |CD| = 50 ezért:

Az egyenletet atrendezve:

a?—6a—16=0

A masodfoku egyenlet megoldasaval megkapjuk, hogy
a=8b=6;c=4;d=3; |AB| =10és|CD| =5

Ebbél mar egyszer( helyettesitéssel

|AB|? + |CD|? = 10% + 5% = 125

és a 6.2.5. pont felhasznalasaval mar adédik az eredmény.

Mikor és hogyan adnam fel a feladatot? Mindenképpen 10. évfolyamon, a
benne szereplé matematikai tartalmak miatt. Az elemi geometriai dton és a
vektorok segitségével adott megoldasokat Gssze is lehet vetni. Jol johet a feladat
szakkoron, fakultacion, emelt szintd, tagozatos osztalyban, ha meg akarunk
ismerkedni az Euler-tétellel, és ekkor mar az 0Osszes megoldasi mod

alkalmazhaté.
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7. Geometriai feladat sok megoldassal
— ,Ismételjik a geometriat egy feladaton keresztiil.”

Feladat: az ABC hegyesszogi haromszog C-nél levo szoge 45°. Az M pont a
haromszog magassagpontja. Bizonyitsuk be, hogy CM = AB teljesiil!26

Lacké Laszlo sok megoldasos geometria feladata (19 kiilonb6z6 megoldast
gyUjtott oOssze) alkalmas a kozépiskolai geometria tananyag teljes kord
atismétlésére. A Fazekas-portalon megjelent anyaganak ezt a cimet adta:
,Ismételjik a geometriat egy feladaton keresztiil!”.A mi céljainknak ez annyiban
mindenképpen megfelel, hogy tizennégy feladatmegoldassal mar a tizedik

osztalyos tananyag ismeretével is elboldogulunk.2?

ElGszor olyan megoldasok kovetkeznek, amelyekben csak egybevagosagi
transzformacidkat alkalmazunk, vagy szogek és szakaszhosszak egybevagosagat
vizsgaltuk. A megoldasok minden lépése akar 9. évfolyamon is elvégezhetd, de
elég Osszetettek ahhoz, hogy tizedik osztalyban foglalkozzunk a feladattal.
Tovabba azért is érdemesebb 10. évfolyamon foglalkozni a feladattal, mert igy

tobb megoldas is 6sszehasonlithatd.

7.1. Els6 megoldas

Milyen ismeretek sziikségesek a feladat megoldashoz?A haromszog belsd
szogeinek 6sszege 180°, az egyenld szard haromszog szimmetrikus, haromszogek

egybevagiosaganak alapesetei.

A megoldas teljes mértékben a haromszogek egybevagosagara épil, és a feladat

elemi dton megoldhat6. A feladat fejleszti a térlatast és a problémamegoldd

26 A feladat és megoldasai megtalalhato:

https//matek.fazekas.hu/portal/tanitasianyagok/Laczko Laszlo/geoism/geoism.html

27 A szerzd dltal publikdlt megoldasoknak eredetileg mas a sorrendje. Sziikségét éreztem azonban
a sorrend meguvadltoztatisinak, méghozza didaktikai okokbdl. Az daltalam megallapitott sorrend
annak felel meg, ahogy az iskolai oktatasban a feladatmegoldasok elékeriilhetnek.
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képességet: visszafelé gondolkozva kell elindulnunk, onnan, hogy melyik két

szakasz egyenloségét kell bizonyitanunk.

X+y X+y

7.1.1. abra 7.1.2. abra

Az els6 megoldas menete28AT, pont legyen az A cstcshoz tartozé magassag, Ty
pont a B cstucshoz tartozé magassag csucspontja. A BM szakasz hossza legyen x,

az MTg szakaszé y.

7.1.1. A rajz alapjan latjuk: CATp,4 haromszog derékszogl haromszog, és

egyenls szara is, mertTy,CA4 = 45° = CATp4 = 45°.

A BTgC4 is derékszogl egyenl6 szart haromszog. Ezért CTg hossza x +y.

Az ATgMaharomszog is derékszogl egyenlS szart haromszog. Ezért ATg = y.

7.1.2. A CMTg és ATgB haromszogek egybevagok, mert két-két oldaluk és

kozbezart szogiik egyenld. Ezért AB = CM.

7.2. Masodik megoldas

ey

Milyen ismeretek sziikségesek a feladat megoldashoz? Az el6z6 feladathoz
is sziikséges ismereteken kiviil ismerni kell a szogparok koziil a meréleges szaru
szogeket. Ez 1s az el6z6 megoldas mintajara épil, csak mas indoklast hasznalunk

fel a megoldashoz.

A masodik megoldas menete?® Szintén a T, pont az A cstucshoz tartozo

magassag, Tz pont a Bestucshoz tartozé magassag csticspontja.

28 Eredetileg ez az I.megoldads
29 Eredetileg ez a II. megoldads
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» TzBA4 = ACM4, mert merGleges szara hegyesszogek.

» Az ATgB és a CMTy haromszogek derékszogliek és még van egy-egy egyenld
szoguk, raadasul aBTgés CTy egymasnak megfelel6 oldalak egyenldk.

» A CBTy haromszog egyenl6 szara derékszogu ezért a két haromszog egybevago.
(Ezt mar a 7.1.2.-ben 1is lattuk, csak ott mas volt az indoklas.) Ebbdl
kovetkezik, hogy CM = AB.

45° TA
7.2. abra 7.3. abra

7.3. Harmadik megoldas

Milyen ismeretek sziikségesek a feladat megoldashoz? Az els6 feladathoz is
sziikséges ismereteken kivil ismerniink kell még a pont korili adott szogd
elforgatast, mintegybevagdsagi transzformaciot. Ez a megoldas nagyon egyszert
és nagyon szemléletes. Egy j6 abran koénnyen latni, hogy kozéppont korili
elforgatasréol van sz6. A segédvonalak behuzasaval az indoklast is koénnyen

megtalalhatjuk. (7.3. abra.)

Harmadik megoldas menete3°
» Legyen M a haromszég magassagpontja, és mar 7.1.1. pontban lattuk, hogy
CAT,% = CBTg4 = BMT,4 = 45°
» A két szakasz egyenlfségét most ugy bizonyitjuk, hogy talalunk olyan pontot,
amely koril az egyiket a masikba tudjuk forgatni. Ez a T, pont, mert T, korul
90°-0s megfeleld iranyu elforgatasokkal az AB és a CM szakaszok egymasba

vihet6k, tehat AB = CM.

30Fredetileg ez a XV. megoldas

53



A kovetkez6 megoldasok mindegyike tartalmaz olyan ismeretet, amely miatt mar

csak a tizedik osztalyon lesz csak alkalmazhato.

7.4. Negyedik megoldas

Milyen ismeretek sziikségesek a feladat megoldashoz? Az elsé feladathoz is
sziikséges 1smereteken kivil ismerniink kell még a tengelyes tiikrozést, mint

egybevagodsagi transzformaciot, és a keriileti szogek tételét.

A negyedik megoldas menetes!

» Tikrozzik az M pontot a CB oldalra, a tikorképet M’ jeloli.

= Ismeretes, hogy M’ a haromszog koré irt koron van.

= 7.4.1.CM = CM' a tiikr6zés miatt.

» Az AT,C derékszogli haromszogben CAT 4 = 45°. (LLd. 7.1.1.)

= 7.4.2. AB = CM’, mert mindkét szakaszhoz 45°-os keriileti szog tartozik.
= Végil a 7.4.1. és a 7.4.2. allitasbdl egyutt kovetkezik: AB = CM.

7.4. dbra 7.5. dbra

7.5. Otodik megoldas

Milyen ismeretek sziikségesek a feladat megoldashoz? Eppen ugyanazok

az ismeretek, amelyek az el6z6 megoldashoz.

31Eredetileg ez a IV. megoldas
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Az 6todik megoldas menete3?

7.5.1. A CM szakaszt aCB oldal (F,) felez6pontjara tikrézve kapjuk M'B
szakaszt.

M' pont a korilirt kéron van.

Tudjuk, hogy AM' atmérGje lesz a kornek, ezért a Thalesz-tétel miatt
M'BA4 = 90°.

AM'B# = 45°, mert ez egy AB ivhez tartozo keriileti szog.

7.5.2. Az AM'B egyenl6 szara derékszogl haromszog, ezért BM' = AB.

Készen 1s vagyunk, mert a 7.5.2. pontban felirt egyenl6séghdl és a 7.5.1.
pontbdl kovetkez6 CM = M'B egyenldségb6l a bizonyitani kivant AB = CM
allitast felirjuk.

7.6. Hatodik megoldas

Milyen ismeretek sziikségesek a feladat megoldashoz? Mindent, amit az

el6z6 megoldashoz, ezeken kiviil a Thalesz-tételt. A két megoldas egymas

variansai, azzal a kilonbséggel, hogy a hatodik megoldasban alkalmazunk egy

transzformaciét: az O kozéppont koruli elforgatast.

A hatodik megoldas menete33

Tekintsiik az ABC haromszoget a koré irt korével, melynek koézéppontja O
pont!

Az AB szakaszt O pont koril 90°-kal a haromszog koriiljarasaval ellenkezd
1ranyban elforgatjuk.

Az elforgatas kovetkezménye, hogy BAA' = 90°, (tehat B elforgatottja B'pont,
A elforgatottja A'pontlegyen, és ekkor B’ egybeesik A ponttal); ebbdl pedig a
Thalesz-tétel miatt tudjuk, hogy a BA’' szakasz atméro.

A CM szakasz parhuzamos az A'B’ egyenessel, mert mindketten AB szakaszra
meroslegesek.

A BCA'4 = 90° a Thalesz-tétel miatt.

32 Eredetileg ez az V. megoldds
33 Eredetileg ez a IX. megoldads
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»  AzAM szakasz illeszkedik a haromszog magassagvonalara, ami meréleges a
BC oldalegyenesre. Ugyancsak BC-re merdleges CA’, tehat CA' || AM.
» A B'A'CM négyszog paralelogramma, mert szemkozti oldalai parhuzamosak,

igy CM = A'B' = AB teljestl.

Az utébbi harom megoldas tehat a haromszog koréirhaté kérében keres egyenld
szogeket: fliggben attol, hogy melyik keriileti szoget figyeljik, a keriileti szogek
vagy a Thalesz tételét alkalmazzuk. A most kiévetkezd feladatmegoldasokban
szintén a haromszog koré irhaté korét hasznaljuk fel, de annak mas

tulajdonsagaira épitiink.

7.7. Hetedik megoldas

Milyen ismeretek sziikségesek a feladat megoldashoz?Ismerni kell keriileti
szogek tételét, a Thalesz-tételt, és kell tudni alkalmazni kézéppontos hasonlésagi
transzformaciét. Szerencsés esetben ismerjik az Euler-egyenest is, ami

kozépiskolaban emelt szintl tananyag.

7.7.1. abra 7.7.2. abra 7.7.8. abra

A hetedik megoldas menete3‘Legyen O a haromszog koré irhaté kor kozepe, F

az AB oldal felezépontja, Sa haromszog sulypontja M a haromszog

magassagpontja!

= 7.7.2. A kertleti és kozépponti szogek tétele miatt AOB derékszogd haromszog
egyenld szaru.

» (OFaz ABThalész-korének sugara, ABpedig az atméréje, ezért 2 - OF = AB.

34Eredetileg ez a X. megoldas
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= 7.7.3. Tudjuk, hogy az S pontra vonatkozé6 A1 = —2-szeres hasonlésag az FO
szakaszt a CM szakaszba viszi. igy CM =2-F0O = AB.

7.8. Nyolcadik megoldas

Milyen ismeretek sziikségesek a feladat megoldashoz? Ismerni kell a
kozépponti és kerileti szogek tételét, a hurnégyszogek tulajdonsagait, hogy a
négyzet oldalai egyeldek és merdlegesen felezik egymast. Ezen kivil az abran is

lathato szimmetriakat hasznaljuk ki.

A nyolcadik megoldas menete35

» Tekintsiik ABC haromszoget a koré irt korével egyttt!

» Az ABhurhoz 45° kerileti szog tartozik, ezért AB szakasz a korbe irt ABKL
négyzet oldalaval egyenld.

= A C pontbdl indulé magassag LK oldalt Tpontban, az AB oldalt T, pontban, a
koré irt kort M' pontban metszi.

» M'az M' magassagpontAB oldalra tukrozott képe.

» A tlikrozés és a szimmetriak miatt teljesiil: CT = TM' = MT,

» A szakaszok egyenlGségébdl pedig az kovetkezik, hogy: CM = KB = AB

7.8. dbra

7.9. Kilencedik megoldas

Milyen ismeretek sziikségesek a feladat megoldashoz? Hurnégyszogekre

vonatkozo ismereteket, kozépponti és kertiileti szogek tételét, Thalesz-tételt.

35Eredetileg ez a XIV. megoldds
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A kilencedik megoldas menete3¢ Az M legyen a haromszog magassagpontja,

T, az A cstcshoz tartozé magassag, Tg a B csticshoz tartozé magassag csticspontja,

és CATp4 = 45°

= ATgTaBnégyszog hurnégyszog, CToMTg négyszog hurnégyszog a Thalesz-tétel
miatt. Az elsé kornek az AB szakasz, a masodiknak a CM szakasz az atmérGje.

» TgTpA4 a TgM hur és a TgA hur kertileti szoge az egyik, illetve a masik kérben.

» TzgAMA = TgAM4 = 45°, ezért a TgA = TgM.

= Egyenl6 szakaszok ugyanolyan szogl latokoreinek atmérdi egyenldk, ezért

AB = CM.

Tg,

M

7.9.-7.10. ébra

7.10. Tizedik megoldas

ey

Milyen ismeretek sziikségesek a feladat megoldashoz?Az el6z6
feladatmegoldashoz hasonldéan ez is a hurnégyszogekre vonatkozo ismereteket
hasznalja fel, mindkét megoldashoz az alabbi abra tartozik. A nehézség, hogy

most nem a megadott ABC4 koré irhato korével foglalkozunk.

A tizedik megoldas menete3’Az M legyen a haromszog magassagpontja, T, az
A csucshoz tartozé magassag, Ty a Besucshoz tartozé magassag csucspontja, és
mar tudjuk: CAT,4 = 45°

» Az ATgT,4B négyszog és CT,MTg négyszog is hurnégyszog a Thalesz-tétel miatt.

36Fredetileg ez a XVII. megoldas
3"Eredetileg ez a XVI. megoldds
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= Az els6 kornek az AB szakasz, a masodiknak a CM szakasz az atmérdje. TBTA
szakasz a két kor kozos hurja, melyhez mindkét korben 45°-os kertileti szog
tartozik.

» Ezért a két kor atmérGje AB illetve CM is egyenldk.

7.11. Tizenegyedik megoldas

Szintén koré irhatd koros megoldas. Itt viszont a haromszoget tikrozziik elébb a
CB oldalegyenesére. Ugyanide jutnank, ha az M pontot tikréznénk a CB

oldalegyenesre.

7.11.1. gbra 7.11.2. abra

A tizenegyedik megoldas menete38 M legyen a haromszog magassagpontja.

7.11.1. A CB oldalra tiukrozziik az ABC haromszoget, A'legyen A pont
tukorképe.

» A szimmetria miatt CAT 4 = CA'Ty4 = 45°. Tudjuk, hogy szintén ugyanekkora
CBTg4 is. (7.1.1. miatt.)

7.11.2. A CM szakasz 45°-0s latékorében van Bés A'.

Szintén a tiikrozés kovetkezménye, hogy ACA'4 = 90°.

38Eredetileg ez a XIII. megoldds

59



= A fenti szogek egyenlGségének kovetkezménye, hogy BM || A'C, tehat a CMBA'
négyszog hurtrapéz.

= A hurtrapéz szarainak egyenl6ségébol kovetkezik, hogy CM = A'B = AB.

7.12. Tizenkettedik megoldas

Milyen ismeretek sziikségesek a feladat megoldashoz? ElsGsorban a
hasonlésag és az egybevagosag alkalmazasara van szliikség. Ebben a
megoldasban csak az alapétlet nehéz, hogy htuzzunk parhuzamost a BC oldallal

az M ponton at. Ilyen segitség megadasaval a feladat mar kénnyen megoldhaté.

A tizenkettedik megoldas menete3?

7.12.1. Hazzuk meg az MKparhuzamost a magassagponton at a BC oldallal!

» Az MKCA~AMB4 (tehat a haromszogek hasonlok) mert szégeik egyenldk.

» AKMC4 = MAB4 szogpar és aKCM#4 = MBA4 szogpar is meréleges szaru.

» A KMAharomszog szogei alapjan egyenld szara derékszogl haromszog, azaz
KM = MA.

» Az MKC4 = AMBA(tehat a haromszogek egybevagoésaga is teljesiil) ezért

CM = AM.

7.12. dbra

39 Eredetileg ez a XIX. megoldas, ez a megoldas a torékbdlinti Balint Mdrton Altalénos Iskola és
Kozépiskola diakjaitél szarmazik, Kiss Gabrielldtél és Vagoé Lajostol. Mindketten Szomju Laszlé
tanitvanyai.

60



7.13. Tizenharmadik megoldas

Milyen ismeretek sziikségesek a feladat megoldashoz? Vektorok 6sszegére,
kiilonbségére vonatkozo ismeretek. Az M pontba mutatdé vektor felirasara van

sziikség, szintén felhasznaljuk a k6zépponti és kerileti szogek tételét.

7.13. dbra

A Tizenharmadik megoldas menete:40 Legyen O a haromszog koré irhatd

— —

korének kozéppontja. AzOM vektort jelolje m, és ugyanigy OA:=a; OB :=b;

—_—

0C:=c;CM:=d

* Felhasznaljuk, hogym=a+b+c¢c

= Ebbél kifejezhetjiik marad =m —c = (a+b +¢) — ¢ = a + bvektort.

= Az a és b vektorok altal kifeszitett paralelogramma egyik atlgja AB, a masik
CM.

= A kertleti és kozépponti szogek tétele miatt BOA4 = 90°.

» Az a és b vektorok altal Kkifeszitettparalelogramma négyzet, mert az a,b
vektorok hossza a haromszog koré irt kér sugaraval egyenld.

» A négyzet atloi egyelbek, igy AB = CM.

7.14. Tizennegyedik megoldas

Milyen ismeretek sziikségesek a feladat megoldashoz? Alkalmazunk

tengelyes tliikrozést, ismerniink kell a Thalesz-tételt, a kertileti szogek tételét, és

40 Eredetileg ez a VI. megoldas
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a derékszogl haromszogben definialt szogfiiggvények koziil a hegyesszog

szinuszat.

A tizennegyedik megoldas menete

7.13.1. Az M pontot CB, CA, egyenesekre tiikrozve kapjuk az M’', M pontokat,
melyek a haromszog koré irt korén vannak.
= A tikr6zés miatt tudjuk:
M'CM#4 = M'CB4 + BCM#4 = 2 - BCM4
MCM" 4 = MCA4 + ACM"4 =2 -MCA4
» Az el6z6 pontot az M CM'4 felirasanal felhasznalva:
M'CM'4 =M'CM#A + MCM"4 =2-BCM4 + 2- MCA4 = 2-BCA4 = 90°
= 7.13.2. Az el6z6 pontbdl Thalesz tétele miatt tudjuk, hogy az MM’ szakasz a
kor atmérdje.
= A kor sugara
M'M"
2

» A tikr6zés miatt az M'CM'" haromszog egyenld szaru is.

T =

= 7.13.3. Az M'CM" egyenlészaru derékszogld haromszogben a szarak hossza CM
szakaszéval egyenl, ésCM' = CM" =12
» Masrészt az AB oldalhoz tartozo kerileti szog 45°, ezért:

V2
AB=2-r-sin45°=2-r-7=r-\/§

= A fent két pontbdl egyutt kovetkezik, hogy AB = CM.

7.13.1. abra 7.13.2. dbra 7.13.3. dbra
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A kovetkezd feladatokhoz mar a 11. osztalyos ismeretek sziikségesek. A teljesség kedvéért ezeket

a megoldasokat is k6zlom.

7.15. Tizenotodik megoldas

Milyen ismeretek sziikségesek a feladat megoldashoz? Uj ismeretként az el6z6ekhez képest
a szinusztétel szerepel. Felhasznaljuk tovabba a sin(180° —a) =sina Osszefliggést az «a

hegyesszogre.

A tizenotodik megoldas meneteM jeloli a magassagpontot, Ty, Ty, Tc @ magassagvonalak

talppontjait. (L.d. 7.15. abra.)

= A CMA, és aBMAharomszogeknek az A-ndl fekv6 kozos szogliikon kivil van még egy-egy
derékszoge, igy a harmadik szogiik is egyenls: ACM4 = ABM4 = a.

» Az AMB4azAMTg A kils6 szoge, igy 135°. frjunk fel két szinusz-tételt:

sina AM
cMAz: sin45°  CM
sina AM
BMA2: G135~ 4B
=  Mivel sin 135° = sin(180° — 45°) = sin 45° ezért a fenti egyenletrendszerben:
AM AM
CM ~ 4B

= Az egyenlet atrendezésével az AB = CM egyenlGséget kapjuk.

7.15. abra

7.16. Tizenhatodik megoldas

Milyen ismeretek sziikségesek a feladat megoldashoz? Leginkabb a koszinusz-tételt, mert
ez a megoldas a tételt alkalmazza. Emellett sziikség van az oldalhosszak Gigyes megvalasztasara,
hogy algebrailag tudjuk kezelni a kifejezéseket. Egy alkalommal sziikség van a Pitagorasz-tétel

felirdsara is.

A tizenhatodik megoldas menete:T, pont szintén az A csticshoz tartozé magassag, Tz pont a

Bcesuceshoz tartozé magassag csticspontja, ezen kivul az AC, CB oldalak hosszat jeldlje b és a.
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= Mar lattuk a 7.1.1-ben, hogy CAT,4 = 45° Az AT,C egyenl§ szaru derékszogd haromszog, ezért:

CT, = b
V2
BT, =a - i
V2
= BT,M egyenl( szaru derékszogld haromszog, ezért
MT, =a— i
V2

» Felirjuk a koszinusz tételt az ABC haromszogre:
AB? = a? + b? — 2ab cos 45° = a? + b? — abV2

= Végezziik el a kovetkezb algebrai atalakitasokat:

24 b%—abV2 2+bz+b2 2 ab il +a* -2 b+b2 (b)2+( b>2
a —a =a‘+—+———=ab= — a‘*—-2a—=+—=|— a——
272777 2 22 \\1z V2
t’eljes teljes négyzet
négyzet

* A CMT, haromszogben felirt Pitagorasz tétel miatt:
2

() +(e-) -
—_— a —_—— =

V2 V2

= Mivel a csupa ekvivalens atalakitast végeztiink, ezért:AB? = CM?

= Tudjuk, hogy AB és CM szakaszhosszakat jelolnek, ezért: AB = CM

BC

7.16. abra

7.17. Tizenhetedik megoldas

Milyen ismeretek sziikségesek a feladat megoldashoz? Ez a feladatmegoldas
koordinatageometriai ismereteket igényel. Ismerni kell két pont tavolsagat, az egyenes
egyenletét, tudni kell két egyenes metszéspontjanak koordinatdait meghatarozni. A
feladatmegoldas nehézsége, hogy el kell tudnunk jél helyezni a koordinata-rendszerben a

haromszogiinket.

A tizenhetedik megoldas menete: Az ABC haromszoget ugy helyezzik el a
koordinatarendszerbe, hogy C pont az origéba, a CB szakasz az xtengely pozitiv részére keriljon,

a A pont az y = x egyenes elsd negyedben 1év6 részén legyen. (L.d. 7.17. abra.)
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\‘4}\3‘(0‘11)

C(0,0) | 5

7.17. abra

= Koordinatakkal felirva a pontokat:
A(a,a) mert A € {x = y egyenes};
B(b,0) mert B € x tengely
M pont els6 koordinataja biztosan a, mert ez megegyezik a A pont elsé koordinatajaval.
= A CA oldalegyenes egyenlete y = x. Az BM egyenes meréleges CA-ra, ezért egyenlete y = b — x
» Ugyanigy az x =a és az y=b —x egyenesek metszéspontja adja az M magassagpontot,
amelynek masodik koordinataja b — a lesz.
= Az A és B pontok tavolsaga \/m ; aC és M pontok tavolsaga \/m

= A felirt tavolsagokbdl lathatd, hogy AB = CM.

7.18. Tizennyolcadik megoldas

Milyen ismeretek sziikségesek a feladat megoldashoz? A t6bbi feladathoz képest 4j ismeret

a pont korre vonatkozé hatvanya, ami kiegészit6 anyagként szerepel a kozépiskolaban.

Tizennyolcadik megoldas menete: A haromszog oldalai a szokasos betlizés szerint a, b, és c.

= A CT,A haromszog egyenldszaru derékszogl haromszog, ezért
b
V2

= A BT,MT, négyszog hurnégyszog, mert van két szemkozti derékszoge.

CTA = ATA =

= A C pontnak a hurnégyszog koré irhat6 korére vonatkozé hatvanya:

ab
CM:-CT,=CT,-CB=——=absin45°=2"-T
C A \/i ABC4

7.18.1.A fenti 6sszefliggésbdl kifejezhet6 CM a kovetkezGképpen:

2 TABCA
CM = ———=
CT,
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= 7.18.2. A haromszog teriiletét kifejezhetjiik a kovetkezd képlettel is:

c-m., c¢-CT;
Tacs = 2 = 2

= A képletet atrendezve: 2 - Tyge, = ¢ - CT,

= A kovetkezd sor felirasaval készen is vagyunk, csak a 7.18.1. és 7.18.2. pontok allitasait kell

felhasznalnunk:
2 " TABCA C- CTC
CM = = =c=AB
T, cT, ¢
[of B
7.18. abra

8.19. Tizenkilencedik megoldas

Milyen ismeretek sziikségesek a feladat megoldashoz? Az el6z6 feladatokhoz képest 4j

ismeret a Ptolemaiosz-tétel, ami szintén kiegészité anyag kozépiskolaban.

A tizenkilencedik megoldas menete: a haromszog jelolésel legyenek a szokasosak. Mlegyen a
haromszog magassagpontja,T, az Acsucshoz, Ty a Besuceshoz tartozé magassag talppontja.

= A CAT, haromszog egyenlGszara és derékszogd. (7.1.1.) Ebbdl kovetkezik:

CT, = b
V2
» A CBTy haromszog egyenlGszaru és derékszogd. (7.1.2.) Ebbdl kovetkezik:
CTy = b
V2

= Az ABT,Ty négyszog hurnégyszog a Thalesz-tétel miatt. Erre a harnégyszogre
alkalmazzuk a Ptolemaiosz-tételt:
T,Ty - AB = AT, - BTy — TgA - T,B
» AT,Tg htrhoz a CT,MTy htrnégyszog koré irt korében 45°-os keriileti szog tartozik.

= A kor atmérdje CM, ezért:

CM
TATB = CM * Sln45° i

V2
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=  Felhasznaljuk, hogy korabban mar oldalhosszakkal kifejeztiik a szakaszokat:

a1y = (b-2) (a- ) =ap+ 2L 2
BN PO W LA P
o V2 2 V2 2

V2
= Ezeket beirva a felirt Ptolemaiosz tételbe, a kovetkez6 egyenlGséget kapjuk:
%_AB=a2+b2—\/§ab
V2 V2

A

7.19. abra

Miért tetszik a feladat? A sokféle megoldas miatt. A fent ismertetett
tizenkilenc megoldas ténylegesen kiillonbozik egymastél, mind tartalmaban, mind
modszereiben. A feladat viszont elég 6sszetett, ebbdl adédéan nehezen lehet olyan
altalanos nagy igazsagokat kihamozni a megoldasokb6l, ami miatt a
tobbmegoldasos feladatokat altalaban preferaljuk. A feladatban eredetileg
megadott y = 45°-0s szog egy derékszogl haromszoghoz tartozik, hiszen a
magassag behuzasaval keletkezik egy olyan derékszogli haromszog, amelyhez az
a 45°-0s szog tartozni fog. Sziikségszerd, hogy a haromszog harmadik szoge is
éppen 45°-0s legyen. Szogei szerint ez egy elég specidlis haromszog, és
talalhatunk ehhez hasonlé haromszogeket a rajzon, tobbet 1is. Altaldnosan
kimondhatjuk, hogy a toébb helyen felfedezett egyenlé szogekhez — és
szakaszokhoz — mindig talalhatunk olyan egybevagdsagi transzformaciot, amely
egyik szoget a masikba viszi. Az egyenls szogek 0sszehasonlitasanak klasszikus —
és a kozoktatasban is legkorabban alkalmazott — médja a szogparok alkalmazasa.
Egyenl6 szogeket talalunk akkor is, ha az egy korivhez tartozo kertileti szogeket

tekintjik, ezt is kihasznalja a feladat. Ha Ugy valasztjuk meg a kort, hogy a
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kertleti szoge éppen derékszogl legyen, akkor a Thalesz-tételt alkalmazhatjuk.
A haromszog szogel és oldalai kozott itt 1s alkalmazhatjuk a szinusztételt és a
koszinusztételt, és mivel Dbovelkediink  derékszogli  haromszoégekben,

természetesen a Pitagorasz-tételt is.

Miért valasztottam a feladatot? Mert a tizenkilenc megoldasbdl az utolsé
kett6 pedig eleve kiegészité anyagot hasznal, ezek mindenképpen szakkorre vald
feladatmegoldasok, a maradék tizenhétbdl pedig tizennégy megoldas elvégezhets
a 10. évfolyamon. A tizennégy megoldas oOsszefoglalja a tizedikes geometriai
1smereteket, atismétli a korabbi évek tartalmait. 11. évfolyamon a szinusztétel és
koszinusztétel alkalmazasara talalni sokkal direktebb feladatokat, az amugy
terhelt 11. évfolyamon érdemesebb azokkal foglalkozni. Az wutolsé két
megoldasban kiegészit6 anyag szerepel, amelyek kozil mind a pont koérre
vonatkozé hatvanya, mind a Ptolemaiosz-tétel leginkabb a tizedikes anyaghoz
kothetd. Erettségi el6tt is érdemes lehet a feladattal foglalkozni, a 12. évfolyamos

osszefoglalas soran.
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8. Bizonyitasi feladatok

Ez a fejezet olyan bizonyitasi feladatokat tartalmaz, amelyek a tizedik
évfolyamon szerepelhetnek legalabb két megoldassal. Minden feladatban a
,hagyomanyos” bizonyitasokat —amelyek beleillenek a koézépiskolai bizonyitasi
struktiraba—a ,nem szokvanyos” vagy ,nem tipikus’bizonyitassal allitom

szembe.

8.1. Bizonyitsuk be, hogy derékszogii haromszoghben (ha a ¢ az atfogo)

teljestil:4!

Els6 bizonyitas

Minden haromszégben a harom oldalhoz tartozik harom magassag, tehat a
haromszog teruletét kiszamithatjuk haromféleképpen:

_amg b-my, c-m

o2 2 2

Ha a haromszognek van specialis tulajdonsaga — példaul egyenl6szara — akkor
nyilvan ez az allitds moédosulni fog. Ha a haromszog derékszogl, akkor

kimondhatjuk:
m, =a
{mb =bp

Derékszogl haromszog esetén a teruletképlet igy modosul:
_a'b _c-m
22

T

Atrendezve a fent kapott egyenletet:

m = —
¢ c

Megjegyzés: ez a bizonyitasi eljaras mar 9. osztalyban is alkalmazhaté, és

elokésziti a magassagtétel allitasat.

41 Hajdu Sdandor dltal szerkesztett Matematika 10. tankényv alapjdan. (2004. Ld.: Irodalomjegyzék)
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Masodik bizonyitas:

Bizonyithatjuk a fenti allitast a magassagtétel és a befogoététel tanitasa utan,

ezeknek a tételeknek a segitségével is, 10. évfolyamon.

A befogététel a 9.1. abra jel6léseivel:

{az,/c-q(:wﬂ:c-q
b=Jc-peati=cp

A P D q B
9.1. abra

A magassagtétel allitdsa ugyancsak az abra jeloléseivel: m = \/p - q

A bizonyitas: Az oldalak atfogéra es6 vetiletének négyzetgyokét kifejezve a

befogétételbdl

azﬁ@\/ﬁ:%
bzﬁ@\/—:%

Ezt helyettesitve a magassagtételbe:

b )
me= P =PI = T

8.2. Bizonyitsuk a magassagtételt!

Magassagtétel: a derékszogl haromszog atfogdja legyen ac oldal! Az atfogot a ra
meréleges magassag (jeloljik m-mel) az atfogét p; g szakaszokra bontja. Ekkor

azm magassag az atfogon keletkezo szakaszok mértani kozépértéke. Masképpen:

m=.p-q

70



Hasznéalatos az allitas kovetkezd alakjais: m? =p - g

Els6 bizonyitas: A magassagtételt hagyomanyosan hasonlésaggal bizonyitjuk42,
hiszen a 10. osztalyos tananyagban kozvetlenil a parhuzamos szel6k és a
parhuzamos szeloszakaszok tétele utan kovetkezik, és bevezeti a trigonometriai
témakort, ahol a szogfiiggvényeket hegyesszogekre derékszogli haromszogekben
definialjuk. A magassagtétel allitasat a 9.1. abran sététebb és a vilagosabb szinl

részharomszogek hasonlésagabél kapjuk. Ehhez nem kell a Pitagorasz-tétel.

A bizonyitas menete:az el6z6 abran lathat6 hasonlé haromszogek:
ADCA~CDBA~ACB4
A ADCA~CDB A4 hasonlésaghdl felirhatok a kovetkez6 aranyok:

m q
D:AD = DB:CD & —=— & m? = em=./
Cc Cc > m m rq m rq

Masodik bizonyitas

A bizonyitas Pitagorasz tétellel: frjuk fel a Pitagorasz-tételt a 9.1. dbran
lathaté részharomszégekre! a? = m? + q?ésb? = m? + p2.Ebb6l kovetkezik, hogy

a? + b? = p? + 2m? + ¢?. Ha a nagy haromszogre is felirjuk a Pitagorasz tételt:
a’+b*=(p+q)?=p*+2pq+q°

a® + b? = p? + 2m? + ¢*

egyenletrendszert adja,
a’ + b% =p? + 2pq + ¢*

A két 4llitds egyiittesen a {

amibdl m? = pq, tehat készen vagyunk.

8.3. Bizonyitsuk be a Pithagorasz-tételt!

A Pithagorasz-tételre tobb olyan bizonyitast is adhatunk, amellyel érdemes

foglalkozni 10. osztalyban. A hagyomanyos tanterv alapjan a tétellel elGszor 8.

12 Bz a bizonyitds szerepel a tankényvekben is. (Dr. Vancsé Odén dltal szerkesztett Matematika 10.
(2009.) Hajdu Sdandor dltal szerkesztett Matematika 10. (2004.) és Mozaik kiadé Sokszinii
matematika 10. (2010.) valamint CzaparyEndre-Gyapjas Ferenc Matematika tankonyve ugyanezt
a bizonyitast k6zli.(2005.))
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osztalyban talalkozhatunk, és bizonyitasaval el6szor a 9. osztalyos tananyagban

foglalkozunk.

Pithagorasz-tétel: derékszogli haromszogben a befogékra emelt négyzetek

teriletének Osszege megegyezik az atfogora emelt négyzet teriletével.

Az elso6 bizonyitas:43 az a + b oldalhossztusagu négyzetet daraboljuk at! Ennek
az atdaraboldsnak a kiinduldsnél hasznalt 4brajat mar az (a + b)? = a® + 2ab +
b? nevezetes azonossig geometriai szemléltetésénél megismerhettiik. Az a+ b
oldalhosszisigi négyzet teriillete T = (a + b)? = a®? + b%? + 2ab = a? + b% + 4T,
amelynek geometriai jelentése: a és egy b oldalhosszisagu négyzet, ezek teriilete:
T, = a? és T, = b? illetve két téglalap, amelyeket feldaraboltunk négy egybevagd
pithagoraszi haromszoégre. A jobb oldali rajz azt mutatja, hogy T = c? + 4T,
hiszen az el6bbi a + b oldalhossztsagu négyzetet fel tudjuk tgy is darabolni egy ¢
oldalii négyzetre és négy pithagoraszi haromszogre. Az a? + b? + 4T, = c¢? + 4T,

allitasbol mar kovetkezik a Pithagorasz-tétel.

32

c2

b2

9.3.1. abra

Masodik Dbizonyitas.#4Ac oldali négyzetbe helyezziik a derékszogl
haromszogeket! A kozépen keletkez6 kis négyzet minden oldala b — a, teriilete
(b —a)?. A rajz alapjan felirhatjuk: ¢? = (b — a)? + 4t. A derékszogli hdromszog

teriiletét viszont at = ab:2 képlettel meghatdrozhatjuk, amibédl: c¢? = (b — a)? +

13 Jellemzéen ez a bizonyitdas szerepel a tankényvekben 9. osztdilyban a Pithagorasz-tétel
tanitasandl.

4 A fentihez nagyon hasonlé bizonyitast ad az indiai Bhaskarall.-ként szamon tartott, (1150
koriil élt) szerzé a miivében. (A filozéfiai mii cime Siddhanta-siromani, ennek a masodik fejezete
matematikai targyu, melynek cime Vijaganita.)
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2ab. A zaréjelet felbontva c? = b? — a? egyenl8séget kapjuk, ami 4trendezve a

keresett allitas.

9.3.2. dbra

Harmadik bizonyitas.®> Ha adott két négyzet (ezek teriilete a? és b?)
daraboljuk at a két négyzetet egy négyzetté. Az els6 abran lathaté két négyzet
egy kozos atb hosszisagu szakaszra helyezziik. Erre felmérve azt az osztéopontot,
amely ezt a szakaszt b+ a (és itt lényeges a sorrend) szakaszokra bontja, az

atdarabolast a tovabbi abrak szerint elvégezhetjik.

9.3.4. dbra

Az elvégzett atdarabolas egyértelmiiségébdl kitlinik, hogy a keletkezett négyzet
teriilete c¢? ahol a négyzet oldalhossztsdgdat az a és b befogdhosszisigu
derékszogl haromszog atfogdjanak hosszisagaval hatarozhatjuk meg.

45 Dr. Vanesé Odon dltal szerkesztett matematika 10. osztdlyos tankonyvben (2009.) szerepel az
aldabbi atdaraboldassal megoldhaté feladat: ,,Knumhotep, egyiptomi dcsmester a kévetkezé
problémaval taldlta szemben magat: egy 30 és egy 40 egységoldalu négyzet alaku deszkalapbdl
kell 6sszeraknia egyetlen négyzetet. Az adbran lathaté vazlatot készitette el hozzda. Hogyan dllitotta
ossze az uj négyzetet? Mekkora az uj négyzet oldala?”
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Negyedik bizonyitas Euklidész: Elemek ciml mivében kozolt bizonyitasat a
rend kedvéért mindenképpen meg kell emliteni, de hozzateszem egybdl azt is,
hogy a bizonyitas preciz levezetése tal hosszadalmas és az el6z6 bizonyitasokhoz
képest nagyobb matematikai apparatust igényel, igy kozépiskolaban legfeljebb
szakkori keretek kozott érdemes a tanuldknak megmutatni. A bizonyitas minden

lépése a 10. osztalyos tananyag keretein beliil megérthetd.

9.3.5. dbra

A bizonyitas lényege, hogy a befogdk folé emelt négyzetek teriilete megegyezik a
velik egyezd szin(l téglalappal, és a két téglalap egyiitt éppen az atfogora emelt

négyzetet adja.

0dédik bizonyitas

Bizonyithatjuk a Pithagorasz-tételt a 10. osztalyban tanult befogotétel
segitségével 1is, ezt megtehetjik, hiszen a befogététel bizonyitasahoz46é nincs

feltétlentl szlikséglink a Pitagorasz-tételre, hasonlésaggal tudjuk bizonyitani.

A (9.1. abra jeloléseit alkalmazva) a befogétételbdl adodik: a = \/c—q és b= \/5

Ezt felhasznélva: a® + b%> = cq + ¢p = c¢(q + p) = ¢ - ¢ = ¢? ami a Pitagorasz tétel.

16 A befogotétel kozépiskolaban szokasos bizonyitasat ld.: Mellékletben.
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Megjegyzés: A Pithagorasz-tétel allitasa, mint a koszinusztétel specialis esete
11. osztalyban belathato.

A koszinusztétel a c oldalra felirva: ¢? = a® + b2 — 2ab - cosy.

Ha a c oldal a haromszog atfogéja, akkor a vele szemkozti y szog lesz a derékszog,
azaz y = 90°.

Mivel a cos90° = 0, ezért c? = a? + b? — 2ab - cos90° = a? + b?> — 2ab - 0 = a? + b?,

ami a Pithagorasz-tétel allitasa.

9.4. Kozépponti és keriileti szogek tételének specialis esete

Az abran lathaté hegyesszoglii ABC4 csucsai a koré irhaté kor vonalat
a, b,és ¢ hosszusagu ivekre bontja. A haromszog szogei a, B,ésy. Az
ivekhez tartoz6 kozépponti szogek rendre ¢4, ¢, @;. Bizonyitsa be a

kovetkezo allitast: a: B:y = @1: @2: @3.

c

9.4.1. abra

Megjegyzés:Az a: b:c = @,: @,: @5 allitas még 9. osztalyban elGkeril, az ivmérték

tanitasakor és a radian bevezetésekor.
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Megjegyzés: Igaz, hogy 9. osztdlyban nem adunk az allitdsra bizonyitast. Azt azonban mar
megtapasztaljuk, hogy ha a kor vonalat n egyenld részre bontjuk osztépontokkal, akkor az
egyenlé hosszisagu ivekhez egyenld nagysagu kozépponti szogek tartoznak, hiszen a kor n-

edrendd forgasszimmetriaja miatt egybevagd korcikkek jottek l1étre.

9.4.2. dbra

és minden korcikkben a

Minden korcikk tertiilete: T’;M, minden korcikkhez tartozé kerileti iv: K':r,

. N , 360° 27 RAD
kozépponti szog nagysaga: =

Innen adédik, hogy kétszer, haromszor, négyszer nagyobb kézépponti szoghoz kétszer, haromszor,
négyszer nagyobb kertleti iv tartozik, ez azonban csak arra elegendd, hogy belassuk, fennall az

aranyossag, ha az aranyszam racionalis szam.

Ezzel az allitassal kibdvitve az a:b:c = a: f:y = @1: @,: @5 Kkijelentést is tehetnénk. A feladatban

maradunk egyelbre az a: B:y = @,: @,: @4 allitas bizonyitasanal!

Els6 bizonyitas:

Kossiik 6ssze a kor kozéppontjait a haromszogesiucsaival! Ekkor harom
egyenlGszara haromszog jon létre, mert mindharom haromszoég szarai a kor
sugarai. (Ld.: 9.4.3. abra.) A BCO4-ben — ahol az O legyen a kor kézéppontja — a
megadott kézépponti szég a ¢,, a masik két szog egyenldk, azért ezek (180° —
¢1):2 nagysaguak. Ugyanigy a masok két haromszogben az alapokon fekvs
egyenlé szogek rendre (180° — ¢,):2 és (180° — ¢3): 2 nagysaguak. A haromszog

szogel az abra alapjan:

a:180°—<p2+180°—(p3:360°—((p2+(p3):ﬁ
2 2 2 2
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Itt kihasznaltuk, hogy ¢, + ¢, + @3 = 360°.

Ugyanigy:
_ 92,
B - 2 )
)
Y=

9.4.3. dbra

9.4.4. Trjuk fel a keresett ardnyt:
vy = P92 05
by ) P1:P2:P3
n

Masodik megoldas:

A kozépponti és kertileti szogek tételével is meg lehet a feladatot oldani, ami mar
10. osztalyos tartalom. A 9.5.1. abra jeloléseit hasznalva alkalmazzuk a tételt:

2-a =@,

Mert az a ivhez tartozé kozépponti szég a ¢, ugyanehhez az ivhez tartozo
keriileti szog az a. Atrendezve az egyelGséget: @ = ¢,: 2
Ugyanigy kifejezve a masik két szoget felirhatjuk a szogek aranyat, amit 9.4.4.-

ben.

A feladat demonstralja, hogyan lehet kivaltani a koézépponti és kerileti szogek

tételét 9. osztalyban tanult ismeretekkel.
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Megjegyzés: a kozépponti és kerileti szogek tételének specialis eseteként
bizonyithatjuk a Thalesz-tételt. Ezt mindenképpen megtehetjiik, hiszen az
altalam atnézett tankonyvekben a Thalesz-tételre masik bizonyitas szerepel. 47

A kozépponti és kerileti szogek tételének allitasa: ha egy ivhez az a kozépponti

és [ kertileti szogek tartoznak, akkor a = 2+ S.

N

A =

9.5.1. dbra

9.5.2. Ha az iv egy félkor, akkor az ivhez éppen a = 180°-0s. Erre alkalmazva a

tételt, f = 180°:2 = 90°.

9.5. Bizonyitsa be zsebszamoléogép és négyjegyl fliggvénytablazat

hasznalata nélkil, az alabbi allitast48

1
tg15°=——=2-3
8 2++3

Megjegyzés: A tan 15°kerekitett értékét a fluggvénytablazat els6 négy
szamjegylg tartalmazza, valamint a zsebszamoldgép is tobb tizedes jegyig
megadja. Ebben a feladatban a pontos érték igazolasara lesz sziikség, ami a

nevezetes szogek szogfliggvényeihez hasonléan kiszamithaté 10. osztalyban.

47 A Thalesz-tétel szokdasos bizonyitasa a Mellékletben szerepel. Ez talalhaté a 9. évfolyamos
tankonyvekben.

48 Mozaik kiado: Sokszinii matematika tankényv 10. osztaly (2010.) Hegyesszogek szogfiiggvényei
cimii fejezet, Tavolsagok meghatdarozdsa a hasonlésag segitségével cimii alfejezetében talalhatoé 2.
példa alapjan késziilt a feladat. Az ott megadott szamolasi feladatban a derékszogii haromszog
15°-0s szoggel szemkozti befogéja 2m. Kérdés a haromszég masik befogoja.
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Els6 bizonyitas:

A nevezetes szogek szogfiiggvényeinél az a = 30° meghatarozasara hasznalt

abrat vegyiik el ismételten, és huzzuk be az a szogfelezdjét!

1
B(:H:;

9.6. dbra

A szogfelezitétel miatt a szogfelez6 a szemkozti befogét a masik két oldal

aranyaban osztja, vagyis teljestl:

v3 2
p=chb=1—=—
TP 23
Ebbdél az aranybdl a q szakasz hosszat kifejezve:
_ 2
= V3 P

Ezt felhasznalva CB oldal hosszat kifejezhetjik p-vel:
fg=ptsp= (1 ;2 )

Viszont ismerjiik a CB oldal hosszat, ezért:

1 V3+2

2= y3 F

Ebbdl kifejezve a p szakasz hosszat:

_143+2 4B
P72 T 2(VB+2)

A rajz alapjan az ACM 4-ben meghatarozhatjuk a keresett sz6g tangensét:
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)

M p V3 2 1
tg15°:—:—:—-—:—
C b 2(V3+2) V3 V3+2

A nevezd gyoktelenitésével kapjuk:

1 V3-2 V3 -2 _
V3+2 V3-2 (V3+2)(V3-2)

V3 -2

Masodik bizonyitas

11. osztalyban vagy 10. osztalyban emelt szinten a megoldast a félszogek
szogfiiggvényeire vonatkoz6 Osszefliggések segitségével kapjuk Itt a szlkito
azonossagokat is tudjuk hasznalni, mert a 15° hegyesszog, ezért minden
szogfiiggvénye pozitiv lesz. A félszogek szogfiiggvényeit nem a szogfelezitétellel
bizonyitjuk, ezért a bizonyitasi feladatnak ténylegesen két megoldasa van.

Ismerjik mar a nevezetes szogek szogfiiggvényei kozil:

_ 1 V3 V3
sm30°=5; cos30°=7; tg30°=?; ctg30°=\/§

és az alabbi azonossagokat alkalmazzuk, a = 30° helyettesitéssel:

V3
ta:_l—cosoz:t 30°_1—c0530°_1—7_ 2 V3 222-3
827 Tsina 8 T 7sinzoe .t \2772)*7
2
1
ta_ sina o150 = > _1 2 _ 1
82 1+ cosa & 1+§ 2 V3+2 342
a 1—cosa 2—-43 2—+3 2—-43
%] = 15 _ o P
2 1+ cosa 2+V3 2+4/3 2443 2—-43
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Reflexidok

Dolgozatom a 10. évfolyam anyagahoz tartalmaz kidolgozott feladatokat, tobbféle
megoldassal. Elmondhatom, hogy a megoldasok sokfélék, szinte minden témakort
érintenek a feladatok — talan még a kombinatorika statisztika, valdszinlség

szamitas témakorébe tartozo feladatokkal lehetne némiképpen béviteni.

Gyljteményemben szerepel két algebrai feladat — két egyenlet — az egyiket

szamelméleti, a masikat analitikus médon lehet megoldani.

Ijgy tapasztaltam, hogy a feladatgyljtemények viszonylag gazdagok olyan
feladatokban, amelyekben ugyanezeket a modszereket lehet alkalmazni. Szerepel
tovabba egy koordinatageometriai feladat, amely elkésziti az atjarhatésagot az
algebra és szamelmélet, az elemi és analitikus geometria és a trigonometria

kozott a kés6bb tanult komplex szamok révén.

Geometriai feladatokban bévelkedik a gyljteményem, de ezek a feladatok a
matematika tobb teriiletére szerteagaznak. Kozépiskolai szélsGérték problémara
lathatunk tobbféle megoldast: elemi 1Uton, nevezetes egyenl6tlenségekkel

figgvények segitségével, vagy a differencialszamitassal.

A megoldasvaltozatok létrejottének leggyakoribb oka a moddszer — szemlélet —
kilonboz6 megvalasztasa volt: transzformaciok vagy elemi uUton megadott
vektorok alkalmazasaval, koordinatageometriai modszerek segitségével — vagy
analitikus geometriai médszernek is hivhatjuk — illetve algebrai moédszerekkel is
oldhatunk meg feladatokat. A masik nagyon gyakori ok, hogy ugyanazt a
matematikai problémat atfogalmazva kiilonféle tételeket alkalmazhatunk, vagyis

mas ismeretekkel dolgoztunk.

A tananyagtartalmak kozotti egyértelml kapcsolatokat a bizonyitasi feladatok
mutatjak meg. Ezeket céliranyosan ugy valogattam 0Ossze, hogy egy-egy allitast
tudjunk helyettesiteni valamelyik korabban mar megismert tartalommal,

ravilagitva a bizonyitasi struktira 6sszefliiggéseire.
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Melléklet

12. oldalon 5. szammal hivatkoztam az alabbi 6sszegre:n,i ENés0<i<n

t 11 _i: 1 1
1-2 2-3 (n—Dn__”-G+D_ n+1
i=

Bizonyitas: teljes indukcidval.

1.) pl. n = 2 esetén a bal oldali kifejezés helyettesitési értéke:
2

2: 1 1_+1 2
i-(i+1) 1-2 2-3° 3

i=1

w

a jobb oldali kifejezés helyettesitési értéke:
1 1 1 2
- - =1-=

n+1  2+1 373

Tehat n = 2 esetén az allitas igaz.

2.) Tegyiik fel, hogy3k = n, melyre teljestl:
k

2 1 . 1
i-(+1) " k+1

i=1

3.) Kérdés: teljesiil-e n = k + 1 esetén is, azaz, teljesiil-e az alabbi 6sszefliggés:
k+1

1
EL-G+1)_1_k+2

i=1

Valasz: végezziink a fenti azonossdg bal oldaldan ekvivalens dtalakitdsokat:

k+1

111 1
Zi-(i+1)‘ﬁ+ﬁ+'"+k-(k+1)+(k+1)-(k+2)

i=1

Erre alkalmazhatjuk
az indukciés feltételt

Az indukcids feltételt kihasznéalva:

1 1 k?+3k+2 k+2 1

1_k+1+(k+n-w+2):@+4)(k+m_Kk+n-w+2)+w+4){k+m

A torteket osszeadva:

k% +3k+2 k+2 N 1 kK +2k+1 k+1
k+1)-k+2) (k+1) - k+2) G+ k+2) (k+D-(k+2) k+2

A bizonyitandé azonossag jobb oldalat atalakitva:

1 k+2 1 k+1
k+2 k+2 k+2 k+2

Tehat n = k + 1 esetén is teljestl az 6sszefliggés. Ezzel bebizonyitottuk az allitast.

1
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12. oldalon 6. szamu hivatkozasban felhasznaltam az alabbi sordsszeget:

L S 1 _z": 1 _,_nt1
1-3 3-5 (2n—1)(2n+1)__1(2i—1)-(2i+1)_ 2n+1
i=

Bizonyitas: teljes indukcibval.
1.) pl. n = 2 esetén a bal oldali kifejezés helyettesitési értéke:
2
Z 1 _ 1,12
, 1(21‘—1)-(21’+1)_1-3 3:-5 5
i=
a jobb oldali kifejezés helyettesitési értéke:

n+1_1 2+1 1 3 2
2n+1" 2-2+1° 5 5

Tehat n = 2 esetén az 4allitds igaz.

2.) Tegytik fel, hogy3k = n melyre a fenti 6sszefliggés teljestl:

i 1 L k1
_1(2i—1)-(2i+1)_ 2k +1
e

3.) Kérdés: teljesiil-e n = k + 1 esetén is, azaz, teljesiil-e az alabbi 6sszefliggés:

k+1

Z 1 =1 k+2
_1(2i—1)-(2i+1)_ 2k +3
=

Valasz: a bal oldalon lathaté kifejezést atalakitva:

11 1 1
13t 3 st YD+ D T 2k D2k +3)

Erre alkalmazhaté
az indukciés feltétel

Az indukecids feltételt alkalmazva:

k+1+ 1 _4k2+6k+2k+3 (k+1)R2k+3) 1
2k+1 Qk+DQRk+3) QRk+1DQk+3) Qk+1QRk+3) (Qk+1DQRk+3)

Az 6sszevonast elvégezve:

4k + 8k + 3 2k%® + 5k + 3 N 1 B 2k +3k+1 _k+1
QRk+1D2k+3) Qk+1QRk+3) Qk+1DQk+3) Qk+1DRk+3) 2k+3

A jobb oldalon 4ll6 kifejezést atalakitva:

k+2 2k+3 k+2 k+1
2k+3 2k+3 2k+3 2k+3

Tehat n = k + 1 esetén is teljesiil az 6sszefliggés. Ezzel az allitast bebizonyitottuk.

1

27. oldalon 18. szamu hivatkozas két nemnegativ szam szdmtani és mértani kozépértékére vonatkozo

egyenlGtlenség bizonyitasa algebrai iton: Bizonyitsuk a kovetkezé allitast, ha a, b nem negativ valdés szamok:

a+b
2

Vab <
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Ekvivalens atalakitdasokkal rendezziik at az egyenlGtlenséget!

+b + b)?
Msa (:)ab(a )

5 7 o 4ab <a’+2ab+b? = 0<(a—b)?

Az igy kapott allitas nyilvdnvaldan igaz, mert minden valds szdm négyzete nemnegativ, ebbdl a felirasbél az
is latszik, hogy az egyelGség csak az a = b esetén kovetkezhet be.

43. oldalon 25. szamu hivatkozas. Alkalmaztam az Euler-tételt. Ennek bizonyitasa:

irjuk fel az abra alapjan a kovetkezd vektorokat!

(a=x—-y
!é=z—£

c=z-v
l4=z—z

o

6.1. abra, masodik valtozat

Ezek négyzete —a vektorok skaldris szorzdsara vonatkozd szabalyok miatt:

a2=|g|-|g|-cosO°=g-g=(g—z)(g—z)=x2—2-£-z+y2

Ugyanigy:
b’ =(x-v)(x-v)=x*-2x v+v?
F=(z-v)(z-v)=2-2-z-v+v?
d? =(X‘Z)(X_Z)=YZ_Z'X'E+ZZ
Ebbé] kovetkezik:

a?+b% + c? +d? = 2x% + 2y? + 22% + 2v% — 2xy — 2yz — 2zv — 2vX

Tehat el6allitottuk az allitas bal oldaldn taldlhaté kifejezést vektorok skaldrszorzatainak Osszegeként.

Ugyanezt tessziik a masik oldallal is. frjuk fel a kovetkezd vektorokat:

[t
[~ |
Il
IR IR
|
IS IN
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Az M pontba mutaté vektor:

n e_ n x—z_x+tz
ITRTET T T
Az N pontba mutat6 vektor:
f y-v_y+v
N
Az MN vektor:
x+z Ytv x+tz-y-v
2 2 2
A vektorok négyzete:
( 32=x2_2.x—z+22
! f2=y2—2-vy+v?

| xt+tz—y-v\’ 2
k4'k2:4' — =(£+g—y—y) =x2+y2 422 +v? —2xy — 2yz — 2zv — 2vx + 2xZ + 2vy

Ezek 6sszege:

e? + f? + 4k? = 2x2 + 2y% + 222 + 2v% — 2xy — 2yz — 2zv — 2vx

Mivel a bal és a jobb oldal megegyezik, ezért a bizonyitani kivant egyelGség teljestil.

74. oldalon 46. szamu hivatkozasban emlitettem a befogotétel tankonyvekben szereplo

bizonyitasat.

magassagtétel: a derékszogli haromszog befogdjanak hossza mértani koézepe az atfogd és a befogénak az

atfogéra esd merdleges vetiilete hosszanak. Méasképpen:

{a=,/c-q<=)a2=c-q
b=\Jcpea?l=cp

9.1. abra, mdsodik vdltozat
Az abran hasonl6 haromszogek: ABCA~CBD 4. Ezek megfeleld oldalainak aranya allando, ezért teljestl:

a q P
H =q: o —=—- = =1 =
ac=qae_—=_ea =cgea Jeq

Ugyanez az ABCA~ACD 4 hasonlésagra:

b:c=p:b<=)b=\/c_p
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78. oldal 47. szama hivatkozas. a Thalesz-tétel kozépiskolai tankényvekben el6forduld

bizonyitasa.

10 2

Thalesz-tétel: ha egy kor atmérdjének két végpontjat 6sszekotjik a kor barmely més pontjaval, akkor olyan
derékszogl haromszoget kapunk, melynek atfogdja a kor atmérdje.

(Thalesz-tétel megforditasa: derékszogl haromszog korilirt korének kézéppontja az atfogéd felezépontja.)

9.5.1. abra, mdsodik vdltozat

Thalesz-tétel bizonyitasa: kossiik ¢ssze a kor kozéppontjat (O pont) az AB atmérére nem illeszkedd
harmadik csdccsal (C pont), amely szintén a kor keriileti pontja. Be kell latnunk, hogy az ABC haromszog

derékszog, és az atfogdja az AB oldal.
Az r = A0 = OC = OB miatt az AOC 4és aCOB4 egyel( szari haromszogek lesznek.

Nevezzik el a haromszog AOCA —et ¢ szognek. Ekkor a rajz alapjan COB4 = 180° — ¢ teljesiil. Mivel a
haromszog belsd szogeinek osszege 180°, és AOC 4és aCOB4 egyeld szard haromszogek, ezért az ABC 4 két
szoge:

180° — ¢ 4]

=CA04 =——=90°— =
a 4 2 2

180°—-COB& 180°— (180° —

Mivel a + B = 90°, ezért y = ACB4 = 90°, vagyis a haromszog C-nél 1év( szoge csakugyan derékszogd.
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