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Bevezetés

A szakdolgozatom célja egy olyan szakkori anyag Osszeallitasa, ami érdekes és
szép alakzatokon keresztiil segiti egyes anyagrészek gyakorlasat, illetve a dimenzio-
fogalom egy lehetséges értelmezését mutatja be a kdzépiskolasok szamara.

Amikor gimnaziumba jartam, a matematika fiizetem hatuljara a Koch-hopelyhet
kezdtem el felrajzolni, az 6rak sordn egyre finomitva a rajzot. Azota megtudtam,
hogy tobb ismer6som is hasonlo alakzatokat rajzolgatott kozépiskolas korédban.

Sok helyen lehet hallani ezekrél az alakzatokrol, a fraktalokrél. Ugy gondolom, ami
elsére felkelti irantuk az érdeklédést, az a szépségiik. Aki fogékony a matematika
irant, annak érdemes azonban mélyebben is foglalkozni veliik, hiszen nagyon sok
érdekes tulajdonsidgukra derithetiink fényt.

A szakdolgozatomban rekurzioval elGallithatdo onhasonlé halmazokkal foglalkozom.
Az els6 érdekesség, amit észrevehetiink, hogy ilyen modon elGallithatéak olyan
korlatos teriiletti sikidomok, amiknek a keriiletét tetszélegesen nagyra valaszthatjuk.
Ezt egy kevésbé ismert fraktalt és a Koch-hépehelyhet el6allitdé sorozat tagjairol
allapithatjuk meg. A rekurzidval elGallitott sikidomok kozott talalhatunk olyanokat
is, amelyeknél a teriiletek sorozata O-hoz tart, am ekozben a keriilet folyamatosan
novekszik, és végtelenhez tart. Ilyen tulajdonsagiu sikidomok sorozata allitja el a
Sierpinski-haromszdget és a Sierpinski-szényeget.

Eddig sikidomokrol volt szé, de léteznek hasonlo tulajdonsagu alakzatok a szam-
egyenesen, illetve a térben is. A szamegyenesen a Cantor-halmazt el6allité sorozatot
vizsgaljuk meg. Ennek tagjai olyanok, hogy a hosszuk 0-hoz tart, mikézben a
hatarpontjainak szama végtelenhez. A térbeli alakzatok koziil a Menger-szivaccsal
foglalkozunk. Az ezt elGallitdé sorozat esetében a térfogat 0-hoz tart, a felszin
azonban végtelenhez.

Mindegyik alakzat esetében lehet értelmezni a hatarértékként el6allo alakzatot,
ugyanis a szamegyenes, a sik, illetve a tér minden pontjarél egyértelmiien eldont-
het6, hogy benne van-e az igy kapott alakzatban. Az eddig is hasznalt nevek
valojaban ezekhez a hatéaralakzatokhoz tartoznak, nem az azokat elGallité sorozat
tagjaihoz. A Koch-hopehely esetén ezutan a hatarvonal harmadrészét tekintjiik, a
tobbi esetben tovabbra is az egész alakzatot. Ezek mindegyike rendelkezik azzal
a tulajdonsaggal, hogy el6all 6nmagdhoz hasonl6, egymassal egybevago alakzatok
egyesitéseként, azaz énhasonlo alakzat.

A masik matematikai tulajdonsaguk az onhasonlé alakzatoknak, ami nagyon
érdekessé teheti Gket, hogy segitségiikkel bemutathatjuk a dimenzié fogalmanak
egy lehetséges kiterjesztését. Megallapithatjuk, hogy az iskolaban tanult alakza-
toknak van valamilyen dimenziojuk, és ezekhez a dimenzidkhoz tartoznak bizonyos
mértékek. Az alakzatokat megprobalhatjuk megmérni mas mértékkel is, mint ami a



dimenzidjukhoz tartozik, am ekkor 0-t vagy végtelent kapunk eredményiil. Ha egy
alakzatot minden ismert mértékkel megmérve ilyen eredmények adoédnak, akkor
lehet, hogy az alakzat nem egész dimenzioji. A vizsgalt alakzatok is ilyenek.

A dimenzidk kiszdmolasahoz a hasonlésig aranyanak és a megfelel6 mérték
valtozdsdnak kapcsolatat hasznédljuk fel. A hasonlosagrol 10. osztélyban ta-
nult Osszefiiggés kiterjesztheté nem egész dimenzidkra is: két hasonlod alakzat
mértékének aranya (a megfelel6 dimenzios mértékkel mérve) a hasonlosag aranya-
nak valamilyen hatvéanya, és ez a hatvanykitev$ a mérték (és az alakzat) dimenzidja.

Természetesen sok hasonld alakzat létezik, maéasikakat is vizsgalhattam volna.
Az els6 alakzat nem olyan ismert, mint a t&bbi, igy remélhetéleg minden gyereknek
ujdonsagot jelent. Ezen kiviil j6 példat nyadjt arra, hogy a teriiletet nem valtoz-
tatva hogyan lehet a keriiletet tetszélegesen megnévelni. A tobbi alakzatot azért
valasztottam, mert ezek talan a legismertebbek az énhasonl6é halmazok koziil, mégis
kideriilhetnek olyan tulajdonsagaik, amelyekr6l eddig nem is hallottak a gyerekek.

A dolgozat els6 fejezetében a szakkoron hasznalt fogalmak pontos matematikai

hatterét irom le. Elgszor leirom az alakzatok egyértelmiiségérdl szold tételt, majd
definidlom a szakkoron megvizsgalt alakzatokat. Ezutdn a Hausdorff-mérték és a
Hausdorff-dimenzi6 definicioja kévetkezik, majd az 6nhasonlé halmazok dimenzio-
jarol szolo tétel.
A maésodik fejezetben from le a szakkori anyagot. Ebben el6szor kiilon-kiilon
megvizsgaljuk az ©6nhasonlé halmazokat elGallitd sorozatokat, a hatarértékként
el6allo alakzatokat, végiil egyes alakzatokndl az egyéb irdnyba val6 kitekin-
tés lehetdségét is. Ezutan a dimenziokrol szolo rész kovetkezik, amelyben a
kozépiskolasok altal ismert fogalmak segitségével kibovitjiik az altaluk eddig
ismert dimenziéfogalmat, majd kiszamoljuk az eddig vizsgalt 6nhasonlé halmazok
dimenzidjat.
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1. fejezet

Matematikal hattér

A szakdolgozatban a dimenzi6 fogalméanak egy lehetséges kiterjesztését mutatom
be abbdl a szempontbdél, hogy hogyan lehet ennek jelentését konkrét példdkon
keresztiil kozépiskolasok szamara is érthet6vé tenni. Az ehhez felhasznélt alakzatok
és tételek leirasat tartalmazza ez a fejezet.

1.1. A szakkoron emlitett onhasonlé halmazok

Az alabbi 6nhasonlé halmazok dimenzi6jat fogjuk megvizsgélni: Cantor-halmaz,
Koch-gorbe, Sierpinski-haromszdg, Sierpinski-szényeg, Menger-szivacs. Ehhez
elGszor megadjuk az alakzatok pontos definiciojat.

A definiciok értelmességét és egyértelmiiségét az aldbbi, itt nem bizonyitott tétel
segitségével indokolhatjuk:

1.1.1 Tétel: [2]]9.1. tétel] Legyenek Sy, ..., S, hasonlésagok R™-ben, a hasonlosa-
gok arényai legyenek 1-nél kisebb pozitiv valos szamok. Ekkor egyértelmien létezik
egy olyan F' C R™ nem iires, kompakt halmaz, amire

Definialjuk R™ nem iires, kompakt részhalmazainak K halmazan az aldbbi transz-
forméciot: legyen E € K esetén

Jelslje S* azt a transzformaciot, amit agy kapunk, hogy az d-et egymas utan elvégez-
zilk k-szor, azaz S°(E) = E, és k > 1 esetén S*(E) = S(S*¥1(E)). A fenti
egyértelmien meghatarozott F' halmaz elGallithato agy, hogy ha E € K olyan hal-
maz, amire S(F) C E, akkor

F= ﬁ SH(E).



Az alabbi nevezetes halmazok definicidéihoz a tételben szerepld hasonldsagokat
és egy megfelel6 E halmazt hasznalunk. Igy olyan halmazokat kapunk, amelyek
onmagukhoz hasonl6 részek egyesitéseként is elgallithatoak.

1.1.2 Definicié: (Cantor-halmaz) Legyen E = [0;1] C R, és legyenek S; és Sy
az alabbi hasonloséagok: Si(z) = £ és Sy(x) = %52, Legyenek d, illetve S* az 1.1.1.
tételben definialt transzforméaciok. A

C = ﬁ SH(E)

halmazt nevezziik Cantor-halmaznak.

1.1.3 Definici6o: (Koch-gorbe) Legyen E C R? az az egyenl§ szarti haromszog,
aminek alapja a [—1;1] x {0} szakasz, a harmadik csicsa pedig a (0; ‘/?3)
Legyenek Sy, Ss, S5 és S, az alabbi hasonlosagok:

Sillzv)) = (x;2’%> ,So((xy)) = <x— \/65’!/— 1; V3 —|—6y—|— \/§> |

pont.

Sl = <x§25§> Sil(r:y)) = <I+€y+1; —\/gxzer\/g) |

Legyenck d, illetve S* az 1.1.1. tételben definialt transzformaciok. A
K =(5%E)
k=1

halmazt nevezziik Koch-gorbének.

1.1.4 Definici6: (Sierpinski-haromszog) Legyen E C R? az a szabélyos harom-
sz0g, aminek alapja a [—1; 1] x {0} szakasz, a harmadik csticsa pedig a (0; v/3) pont.
Legyenek S, So, és S3 az aldbbi hasonlésagok:

r—1y

Sl = (45 7§>a52(($;y)):(x—gl;%)ﬂs((%;y)):(g;y+2\/§>-

Legyenek d, illetve S* az 1.1.1. tételben definialt transzformaciok. A

H = ﬁ SH(E)

halmazt nevezziik Sierpinski-haromszognek.

1.1.5 Definici6: (Sierpinski-szényeg) Legyen E = [0;1] x [0;1] C R? egység-
négyzet. Legyen Z = {0;1;2}?\ {(1,1)}, és legyenek S; ;, (¢;j) € Z az alabbi hason-

losagok:
r+1i y+jg
Si,j((x;y))=< T )




Legyen minden A C R? esetén

és legyen S* az 1.1.1. tételben definidlt transzformaciok. Az
N =()5"E)
k=1

halmazt nevezziik Sierpinski-szényegnek.

1.1.6 Definicié: (Menger-szivacs) Legyen E = |
Legyen T = {0,1,2}*\ {(1,1,1); (0,1,1);(2,1,1);(1,0,1
és legyenek S; ; 1, (i, j, k) € T az alabbi hasonlosagok:

0;1]> C R3 egységkocka.
); (1,2,1);(1,1,0);(1,1,2)},

r+1 y+j z+k
Sz;j,k((fv;y;Z))=< 3T g )

Legyen minden A C R? esetén

S(A) = |J Sikl4),

(i,4,k)ET

és legyen S* az 1.1.1. tételben definidlt transzformaciok. Az
M = () S*(E)
k=1

halmazt nevezziik Menger-szivacsnak.

1.1.7 Megjegyzés: Ezeket az elnevezéseket nem csak a fent megadott halmazokra
hasznaljuk, hanem minden hozzajuk hasonlé halmazra is. Az ilyen halmazok is 6n-
hasonloak, de a hozzajuk tartoz6 hasonlésdgok nem feltétleniil a fent megadottak.
Az viszont mindig igaz, hogy a halmazokat énmagukba vivé hasonlésagok aranyai
ugyanazok, mint a fenti definiciokban.

Az alakzatoknak lényegében ezt a fenti definiciojat hasznaljuk a szakkori

feladatsorban, kivéve a Koch-gorbe esetén. Megmutathato, hogy a Koch-gorbe
aldbbi, a szakkoron hasznalt definicioja ugyanazt adja, mint a fenti.
A Koch-gorbét a szakkori feladatsorban tgy definidljuk, hogy egy szabalyos harom-
szogbdl kiindulva minden oldal kozépsé harmadara egy szabalyos haromszoget
allitunk kifele, majd a kapott alakzatot hatiroldé szakaszokkal ismét ugyanezt
tessziik. Igy kapunk egy olyan halmazsorozatot, aminél minden halmaz bévebb az
el6z6nél. Ezek unidjat nevezziik Koch-hépehelynek. A Koch-gorbét a Koch-hopehely
hatardnak azon részeként definidljuk, amire a kiindul6 hdromszog csiicsai bontjak.



1.2. Onhasonlé halmazok dimenzi6ja

A dimenzi6 fogalmanak kiterjesztése a hasonlosag tulajdonsigainak segitségével
torténik. Ennek matematikai héttere egy tétel, ami az Onhasonlé halmazok
Hausdorft-dimenziojarol szol. A Hausdorff-dimenzi6 fogalma a Hausdorff-mérték
segitségével definialhato [2][2. fejezet], [5][4. fejezet].

Minden d nemnegativ valos szam esetén definialhaté R™ barmely részhalmazanak
az d dimenzios Hausdorff-mértéke.

A definicidhoz bevezetiink két jelolést. Egy U C R™ nem iires halmaz atmérGjét
jelolje |U| = sup{lz —y| : =,y € U}. Az {U; : U; C R"} halmazrendszert az
F C R™ halmaz -fedésének nevezziik, ha véges vagy megszamlilhatéan végtelen
sok halmazt tartalmaz, ezek mindegyikének dtmérdje kisebb d-nal és az egyesitésiik
lefedi F-et: FF C | J;=, U.

1.2.1 Definicié: (A d dimenziés Hausdorff-mérték) Legyen d rogzitett nem-
negativ valés szam és F' C R" tetsz6leges részhalmaz. Minden 6 > 0 esetén legyen

HI(F) = inf {Z \U;|4: {U;} az F halmaz egy 5—fedése} :

=1

Legyen
H4(F) = lim HY(F)

az I halmaz d dimenziés Hausdorfl-mértéke.

Konnyen lathato, hogy d csokkenésével HE(F) monoton ndvekszik (ugyanis
sziikebb halmaznak vessziik az infimumat), ezért a definicio értelmes, létezik a véges
vagy végtelen hatarérték.

Megmutathat6, hogy ha d egész szam, akkor H? az d dimenziés Lebesgue-mérték
konstansszorosa.

A definiciobol konnyen latszik az alabbi tulajdonsag, aminek az 1, 2 és 3 dimenzids
Lebesgue-mértékre vonatkozo esetét kozépiskoldban is tanitjak: ha egy F' halmazra
alkalmazunk egy T hasonlésagi transzformaciot, aminek az ardnya a A > 0 valos
szam, akkor a képének a mértéke az eredeti halmaz mértékének a \-szerese, azaz

HUT(F)) = NHYF).

Nem nehéz belatni, hogy ha valamilyen d-re H4(F) < oo, akkor minden t < d
pozitiv valos szam esetén H'(F) = 0. Tehat minden F' halmaz esetén van egy olyan
d valos szam, aminél a Hausdorff-mértéke ,felugrik” 0-bol végtelenbe. Ezt a szamot
nevezziik a halmaz Hausdorff-dimenzi6janak.

1.2.2 Definicié: (Hausdorff-dimenzi6é) Az F' C R" nem iires halmaz Hausdorft-
dimenzidja

d=sup{t: H'(F)=o0c} =inf{t >0: H'(F) =0}.

A tovabbiakban dimenzi6 alatt Hausdorff-dimenziot értiink.



Az 6nhasonlé halmazok dimenzidja bizonyos esetekben kiszamolhat6 a halmazra
jellemz6 hasonlosagok segitségével.
Az erre vonatkozo tétel csak akkor igaz biztosan, ha a hasonlésigok olyanok, hogy
az S;(F) halmazok ,majdnem diszjunktak”. Ezt fogalmazza meg pontosan a nyilt
halmaz feltétel: az Sy,...,95,, hasonlosagok teljesitik a nyilt halmaz feltételt, ha
létezik olyan U C R™ nem iires, korlatos nyilt halmaz, amire S;(U) halmazok
diszjunktak, és U C -, S;(U).
A szakkoron vizsgalt halmazoknal a definiciojukban szereplé E halmaz belseje
biztositja a nyilt halmaz feltétel teljesiilését.

A vizsgalt halmazok dimenzidjanak kiszdmolashoz az alabbi, itt nem bizonyitott
tétel egy specialis esetét fogjuk hasznalni:

1.2.3 Tétel: [2]|9.3. tétel] Legyenek Sy, ..., S, hasonlosagok R™-ben, a hasonlosa-
gok ardnyai legyenek Ai,..., )\, 1-nél kisebb pozitiv valos szamok, és tegyiik fel,
hogy a hasonlésagok teljesitik a nyilt halmaz feltételt. Legyen F' C R™ az a nem
tires kompakt halmaz, amire F' = (J;", S;(F). Ekkor az F' halmaz dimenzidja az az

d szam, amire
m
d A =1
i=1

Az altalunk vizsgalt alakzatok esetében a hasonlosidgok aranyai megegyeznek,
ezért elég az alabbi specidlis esetet alkalmaznunk:

1.2.4 Tétel: Legyenek Si,...,S,, hasonlosigok R™-ben, mindegyik hasonlésig
aranya legyen 0 < \ < 1, és tegyiik fel, hogy a hasonlosagok teljesitik a nyilt halmaz
feltételt. Legyen F' C R™ az a nem iires kompakt halmaz, amire F' = [J", S;(F).

Ekkor az F' halmaz dimenzidja d = %.
DY

Az 1.1.1. tétel alapjan nincs mas kompakt halmaz, ami ezekhez a hasonlésa-
gokhoz tartozik, tehdt a hasonlosdgokrol szolo tétel biztosan a vizsgalt halmaz
dimenziojat adja meg. (A halmazhoz természetesen tartozhatnanak méas ha-
sonlosdgok is. Példaul a Cantor-halmazt 2 helyett 4 részre is bonthatnank, és
tekinthetnénk a halmazt ezekbe a részekbe vivé hasonlésdgokat. A dimenzid
kiszamolasara hasznalt tétel ebben az esetben is ugyanazt az eredményt adna.)

log 2
log 3?

Az 1.2.4. tételt alkalmazva azt kapjuk, hogy a Cantor-halmaz dimenzidja
a Koch-gorbe dimenzidja %, a Sierpinski-héromszog dimenzi6ja }%g, a Sierpinski-
log 20

és a Menger-szivacs dimenzidja —==-.
log 3

og 8
og3

P . |
sz6nyeg dimenzidja j

10



2. fejezet

Fraktalokat el6allitdé sorozatok

A fraktalok egy lehetséges megkozelitése a rekurzioval valo elGallitasuk, aminek
segitségével az alabbi témakorok vezethetGek be, illetve gyakorolhatdak:

e teljes indukcios bizonyitas

e mértani sorozat Osszegképlete
e hatarérték

e logaritmus

e hasonlésag

Az alabbi szakkor 11. vagy 12. osztalyos tanulok szaméara tarthatéo meg. Ennél

kordbban a logaritmus ismeretének hidnyaban nem lehetne kiszamolni az alakzatok
dimenzi6jat.
A szakkort 11. osztalyosok szamara megtarthaté formaban irtam le. Ok még nem
tanultak a mértani sorozat Gsszegét és a hatarértéket [6], de ezeknek a feladatoknak
a segitségével bevezetheté mindkét téma. A hatérértékkel kapcsolatban az dbrak és
a geometriai jelentés segiti a szemlélet kialakitasat.

A gyerekek szaméra a téma hamar lathato érdekessége, hogy bizonyos rekurzidk-
kal olyan sikbeli alakzatokat allithatunk elG, amelyeknek a teriilete véges, kertilete
azonban tetszdélegesen nagy lehet.

Bevezeté feladat: Probaljon meg mindenki minél nagyobb keriiletd sikidomot
rajzolni a fiizetébe! Tudtok-e olyat rajzolni, aminek a keriilete 1 méternél nagyobb?
Es olyat, aminek a keriilete 1 km-nél nagyobb?

A kovetkez6 kérdések, megjegyzések, otletek hangzottak el a didkoktoél a feladat-
tal kapcsolatban:

e Szabad-e konkévat is rajzolni?
e Nevezziink mést 1 cm-nek, és akkor méris nagyobbnak szamit a kertilet.
e Fésti vagy spiral alaka rajz. (2.1. abra)

e Van az a hopehely alaka dolog, az j6 lesz?”

11



2.1. abra.

2.0.5 Feladat: Mi lehet 2.2. abran lathato sikidomok elGéallitasanak szabalya? Egy
10 cm oldala négyzetbdl kiindulva mekkora a kapott sikidom teriilete és keriilete az
els6, masodik, tizedik, n-edik 1épés utan?

2.2. abra.

A feladatok megoldasahoz tobbféle modszert valaszthatunk. Ahhoz, hogy
kialakuljon valamilyen sejtésiink, érdemes az els6 néhény esetben felirni a kérdésre a
véalaszt, majd megfigyelni a sorozat tulajdonsagait. Ezutan adnunk kell az dltanunk

12



megfigyelt szabalyszertiségre valamilyen magyarazatot, ami bizonyitja a sejtésiinket.

MEGOLDAS:

A sorozat tagjainak képzési szabalyat altalaban ugy fogalmaztak meg a gyerekek,

hogy minden oldal mentén kivigunk egy kisebb négyzetet, és ezt hozzaragasztjuk
az oldal egy maésik részéhez. EbbdGl rogton kovetkezik, hogy a sikidom teriilete a
lépések sordn nem valtozik.
A sorozat tagjainak képzési szabalyat a keriilet valtozasaval is megfogalmazhatjuk.
Ehhez el6szor bevezetiink egy elnevezést. A keriiletet alkotd torottvonal révidebb
szakaszait nevezziik egységszakasznak (esz.). A sorozat kovetkezs elemét mindig ugy
képezziik az el6z6bdl, hogy minden egységszakaszat kicseréljiik egy tordttvonalra,
amely a kovetkez§ sikidomhoz tartozd 8 egységszakaszbdl All.

A sikidom keriilete kezdetben 40, az els6 1épés utan 40 - 2, a mésodik 1épés utan
40 - 22. Azt sejthetjiik meg ebb6l, hogy az n-edik lépés utéan a keriilet 40 - 2" cm
hosszu. Azt is észrevehetjiik, hogy az egyes lépések soran minden oldalt egy kétszer
akkora hosszisagu torottvonalra cseréliink ki. Ebbd&l kdvetkezik, hogy a keriilet
mindig a kétszeresére valtozik. Ennek alapjan teljes indukciéval bizonyithatjuk
sejtésiinket.
A masodik megoldas kicsit Osszetettebb, azonban bonyolultabb feladatoknél
kevesebb oOtlettel is célravezets lehet ez a modszer. Készitsiik el az alabbi tablazatot:

lépések szdma | esz. hossza | esz.-ok szama | keriilet
0 10 4 40
1 14—0 32 80
2 % 4.8 40 - 22
3 » 4-8° 40 - 28
4 2 4.8 40 - 24
10 % 4. 8" 40 - 219
n = 4.8" 40 - 2"

A tablazat 2. és 3. oszlopat konnyd kitolteni, a megfigyeléseink alapjan az n.
tagra vonatkozo képletet se nehéz indokolni. A tablazat 4. oszlopanak kitoltését a
2. és a 3. oszlop segitségével végezhetjiik el értelemszeriien, az azokban talalhato
értékeket kell csak Osszeszorozni. A 4. oszlopban mér az egyszertsités utdn kapott
értékek szerepelnek.

A kés6bbi szorzasok, osztasok, egyszeriisitések érdekében érdemes a téablazat
kitoltésénél a szadmokat mar az elejétél kezdve hatvanyalakban, illetve szorzatalak-
ban irni.

2.0.6 Megjegyzés: A tablazat egyes oszlopainak kitoltése kdzben konnyebb
észrevenni és megindokolni a szabalyt, mint az els6 megoldasnal. A késGbbi
feladatoknal is jo hasznat vehetjiik egy hasonléd tablazatnak, amelybdl az n-re vald
altalanositas is konnyen kiolvashato.
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Vajon a fenti feladat segit nekiink a bevezet6 feladatban keresett nagy keriileti,
korlatos teriiletii sikidomok elgallitasiban? Az nyilvanval6, hogy a sikidomok szé-
lessége minden lépésben nd, és az is latszik, hogy minden 1épésben egyre kisebb a
sikidom szélességének novekedése. Meg kell vizsgalnunk, hogy a feladatban szerepld
sikidomok korlatosak-e, azaz a 10 cm oldalt négyzetbdl kiindulva sok lépés utan is
rafér-e még a kapott abra a fiizetlapra?

2.0.7 Feladat: Az el6z6 feladatban szerepld sikidom koré minden lépésben tudunk
olyan négyzetet rajzolni, aminek oldalai paArhuzamosak a sikidom oldalaival. Mekko-
ranak kell lennie az n-edik 1épés utan egy ilyen négyzet oldalanak?

Egyszertibben fogalmazva: milyen széles a sikidom az els6, masodik, tizedik, n-edik
lépés utan?

MEGOLDAS: Az el6z6 feladat megoldasahoz hasznalt tablazatnak itt is hasznat
vehetjiik.

lépések szama | esz. hossza | szélesség novekedése
0 10 10
10 10
1 140 234
2 i 2. i
3 e 2 5
10 10
4 e 219
10 10
10 10

Vegyiik észre, hogy a szélesség ndvekedése az els§ 1épéstsl kezdve mértani
sorozatot alkot, ezért a szélesség megallapitasahoz egy mértani sorozat tagjait kell
osszeadnunk. Az erre vonatkozo képlet 12. osztalyos tananyag [6], de valojaban
annak bizonyitési lépéseit felhasznalva fogjuk most tobb konkrét példan kiszamolni
az Osszeget. Ezzel segitjiik a kés6bbi bizonyitas megértését is.

Szamoljuk ki a szélességet a 10. 1épésben! Ehhez adjuk 6ssze a szélesség novekedé-
seit az 1. 1épéstdl a 10.-ig, és jeloljiik ezt az Osszeget xg-szel.

20 20 20 20 20 20

Mindkét oldalt 4-gyel beszorozva kapjuk, hogy

20 20 20 20 20
20+Z+E+E+.”+E+E:4xlo
A masodik egyenletbdl az els6t kivonva a bal oldalon majdnem minden kiesik, kivéve
a mésodik egyenlet els6 és az elsd egyenlet utolso tagjat. gy a kivonast elvégezve a

20
20 — E = 31’10
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egyenletet kapjuk. EbbGl 3-mal vald osztas és a a kiiduld négyzet szélességének
hozzdadasa utan a 10. 1épés utdn kapott alakzat szélességére
20 20 50 20

10 + 3 TR 0= 3 340" 16, 666660309 cm

adodik.

Ugy ttinik, hogyha ugyanezt a szamolast a 4. vagy a 20. lépésre végeznénk el,
akkor csak annyiban moédosulna, hogy 10 helyett 4-et, illetve 20-at kellene irnunk.
Ebbd6l az a sejtésiink alakulhat ki, hogy az alakzat szélessége az n. 1lépés utan

20 20 50 20

10 — = — .
+3 3-4n 3 3-4n

Bizonyitsuk be sejtésiinket! Az 1. lépésre kiszamoljuk:

20 20 50 20 45 20
3 3.4t 3 12 3 g 0+ 4

Tegyiik fel, hogy a sejtés igaz az n. lépésre, igaz-e ekkor az n+1-edikre is? A szélesség

novekedése ekkor 43%, ezért az n + 1. szélesség:

20 20 20 50 30 60 50 20

3 3.an T qert 3 3gel T 3ge

3 3.4ntl’

amivel bizonyitottuk a sejtésiinket.

A képletbdl latszik, hogy a stkidom szélessége semelyik 1épésben sem haladja meg
az 5—?? = 16,6 cm-t.

Ezzel belattuk, hogy a fenti sikidomok alkalmasak arra, hogy tetszélegesen nagy
keriiletii sikidomot rajzoljunk egy A /4-es fiizetlapra.

2.0.8 Feladat: Ezeket a szamolasokat elvégezhetnénk altaldnosabban is. Mit ka-

punk a keriiletre, illetve a teriiletre, ha 10 cm helyett tetsz6leges a oldald négyzetbdl
indulunk ki?

MEGOLDAS: Altalanosan kiszamolva azt kapjuk, hogy n lépés utan a keriilet

Lon . 9on+2 4 ; Ay 00 _2a
da - 2" =a - 2" &3 a szélesség 3 — 7.

2.0.9 Feladat: Héanyadik 1épés utan lesz a fenti sikidom keriilete 1 km-nél nagyobb?

MEGOLDAS: Azt az n-et keressiik, amire az n-edik 1épés utan a sikidom keriilete
nagyobb, mint 1 km= 100000 cm. Irjuk fel az egyenl6tlenséget a két mennyiség
kozott:

40 - 2" > 100000

amit 40-nel osztva és mindkét oldal 10-es alapi logaritmusat véve, majd az egyenletet
lg 2-vel osztva megkapjuk n értékét:

1g 2500
lg 2

nlg2 >1g2500 = n > ~ 11,29,
tehat a sikidomok keriilete a 12. 1épést6l kezdve nagyobb 1 km-nél.
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2.0.10 Megjegyzés: A feladat eredménye lehet, hogy kicsit meglepd. Az ilyen fe-
ladatok alkalmasak arra, hogy a hatvanyozas altal okozott novekedés sebességét
érzékeltessék.

2.0.11 Megjegyzés: Eszrevehetjitk, hogy a sikidomok minden lépésben
segyméshoz illeszthet6ek”, azaz a négyzet oldalhosszaval vizszintes vagy fiig-
g6leges irdnyba eltolva a sikidomot, az eredetivel csak a hatarvonalukon metszik
egymast.

2.1. Koch-hépehely

2.3. abra.
2.1.1 Feladat: Mi lehet 2.3. abran lathato sikidomok elGéallitdsanak szabalya? Egy

10 ecm oldalu szabalyos haromszogbdl kiindulva mekkora a kapott sikidom teriilete
és keriilete az elsd, masodik, tizedik, n-edik 1épés utan?

MEGOLDAS: A sikidomok el6allitasanal az egyes 1épésekben minden oldal
kézépsG harmadrészéhez egy olyan szabalyos haromszoget illesztettiink, aminek
oldala az eredeti oldal harmadrésze. Az igy kapott sikidom minden oldala egyenld
hosszu, és harmadrésze az elgzGének.

Ennél az alakzatnél a keriilet kiszamitasa a konnyebb feladat. A keriiletet alkoto

minden szakaszt négy olyan szakaszra cseréliik ki, amelyek hossza az eredetiének a
harmadrésze. Ebbé&l kapjuk, hogy a keriilet minden lépésben a %—szoroséra valtozik,
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igy az n-edik lépés utan a kapott sikidom keriilete 30 - (%)n Ezt teljes indukcidval
bizonyithatjuk.

A teriiletr6l rogton latszik, hogy folyamatosan noévekszik. A ndvekedés, és
igy a teriilet kiszamolasdhoz érdemes tablazatot hasznalnunk. A tablazatban az
egyszertibb jelolések kedvéért a kiinduld haromszog teriiletét tp-lal jeloljiik, azaz

to := 25v/3.

lépések szama | 4j A-ek szama | 1j A-ek teriilete | T névekedése
0 1 to to
t 3t
1 : 2 i
2 12 Iy at
2
3 3. 42 é_% 3tgé4
4 3. 43 g_(i 3t8;l43
10 3. 410 L Bty - o
: : : L
n 34" 2 3ty - T

Az 4j haromszogek szaméahoz azt kell észrevenni, hogy mindig annyi Gj harom-
sz0g keletkezik, mint amennyi szakaszbol a keriilet az el6z6 lépésben allt. A sorozat
képzési szabdlya alapjan a keriilet minden szakaszat 4 1j szakaszra cseréljiik ki
az egyes lépésekben, ezért a szakaszok szama, és igy az 0j haromszogek szama is
minden lépésben a négyszeresére valtozik.

A teriilet névekedése az els6 1épéstdl kezdve itt is mértani sorozatot alkot. Az
el6z6 feladathoz hasonlbéan kiszamolhatjuk a 10., majd az n. tag teriiletét, ezekre

4\ 10
Tio = 30V3 - 5v/3- (5) ,
majd teljes indukcios bizonyitas utan

T, = 30v/3 — 5V/3 - (g)

adodik.

2.1.2 Feladat: A kapott alakzatok megfelel§ példak-e a bevezets feladatban kere-
sett stkidomokra? Azaz a kapott sikidomsorozat korlatos-e, 1étezik-e olyan korlatos
sikidom, amit a kapott alakzat koré rajzolhatunk minden lépésben?

MEGOLDAS: A sorozat els6 néhany elemének felrajzolasa utan gy tinik, hogy
mindegyik sikidom az els6 1épés utan kapott sokszog konvex cstcsai altal meghatéro-
zott szabdlyos hatszogon beliill marad. Nem nehéz végiggondolni, hogy ez valéban
igy van.

Rajzoljunk az 1. lépésben kapott sokszdg oldalaira kifelé olyan egyenld szart harom-
szogeket, aminek az alapja az eredeti oldal, és a szarszogei 30°-osak. Nevezziik az
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ilyen tipusi haromszoget ,Jlapos haromszognek”. A kovetkezd 1épésben az alakzat-
hoz rajzolt szabalyos hdromszogek oldalon kiviili csicsa egybeesik a lapos harom-
sz0g alappal szemkozti cstiicséval, igy az 0j hdromszog a lapos haromszogon beliil
helyezkedik el. A kovetkezd lépésben megrajzolt 1j haromszogek ismét a megfeleld
lapos haromszoégon beliil vannak (2.4. 4bra).Az Gjabb lapos haromszogekrdl a szogek
vizsgalataval konnyen belathato, hogy az el6z6 lapos haromszogon beliil vannak. Az
1j haromszogek tehat mindig a megfelel6 lapos haromszogon beliil maradnak, ami
pedig része a kordbban megrajzolt lapos haromszdgnek, és igy a méasodik 1épésben
kapott hatszognek is.

2.4. abra.

2.1.3 Feladat: A szamolasokat megint elvégezhettiik volna kicsit altalanosabban,
10 cm oldala szabalyos haromszog helyett a oldalubdl kiindulva. Hogyan moédosul-
nanak ekkor az eredményeink?

2.1.4 Feladat: Hanyadik lépés utéan lesz az el6z6 feladatban szereplé sikidom
keriilete nagyobb, mint 1 km?

2.1.5 Feladat: Milyen sikidomot kapunk végtelen sok 1épés utan? Melyek azok a
pontok, amik biztosan az alakzathoz tartoznak? Melyek azok, amik biztosan nem
tartoznak hozza? Mekkora a keriilete és a teriilete?

MEGOLDAS: A végtelen sok lépés utan kapott alakzatot nevezziik Koch-
hopehelynek. Ez az alakzat egyértelmiien meghatarozott, hiszen minden pontra
igaz, hogy vagy belevessziik valamelyik 1épésben, és akkor hozzatartozik az alakzat-
hoz, vagy nem vessziik bele semelyik lépésben sem, és akkor nem tartozik hozza az
alakzathoz.

Biztosan az alakzathoz tatozé pontokat konnyen mondhatunk, hiszen amit egyszer
belevettiink, az a Koch-hépehelyhez fog tartozni.

Olyan pontokat, amik biztosan nem tartoznak az alakzathoz, a 2.1.2. feladat
megoldasidban szerepld lapos haromszogek segitségével kaphatunk. Ott megallapi-
tottuk, hogy az egyes 1épések utan méar csak az oldalakra emelt lapos haromszogeken
beliil keletkeznek 1j haromszogek. Tehat ha valamelyik 1épésben minden oldalra
megrajzoljuk a megfelel§ lapos haromszogeket, akkor az azokon kiviili pontok méar
biztosan a Koch-hopelyhen kiviil lesznek.

A Koch-hopehely keriiletére azt mondhatjuk, hogy az minden olyan sikidom
kertileténél nagyobb, ami az el6allitdsban szerepel, ezért a keriilet végtelen.
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A teriiletre kapott képletbsl latszik, hogy az semelyik lépésben se nagyobb
30v/3 cm?nél, de minden lépésben nagyobb az el6zs teriiletnél, azaz minden
30V3 — 53 - (g)n alaki szdmnal nagyobb. Ezek a szamok olyanok, hogy
30v/3 cm?-b6l egyre kisebb szamot vonunk ki, a kivonandék egyre kozelednek
0-hoz. A végtelen sok lépés utdn kapott alakzat teriiletére is igazak a fenti
megallapitasok, azt mondhatjuk, hogy annak teriilete pontosan 30v/3 cm?. Ugy
is fogalmazhatunk, hogy ekkor a teriilet kiszamitasakor 30v/3 cm?-bél 0-t vonunk ki.

2.1.6 Megjegyzés: A Koch-hopelyhet méshogyan is elGallithatjuk. Induljunk ki
a szabalyos hatszogbdl, amit az els6 lépés utan kapott sikidom konvex cstcsainak
Osszekotésébdl kapunk. A megfelels lapos haromszogeket berajzolva azt tapasztaljuk,
hogy azokat a hatszogon kiviili részt, amit biztosan kihagyunk, kiegészithetjiik 6
szabalyos haromszoggel. Ezek a hatszog oldalainak kézepére befelé rajzolt szabalyos
haromszogek, amelyeknek oldala a hatszégének a harmada. Az ajabb lapos harom-
szogek rajzolasakor ismét szabalyos haromszogekkel egésziil ki a kimarado rész, ezek
oldalai az el6z&ekének harmadrészei, és az el6z6 1épésben kapott alakzat minden
oldala mentén megjelenik egy ilyen, befelé rajzolva.

Tehat a hatszogbdl kiindulva, az els6 konstrukciohoz nagyon hasonlé moédon, mindig
az oldalkdzepi egyharmad oldala szabalyos haromszogeket kihagyva ismét kapunk
egy sikidomsorozatot. Az els§ néhany lépést felrajzolva az a sejtésiink tamad, hogy
ilyen modon is a Koch-hépelyhet allitjuk el6. Bebizonyithat6, hogy ez valéban igy
van.

2.2. Cantor-halmaz

2.5. abra.

A 2.5. dbran a Cantor-halmazt elGallité sorozat szerepel, az elsé kérdés ismét az,
hogy mi lehet a sorozat elGéallitisdnak a szabalya.
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A vélasz az, hogy a meglévs intervallumoknak mindig kihagyjuk a kozépsé har-
madat, a megmarado szakaszok alkotjak a kovetkezs alakzatot.

Fontos hozzatenni, hogy a kiindul6 szakaszhoz hozzatartoznak a végpontjai, azaz ha
az alakzatokat a szamegyenes részhalmazaiként vizsgalnank (amit a késébbiekben
meg is teszlink), akkor egy zart intervallumbol indulunk ki, majd az egyes lépések
soran nyilt intervallumokat hagyunk el belGle, igy minden lépésben egy zart inter-
vallumokbol 4ll6 halmazt kapunk.

2.2.1 Feladat: Induljunk ki egy 10 cm hosszi szakaszbol. Hany szakaszbol all az
alakzat 4, 10, n 1épés utan? Hany végpontja van az alakzatnak? Mekkora az alakzat
Osszhossza?

MEGOLDAS: A sorozat képzési szabalya alapjan minden lépésben minden szakasz
helyett két mésikat kapunk, ezért a szakaszok szama minden 1épésben megduplazo-
dik. A kiindul6 alakzat egy szakasz volt, igy a szakaszok szdma n 1épés utan 2".
Ezutan konnyi Osszeszamolni az alakzat végpontjait, ugyanis minden szakasznak
két végpontja van, igy a végpontok szdma n lépés utan 2"+,

Az alakzat Osszhosszat kétféleképp is meghatarozhatjuk. Egyrészt az alakzatot
alkoto szakaszok hossza minden lépésben a harmadrészére valtozik, igy az n. lépés
1

utan a szakaszhossz . Az els6 kérdésre adott valasz alapjan a szakaszok Gsszhossza
2"1

n lépés utan .
Masképp gondolkodva régton észrevehetjiik, hogy az egyes lépésekben minden sza-
kasz helyett két olyat vesziink, amelyek Gsszhossza a szakasz hosszanak %—szorosa,

igy a szakszok 0sszhossza minden lépésben %—szorosémra valtozik.

2.2.2 Feladat: Megint elvégezhettiik volna a szamolast altalanosabban, 10 cm-es
szakasz helyett a hosszl szakaszbol kiindulva. Hogyan valtoztak volna ekkor az ered-
ményeink?

2.2.3 Feladat: Egy 1 km hosszu szakaszbol kiindulva hanyadik lépés utan lesz a
kapott alakzat 6sszhossza kisebb 1 mm-nél?

2.2.4 Megjegyzés: A Cantor-halmazt elGallitd sorozatrél elmondhatjuk, hogy a
szakaszok, illetve a végpontok szama egyre ndvekszik, és barmekkora szamnal na-
gyobb tud lenni, azaz végtelenhez tart.

Ekozben a szakaszok 6sszhossza minden lépésben csokken, és egyre kozeledik 0-hoz.

2.2.5 Feladat: Mit kapunk, ha elvégezziik az Gsszes, végtelen sok lépést? Marad
egyaltalan valami, vagy minden pontot kihagyunk valamikor?

MEGOLDAS: Konnyti végiggondolni, hogy azokat a pontokat, amik valamelyik
lépésnél egy szakasz végpontjai, semelyik lépésben se hagyjuk ki. Az n-edik
lépésben 27! ilyen végpontunk van, ezek szdma végtelenhez tart. A végtelen sok
lépés elvégzése utan tehat kapunk végtelen sok olyan pontot, amit egyik lépésben
sem hagytunk ki, ezért a megmarad6 halmaznak biztosan végtelen sok pontja van.

2.2.6 Megjegyzés: A Cantor-halmaznal tehetiink egy kitérét a szdmrendszerek
fele.
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A gyerekek valoszintileg még csak az egész szamok korében taldlkoztak szamrend-
szerekkel. A Cantor-halmaz kapcsan szemléltethetjiik a szamrendszerek jelentését
nem egész szamok esetén is. Ehhez elGszor értelmezziik a harmadostorteket,
megtanuljuk az atvaltasukat. Erre tobbféle modszert is hasznalhatunk. Tébb példat
is hozunk a végtelen szakaszos harmadostortekre, és megbeszéljiik, hogy egy szam
harmadostort-alakja nem mindig egyértelmti, mint ahogyan a tizedestort alakja
sem.

A Cantor-halmaz vizsgalatahoz a [0; 1] intervallumbol indulunk ki, és ebbdl allitjuk
el6 a halmazt. Megvizsgaljuk, hogy mit mondhatunk el az egyes lépésekben el-
hagyott szamok harmadostort-alakjarol. A kétféle harmadostort-alakkal rendelkezé
szamok végtelen alakjat is figyelembe véve azt mondhatjuk, hogy pontosan azok a
szamok vannak benne a Cantor-halmazban, amiknek van olyan alakja, amiben csak
a 0 és a 2 szamjegyek szerepelnek.

Mar lattuk korabban, hogy a szakaszok végpontjait nem hagyjuk ki egyik lépésben
sem, ezért a Cantor-halmaznak van végtelen sok pontja. Ezek a pontok egy
megszamlalhatoéan végtelen szamossagi halmazt alkotnak. A harmadostort alakok
vizsgalatdbol latszik, hogy nem csak a szakaszok végpontjai maradnak meg.
Ennél tébb is mondhaté: a Cantor-halmaz minden pontjanak megfeleltethetd az
a kettedestort, aminek a szamjegyeit tgy kapjuk, hogy a 0-k megmaradnak a
szamban, a 2-k helyett pedig 1-t irunk. Igy megkapjuk az sszes [0; 1] intervallum-
beli kettedestortet. Tehat a Cantor-halmaz pontjainak szamossiga ugyanannyi,
mint a [0;1] intervallum pontjainak szamossaga, amir6l tudjuk, hogy kontinuum
SZAMOossagu.

2.3. Sierpinski-haromszog

A 2.6. Abran a Sierpinski-haromszoget elGallito sikidom-sorozat elsé néhany tagja
szerepel. Az els6 kérdés itt is a sorozat elGallitasanak a szabalya. A kovetkezd sikido-
mot mindig ugy allitjuk els, hogy az alakzatot alkotd (az el6z6 1épésekben megtar-
tott) szabélyos haromszogek mindegyikét felosztjuk 4 egybevagd haromszogre, és
ezek koziil a kdzépsdt elhagyjuk.

2.3.1 Megjegyzés: A sorozat szabalyadhoz hozza kell tenniink, hogy a megmarado
alakzathoz mindig hozzatartozik a hatéara is, azaz zart alakzatbol indulunk, és mindig
nyiltat hagyunk ki belGle.

2.3.2 Feladat: Mekkora a kapott sikidom keriilete és teriilete 4, 10, n 1épés utan
egy 10 cm oldald szabalyos haromszoghdl kiindulva?

MEGOLDAS: A keriiletet az Osszes haromszog Osszes oldala alkotja egyiitt.
A haromszogek szama minden lépésben a haromszorosara valtozik, az alakzatot
alkoto haromszogek keriilete pedig minden lépésben a felére csokken. Igy az alakzat
keriilete Osszesen mindig %—szeresére valtozik. Igy azt kapjuk, hogy n lépés utan az
alakzat keriilete a kiindulé haromszog keriiletének a (%)n—szerese, azaz 30 - (%)n
A keriiletet természetesen mashogy is kiszamolhattuk volna. Mivel minden szakasz,
ami a keriilethez tartozik, az a tovabbi lépésekben is a keriilet része marad, ezért
a keriilet novekedését is kiszamolhattuk volna az egyes lépésekben, majd ezt
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2.6. abra.

Osszeadva is megkaphattuk volna a keriiletet.

A teriilet kiszamolasahoz azt kell végiggondolnunk, hogy az egyes lépésekben a
meglévs teriiletek mindegyikét 4 egybevagd részre osztjuk, és abbdl harmat tartunk
meg, igy minden 1épésben az el6z6 teriilet % része marad meg. Igy n lépés utan a

teriilet az eredetinek (%)n—szerese, azaz 25v/3 - (%)n.

2.3.3 Feladat: Milyen eredmények jottek volna ki az n. 1épés utan, ha 10 cm oldala
haromszog helyett a oldalid haromszogbdl indultunk volna ki?

2.3.4 Feladat: Hanyadik lépés utidn lesz a kapott alakzat teriilete 1 mm2-nél
kisebb? Hanyadik 1épés utan lesz a kapott alakzat keriilete 1 km-nél nagyobb?

2.3.5 Feladat: Probald meg elképzelni, hogy milyen alakzatot kapunk végtelen sok
lépés utan! Mik azok a pontok, amik biztosan megmaradnak? Mekkora a kapott
alakzat keriilete és teriilete?

MEGOLDAS: A végtelen sok 1épés utan kapott alakzatot nevezziik Sierpinski-
haromszognek. Ez az alakzat egyértelmtien meghatarozott, mivel az egyes 1épések
soran csak elhagyunk pontokat a kiindulé haromszogbdl, igy azok a pontok alkotjak
a Sierpinski-haromszoget, amelyeket semelyik 1épésben nem hagytunk ki.

Azokat a pontokat, amelyek valamelyik lépésben a keriiletet alkotjak, a tovabbi
lépések sordn nem hagyjuk el, ezek tehat benne maradnak az alakzatban.

Ezekné¢l az alakzatoknal azt tapasztaljuk, hogy a keriilet a lépések soran novekszik,
és barmilyen szamnal nagyobb keriiletet megkaphatunk elég sok lépés utan, a
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Sierpinski-haromszog keriilete tehét végtelen. A teriilete folyamatosan csokken a
lépések soran, ezért minden 25v/3 - (%)" alakt szamnal kisebb, igy csak 0 lehet.

2.3.6 Megjegyzés: A sorozatot szabalyos haromszog helyett tetszéleges harom-
szogbdl is képezhettiik volna. Ezekben az esetekben is ugyanazt az eredményt kap-
nank a keriilet, illetve a teriilet valtozasaira az egyes lépések soran. A végtelen sok
lépés utan kapott alakzat is ugyanigy értelmezhetd.

2.3.7 Feladat: Rajzold fel a Pascal-haromszog elsé 8 sorat. Szinezd be a paratlan
szamokat! Mit veszel észre? Hanyadik sorig kell megrajzolni a Pascal-haromszoget,
hogy egy ehhez hasonlé abrat kapj?

MEGOLDAS: Azt tapasztaljuk, hogy a beszinezett mezék a Pascal-haromszog

elgallitasakor a 3. 1épésben kapott alakzathoz hasonlot allitanak el6. Ha a 16. sorig
rajzoljuk fel a Pascal-haromszoget, akkor a 4. 1épésben kapotthoz hasonlé abrat ka-
punk.
Ugy is elképzelhetjiik mindezt, hogy ha rajzolunk egy szabalyos haromszoget, min-
den oldalat felosztjuk 2" részre, majd ezeket a pontokat a haromszog oldalaival
parhuzamos egyenesekkel 6sszekotve egy haromszogracsot kapunk. Ha ennek a racs-
nak a felfelé all6 haromszogeibe (amelyeknek a vizszintes oldallal szemkozti csticsuk
az oldal folott van) értelemszertien beleirjuk a Pascal-haromszog szamait, majd a
paratlan szamokat tartalmazo haromszogeket beszinezziik, akkor megkapjuk az n.
lépés utani abrat.

2.3.8 Megjegyzés: A Pascal-haromszoget kiszinezhetjiik mas maradékok szerint
is. Szinezhetjiik a kiilonb6z6 maradékokat tobbféle szinnel, vagy a nem 0 maradéku
szamokat mind ugyanazzal. Ezekben az esetekben szintén szép és érdekes mintak
keletkeznek. A négyes maradékok szerinti szinezés feladatként szerepel [1| 72.
oldalan, szamelmeélet témakorben.

2.4. Sierpinski-szényeg

2.7. abra.
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2.8. abra.

A 2.7. és 2.8. dbrakon a Sierpinski-sz&nyeget el6allito sikidom-sorozat els§ néhany
tagja szerepel.
Az els6 kérdés itt is a sorozat elGallitdsanak szabalya. A kovetkez6 abrat mindig
ugy kapjuk az el6z6bdl, hogy az alakzatot alkoto (az el6z6 1épésekben megtartott)
négyzetek mindegyikét felosztjuk 3 x 3 egybevagd négyzetre, és ezek koziil a kdzépsst
elhagyjuk.

2.4.1 Megjegyzés: A sorozat szabalyadhoz hozza kell tenniink, hogy a megmarado
alakzathoz mindig hozzatartozik a hatéara is, azaz zart alakzatbol indulunk, és mindig
nyiltat hagyunk ki bel6le.

2.4.2 Feladat: Mekkora a kapott sikidom keriilete és teriilete 4, 10, n 1épés utan
egy 10 cm oldald négyzetbdl kiindulva?

MEGOLDAS: Ezeknél az alakzatoknal a teriilet kiszdmolésa az egyszertibb
feladat. Minden négyzetet 9 egybevago részre bontunk, és ebbdl 8-at tartunk meg,

igy a teriilet minden 1épésben a g részére valtozik. Igy n lépés utan a teriilet az

eredetinek a (%)n—szerese, azaz 100 - (%)n
A Kkeriilet kiszamitasa valamivel bonyolultabb. Ennél az alakzatnal érdemes a
keriilet névekedését vizsgalni, majd a kapott névekményeket 6sszeadni. Ehhez ismét

segitséget nytjthat, ha tablazatot készitiink:

lépés | 1) négyzetek szadma | Uj négyzetek keriilete | keriilet névekedése
0 0 40 40
0 T
1 1 4—% 840 3 -
2 8 i 40 - g_g =5 (2)3
2 _
3 83 i 40'§*5'(§)4
4 8 3 40 -7 =5 (§>
10 8’ 2 10-f=5-(3)"
n— 40 8n—1 I\ 7
n gt 3n 40- - =5 (5)
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A tablazat alapjan a 10. lépés utan a teriiletet az alabbi szamolassal kaphatjuk
meg:

] 8 2 8 10

3 3
8+82+ +82

T == = 3 -] -
3 \3 3

Ezt szorozzuk be %—dal, majd a kapott egyenletet vonjuk ki a fentibdl, igy azt kapjuk,

hogy
5 g\ 10 3 g\ 10
—rx= |- -1 = — — —1
G (O]

amibdl adodik, hogy a 10. alakzat keriilete

8 g\ 10 g\ 10
Kiy=4 S - —1] =32 = .
10 0+5 5((3) > 3248 (3)

Ebbdl azt sejthetjiik, hogy az n. alakzat keriilete

8 n
K, =32+8- <—) .

ahol

3

Sejtésiinket teljes indukcidval bizonyithatjuk.

2.4.3 Feladat: Hogyan lehetne a kapott képleteket atirni altalanosabb esetre,
amikor egy a oldalt négyzetbdl indulunk ki?

2.4.4 Feladat: Hanyadik lépés utan lesz a kapott alakzat teriilete 1 mm2-nél
kisebb? Hanyadik 1épés utan lesz a kapott alakzat keriilete 1 km-nél nagyobb?

2.4.5 Feladat: Probald meg elképzelni, hogy milyen alakzatot kapunk végtelen sok
lépés utan! Mik azok a pontok, amik biztosan megmaradnak? Mekkora a kapott
alakzat keriilete és teriilete?

MEGOLDAS: A végtelen sok lépés utan kapott alakzatot nevezziik Sierpinski-
szényegnek. Ez az alakzat egyértelmten meghatarozott, mivel az egyes l1épések
soran csak elhagyunk pontokat a kiinduld négyzetbdl, igy azok a pontok alkotjik a
Sierpinski-szényeget, amelyeket semelyik 1épésben nem hagytunk ki.

A valamelyik lépéshen a meglévé négyzeteket 3 x 3 kisebb négyzetre oszté vonalakat
a tovabbi 1épések soran nem hagyjuk el, ezek pontjai tehat benne maradnak az
alakzatban.

Ezeknél az alakzatoknal azt tapasztaljuk, hogy a keriilet tetsz6legesen nagy lehet
megfelel6 szamu lépés utan, a Sierpinski-szényeg keriilete mindegyik 1épésben kapott
keriiletnél nagyobb, tehat végtelen.

A teriilet a lépések soran folyamatosan csokken, és akdrmilyen kicsi lehet. A
Sierpinski-szényeg teriilete a sorozat minden tagjaénal kisebb, azaz 0.

2.4.6 Feladat: Szerepel-e a Sierpinski-haromszogben a Cantor-halmaz? Probalja-
tok meg keresni az abran ilyen részeket!
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MEGOLDAS: A négyzet kozépvonala és atloja mentén is taldlhatunk Cantor-
halmazt. Ezen kiviil példaul a szemkozti oldalak negyedel6pontjait Gsszekots szakasz
mentén harom egymas mellé helyezett Cantor-halmazt vehetiink észre. Ezeken kiviil
még szamos Cantor-halmaz talalhato az abraban.

2.5. Menger-szivacs

A kovetkez6 alakzatot hajtogatassal készitettiik el a tAborban, kicsit keményebb
papirbdl, 2.9. dbranak [8] megfelelGen. ElGszor hajtogattunk 6 darabbdl ragasztés
nélkiil osszeallithato kockdkat. Ezeket minden gyerek meg tudta csinalni, nem kellett
hozza nagy kéziligyesség.

STRNTAN

2.9. abra.

A kockdk a kilogo fiilek segitségével ragasztas nélkiil stabilan egymaéshoz
illeszthet6ek, ezekbdl elkészitettiik a Menger-szivacs elGallitasanal els§ lépésként
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kapott testet (2.10. abra, |7]). A hajtogatott elemekbdl a Menger-szivacsot kozelits
sorozat tovabbi elemei is elkészithetGek [9).

2.10. abra.

2.5.1 Feladat: Hogyan &ll el6 a kapott test egy kockdbo6l? Hogyan néznének ki a
tovabbi lépéseknél kapott alakzatok?

MEGOLDAS: A testet egy kockabol ugy allithatjuk eld, hogy a kockat 3 x 3 x 3
kisebb kockara bontjuk, és ezek koziil kihagyjuk a kozépsét és a lapok kozéppotjait
megjelend kiskockakat.

A kévetkezd testet tgy kapjuk ebbdl, hogy a megmaradt kiskockdk mindegyikén
ugyanezt a lépést hajtjuk végre.

2.5.2 Feladat: Egy 10 cm éld kockabol kiindulva a kapott testnek mekkora a tér-
fogata és felszine 4, 10, n 1épés utan?

MEGOLDAS: A térfogatra az el6z6 megoldasokéhoz hasonlé gondolatmenettel
kapjuk, hogy n lépés utan 1000 - (22)" cm® nagység.
A felszin kiszadmolasa sokkal Gsszetettebb feladat, mint az eddigiekben, nem csinéltuk
meg a gyerekekkel, aki akart, gondolkodhatott rajta.
A felszin kiszamolésahoz vegyiik észre, hogy:

1) a felszinhez mindig hozzavesziink 10j részeket: amikor a kockdk belsejébdl
elhagyunk kiskockdkat, akkor az igy keletkezd lyukak mentén 1j lapok
keletkeznek,

2) ameglévs felszinnek minden 1épésben elhagyjuk az %—ed részét: a meglévs négy-
zetek mindegyikét 9 kisebb négyzetre bontjuk, és ebbdl a kozépsot elhagyjuk.

Jeloljiik Ty-val, hogy a k-adik lépésben mekkora részt vesziink hozza a felszinhez. A
kiindulo alakzat felszine 600 cm?, azaz T, = 600. Ha k > 1, akkor a k-adik lépésben

a felszint alkoté négyzetek teriiletei egyenként 19% nagysaguak, és az el6z6 alakzatot

27



alkoto 201 kiskocka mindegyikének a belsejében keletkezik 24 1j négyzetlap. A
k-adik lépésben az alakzathoz hozzavett 4j felszin nagysaga tehat

100 20\ "
_ k—1 _
T, = 24 - 20 -97_120-(5) .

Jelolje T} ., hogy a T}, teriiletb6l mennyi maradt meg az n-edik 1épés utan. A
k-adik lépésben meglévs felszinbél a kovetkez6 lépésben csak a %—szerese, [ 1épés
milva pedig csak a (S)l—szerese marad meg. Tehat

8 8\ 2
Tig =T, Thpsr = 9 T, Thpto = 9 Ty,

8\ " " 20\* /8\"" 20k . gn—k
Ton= (> T.=120- (=) (2 —120. 2>

Ahhoz, hogy megkapjuk az alakzat felszinét n lépés utan, a T} ,-eket kell 6sszead-
nunk. Az Osszeg tagjai 11 ,,-t6] kezdve mértani sorozatot alkotnak, aminek a hanya-
dosa %. Azt kapjuk, hogy az alakzat felszine n 1épés utan

. 8\" 20k - gn* 20" +4 - 8"
A, = Ten = = 120 —— =200 - ——.
> " Ti = 600 (9) +120- = 00- =
k=0 k=1
2.5.3 Feladat: Probald meg elképzelni, hogy milyen alakzatot kapunk végtelen sok
lépés utan! Mik azok a pontok, amik biztosan benne vannak? Mekkora a kapott
alakzat felszine és térfogata?

MEGOLDAS: A végtelen sok lépés utan kapott alakzatot nevezziik Menger-
szivacsnak. Ez egyértelmiien meghatarozott, mert minden lépésben csak elvesziink
pontokat a kiindulé kockabdl, ezért az alakzatot pontosan azok a pontok alkotjak,
amelyeket semelyik lépésben sem hagytunk el.

Azokrol a pontokrol latszik biztosan, hogy nem hagyjuk el ket semelyik lépéshen
sem, amelyek valamelyik lépésben az alakzat egy élének pontjai. Ezeken kiviil még
az egyes oldalakat 3 x 3 részre oszt6 vonalakrol is hasonloan latszik, hogy sosem
hagyjuk el 6ket.

A sorozatban szerepld testek felszine folyamatosan ndvekszik, és barmilyen nagy
szamnal nagyobb tud lenni megfelel6 szamua 1épés utan. A Menger-szivacs felszine
ezekénél mind nagyobb, ezért végtelen.

A térfogat az egyes lépések soran folyamatosan csokken, és barmilyen pozitiv szam-
nal kisebb tud lenni. A Menger-szivacs térfogata ezekénél mind kisebb, tehat csak 0
lehet.

2.5.4 Feladat: A Menger-szivacsban tobb helyen is megjelenik a Sierpinski-szényeg
és a Cantor-halmaz. Probaljatok benne keresni ilyen alakzatokat!

2.6. Onhasonlé halmazok dimenzi6ja

El6szor megbeszéltiik a gyerekekkel, hogy mit gondolnak, mi az a dimenzi6.
Megbeszéltiik, hogy milyen 0, 1, 2, illetve 3 dimenziés alakzatokat ismernek, és
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hogy ezeket milyen mértékekkel mérjiik. Megallapitottuk, hogy ha egy alakzatra
alkalmazunk egy hasonlésédgot, akkor a dimenzidja nem valtozik meg.

Azt is megbeszéltiik, hogy valaminek a mértéke nem lehet negativ, és hogy diszjunkt
alakzatok egyesitésének a mértéke mindig a mértékeik Gsszege. Ez akkor is igaz,
ha a halmazok, amiket egyesitiink, ,majdnem diszjunktak”, azaz a kozOs résziik
annyira kicsi, hogy a mértéke 0. Az is mindig igaz, hogy egybeviag6 alakzatok
mértéke megegyezik.

Mi torténik, ha valamit nem a hozza tartozd mértékkel probédlunk meg megmérni?
Mekkora egy szakasz teriilete? Mekkora egy négyzet hossza? Megallapitottuk, hogy
ha valamit a sajatjanal nagyobb dimenzidhoz tartozé meértékkel mériink, akkor
akarmilyen kicsi méretii alakzatba belefér, tehat a mértéke minden pozitiv szamnal
kisebb, azaz 0. Ha kisebb dimenzidhoz tartoz6 mértékkel mérjiik, akkor akarhany
mérést végziink egymés utan, mindig marad része az alakzatnak, amit még nem
mértiink meg, tehat a mértéke minden valés szamnél nagyobb, azaz végtelen.
Fontos megjegyezni, hogy ha valaminek a mértéke 0 vagy végtelen, akkor ebbdl
nem kovetkezik biztosan, hogy ,rossz” mértékkel mérjiik. Példaul egy egyenes 1
dimenzids, mégis végtelen az 1 dimenziés mértéke, azaz a hosszisiga.

Ennek alapjan megvizsgaltuk az eddig szerepelt alakzatokat, és megallapitottuk,
hogy a Koch-gorbe keriilete lehet, hogy t6bb, mint 1 dimenziés, a Cantor halmaz
lehet, hogy kevesebb, mint 1 dimenzi6s, a Sierpinski-szényeg és a Sierpinski
haromszog lehet, hogy kevesebb, mint 2 dimenzids, és a Menger-szivacs lehet, hogy
kevesebb, mint 3 dimenzios.

A dimenziét ezek alapjan nem tudjuk pontosan meghatarozni, valamilyen mas
modszerre van sziikség. A hasonlésdgnal, 10. osztalyban tanultuk, hogy ha egy F
alakzatra egy A aranyd hasonlosagot (jelolje ezt T') alkalmazunk, akkor hogyan val-
tozik a hossza, keriilete, teriilete, felszine, térfogata. A d dimenziés mértéket £%-vel
jelolve ezt az Osszefiiggést gy irhatjuk, hogy

LYUT(F)) = MNLYF).

Léteznek mas dimenziés mértékek, amelyekre ugyanez az Osszefiiggés igaz,
de a d szam ekkor nem feltétleniil egész. Egy alakzatot a sajatjanal nagyobb
dimenziés mértékkel mérve 0-t, kisebb dimenzioés mértékkel mérve végtelent kapunk
eredményiil. Ezekben az esetekben a fenti Osszefiiggés természetesen teljesiil, mivel
egy pozitiv valés szamot 0-val, illetve végtelennel szorozva 0-t, illetve végtelent
kapunk. A dimenzi6 kiszamolasdhoz azt hasznaljuk, hogy ennek az Osszefiiggésnek
akkor is teljesiilnie kell, amikor az alakzat £¢ szerinti mértéke nem feltétleniil 0
vagy végtelen, azaz amikor a sajat dimenzi6jahoz tartoz6 mértékkel mérjik.

A hasonlésag aranya és a teriilet valtozasa kozotti kapcsolat rogzitésére alkal-
mas az alabbi feladat. Az alakzatok egy része megtalalhaté példaul [3] 117. és [4]
119. oldalan. Ez a feladat segitséget nytujthat a szakkoron eddig vizsgalt alakzatok
felbontasahoz.

2.6.1 Feladat: Bontsd fel az alabbi sikidomokat az eredetihez hasonl6, egymassal
egybevago alakzatokra! Hany alakzatra tudtad felbontani? Mi a hasonlosag aranya?
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Elgszér a Cantor-halmazt vizsgaltuk meg, mert talan ott a legegyszeriibb
megtalalni a dimenzié megdllapitasihoz sziikséges hasonlosagot. Jeloljiik a
Cantor-halmaz dimenziojat d-vel. Nagyitsuk a halmazt az egyik végpontjabol a
haromszorosara, és "mérjiilk meg" a sajat dimenzi6jahoz tartozé6 mértékkel. A
kinagyitott alakzat mértékét a fenti gondolatmenet alapjan tgy kaphatjuk meg,
hogy az eredeti halmaz mértékét 3%-nel szorozzuk. Masrészt a kinagyitott alakzatot
az eredeti halmaz, és egy azzal egybevago, t6le diszjunkt halmaz egyesitéseként
is megkaphatjuk, igy a mértéke ezek mértékének Osszege, azaz az eredeti halmaz
mértékének a kétszerese. Ebbol a két allitasbol kovetkezik, hogy 37 = 2, amibdl
d = 22 x~ 0,631 a Cantor halmaz dimenzioja. Ez valoban kisebb 1-nél, ahogyan

. g3
sejtettiik.

Ezutan a Sierpinski-héromszoget vizsgaltuk meg. Most a kétszeresére nagyitjuk
az alakzatot az egyik csticsabol. Ekkor a mértéke egyrészt a 2%-szeresére valtozik,
méasrészt a kinagyitott alakzat harom, az eredetivel egybevagd alakzat egyesitése,
igy a mértéke az eredeti alakzaténak a 3-szorosa. Ebbél a két allitasbol 2¢ = 3, azaz
d= }g—g ~ 1,585 kovetkezik, ami 1 és 2 kozotti szam, ahogyan sejtettiik.

Itt észrevehetjiik, hogy ez az egyesités nem diszjunkt halmazok egyesitése, ugyanis
a harom haromszognek egy-egy csticsa kozos. Ett6l még a szamolésaink eredménye
helyes, mivel az egyesitéskor keletkezd kozos rész véges sok pontbol all, igy a d

dimenziés mértéke 0.

A Sierpinski-sz6nyeget a hiromszorosara nagyitjuk, az igy kapott alakzat az
eredeti alakzat 8 példanyanak egyesitése. Ebbdl az elézGekhez hasonléan adodik,
hogy 3¢ = 8, azaz a dimenzidja d = % = 1,893, ami szintén 1 és 2 kozotti szam.
Ismét van kozos résziik az egyesitéseknek, de ezek a részek 1 dimenzidsak, igy a d

dimenziés mértékiik 0.

A Menger-szivacsot szintén haromszorosara nagyitjuk. Az igy kapott alakzat az
eredeti alakzat 20 példanyanak egyesitéseként is el6allithatod, ezért a mértékének
3%-szerese megegyezik a mértékének a 20-szorosaval. Azt kaptuk tehat, hogy 3¢ = 20,
amibdl a dimenzidjara d = 11gg_2;) ~ 2,727 adodik, ami 2 és 3 kozotti szam. Az
egyesitéskor fellepd kozos részek itt is nullmértékiiek, ezért ezek nem okoznak gondot.
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A Koch-hopehely teriilete pozitiv és véges, dimenzidja 2. A keriiletének hossza
azonban végtelen, ezért itt a hatarolo alakzat dimenziojat vizsgaljuk meg.
A dimenzi6 megallapitasdhoz a hatar harmadrészét érdemes megvizsgalni. Ezt az
alakzatot Koch-goérbének nevezik. Figyelmesen nézve felismerhetjk a hozza tartozo
hasonlésagokat: a gorbe 4 olyan egybevagd részre bonthatd, amelyek mindegyike
hasonl6 az eredetihez. A hasonlosag felismerésében segit a gorbét megadoé rekurzio is:
azzal a négy szakasszal, amelyekbdl a mésodik lépésben 4ll, ugyanazokat a lépéseket
hajtjuk végre a tovabbiakban, mint az egész gorbével. Ezért ezekbdl az eredetihez
hasonlo alakzatot kapunk végtelen sok lépés utan. Azt mondhatjuk tehat, hogy
ha a gorbét a haromszorosara nagyitjuk, akkor egy olyan alakzatot kapunk, ami
négy, az eredeti gbrbével egybevagod alakzat egyesitése. Ebbdl az kovetkezik, hogy a
mértékének 3%-szerese megegyezik a mértékének a 4-szeresével, azaz 3¢ = 4. Ebbdl

a dimenzidjara d = E—g ~ 1,262, ami 1 és 2 kdzotti szam, ahogyan sejtettiik.
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3. fejezet

Osszegzés

A fraktéalokrol szolo szakkori anyagot egy hét kiilonbséggel két nyari taborban is
megtartottam. A csoportokban 11. és 12. osztalyos, jo képességii, érdekléds didkok
voltak. Az egyhetes tabor alatt négy maéasfél oras alkalom &llt rendelkezésemre,
igy kitérckre is volt id6. Azt tapasztalatam, hogy az anyag valoban alkalmas a
mértani sorozatok Osszegképletének és a hatarérték fogalmanak bevezetésére. Az
els6 két meértani sorozat Osszegzésénél néhany gyereknek még sziiksége volt a
tablanal torténd levezetésre, utana azonban mar mindenki egyediil el tudta végezni
az eljarast. Azt gondolom, hogy ezutan nem fog nekik gondot okozni 12. osztalyban
a bizonyitas megértése sem.

A hatarértékkel rendelkezé sorozatok vizsgalatanal voltak gyerekek, akik hamarabb
mondtik, hogy a sorozat hova tart, mint ahogyan ezt a kifejezést hasznélni
szerettem volna. Ugy tiint, hogy mindenki megértette, hogy a hatarérték mit jelent
ezeknél a konkrét példaknal. A legtobben maguktol rajottek, hogy mi az a szédm,
amit a sorozat tetszélegesen megkozelit.

Ennél a témakornél azt tapasztaltam, hogy nagyon vigyazni kellett bizonyos
kifejezések helyes hasznélatéra, és jelentésiik megkiilonboztetésére. Sok gyerek
hasznalta a végtelenhez tartdé sorozatok tagjaira a ,végtelen nagy” kifejezést. Fz
természetesen egyik tagra sem igaz, figyelni kellett ra, hogy a sorozatra csak
azt jelenthetjiik ki, hogy akarmilyen szamndal van nagyobb tagja, azaz a tagjai
sakdrmilyen nagyok lehetnek”. A gyerekek megértették a kiilonbséget, és hamar
elsajatitottak a helyes szohasznélatot is. A sorozatok hatarértékénél gondot szokott
okozni, ha a hatarérték nem jelenik meg sehol, a sorozat egyik tagja se éri el,
a sorozatnak egy elvont, megfoghatatlan jellemzGje csak. Ezeknél a példaknél
a hatarértékhez hozza lehetett kapcsolni egy alakzatot, a hatarértékként elGallo
szamok ennek az alakzatnak bizonyos mértékei voltak. Igy kevésbé volt zavaro
az a probléma, hogy a sorozatnak nincsen vége, hiszen a hatéaralakzat segitett a
szamsorozatok hatarértékének szemléltetésében. Ugyanigy az 6nhasonld halmazok
sorozattal torténg eldallitisa segitette annak megértését, hogy a halmaz bizonyos
mértékei a kiterjedés korlatossaga ellenére lehetnek végtelenek, senkinek sem
okozott probléméat ennek elfogadasa.

A dimenziorél szolo rész segiti a hasonlé alakzatok keriiletének, teriiletének,
térfogatanak aranyarol szolo ismeretek rogzitését és elmélyitését. A kozépiskolas
konyvekben csak néhany feladat erejéig foglalkoznak ezzel a téméval, igy pedig egy
1j jelentéssel boviilhetnek a gyerekek mértékekrdl szolo ismeretei.
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A fraktalok nagyon sok lehetGséget nytujtanak arra, hogy segitségiikkel tobbféle
témakor irant is felkeltsiik az érdeklédést. Mas szamrendszerek vizsgélata segit
mélyebben megérteni a racionalis szdmok jelentését. A Sierpinski-haromszognél
tehetiink egy kitér6t a szamelmélet irdnyaba. Az igy megrajzolt érdekes alakzatok
segitik a maradékok viselkedésének szemléltetését.

A tdborban nem jutott ra idg, de egy tovabbi feladat lehetne, hogy a gyerekek
maguk talaljanak ki djabb Onhasonl6 alakzatokat. Ez fejleszti a kreativitasukat
és a részletek pontos atgondolasa iranti igényiiket, tovabba lehetdséget kapnak az
iskolaban tanult hasonlosagok egy tjabb felhasznélasara.

Ugy gondolom, a fraktalok olyan alakzatok, amik a szépségiikkel szinte min-
denki érdeklsdését felkeltik. Erdemes kihasznalni a lehetGséget, és az igy felkeltett
érdeklodés segitségével megmutatni a gyerekeknek a matematika egyéb teriileteinek
SzZépségét is.
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