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Bevezetés

A matetmatika torténetébdl tudjuk hogy a XX. szdzad elejét megindult a
matematika kiilonb6zo againak rendszebe foglalasa. Az emberi szellem fejlodésének
torténetében sokaig fel sem meriilt ez az igény. A matematika nagyon sokaig egy
alkalmazott tudomanyként sinyl6dott a kozépkori torténelemben. A logika raadasul csak
a kozépkori hitvitakban jatszott fontos szerepet, de egyébként haszontalan tudomanynak
tarottdk. Miivelését el is hanygoltdk. Gallilei koratdl kezdve azonban egyte nagyobb
szerepett kapott az érvelés tudomanya. Késobb aztan nemcsak a szamitastechnikdban
betoltott gyakorlati alkalmazasa miatt lett jelentés a logika, hanem elméleti
szembpontbdl is.

Eldszor csak a geometridban eluralkodott rendszertelenségeket igyekezett
megsziintetni a Hilbert 4ltal kezdeményezett program, ami igyekezett egységbe foglalni,
alapvetd axidmarendszerekre visszavezetni a geometriat. A matematika egészét is
igyekeztek atfogolag targyalni. Ilyen irdnyultsagtiak voltak azok a torekvések, amelyek
a halmazelméletre alapozva probaltdk meg axidmatizalni atfogni a matematika egészét,
minthogy a halmazok minden matematikai meghatdrozéas definicio élén allnak, ezért
sokaig ugy gondoltdk, hogy majd a halmazokra, tartalmazasra alapozott axiomakkal a
matematika minden aga leirhato lesz.

Azonban ez a torekvés is meghiusulni latszott, amikor Bertrand Russel
paradoxona fényt vetett a halmaz fogalom hidnyossagaira és a halmazelméletbdl
kibontakozni latszo matematika elfojtasra itéltetett. 1912-ben Russel, aki maga is hitt az
axiomatizalas lehetdségében, a Principia Matematica megirasa kozben végiil is
radobbent, hogy igyekezete kudarcra van itélve. Hasonlo kisérlet volt a logika
egyetemességét kiterjeszteni kivand nézetek. Kurt Godel 1931-ben kozolte a
nemteljességi tételre vonatkozo tételeit, ami végiil is egyértelmiien értésre juttatta, hogy
nem lehet minden elgondolast biztos axidoma rendszerbdl elvezetni. Nincs olyan
mindent ural6 térvény, amit az emberiség felfedezhet magéanak.

Viszont ez a latszat ellenére nem ad pesszimizmusra okot, s6t inkdbb orvendetes
dolog dertilt ki: a matematikat nem lehet lezarni, nem lehet egyszer és mindenkorra és
ezért mindig lesz benne felfedezni valo tétel, uj rendszer, modell.*

Nagy érdeklodéssel hallgattam ezeket a tudoménytorténeti ismereteket és nem

értettem, hogy a kozépiskolas iddszak alatt errél miért nem esik egy sz6 sem. Meglepd

LW. Kneale - M. Kneale: 4 logika fejlédése (Gondolat, 1987) idevonatokozo részei



dolog az is, hogy a kozépiskolds geomettiai anyag nagy része tobb, mint 2000 éves
ismeretek ujra felidézése, mikdzben a XX. szdzadi vitak, elméletek amelyek egyébként
jelentds hatassal vannak az egyetemes gondolkodasra, eld sem keriilnek egy
kozépiskolai didk tanuloévei alatt.

Lénart Istvdnnak az Ordin lehetett taldlni olyan alternativ, nem FEuklideszi
geometridkat, amelyek kozépiskolas didkok szdmara is megfoghatobba teszik az elvont
¢s tavolinak tiind foglamakat. A tobbféle geometriai modell alkalmazasatol azért
tartozkodtak eddig a kozépiskoldban, mert attol tartottak, hogy ez majd Osszezavarja az
euklideszi geometrian jol iskoldzott elméket, azonban kideriilt, hogy az &sszekuszalas
helyett a tobbféle modell ismerete, megfeleld feladatok segitségvel jobban elmélyitette
az euklideszi, sikgeometriai fogalmakat.

Ugy gondoltam tehat érdemes megnézni, hogy a dinamikusan valtozé logikaban
milyen modelleket lehetne megmutatni a didkoknak, amelyek szemléletesebbé tehetnék
a logika tanitasat. Valamint azt is szerettem volna felderiteni, mennyire lehet mas
logikai rendszereket bemutatni, amelyekbdl nyilvanvalé lesz, hogy a matematika
mennyire sajat emberi gondolataink szerint alakithato, és hogy mennyire sok lezaratlan
¢s izgalmas kérdés van még benne, amit érdemes megismerni és elgondolkodni rajta.

Masfeldl a logikdnak mads teriileteken is fontos szerepe van: jogi, retorikai
érvelésekben rendkiviil fontos a logikai miiveletek szerepe, értelme, az érvelések
szerkezete, érvelési hibdk, helyes érvelések ismerete. Réaadasul kulturtorténeti,
tudomanytorténeti jelentdsége van ennek a tudomanynak és nélkiilozhetetlen a
kiilonboz6 természettudomanyi, filozofiai, nyelvészeti tudomanyagak miivelésében.

Bevezetés a dolgozat menetéhez

Igyekeztem olyan szakkori feladatokat Osszeallitani tehat, amelyek jol
Osszefoglaljak a kozépiskolai matematikatanitas alatt felhalmozott, szétszort logika
témakorébe is tartozo ismeretet. Ezek a tételek segitséget nydjtanak egy levezetéskor
hasznalt gondolatmenetben, segitségével konnyebbé tehetd, gyorsabba tehetd a
bizonyitas. Az is el6fordulhat, hogy meglevd ismeretbdl juttathat 0j ismerethez. A
feladatokat 12. osztaly végére terveztem egy Osszefoglald rendszerezéshez, amihez
példakat a meglevd matematikai és nyelvi anyagbdl meritek.

Igyekeszem a konkrét dolog feldl az altalanosabb fele vinni a gondoloatmenetet.
Inkdbb az indukciora tdmaszkodom, mert a logika elvont és nehéz fogalmakra
tdmaszkodik, amit még egy 18 évesnek is nehezére eshet megérteni. A feladatok is

természetesen mindig a konnyebb feldl fognak a nehezebb felé menni.



A feladatok utdn a megoldasok kovetkeznek, amiben igyekszem vélaszt adni,
hogy miért j6 ezeket a feladatokat megoldatni a didkokkal, miért ezek mellett a feladat
mellett dontdttem. A feladatok targyaldasat azonban meg is fogom szakitani az
implikacioval kapcsolatban. Ennek a szemléltetésére modellt fogok késziteni, ami
szemléletesebbé teheti az eddig elvont fogalmat. A modell tudomésom szerint nem
jelent meg még sehol és nem csak szemléltetésre alkalmas, hanem bizonyos
azonossagok megsejtésére is kivald eszkoz lesz. Egyben utat nyit bizonyos geometriai
szemléletmod felé is.

Az is eldfordul, hogy megoldatlan paradoxonhelyzetet irok majd le a logikaval
kapcsolatban. Mindezeknek nem az a célja, hogy elbizonytalanitsak a tanulét az
ismereteiben, hanem, hogy mélyitsék az elvont fogalmak ismeretét. A szakkor masik
igen fontos célja, hogy a tovabbtanuloknak jo bevezetést adjon a bizonyitasi
ismeretekhez, ami nélkiilozhetetlen azoknak, akik természettudomanyos ismeretekre
akarnak szert tenni, de nélkiilozhetetlen alapja minden tudomanyos érvelésnek. A
feladatoknal természetesen a egyetemi matematikai folytatasra is igyekeztem tekintettel
lenni. De az érdeklddés felkeltése sem utolsé szempontja a dolgozatnak.

Sokszor tdmaszkodom Varga Tamas kivalé didaktikaval megirt konyvére, a

Matematikai logika kezdéknek 1.-11.-re.

A logika megjelenése a magyar kerettantervben

A 2012-ben kiadott kerettantervben a matematikai logika fejlesztése minden tanév
egyik {6 részét képezi. A kerettanterv az interneten elérhetd valtozatat hasznalom.?

Az altalanos iskolak esetében a 5-8. évfolyamokon a gimnaziumok kerettanterveét
tekitem at, mert a gimnazista tananyagot ez a tanterv jobban el6késziti és olyan
fogalmakat vezet be, amelyek késdbb, a nagyobb elvonatkoztatisi szinteken
jelentdsebbek lesznek.

Mar az 1.-2. osztdlyban meg kell ismerkediniik a tanuloknak igazsagfiiggvény
gyakorlati alakamazasaval az 1. témakorben: Gondolkoddsi modszerek, halmazok,
matematikai logika, kombinatorika, grafok: el kell donteniiik, hogy egy allitas igaz vagy
hamis, megfelel-e a valosagnak, vagy sem. Masrészt pedig az életkori sajtossagoknak

megfeleléen meg kell ismerkedniiikk a kisebb, nagyobb, egyenld ¢,>,:: relaciok

? http://kerettanterv.ofi.hu/



fogalmaval, amelyek bar nem logikai miiveletek, de kés6bbiekben nagy jelentésséggel
bir a tulajdonsagaik kiterjesztésekor, pl, a tranzitiv tulajdonsag szemléltetésekor.
Ezekhez a relacidkhoz tartoznak a testnevelésordkon eldkeriild sorbarendezések
valamilyen tulajdonsag (testmagassag, suly, ¢életkor stb) alapjan. Ugyanilyen fontos
logikai miivelet egy tulajdonsag alapjan a halmaz elemek halmazokba sorolasa, mert az
indoklasokban erdteljesen nyelvi szinten megjelenik az implikacié. Pl. Ha a kutya
mozog, akkor €16lény. Ehhez kapcsoldddan parhuzamba allithatok a magyar nyelvtani
halmazok képzése is, hiszen elvaras, hogy egy ilyen kora gyerek megprobalja
elhelyezni a szavakat valamilyen nyelvtani tulajdonsagok alapjan. pl. megy — ige, kutya
— fonév. A 2. témakorben: (Szamelmélet, algebra) szintén eldkeriilhetnek a logikaban
hasznalatos fogalmak, szintén Ilehetdséget nyajt egy allitds igazsagtartalmanak
megallapitasara: pl.: lgaz-e, hogy 3+5=10 ? Ugyanigy megjelenik a halmazbasorolas
miivelete a geometriai alakzatok csoportositasakor, ami szintén megjelenhet a
kornyezetismeret 6rakon.

.......... A matematika tanitdsdban a spiralitas elve alapjan ugyanazokat a
témakoroket kell egyre mélyebb szinten megismertetni a tanuldval, ezért féleg a
kiilonbségeket emelem ki a kdvetkezd évfolyamokban.

A 3.-4 évfolyamon kibdviil a matematikai logika tanitdsa a vagy és az és szavak
pontos alkalmazasaval allitasok megfogalmazédsakor. A halmazba rendezés fejlesztése
folytatodik, csak mar nem csak egy, hanem 2 tulajdonsag figyelembe vételével. Szintén
fontos a logikai és kiilonosen a formalis logika szempontjabdl, hogy megjelenik a
szimbolumok eljeldlése.

5.-6. osztalyban tovabb folytatodik a halmazba sorolas fejlesztése. Viszont
megjelenik a halmazok megadasa, részhalmaz, komplementer halmaz. Halmazok
uni6ja, metszete. Ures halmaz, egyenld halmazok. Vagyis megjelenik a halmazokkal
valé miiveletek ismerete, ami szintén segiti, lathatova teszi a logikai miiveleteket, akar
az implikaciét is. A tanuloknak ismernie kell a halmazok megadasat elemek
felsorolasaval, halmazabra hasznélatat, tehat konkrétan megadott, véges halmazokkal
kell dolgoznia, de a halmazok reprezentacidja is megjelenik, ami elképzelhetdvé teszi a
késobbi elvont fogalmakat. Megjelennek a logikai miiveletek is: a konjunkcié és a
diszjunkcid (és; vagy), a hétkoznapi €letbdl €s a matematika teriiletérdl vett allitdsokon
a tanuloknak érzékelniiik kell a sokszinii nyelvi és az egyértelmiivé tevé matematikai
kotdszavak kozotti kiilonbséget. A didkoknak meg kell allapitaniuk az allitdsokrol, hogy

igazak-e vagy hamisak. Ezen kiviil a kerekitések alkamaval is megjelenhet bizonyos



mértékben az implikacio: pl. a csoki nem keriilhetett 550 forintnal kevesebbe, ha a
vegeén 600 forintot fizetett. vagy: Ha a pénztarban 5000 forintot fizettem, akkor a
pénztarban max 10 db 500 foritnos csokoladét fizettem. Ugyanigy el6térbe keriilhet az
algebrai fejezetekben a logikai készségek fejlodése, amikor megjelenik a 10-zel vald
oszthatosag konkrét esetekben torténd vizsgalata, vagy az egyéb szamok
oszthatdsaganak vizsgalata is, de szdmos mas példa hozhaté az algebra korébol. A
geometriai témakoroknél szintén eldkeriilhet a halmazba sorolas alkalmazasa és a
relaciok tulajdonsaganak vizsgalata konkrét szerkesztett abrakon. (a pdrhuzamossag
tranzitiv, vagy ha a két egyenes tényleg parhuzamos lenne, nem metszenék egymast a
szerkesztett lapon) és megjelennek a kovetkeztetések is.

7,-8, osztalyban megjelennek a logikai allitasok és azok tagadasa. Megjelennek a
logikdban hasznalt kvantorok a van olyan, létezik haszndlatdnak alkalmazasa a
matematikai nyelvben valamilyen konkrét allitassal kapcsolatban. Eldkeriil a negacio
pontositasa, vagyis a tanulonak taldlkozniuk kell olyan esetekkel, amikor az &llitas és
tagadas a hétkoznapi szohasznalatban kiiliinbozik. Megjelenik az érvelés, a bizonyitas
igénye és modszerei a matematikaban. Ismernie kell a definicié fogalmat, ami szintén
erésen kothetd az implikacidohoz. (Ha a sikbeli soksog minden oldala és minden szoge
egyenlo, akkor szabalyos.) A geometriai részben pedig megjelenik az ekvivalencia
fogalma: a Pythagoras tétel kimondasakor, a tétel megforditisa is szerepel a
tananyagban, konkrét esetek bemutatdsdval. A geometriai részben egyuttal
eldkeriilhetnek egy-egy fogalom létezésével kapcsolatos keérdések (Létezik a beirhato
kor kézéppontja minden hdaromszog esetében, de létezik-e minden négyszog esetében ?)

9,-10. évfolyamban mar elvéarhat6 a tanuloktol, hogy definicidok alapjan elvontabb
fogalmakat is megértsenek, illetve hogy sajat maguk fogalmazzanak meg definicidkat.
A Halmazmiveletek: unioképzés, metszetképzés, kiilonbségképzés, szimmetrikus
differencia, komplementer halmaz definicidinak meghatarozasanal a vagy és €s szavak
matematikai jelentésével teljes meértékig tisztadba kell lennilik, és ezekkel teljesen
hasonl6 fogalmakat majd a logikai fiiggvényekben fognak tijra viszontlatni. A halmazok
lehetdséget adnak a kétértekli logika szemléltetésére is a tartalmazas relacid
segitségével, sot el is vonatkoztathatuk a kétértéktiségtdl. Ezekben az évfolyamokban
valik jelentOssé a bizonyitas, mert képesek a konkréttol elvonatkozatatva az altalanost
megfogalmazni. Jelentéssé valnak a tételek megforditdsai foleg a geometria esetében
(Thaleés tétel, Pythagoras tétel), de az algebrai tételekben is elvart, hogy tisztaban

legyenek az implikacid eldtagjanak és utotagjanak sorrendjével (pl. ha a szam oszthato



12-vel, akkor oszthato 2-vel és 6-tal, de ha a szam oszthato 2-vel és 6-tal, akkor nem
biztos, hogy oszthato 12-vel). Az oszthatésag témakoréban erdteljessé valik a cafolasban
az ellenpélda hasznalata (taldlok egy olyan szamot, amire nem teljesiil az adott

tulajdonsag). Megjelennek az indirekt bizonyitasok is (végtelen sok prim igazoldasdaban,

J2 irracionalitésanak igazolasaban). A geometridban még egy példa kindlkozik az
ekvivalencirelaciokra: az egybevagosag, ami megint segithet ekvivalencia logikai
mivelet tulajdonsdgainak megértéséhez. A fliggvények értelmezési tartomanyainal
szintén matematikai értelmét teljesen meg kell érteni az és, vagy, halmazon kiviili elem
fogalmat, a metszet, uni6, komplementer és az ezeknek megfeleld logikai értékek
kozotti analogiat.

A 11.-12. évfolyamon, mint ahogy a kordbbi években a fiiggvények értelmezési
tartomanya folyamatosan szemlélteti a halamazok kozotti unio-vagy, metszet-és
halamaz- ¢és logikai miuveletek kozotti analogiat. Ugyanakkor lehetdség nyilik
absztraktabb fogalmak beveztésére. Kitérésképpen dsszegezni lehet a tanult tételeket és
mélyebb szinten birtokaban vannak a logikai miiveletek: negacid, konjunkcio,
diszjunkci6, implikacid, ekvivalencia  haszndlatanak, ezért érdemes az
igazsagfiiggvényeket bemutatni, rendszerezni és be lehet mutatni, hogy ezek a logikai
miveletek elegenddek a kétvaltozos miiveletek leirdsdhoz. Az Osszefoglalds, ismétlés
alkalméval algebrai miiveletek hasonldsagat és kiillonbségét is érdemes lehet 6sszevetni,
ami érthetdveé teszi a miivelet absztrakt fogalmat. A valdszinliségszamitas esetében
geometriai €s diszkrét valdszinliséget mar kell szamolniuk a tanuloknak igy akar
szakkoron, fakultacion az Osszeofoglalas alkalméval a valoszintiségi logikarol és mas
logikai rendszerekrdl is lehetdség nyilik beszélni, Osszehasonliva, hogy az euklidési

geometria mellett, gdmbi €s hyperbodlikus geometriai modellek is 1éteznek.

10



A SZAKKORIKIEGESZITO FOGLALKOZASOK

1. foglalkozas: Rejtvény-tipusu feladatok
Egy furcsa szigeten vagyunk: olyan emberek laknak itt, akik vagy mindig igazat
mondanak vagy mindig hazudnak.Hét szigetlakdval iiliink egy szobaban.
Mindegyikiiknek feltettiik a kérdést: Hany igazmondd van koztetek ? A valaszok
a kovetkezok voltak:

1K.ozottiink legfeljebb 1 igazmondo van.

2.Kozottiink legfeljebb 2 igazmondo van.

3.Kozottiink legfeljebb 3 igazmondo van.

4.Kozottiink legfeljebb 4 igazmondo van.

5 Kozottiink legfeljebb 5 igazmondo van.

6.Kozottiink legfeljebb 6 igazmondo van.

7.Kozottiink legfeljebb 7 igazmondo van.

Megoldas:

Ha az utolso allitastol kiindulva haladok folfelé és felirom az allitdsok szerinti

09 b

0,
0,
0,
0,
0,
0,

1
1
1
1
1,
1
1
1,

ehetséges igazmondok szdmat a kdvetkezdt kapom:
2,3,4,5, 6,7 igazmondd van
,2,3,4,5,6, igazmondo van
,2,3,4, igazmondd van
2,3,4
2,3
2

(JIU}

, igazmond¢6 van
, igazmond6 van
, igazmond6 van
igazmond6 van

b

-

Az nem lehet, hogy az utols6 hazudjon mert 6 felsorolja az Osszes lehetdséget és

ezért sziikségképpen igaz mondo kell legyen, ezért akinek az allitasaban szerepel,
hogy 1 igazmondoé van kozottiik szintén igazmondod. A 6.szigetlaké nem hazudhat,
mert ha hazudna, akkor azt azt jelentené, hogy 7 vagy tobb igazmondé lenne, de
akkor 6 is igazmonddé kellene legyen, ami ellentmondas, mert épp most
hazudott. Tegyiik fel tehat, hogy 6 is igazat mond. Akkor mar legalabb 2
igazmondonk van. Ebbdl viszont kovetkezik, hogy az els¢ hazudott. Ezt a
gondolatmenetet alkalmazva el6lrdl indulva hazugnak mindsiilnek az emberek, az
utolsotol eldrefelé haladva igaz embereknek mindsiilnek. Az eljaras befejezddik
mert véges sok ember van: Az 1., 2., 3. szigetlako hazug, a 4., 5., 6., 7. pedig
igazmondo

Egy furcsa szigeten vagyunk: olyan emberek laknak itt, akik vagy mindig igazat
mondanak vagy mindig hazudnak.Hét szigetlakoval iliink egy szobaban.
Mindegyikiiknek feltettiik a kérdést: Hany igazmondo6 van koztetek ? A valaszok
a kovetkezok voltak:

1K .6z6ttiink pontosan 1 igazmondo van.
2.Kozottiink pontosan 2 igazmondo van.
3.Kozottiink pontosan 3 igazmondo van.
4.Kozottiink pontosan 4 igazmondo van.
5 Kozottiink pontosan 5 igazmondo van.
6.Kozottiink pontosan 6 igazmondo van.
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7.Kozottiink pontosan 7 igazmondo van.’

Megoldas:

Tegylik fel, hogy a hét koziil olyan aki azt allitja, hogy tobb igazmondo is van, tehat
hogy hogy ponosan i igazmond6 van, ahol 2<i<7 és i egész, és feltesszik rola
hogy igazat mond. Akkor az azt jelentené, hogy van egy masik aki masik szdmot
mond az igazmondok 1étszamara és annak is igaza lenne, ami ellentmondas. gy,
aki tobb emberrdl is allitja, hogy igazat mond hazudik. Csak az nem hazudik
esteleg, aki azt mondja, hogy 1 igazmondo van kozottiik. De még 6 is hazudhat.

3. Mit tudunk allitani a kovetkezd allitas igazsagtartalmarol ?

Ez a mondat hamis.

Megoldas: Ha felteszem hogy igaz a mondat, akkor a tartalma miatt ellentmond a
feltevésemnek, Ha viszont hamis, ugyanezt mondhatom el réla.

Ezek a feladatok szorakoztatok. Azonban meg kell beszélniink a tanulokkal, hogy
ezentll olyan mondatokkal, amelyek kozvelteniil (3. feladat) vagy kozvetve (1. és
2. feladat) utalnak a sajat igazsagtartalmukra tobbet nem foglalkozunk, hanem
meghagyjuk a rejtvényoldogatast kedveldknek.

2. Foglakozas: ES és a VAGY miivelet

1. feladat.
Egy gyilkossaggal kapcsolatban azt allitja a szomszéd, hogy az dldozat otthon
volt vagy szolt a radija. *

Melyik tényallas esetén hamis az allitdsa a szomszédnak ?

A) Szolt a radio, de nem volt otthon az aldozat.

B) Sem a radi6 nem szolt, sem az aldozat nem volt otthon.

C) Az aldozat otthon volt, de nem szdlt a radidja

D) Az aldozat otthon volt és a radidja is szolt

2. Jeldlje A azt a tényt, hogy az aldozat otthon volt, és R azt, hogy szo6lt a radidja.
Keészitsiink tablazatot ugy, A és R igazsaganak fiiggvényében lassuk, hogy igaz
vagy hamis lesz-e a szomszéd allitasa !

Az alabbi tablazatok szerepelnek a feladatban, a doltbetiis rész a megoldas. °

A
[ h
i i
[ h
A |R | Szomszéd |

3 Az els6g két feladat GerScs-Orosz-Paroczay-Szaszné. Matematika Gyakorl6 és érettségire felkészitod
feladatgyiijtemény I. Nemzeti Tankonyvkiadd, Budapest konyvébdl valo

* A mondat Varga Tamés: Matematikai logika kezdéknek 1. 25.0. —r6] vald

> A megoldas kétfélesége szintén a Varga T. Matematikai logika kezdéknek 1. 105.0. konyv
igazsagtablazat abrazolasi javaslatat is koveti.
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oS 7T

3. Milyen értéktablazattal tudnank leirni az alabbi kijelentést. Az ember vagy eszik,

vagy olvas. Jelentse a E a eszik, O az olvas allitast. Irjuk fel tabldzatba a mondat

igazsagértékeét !
E @) igaz-e a mondat ?
[ [ h
h [ i
[ h i
h h i
kizaré vagy

4. Milyen értéktablazattal tudnank leirni az alabbi kijelentést. Az apuka kovetkezot
mondja Ubulnak: most vagy elmegyiink, vagy maradunk. Jelentse a E a

elmegyiink, M az maradunk allitastst. [rjuk fel tablazatba a mondat

igazsagértékeét !
E M igaz-e a mondat ?
[ [ h
h i i
[ h i
h h h
(szimmetrikus differencia)

VAGY- E

VAGY i h

M i h i
h [ h

5. Dontsiik el az alabbi alitasok koziil, hogy milyen értelemben hasznaljuk a vagy
szot !

A) Most itthonmaradunk vagy elmegyiink kirandulni. (Szimmetrikus differencia, de
megenged? is lehet. Nem kirdndulni megyiink, hanem moziba)

B) Ho vagy es6 hullott az égbdl. (megengedd, de kizaro is lehet)

C) Kati vagy Peti is elmehettek az osztalytalalkozora. (megenged?)

D) Holnap el kell menni a talalkozora. Gyalog vagy autéval megyek (Szimmetrikus
diff.)
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Ezek a feladatok a kovetkezok miatt fontosak. Egyfeldl segitenek megérteni, hogy
hogyan alakult ki a vagy értéktablazata a hasznalt nyelvbdl. Segit a tdblazat kitoltése
révén tudatositnai, hogy a a vagy miuvelet az 1. feladat esetében csak akkor ad hamis
eredményt, ha mindkét valtozd hamis. A Varga T. féle négyzetes feliras, amelyben a
vizszintes soron az A Aallitds lehetséges értékeit, a fliggdleges pedig a R allitas
lehetséges értékeit sorolja fel €s a négyzeten beliilre a miivelet eredményét varja, a valds
szamok korében végzett miiveleti tablazatokra hasonlit. Ennek megvan az az eldnye,
hogy vizsgalodasra indithat: valamilyen kapcsolat 1étezhet a szdmok bizonyos miivelete
és a logikai miiveletek kozott. ® Ugyanis, vesziik akarmilyen szamrendszeren vett
Osszeadastablat, rogton észrevehetjiik, hogy a fétengelyre tiikrosek. Példaul legnagyobb
hasonlosagra akkor dobbenhetnek rd a tanulok, hogy ha a 2-es szdmrendszerbeli

Osszeadastablat veszik:

+ 1 |0
1 0 |1
0 1 |0

Az Osszeadas raadasul kommutativ, és ez remekiil olvashaté az ilyen négyzetes
elrendezésti kétvaltozos miiveletek esetében, hiszen a bal felsd sarokbol jobb alsoba
huzott atlora az elemek szimmetrikusak. Az osszadas tablaja leginkabb a szimmetrikus
differencia négyzetes miivelettdblajahoz hasonlithato, ha i=0 és h=0 azonositast
megtessziik. A 3. és 4. feladatot érdemes csoportmunkara kiadni és végignézni, hogy ki
milyen megoldasra jutott. Valamiféle vita is varhato, ami természetes is. A 3. feladatban
elképzelhetd, hogy az ember nem olvas és nem eszik, viszont nehezebb elgondolni,
hogy mi van akkor, ha nem megyiink el és nem is maradunk. Lehetetlennek érezziik. Itt
zavard lehet a nyelvben a sz6 azonossaga, de a miivelet mas. Nagyon fontos itt
hangstlyozni, hogy a matematikdban igyeksziink egyértelmiisiteni a szavakat. Az is
rogziteni kell a tanulok emlékezetében, hogy ez egy masik miivelet, az értéktablazata is
mas. ezért érdemes végiggondolni, hogy megengedd vagy kizard vagy értelemben
hasznaljuk-e a nyelvben a vagy szot. (persze a nyelv is masképpen hasznalja, mert a

kizar6 vagynal a nyelv is kétszer haszanalja a vagy szot.)

Pistike a kovetkezdt mondja: Tegnap bicikliztem és fagyit ettem Melyik tényallas
esetén hazudott Pistike ?
A) Tegnap csak fagyizott, de nem biciklizett
B) Tegnap fagyizott és biciklizett.

® Varga Matmatikai logika kezdéknek 1. 49-73.0.
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C) Tegnap nem fagyizott és nem biciklizett.

D) Tegnap nem fagyizott, de biciklizett.

ES A
i h

B i i h

h h h
A B Szomszéd
i i i
h i h
i h h
h h h

Itt is érdemes volt felirni a négyzetes elrendezést, mert jol latszik a valtozok
felcserélhetdsége a foatlora merblegesen szimmetrikus igazsagtiblazatban. Es
egyuttal arra is ravilagitottunk a feladatban, hogy az ES miivlet csak akkor lesz igaz,
ha mindkét vatlozo igaz. Ezek utan a konkrét esetek utan érdemes a miiveletet is
definialva éltaldnos alakban megadni az ES és a (megengedé) VAGY esetében is.
Most is érdemes parhuzamot vonni a szorzotabla és kiillondsen a 2-es

szamrendszerbeli szorzotabla és az ES miivelet négyzetes tablazata kozott.

* 1 |0
1 1 |0
0 0 |0

3. foglalkozas: Az ES és a (megenged$) VAGY miivletek dsszkapesolisa

Tekintsiik az alabbi abrat !

BN
|/

Egy csdvezeték egyszerisitett abrajat latjuk, a viz A pont fel6l B pont felé
folyik. A C és D jelii alakzatok csapok, amelyekkel szabalyozhatjuk, hogy
folyjon a viz vagy ne folyjon. Készitsiink tablazatot ! 3 oszlop legyen az elsd és

masodik oszlopban jelenitsiik meg, hogy a rendre C €és D csap milyen allasban
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van. Ha nyitva van a csap jeloljiik i-vel, ha csukva jeldljiik h-val. A 3. oszlopban
pedig tiintessiil fel, hogy észleliink e vizfolyast B pontban: ha igen jeloljiik a
tablazatban i-vel, ha nem jeldljiik h-val. Melyik logikai fiiggvény

értéktablazatara ismerunk ra ?

Megoldas:
C D folyik-e B-nél
i [ [
h i i
i h [
h h h

megengedd vagy

2. Tekintsiik az alabbi abrat !

S B

————————————

A feladat ugyanaz mint az el6z6 esetben.

C D folyik-e B-nél
[ [

i
i h
i h h
h h

ES miivelet
3. Tekintsiik az alabbi abrat !

C
[«

D B

N
/

A feladat ugyanaz, mint az elébbi esetben azzal megtoldva, hogy itt E is egy csapot
jelol. Es még az is feladat, hogy le kéne irni az elébbiek alapjan, hogy vajon milyen

logikai fliggvénynek felel meg az dbra. Miel6tt felirnank a valtozok dsszes lehetséges
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allasat, probaljuk meg kiszamolni, hogy vajon hény sora lesz a tdblazatnak ?

Figyeljiik meg, hogy melyik esetekben fog folyni a csap B-nél !

Megoldas:
C D E folyik-e B-nél azaz
CvD )\E
i i i i
h i i i
i h i i
h h i h
i i h h
h i h h
i h h h
h h h h
Tekintsiik az alabbi abrat !
[

E
e e

lo

N
/

A feladat szovege teljesen ugyanaz mint, elébb azzal a hozzatevéssel, hogy E egy

olyan csaprendszert jel6l most az abran, ami egyszerre zarja el a fels6 és az also agat.

frjuk fel logikai fiiggvények segitségével a fenti csaprendszert, felhasznalva amit az

1. és 2. feladatban tapasztaltunk. Mit tapasztalunk, ha Osszehasonlitjuk az el6zd

feladat tablazataval? Mi kovtekezik ebbdl a két feladat miiveletei kozotti viszonyra ?

C |D |E |CAE | DAE CArE Y OAE_
i i i i i i
h [i [i [h i i
i [h i i h i
h |[h [i [h h h
i |[i |[h |h h h
h [i |[h |h h h
i |h |[h [|h h h
h [h [h |h h h

A Kkét tablazat eredménye megegyezik. Erdemes felhivni itt a tanulok figyelmét arra,

hogy amint a valés fliggvények esetében két fiiggvényt azonosnak tekintiink, ha

minden értelmezett helyén ugyanazt az értéket adja egyik és a masik fiiggvény is

ugyanazt az értéket veszi fel, ugyanugy itt is azonosnak fogunk tekinteni két

miiveletet, ha azok ugyanazt az értéktablazatot adjak ugyanazokra az értékekre.
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4.

[

Tekintsiik az alabbi abtat !

E

[

D
el

az 1. és 2. feladat alapjan megismert leirds alapjan a 3. feladatban megfogalmozott

utasitas szerint probaljuk megoldani a feladatot !

C D E CAE folyik-e B-nél azaz
CArEYD
i i i i i
h i i h i
i h i i i
h h i h h
i i h h i
h i h h i
i h h h h
h h h h h
5. Tekintsiik az alabbi abrat !

L.

A feladat ugyanaz mint elébb ! Keressiink olyan logikai miiveletet, ami leirja, hogy

mikor folyik a csOrendszer B pontjaig el a viz az eldbbi jeldlésekkel ! Itt D egy olyan

csap, ami a csOrendszer két pontjat is zarja egyszerre az dbran lathaté modon. Vessiik

Ossze a tablazatot az el6z6 feladat tablazataval ! Mit tapasztalunk 27

C

D

E

CvD

EvD

folyik-e B-nél azaz

CVD}\GVD:

h

" Hortobagyi-Marosvari-Palmay-Posfai- Siposs-Vancso: Egységes érettségi feladatgytjtemény

Matematika 1. logika fejezete alapjan késziilt a fejezet els6 5 feladata
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= e B == e

i
h
i
i
i

e e e

h

h h h h h h

Az értékek ugyanazok lettek mint az eldbbi igazsagtablazatban. A 3. és 4. valamint
az 5. ¢és 6. feladat tanulsagait a kovetkez6 azonossagok fejezik ki tehat :

CAEVOAE =€vD AE é €CvD 2 €vD >CAEYD
6. Milyen algebrai tuljadonsagra emlékeztet az el6z6 feladat azonossaga, a
CAE YV OAE =C€vD AE ?(Azonositsuk a v miiveletet az dsszeadassal
¢s a A jelet az szorzassal ! Ha ezzel az azonositassdl atirjuk a
Cv D:/\ €V D:: Cnr EE/ D logikai azonossagot, akkor is igaz lesz-e az
algebrai azonossag ?)
Megoldds Az elsé esetben ce+de=€+d E ez az algebrai disztributivitas, de a
masodik allitis mar nem teljesiil: €+d &€+d >ce+d altalaban nem igaz. Pl. vegyiik

c=d =e=1 esetét | Ekkor a bal oldal 4 a jobboldal 2 és az nem 4ll meg. ® Ez mutatja,
hogy nem szabad rogton egy kezdetleges hasonlosdgbol tovabbi kovetkeztetéseket

levonni.

7. Andras ezt mondja: En moziba megyek, és iszom vagy biciklizek. Béla pedig
a kovetkez6t mondja: Moziba megyek ¢€s tszom, vagy biciklizek. Ugyanazt
mondjak-e?°

Megoldas: Legyen U = Uszok, M = moziba megyek, B = biciklizek allitasokkal.

Ebben az esetben logikai miveltek segitségével Andras azt allitja, hogy

M A @ v B, Béla pedig ezt: € AU Y B. Az elébbi azonossdgok miatt nyilvan

nem lesz azonos a két allitas.

4. Foglalkozas: Negacio

1. Bevezetd feladat: Mi annak az éllitdsnak az ellentéte, hogy Ez a zsebkendd fehér
? Es mi a tagadasa ugyanennek az allitasnak ?

Megoldas: Az ellentét az, hogy Ez a zsebkendo fekete a tagadasa pedig: Ez a

zsebkendo nem fehér. Ennek a feladatnak a megvitatasa arra szolgél, hogy tisztdzzuk

mit jelent pontosan nyelvileg az ellentét és a tagadas kozotti kiilonbség. A nem fehér

® Varga Tamas Matematikai logika kezdSknek I: 49-70 o.
° Kosztolanyi-Kovacs-Pintér-Urban-Vince: Sokszinli matematika, 12, 19.0.
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allitasbol nyilvan nem kovetkezik az, hogy a zsebkendd fekete, mert lehet piros, kék

€s mas szinu is.

2. Tekintsiik a kovetkezo allitasokat A: Ma meccset néziink a tévében B: Ma nem

néziink meccset a tévében.. Készitsiink tablazatot, hogy igazak vagy hamisak
voltak-e az allitasok annak tiikkrében hogy megtortént, hogy a) elmentiink
focimeccset nézni, b) nem mentunk el focimeccset nézni. Mi a nyelvi kiillonbség

a két allitas kozott és hogyan befolyasolja ez az igazsagtablazatot ?

Megoldas:

Tény, hogy A llitas | B allitas
elmentiink igazsaga | igazsaga
foccimeccset nézni
i i h
h h i

A nyelvi kiilonbség a nem szoban van. Matematikailag ez a két allitas Osszefiigg,

Tanul6é észreveheti a tablazatbol is: Pont ellentétes igazsagértékeket kapunk.

Bevezetjiik a jelolést a diakoknak €s az elnevezést is: negacio, jele: —

3.

Tekintsuk a kovetkezo allitasokat ! A: Ma nem néziink focimeccset ! B: Nem
igaz az, hogy ma nem néziink focimeccset. Irjuk fel mindkét allitas
igazsagtartalmat annak fliggvényében, hogy tényleg elmentiik focimeccset nézni

vagy sem

A valosag az, hogy | A éllitas | B allitas
elmegyiink igazsdga | igazsaga
foccimeccset nézni
i h i
h i h

Itt latszik hogy a kétszeres negacionak ugyanolyan igazsagértéke lesz mint a ma

néziink focimeccset allitasnak. Masrészt nyilvanvalé hogy a negacié minde esetben

ugyanazt teszi az igazsagtablazattal, az i —t h-ra cseréli fel és forditva. Felirhatjuk a

tanuloknak a logikai azonossagot: A=— GA:

4.

Abrazoljuk Wenn-diagrammal, hogy a primszdmok halmaza hogyan
helyezkedik el az egész szamok halmazaban ! Ha tekintjiik azt a P(X): X prim
allitast, akkor hol vannak azok az X elemek, amelyekre teljelsiil, hogy —P ((:?
frjunk be néhany értéket ! Milyen halmazrelaciot ismeriink fel —P & és P& _

igazsaghalmaza kozott ?

Megoldas: A fehéren hagyon részen levé X szamokra teljesiil, hogy —P ((:.
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20652 szamok

Primek

1,0,15, 65

Az éabréan jol sejthetd, hogy hasonlosag van a komplementerhalmaz képzése és az

5.

d)

crer

frjuk fel logikai miiveletek segitségével az alabbi allitasokat, ha F: a bajnoksagot

idén a a Faldbtiak nyerték, K: a bajnoksdgot idén a Kurtaldbuak nyerték !

Készitslink igazsagtablazatot is az alabbi kijelentésekhez, és nézziik meg melyik

miveleteknek lesz azonos az eredménye azonos valtozok esetén !

Nem igaz, hogy a Falabuak vagy a Kurtalabtiak nyertek

Sem a Falabuak, sem a Kurtalabuak nem nyertek.

A Faldbuak és a Kurtalabuak nem kaptak meg egyszerre holtversenyben az elsé

helyet.

A Falabtiak és a Kurtalabtiak koziil az egyik biztos nem nyert. 10

Megoldés: a) - € v K

F K €vK | -€VvK_
i i i h
h i i h
i h i h
h h h i
b) —-F A =K
F K —F =K =F A=K
i i h h h
h i i h h
i h h i h
h h i i i
c) -€ AK_
F K € K | € rK_
i i i h
h i h i

10 Kosztolanyi-Kovacs-Pintér-Urban-Vince: Sokszinli matematika, 12, 18.0.
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i h h i
h h h i
i i h h h
h i i h i
i h h i i
h h i i i

Az igazsagtablazatok alapjan latszik hogy a) €és b) feladatok, valamint c) €s
d) feladatok logikai miivelete ugyanazt az igazsagtablazatot szolgaltattak.
Ezért Felirattatjuk a didkokkal az Gn. de Morgan azonossagokat

6. Tekintsiik az alabbi 4brat '

Lefolyik-e a tarolébol a viz a Maciféldre, ha a gatak igy allnak?

Oigen CONem Indul a viz!

Adjuk meg hogy milyen logikai miiveltet szemléltet a fenti gatas feladat ! Itt most az
el6zo foglalkozason szerepld feladatbeli csapok szerepét gatak veszik at. A viz a bal
fels6 sarokban levd tarozobdl folyik a bal also teriileten fekvé barna szind,
szantoteriiletre. Szamitsuk ki miel6tt felirndnk, hogy hany sora lenne a
tablazatunknak ! Megéri-e felirni a tablazatot ? Segitség: csak azokat eseteket
prébaljuk meg leirni, amikor lefolyik a viz és az egyes tagokat probaljuk meg a
diszjunkcié mivelettel Osszekapcsolni ! Alma, Banan, Citrom, Did, Eper
gatelnevezések helyett irjuk a gatak kezddbetiiit: A, B, C, D, E és most ha nyitva van
a gat, 1 értéket adunk a gatnak, ellenkezd esetben h értéket.

1 A Bontovics Ignac honlapjan megtalalhatjuk a jatékprogramot is, interaktiv tabla, projektor esetén
végig is lehet probalni néhany lehetdséget:
http://bontovics.hu/index.php?option=com_content&view=article&id=57&Itemid=30, illetve még néhany
mas progtamozasi feladat:
http://bontovics.hu/index.php?option=com_content&view=article&id=55&Itemid=30,
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Megoldas: A csapoknal megismert modszer alapjan ez a hv B:/\ E:v |:/\ D:
logikai értékkel egyenld. Az 5 logikai valtozd Osszes lehetdsége 2°sort
eredményezne a tablazatban és 6t darab miiveletet kellene utdna elvégezni, elég
izzaszto feladat lenne. viszont kovtekeztetésekkel, szemléltetéssel a kovetkezOkre

jutunk. A feladat utasitdsa szerint nézziik meg mikor lesz a MV B:/\ E :v IZ AD

logikai miivelet igaz, milyen valtozok mellett ! A legutolsé miivelet egy diszjunkcio,
tehat akkor lesz igaz, ha valamelyik tagja jav B AE vagy | AD igaz. Az utobbi
tagrol konnyl latni, hogy mikor igaz: akkor, ha C ¢és D is egyszerre igaz. Az elsd
tagban pedig a legutolsé mivelet szintén egy konjunkcid, ezért az is csak akkor lesz
igaz, ha Av B is és Eis igaz egyszerre. Ezért a kovetkezO tablazatban soronként

leirjuk, hogy milyen esetekben lesz igaz a fenti logikai miivelet.

E

@)

A

S| oS |m

O INOO|OIBWIN|-

S|ITST|IT|TST|ITST|IT TS|

S|= ||| == |o

i
i
[
h
h
h
i
i
i
h
i
h
i
h
[
i

h i i

Igy nem kell 32 sort leirni. A tablazatot gy épittetiik fel, hogy az elsé egységben
megnéztem mikor lesz igaz az elsd tag a legutolsé diszjunkcidban és mikor hamis a
masodik. Ennek a vizsgalata a masodik sziirke sor végéig tart. utdna felirom ,hogy
mikor lesz igaz a masodik tag az utolsd diszjunkcidban és igaz a elsd tag. Ez a
harmadik sziirke sor végéig tart. Es végiil felirom az utolsé fehér savban, hogy mikor

lesz az utolsé diszjunkcié mindkét tagja igaz.

7. Az eldz6 feladatban hogy tudnank megéllapitani, hogy mi a logikai fliggvény, ha

csak azt a tdblazatot ismernénk a logikai fliggvénybdl, ami csak az igaz eseteket
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tartalmazza ? Magyardn mi torténne, ha tablazat alapjan kellene megalkotnunk a
fiiggvényt és nem lenne hozzé szemléltetésiink ?

Megoldéas: A tablazat alapjan azt tudjuk mondani, hogy akkor lesz igaz ez a
fliggvény, amit nem ismeriink, ha a tablazat els6 sora alapjan A=i és B=h és E=i
¢s C=h és D=h vagy ha a tablazat masodik sora alapjan...s.i.t. De azt is
irhatnank, hogy ha a tablazat elso sora alapjan A=i és —B=i és E=i és —C=i ¢és
—D=i vagy ha a tablazat masodik sora alapjan...s.i.t Tehat a hamis valtozok
helyett a valtozok negaltjait vennénk. Miért volt ez jo ? Vegyiik észre, ha
kicserélgetem a negalt valtozokra a tdblazat minden sorat és felirom a mondatot,
akkor kapok egy olyan mondatot, amiben logikai fiiggvényeknek megfeleld
szavak szerepelnek és csak akkor lesz igaz, amikor a fenti tablazat és minden
mas esetben hamis lesz. Egyszerlien tehat fel kell irni ezt a mondatot a logikai
valtozokkal:

@/\—BAE/\—.C/\—‘D} Q\/\—B/\EA—‘C/\D} @\/\—B/\EAC/\—‘D}
CGAABAEA-CA-D Y GAABAEA-CA—-D Y GAABAEACA-D Y
A/\B/\EAﬁC/\—‘DE/ A/\B/\E/\—‘C/\DE/ A/\B/\E/\C/\—‘DE/
GAA—BA—EACAD Y @ A-BA-EACAD Y GAABA-EACAD Y
Q\/\B/\—E/\C/\DE/ (\A/\ﬂB/\EAC/\D} Q\/\B/\E/\C/\D}
G/\—B/\E/\C/\D} GA N B/\E/\C/\D:

Egy vonatkocsi fiilkéjében 3 ember alszik. Olyan kapcsoldrendszert szeretnénk
kiépiteni, amelyik minden utazé kiilon-kiilon egy gomb bekapcsolasaval
’szavazhat’ arrol hogy égjen-e a haldokocsiban a villany. Azt szeretnénk, hogy
csak akkor gyulladjon fel a ldmpa, ha legalabb ketten szavaznak arra hogy égjen
a villany. Hogyan tudnank ehhez kapcsolasi rajzot tervezni.
Megoldas: a feladat teljesen hasonlit a vizvetékes példahoz, csak most itt a logikai
valtozokat nem gatak, hanem kapcsolok jelentik és a viz helyett dram folyik a
vezetékben. Ha a végére eljut az aram, akkor a korte felizzik. Legyen A, B, C az
egyes utasoknal levé kapcsold allasa. Legyen a jele i, ha be van kapcsolva, ha
szavazott az utas €s legyen h az értéke, ha nem szavazott, ha nem kapcsolta fel a
villanyt. Irjuk fel azokat az értékeket, amikor azt szeretnénk, hogy a korténél
folyjon az 4ram, azaz a kortéhez eljut az aram. A korte felizzasat fogjuk tehat i-
nak tekineteni.

A B C A keresett

formula értéke
(felizzott a korte)

1 i i i i

2 h i i i

3 i h i i

4 h h i h

5 i i h i

6 h i h h
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7 i h h h

8 h h h h

Az egyes sorokhoz keressiink megfeleld logikai fiiggvényt ! Az elsd sor azt mondja,
hogy ha A=i és B=i és C=i, akkor izzon fel a korte. A masodik sor azt fogalmazza
meg, hogy ha A=h B=i C=i, akkor izzon fel a kérte ...s.i.t. Es raadasul nekiink csak
azok az esetek fontosak, amelyekben i a miivelet értéke.

AABAC

—-AABAC

AAn—-BAC

AABA-=C

Ha vagy az 1, vagy a 2, vagy a 3. vagy a 5. sorhoz tartozé formula értéke igaz, akkor
igaz a fliggvény, mas esetben hamis legyen. Ezt a miveltet a diszjunkcid teljesiti,
tehat a fenti négy formulat diszjunkcidvla kell kapcsolni. Tehat:

@ABAC Y GAABAC Y @A—-BAC Y @ABA-C_

Ennek megfeleld kapcsolési rajz a kovetkezo:

hh
]
I avd
Y A

&

Ahol negalva van az A ott abban a sorban vezet a kapcsolo, ha nyitott allapotban

van, ahogy az abrén is latszik. A szaggatott vonalak pedig azt jelzik, hogy az

egymas alatti kapcsolok egyszerre vannak nyitva illetve csukva. 12

Ezzel sikeriilt kozépiskolai alkalmazasban bemutatni, hogy a logika alkalmazott
tudomany is egyben, marészt pedig sikeriilt bemutatni, hogy hogyan lehet logikai
igazsagtablazathoz logikai miiveletekkel felirni. Ravezettiik a didkokat a teljes

diszjunktiv normalformara.

12 Varga Taméas Matematikai logika kezdéknek I: 138 o. feladata
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Eddig elemi allitasokat vizsgaltunk. Most probaljuk meg az elemi allitdsainkat
kicsit finomabban leirni ! Pl. a kovetkez6 allitds Minden szam oszthato 2-vel.
Tudjuk, hogy nem igaz. Megértetjiik a tanulokkal, hogy a matematikaban, mivel
ez késobb fontos lesz, bevezetjiik a kovetkezd jeloléseket V: minden, és a
Jlétezik jelet.Megbeszélem a didkokkal, hogy ezek utdn altaldban valamilyen
tulajdonsagot szoktunk irni, ami ugy viselkedik mint egy fiiggvény: Hogy igaz
vagy hamis lesz, attél fligg, hogy milyen valtozot irok be a helyébe. P1. Minden
szam oszthaté 2-vel. a kovetkezé képpen rovidithetem. Legyen a valtozo X és az
hogy egy szam oszthato kett6vel jeloljiik most Gigy, hogy K(x), ami, mint valami
fliggvény attol fliggden lesz igaz vagy hamis, hogy mit irunk X helyébe. P1 K(2)=i
mert 2 oszthatd 2-vel, de K(5)=h, mert 5 nem oszthatd 2-vel. Tehat a Minden szam

oszthato 2-vel a kovetkez6 képpen néz ki Vx:K (:, ahol a kettéspontot ugy

olvasom, hogy —re/-ra teljesiil az, hogy...

9. Irjuk fel az alabbi allitasokat !

a) Minden bogar tud repiilni. (repiilni tud := R(X))

b) Van olyan bogar, ami vilagit (vilagit := V(X))

€) Minden megyének van székvarosa(itt jelentse a M a megyék halmazat, és S a
varosok halmazat ¢s yVX tulajdonsag jeltentse azt, hogy y varos székvarosa X-
nek)

d) Minden megyében van olyan varos, amiben minden lakos zoldfiilii.( itt jelentse a
M a megy¢k halmazat, és S a székvaros halmazat és yVX tulajdonsag jeltentse
azt, hogy y varos varosa x-nek, a zLy pedig jelentse azt, hogy z lakosa y-nak és
Z(x) pedig jelentse azt, hogy zoldfiili)

Megoldas:

a) Vx:R€_

b) Ix:V € _

C) VxJy: €eM A €eS x€QVx_

d) Vx3yVvz:€eM A €eS A €Vx A€y A €€

10. frjuk le a 9. feladat mondatainak tagadasat szavakkal, kétféleképpen, ugy, hogy
mashova helyezzilk a mondatban a nem szét és kozben megvaltoztatjuk a
minden és vagy szavakat, de a tagadott mondat értelme ugyanaz maradjon!

Megoldés: a) Nem minden bogar tud repiilni. / Van olyan bogar, amelyik nem tud

repiilni.

b) Nincs olyan bogéar, ami vilagit. / Minden bogar olyan, hogy nem
vilagit.
¢) Nem minden megyének van székvarosa. / Van olyan megye, aminek

minden varosaval az a helyzet, hogy nem székvaros.
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d) Nem minden megyében van olyan varos, aminek minden lakosa
zoldfila./ Van egy olyan megye, aminek minden varosaban igaz az, hogy
lakik benne egy nem zoldfiilii ember.™

11. irjuk le az eldbbi mondatokat a most tanult jeldlésekkel !

Megoldas ) .

a) -Vx:R€ /3x:-R€

b) —3Ix:V € /Vx: =V €_

c) ~Vxdy: €eM r€eS A @Vx /IxVy: €M r€eS A F@vx_
d)—-Vx3Iyvz:€eM X €eS hQVx x €y A €€/

IxVy3z . €eM A €eS A @Vx A€y A €Z€

Ezzel tulajdonképpen begyakoroltattuk a tanulokkal a kvantorokkal torténd pontos
tagadast. Azt is érdemes megmutatni, hogy a kvantorok nem megforditasa esetén
nem lesz pontos a tagadas. Pl. a c¢) feladatban, ha azt mondjuk, hogy van egy megye,

ahol van egy véros, ami nem székvéaros, nem lesz jO6, mert altaldban minden

megyében elég sok varos van, ami nem székvaros.

5. foglalokozas: az implikacio

1. Az lgyészségen az egyik tanu kovetkez6t allitja: Ha az dldozat otthon volt
péntek este, akkor szolt a radioja. Vizsgaljuk meg, hogy kiilonbozd tényallas
esetén mikor marasztalhatja el 6t a birosag félrevezetés miatt. Jeldljiikk azt az
allitast, hogy az aldozat otthon volt A-val, a szolt a radi6 allitast B-vel !
Készitsiink tablazatot, A és B lehetséges értékeivel, a harmadik oszlopban pedig
tuntessiik fel azt, hogy a tanu igaznak bizonyult-e.

Megoldés: Ha otthon volt az 4ldozat és szolt a radio, akkor a tanu megallapitasa

helyes. Ha nem volt otthon az dldozat és mégis szolt a radiod, az azért is lehetséges,

mert valaki mas, (akar a tettes is,) bekapcsolhatta a radidt és az szolt. Tehat attol
még a tanu nem hazudott. Ha az aldozat otthon volt és mégsem sz6lt a radio, az

Osszeférhetetlen a tanu allitasaval, mert az olyan mintha semmit sem allitana, mert

egyszerre lenne igaz, hogy szo6l a radid, meg nem is, ha otthon van az 4ldozat.

Ilyenkor elmarasztaljuk a tanat, hogy félrebeszél, hazudik. Az utols6 esetben,

amikor az dldozat nem volt otthon és nem szélt a radidja, is igaznak érezziik a tant

allitasat: 6 csak arrdl az esetrdl beszélt, amikor otthon volt az aldozat, arrol viszont

13 Laczkovich M.-T. So6s Vera: Analizis I. Nemzeti Tankényvkiado, Logikai alapfogalmak fejezete
alapjan.
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semmit sem allitott, hogy mi van akkor, amikor az 4ldozat nincs otthon, tehat megint

igaznak érezziik az allitast. Ezt tdblazatba foglalva a kovetkezdket jelenti:

A B A tanu igaznak bizonyult
i i

oS =
o el B

i
h
i

Itt érdemes a didkoknak elmondani, hogy a ha ...,akkor ....tipusu allitasokat ezentul a
kovetkezOképpen fogjuk jelolni, A— B, ahol A-t az implikacié elétagjanak
nevezziikk (ami nyelvileg a ha kotészo utdn kovetkezik), B-t az implikacid
utotagjanak nevezziik(, ami nyelvileg az akkor utani sz6 utan kovetkezik).

2. Irjuk fel négyzetes elrendezésben is az imlikaciot a valtozok lehetséges
értékeinek megfeleléen ! Igaz-e hogy ha A— B, akkor B — A isigaz.?

Megoldas:

A—->B

i
A i
hli i

Mivel a négyzetes elrendezés nem tiikros a bal fels6-jobb alsé foatlora, ezért nem

=>|=> |

lesz igaz az allitas, vagyis, ha felcserélem a tablazat A és B elemét, akkor a hamis

atkeriil a szirkitett tablazat bal also részébe, tehat nem lesz azonos a két muivelet.

3. Irjuk fel egy olyan kétvaltozos logikai miiveletet, ami ugyanakkor lesz hamis,
mint a fenti allitas ! (Segitokérdés: melyik az eddig tanult logikai mivelet,
amelyik egy esetben ad két valtozd esetén hamis allitast?), Ha nem sikeriil a
feladat, tekintsd a kovetkezot €s térj vissza erre !

Megoldas: az egyetlen olyan kétvaltozos logikai miivelet, ami csak egy helyen adott

hamis értéket, a diszjunkcio volt. Most azt kellene elérni, hogy a diszjunkcioénk csak

akkor adjon hamis értéket, a mikor az A =i és a B = h. Az Av B itt nem lesz jo
még. Viszon, ha az A negélva lenne, akkor a diszjunkcio6 a kovetkezd képpen néz ki

—Av B. Készitsiik el ennek a logikai fliggvénynek is a miivelettablajat és
ellendrizziik le, hogy ez tényleg azonos a fenti miivelettablaval ! Azaz igaz, hogy

-AvB=A—>B

A B —A —-Av B
i i h i
h i i i
i h h h
h h i i

¢és innen vilagos, hogy a két miivelet azonos.
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4. Vizsgaljuk meg, hogy mi a kiilonbség az alabbi két allitas kozott 1
a) Ha elmész, megharagszom.
b)Nem mész el, vagy megharagszom
frjuk fel mindkét allitast tablazattal ! A jelolje azt az allitast, hogy elmész, B
jelolje azt, hogy megharagszom.

Megoldas: ugyanazokat a tablazatokat kapjuk eredményiil, mint az el6z6 feladatban.
5. lgazak-e a kovetkez6 allitasok ?

a) Ha egy szam oszthato 6-tal, akkor oszthatd, harommal.

b) Ha egy szam oszthato 3-mal, akkor oszthato 6-tal.

c) Ha 0°<a<360° és a=90° akkora cosa =0

d) Ha cosa =0 és 0° <a <360°, akkor o =90°

e) Ha 0° <a<360° ésvagy o =90°, vagy a =270 , akkor a cosar =0

f) Ha cosa=0 és 0° <o <360°, akkor o =90°vagy o =270

Megoldas: a) igen, mert tudjuk, hogy ha 6|a és 3

6, abbol kovetkezik, hogy 3a.
b) hamis, mert pl 9-re nem teljesiil az allitas. c) igaz, ez a korabrardl nyilvanvalo,
hiszen a 90°-kal forgatott egységvektor végpontjanak elsé koordinataja 0. d) nem
igaz, mert o =270 is teljesiilhet. e) igaz, ez a korabrarol nyilvanvalé, hiszen a
90°-kal és a 270°-kal forgatott egységvektor végpontjanak is az elsé koordinataja
0. f) Ez most igaz, mert a forgatott egységvektor végpontjanak az elsé koordinataja
0, havagy a =270°vagy o =90°.
Ezek utan tegylink egy kis kitérdt ! Azt lattuk a foglalkozas 3. feladatdban, hogy
—-AvB=A—B teljesiil, azaz az implikaciot fel lehet irni mas miiveletek
segitségével, negacioval €s diszjunkcidval. Ugyanigy a de Morgan azonossagoknal
lattuk, hogy a konjunkcio miiveletet is at lehetett alakitani diszjunkciova. Kérdés,
hogy vajon minden logikai mivletet ki lehet fejezni a masik két miivelet
segitségével ? Ennek érdekében most tegyiink a didkokkal egy rovid kitérdt két
feladat erejéig !
6. Vegyiink egy sakktablat ! Szokdsos mdodon az oszlopok legyenek betiivel ellatva
A-tol H-ig, a sorok 1-t6] 8-ig ! Egy babuval Al fekete négyzetbdl elindulva
probaljunk meg eljutni a H8 fekete pontig gy, hogy a megengedett 1épés

mindig az, hogy a babu egyet Iéphet a kiinduld négyzet egy olyan szomszédos

1 A foglalkozas elsé 4 feladata Varga Tamas: Matematikai logika kezdSknek I. 37.0. feladataibol valok.
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négyzetére, amelynek oldala k6zos a kiinduld négyzet oldalaval. Eljut-e igy a
babu a H8-ba, és ugy, hogy minden négyzetre pontosan egyszer 1épek ra a
babuval ?*°
Megoldas: Ha kiprobalok egy esetet nem jutok sikerre. Ez persze még nem jelenti
azt, hogy nem jutnék sikerre mas uton jarva. Két lehetdségem van: vagy kiprébalom
az Osszes lehetdséget, amire nincs idom, mert nagyon sok ¢€s atlathatatlan, vagy
pedig megmondom, hogy miért nem Ichetséges Ilétrechoznom egy ilyen
1épéssorozatot. Erdemes keresni valami tulajodonsagot, ami minden 1épést jellemez.
A szokasos modon szinezett sakktablan jol latszik, hogy minden 1épésnél mas szinii
négyzetre keriilok. Hany 1épésbdl kell megoldani az egészet ? Az egész mezd 64
kockas, de mar egyen rajta allok, tehat a feltételek miatt 63 a sziikséges 1épésszam.
Azonban, ha feketén allok, minden pératlan 1épésem végpontja fehér négyzet,
minden paros Iépésem végpontja fekete négyzet. 63 1épéssel sziikségképpen fehér
végpontu, a H8 mezd a szinezés miatt fekete, tehat nem fogok tudni ralépni.
7. Bizonyitsuk be, hogy hat tagu tarsasdgban mindig van két olyan ember, akinek
ugyanannyi az ismerdseinek szdma 116
Itt indirekt okoskodast kell alkalmazni ! Honnan tudom, hogy nem lehetséges ez a
lehetdség.? Probaljuk meg, hatha lehetséges gyartani egy ilyen lehetdséget !
Abrazoljuk az ismerésoket pontokkal és az ismertséget jeldlie az, hogy Oket
Osszekoti egy folytonos vonal, és ha nem ismerik egymast, akkor ne kdsse 6ssze

dket kozvetleniil folytonos vonal.

o]

A
L]

Az el6z0 abran egy probalkozést lathatunk arra, hogy legyen ellenpéldank. A
pontbdl nem huzok vonolat, neki ne legyen ismerdse. B akkor legyen olyan, hogy
neki eggyel tobb ismerdse legyen, mint A —nak, tehat 6t 6sszekotom C-vel. C meg
szintén olyan legyen, hogy neki még eggyel tobb ismerdse legyen, mint B-nek, ezért

C-t még D-vel is 0sszekotom. D-vel ugyanigy jarok el: neki méar harom ismerdse

15 Karteszi Ferenc: Fejezetek a geometriabol, Bp, 1971
16 Kosztolanyi-Kovacs-Pintér-Urban-Vince: Sokszinli matematika, 10, 20. o.
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legyen ! Persze arra figyelnem kell, hogy azokba a pontokba mar ne hiizzak pontot,
amivel mar foglalkoztam, mert akkor elrontom az élszamot. Az E pontnél sajnos
megall az eljarés, nincs annyi pont, hogy bel6le négy vonalat inditsak, Ha igy
hagyom az abrat baj van, mert B-nek, C-nek és F-nek is 2 ismer0se van. Ha
folytatom az eljarast, baj lesz, mert A-hoz is kell huzzak egy vonalat, amivel meg az
a baj, hogy elrontom azt, hogy neki egy sem volt, rdadasul igy neki ugyanannyi
ismerdse lett, mint B-nek....Végére jutok az eljarasnak ? Rossz volt a stratégia ?
Lehet, ha mas moédszerrel kozelitek sikeriilne ? Kezd az a sejtés kialakulni, hogy
igaz az allitas. Kell megint egy tulajdonsagot talalni, amire teljesiil, az ismeretségre
,Jsmer6sok darabszamara, és éppen emiatt nem sikeriil kiilonbozd ismerdssel
rendelkezd, hattagu tarsasagot dsszeallitanom.

Azt tudjuk hogy minden vonalnak két végpontja van, azaz az ismeretség kdlcsonds.
Ha felirom minden ilyen abran a pontokhoz a ponthoz tartozd ismerdsok szdmat
(grafok élszamat) akkor azt vehetem észre, hogy minden ismerettség behuzasa 2-vel
noveli az egyes pontokhoz felirt szdmok Osszegét. Ha még nem htztam
ismerettséget jelentd vonalat, akkor a szamok Osszege 0, minden behuzas 2-vel
novel, tehat az dsszeg 2 tobbszordse, azaz paros szam kell legyen. Az abran az is
latszik, hogy egy pontbdl max. 5 masik ponthoz huzhatok vonalat. Ha ellenpéldat
akarok a 6 ponthoz irt szdm csak gy lehet mind kiilénb6z06, ha 0, 1, 2, 3, 4, 5 szdm
szerepel a pontok mellett. De akkor ezeknek a szamoknak az 6sszege paratlan, mert
0+1+2+3+4+5 = 15, tehat nem tudom megvaldsitani az ellenpéldat, tehat igaz az

allitas !

Ezekben a feladatot mindig 0gy bizonyitottuk, hogy kerestiik egy olyan
tulajdonsagot, ami a kivant végeredmény esetén nem teljesiil. Ezek alapjan
probaljuk meg megoldani a kdvetkezd feladatot !

8. Probaljuk meg eléallitani a Aés v miiveletek segitségevel a negaciot !
megoldas: Irassunk fel a tanulokkal néhany miiveletnek az értéktablazatat

plAvBAC, @A BE/ C (Els6 latasra az is nehézséget okozhat, hogy kétvaltozos
miiveletet, hogyan lehet egyvaltozdssa tenni. Erre jo példaa Bv @ A —|A}- B.ltta

fliggvény értéke teljesen fiiggetlen A értékeitdl. Persze ebben van tagadas ! ) Ha

ilyen miiveleteket végziink a tablazatok els soraban, ami az szokott lenni, hogy

7 http://www.cs.elte.hu/~kope/oktatas/09tav/ma2.pdf, Komjath Péter eldadasa alapjan, a teljes rendszerek
fejezetben
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minden valtozo értéke i, ott a miiveletek eredménye is i. Tehat a Aés v miveletek
segitségével csak olyan allitast tudunk felirni, ami a csak igaz valtozd esetén igaz
allitast eredményez. Viszont a negalds pont azt teszi, hogy i értékhez h értéket

rendel hozza.

6. Foglalkozas: Kitéro: implikacio és ekvivalenciaval kapcsolatos paradoxonok a
valosziniiségszamirasbdl ismert pozitiv befolyasolas tiikkrében

Az ¢el6z6 foglalkozas e) és f) feladataiban szerepelt egy olyan eset, amikor teljesiilt az
is, hogy A— B ¢ésazis, hogy B— A.

1. Tekintsiik a kovetkez6 allitast ! Ha nyar van, a Balaton-parton vagyok, de

kiilonben nem. irjuk fel a mondat igazsagtartalmat, ha A azt a kijelentést jeloli,

hogy nyar van, a B pedig azt, hogy a Balaton-parton vagyok ! Irjuk fel a

négyzétes tablazattal is !

Megoldas: Ha nyar van és kint vagyok a parton, akkor igazat mondtam. Ha nyér van
¢s nem vagyok kint a parton, akkor hazudtam, hiszen ez mar az implikacional is h
volt, ugyanis a teljesiilt feltételre tettem egy allitast és az mégsem lett igaz. Ha nincs
nyat €s a parton vagyok, akkor megint hazudtam, mert azt mondtam, hogy csak
nyaron vagyok ott. Ha nincs nyar és nem vagyok a parton, akkor igaz az allitas, mert

minden egyéb évszakban nem vagyok a parton. Téblazatokkal:

A B Allitas igaz-e ?
i i i
h i h
i h h
h h i
B

i h

A i i h

h h i

A négyzetes tablazatbol latszik, hogy a bal fels6-jobb als6 atlora szimmetrikus a

tablazat, ami azt jelenti, hogy ha felcseréljiik az A és B sorrendjét, akkor az értékek

nem valtoznak meg.

Ezt a miiveletet ezentul ekvivalencidnak nevezhetjiik és jele: A<> B

2. lgaz-c az alabbi allitas ? irjuk le formulakkal is !Ha feltessziik, hogy ha egy szam
oszthato 20-szal, akkor oszthato 4-gyel és hogy ha egy szam oszthato 4-Qyel,

akkor oszthato 2-vel, akkor ha egy szam oszthaté 20-szal, akkor oszthaté 2-vel
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is. Legyen az A kijelentés, hogy egy szam oszthato 20-szal, B kijelentés, hogy
egy szam oszthat6 4-gyel, C kijelentés, hogy egy szam oszthat6 2-vel.
Megoldés: az allitds igaz sOt tablazattal igazolhatd, hogy azonosan igaz, azaz a
valtozok barmilyen ¢értéke mellett igaz. , formalizdlva a kovetkezd
k-B)r€6->C >€-C
A tanulokkal kozI6ljiik, hogy azt a tulajdonsagot, hogy A — B -bdl és B — C -bdl
kovetkezik az, hogy A— C, tranzitivitdsnak nevezziik. Sok hasonlé mas példat is
fel lehet sorolni. Pl. a sikon ha a egyenes parhuzamos b-vel és b parhuzamos c-vel,
abbol kovetkezik, hogy a parhuzamos b-vel.
Arra most nem pazarlom a helyet, hogy igazoljam, hogy
[t >B € ->C > @ C formula azonosan igaz és az hogy: A — B -bél és

B — C -bdl kovetkezik az, hogy A — C ugyanazt jelenti nem pazarlom a papirt.'®

Valosziniiségszamitasi fogalmak

Néhany fontos valdszinliségszamitasi fogalom kovetkezik, ami érdekes
problémat fog felvetni.

Itt most jeldlje P(A) szimbolum a szokdsos kozépiskolaban tanitott Kolmogorov
valdszinliségi mezon az A esemény valoszinliségét.

1. Definicio™

Annak a valdszinliségét, hogy egy A esemény bekovetkezett, feltéve, hogy B, nem

P€B_
P@

—

lehetetlen esemény bekovetkezett, jeldlje P(B«IB:. Ekkor, P@«IBE:

definiciot P €{B P@ = P €\B alakban hasznalhatjuk a gyakorlatban.

Példa: Egy szabalyos kockat dobunk fel és A jeldlje azt az eseményt, hogy 2-t

dobtunk, B jelentse azt az esemény, hogy paros szamot dobtunk. Szamitsuk
kiP@B értékét | Megoldas P@B >?=P@B P € . P(AB::%, P(S}% tehat

S V6 1
~1/2 3

2. Definicio

P@BPE

'8 Didaktikai szempontbol tokéletes leirast ad ennek igazolasra Varga Tamas: Matematikai logika
kezddknek 1. 103-114. o.
19 Baroti-Bognar-Fejes-Mogyorddi: Valosziniiségszamitas, Nemzeti Tankonyvkiado, Budapest, 1997



Fliggetlenség. Azt akarjuk kifejezni, hogy egy A esemény valoszinliségét se nem
noveli se nem csokkenti, ha bekovetkezik egy masik B esemény.

Jele: ALB
Tehat A esemény fiiggetlen B eseményt6l, ha P @IB:: P (0\:

crer

P¢ B:= PP‘:_}B\/= P @ és az utolsé egyenldségbdl P@B >P@ P @

Példa: az 52 lapos franciakartyabol véletlenszertien huzunk. Legyen az A

-

esemény az, hogy kort (sziv alak) huztunk. A B esemény legyen az, hogy
valamilyen figurat huztunk, kirdlyt, ddmat vagy bubit. Fliggetlen-e a két esemény ? -

\12 412 3 -
P@EB =—,P@ =—,P@ ===, tchat PQP@ = -P@B
A/52 A/sz € =5, tchd Ae/5252 5, D€

3. Definicio

B esemény pozitivan befolyasolja A eseményt, ha P N B:> P B:. Jele: ATB
4. Definicio

B esemény negativan befolydsolja A eseményt, ha P NB} P 6:.Jele: Al B

crer

Pozitiv befolyasolas esetén: P@B >P@ P @

Negativ befolyasolds esetén: P@B XP@ P @

Az eldbbi két definicio azt akarja kifejezni, hogy egy B esemény bekovetkezése azt
eredmanyezi, hogy egy masik esemény A esemény nagyobb illetve kisebb
valoszinliséggel fog bekovetkezni. Példaul feltételezve, hogy paros szamot dobok a
szabélyos kockan (B) pozitivan befolyasolja azt, hogy hatost dobtam. (A)

PE =-,P@ = PAB:—%>% E_Pe\PA

Most vizsgaljuk meg, hogy mit jelentenek ezek a dolgok a biztosan bekovetkezd

esemeények tiikrében, azaz az implikacid szempontjabol !

3. Szabalyos kockaval kockadobast végziink. Jelolje B esemény, hogy olyan
szamot dobtam a kockéan, ami 2-vel és 3-mal is oszthatd; A esemény jeldlje azt,
hogy 6-ost dobtam. Azt tudjuk, hogy az implikaci6é szerint B — A, tehat, ha
igaz B, akkor A-nak is teljesiilnie kell. Egyébként itt teljesil a

A <> B ekvivalencia is. Pozitivan befolyasolja-e B esemény A-t ?
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Megoldas:

P@ :—P(A ——esvaloban PEB - -1 l-1:F>(ST>(A
-~ 6 6 6 6 -
P -~
(\|B e _, 1
PG “1/6 6 -

Azaz valOban:

Ebbdl arra kovetkeztethetnénk, hogy a pozitiv befolyasolas valamilyen specialisabb
formaja az implikdcionak. Amibdl arra kovetkezetethetnénk, hogy a pozitiv
befolyasolas is magaénak tudhatja a tranzitiv tulajdonsagot. Hiszen megszoktuk a
matematikaban, hogy ha valami miikédik az altalanos esetben, akkor mitkddnie kell
minden specialisabb esetben is. Pl. ha tudom, hogy minden paralellogramma &tl6i
felezik egymast, és a négyzet egy specialis paralelogramma, akkor a négyzetre is
igaz, hogy atloi felezik egymast.

Tehét igaznak tiinik, hogy ha AT B és BT C, akkor abbél az kévetkezik, hogy
ATC.

De nézziik meg a kovetkezo esetet !

4. Legyen az a kisérlet, hogy egy kalapbol kartyakat huzunk, amelyekre kiilon-
kiilon 1-t61 20-ig fel vannak irva a szdmok. A jeletse azt az eseményt, hogy a
kihtzott kartyan levé szam oszthatdo 3-mal, B jeletse azt az eseményt, hogy a
kihuzott kartyan levd szam oszthatd 6-tal, és C jeletse azt az eseményt, hogy a
kihtizott kartyan levé szam oszthatdo 2-vel. Vizsgaljuk meg hogy ebben az
esetben teljesiil-e, hogy ha AT B és BT C, akkor abbél az kovetkezik, hogy
ATC!

MegoldéS'
~ 10 3 3
P_—P— , PC =—; P€B =—; PEC =—; P@C =
‘A/ 20 e/ 20" ¢ 20 A’ZO e’20 A’ZO
A pozitiv befolyasolassal azonban a kovetkezd a helyzet:<>
6 3 ~
P "~ =P@P@ ,techit ATB
A/zo 20 20 T OPE. rehi
Pect>-3.19 pepe tehat BTC. de
- 20 20 20 - '
~ 3 _6 10 ~
P@C =P@PC ,tchat ALC
€C = 50720 20 P OPC . ehd

Tehat nem latszik minden esetben teljesiilni a tranzitivitds. Ez egy érdekes
paradoxon, aminek a kifejtése nem ennek a dolgozatnak a feladata, de mindenesetre
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mutatja, hogy komolyabb, ¢és aktudlis matematikai problémakat lehet kozelebbhozni
a logikaval torténé mélyebb ismerkedés soran®

7. Foglalkozas: Kitéro: implikacid és szemléltetés

Az implikaci6 miveletét az iskolaban a halmaz-részhalmaz viszonnyal szoktak
szemléltetni. Tekintsiik a kovetkezd feladatot !

1. Feladat:

1. Készitsiik el a kovetkezé halmazok Wenn-diagrammjat !

Legyen az alaphalmaz az allatok halmaza ! Abrazoljuk ebben az alaphalmazban a
gerincesek halamazat ¢s a madarak halmazat ! Helyezziik el az alabbi konkrét elemeket
a halmazabran: cinke, golya, farkas, tiicsok, oroszlan, kolibri |

Hasonl6 megoldast varunk, mint az alabbi abran.

tlcsik
Allatolk
farkas
oroszlan
cinke
gdlya
ledlibri
. .

o
2. Jeloljiik az allatok halmazat A-val, a gerincesek halmazat G -vel, a madarak

halmazat M -mel ! Az éabra alapjan probald megmondani, hogy igazak-e az alabbi
allitasok :
AM cG; B\ G M; COM NG =M; D)Gc M
Megoldas:

A)igaz, mert nincs olyan eleme M-nek, ami ne lenne egyuttal G-ben

20 Ez a valosziniiségi fejezet, Manfred Borovenik: Stochastik im Wechselspiel von Intuitionen und
Matematik, Spektrum Akademischer Verlag, konyvébdl meritettem, valamint Vancsd Odon eldadasai
alapjan.
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B)hamis, mert van olyan eleme G-nek (farkas, oroszlan), ami viszont nem eleme M-
nek.

C)mivel A) feladat igaz, minden M-beli elem eleme G-nek is, masrészt viszont,
minden olyan elem, ami M-nek nem eleme, az vagy csak G-ben van, vagy mar G-nek
sem eleme, ezért teljesiil az egyenldség.

D)A M halmaz tartalmazza azokat az elemeket, amelyek G-nek lemei, de M-nek
nem elemei — jelen esetben ez nem iires: farkas, oroszlan —, és azokat az elemeket is
amelyek G-n kiviiliek is, hiszen, ha valamilyen G-n kiviil elemet tartalmazna M, akkor
az az elem G-n beliili is lenne, ami ellentmondas. Ezek alapjan nyilvanval6 a feladat
allitdsa, hogy a G-n kiviili elemek, egyébként ezt konnyl szemléltetni a Wenn-

diagrammal is.
Az alabbi dbran a délnyugat-északkeleti iranyban satirozott teriilettel jeldljiik a M

halmazt és az északnyugati-délkeleti folytonos satirozott teriilet a diagramon a G

halmazt jeloli.

m
3. Ezek utan dontsiik el az alabbi allitdsok igazsagtartalmat !

A) Ha egy allat madar, akkor gerinces is
B) Ha egy éallat gerinces, akkor madar is.
C)Amely allatok gerincesek is és madarak, azok pontosan csak a madarak

D)Ha egy allat nem gerinces, akkor az az allat madar sem lehet.

megoldas

A) igaz B)hamis; C) igaz; D) igaz i
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4. Irjuk le az implikacié miiveletével is a 3. feladat A) B)és D) allitasait !

Megoldas: A)YM - G,B) G > M D)-G —» =M m

Itt a tanulokkal meg lehet sejtetni valamilyen kapcsolatot a részhalmaz
halmazrelaci6 igazsaga ¢és az implikacio igazsagtartalma kozottti kapcsolatot. Azonban
a hasonlosag nem teljes, az dbra sem adja vissza teljesen az implikacid logikai miivelet
jellegét, hiszen példaul hol jelenik meg a Wenn-diagrammon az az eset, amit akkor
kapunk, ha a M — G allitas hamis, azaz a M értéke igaz, de G mégis hamis értéki.
Vagyis az abran sehol sem tudom megmutatni, hogy valami madar és mégsem gerinces,

mert az dbra csak az igaz elemeket mutatja és relaciok teljesiilését abrazolja.

Egy masik érdekes reprezentaciot szeretnék bemutatni a De Morgan azonossagok
szemléltetésére, ami latszolag ugyan most ugy tiinik, hogy nem kapcsolodig szorosan az
implikacidhoz, de mivel ismeretes, hogy az implikacidt negaldssal és diszjunkcioval is
ki lehet fejezni még sem mellékes az implikacid szempontjabol sem. Tekintsik a
kovetkezd egyszeru feladatot. A feladathoz Rozgonyi-Borus Ferenc honlapjan talalt

szemléltetés adott dtletet?

2. Feladat

1. Hatarozzuk meg, hogy mely x € R értékekre, lesz az f(X) = x* —1fiiggvényre
igaz, hogy f(x)<0?

Megoldas:

Az abrédzolas utan konnyen leolvashatjuk —1<x ¢és x <1, a logikdban szokdsos
miiveleti jelekkel: €1<x A <1 amit roviden persze igy szoktunk jeldlni:
-1<x<1 o

2! http://www.abax.hu/inlap/t/cikk/matlog/matlog.htm
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Viszont a feladat a negalt kérdését is tegyliik fel a kdvetkezOképpen:

2. Hatarozzuk meg, hogy mely x e R értékekre, lesz az f(X) = x> —1filiggvényre
nem igaz, hogy f(x) <0, azaz mely értékekre lesz igaz, hogy f(x) >0 ?

Ekkor a feladat megoldasa is az el6z6 feladat komplementerét adja. A megoldas
tehat: x >1 vagy —1> X. Ezt megint a logikdban a kovetkezd képpen szoktuk jeldlni:

& >1 YV €1>x . Réadasul, ha a logikiban hasznélatos negaciot is alkalmazom, akkor

a szemléletbdl sikeriil eljiitni a de Morgan azonossagokhoz. — € 1< X:v -€< 1:.

m
Bizonyos mértékig az implikaciot is tudom szemléltetni ezen az intervallum

modellen. A Bizonyos mértékig kifejezésre még visszatérek. Példaul igaznak taldlom a
€ < x 3> @ < x implikaciét. A B <x pontokra az implikacio elétagja és utétagja is
igaz, tehat igaz az allitas. Ha A < x < B teljesiil, akkor az implikacio6 eldtagja hamis, de
utétagja igaz, tehat igaz az implikacio. Ha pedig X< A teljesiil az x-re, akkor az
implikacio eld és utdtagja is hamis, tehat az implikacid igaz. Tehat sikeriilt az 0sszes
igaz allitast abrazolnom, azonban nem sikeriilt szemléltetnem azt az esetet, amikor az
implikacio hamis eredménnyel szolgalna éppen Ggy, amikor a Wenn-diagrammokat
abrazoltam az el6z60 feladatban. Tehat az implikdci6 hamis lehetdségének
abrazolhatatlansaga megint absztrakttd tette az implikacio hamis voltat, nem tudom
szemléltetni. Talan még az az €érzésem is tamadhat, hogy lehetetlen hogy hamis legyen
egy implikacid, ha egyszer igaznak talaltam. Ezt értettem az elobbi bizonyos mértékig
vald szemléltetés alatt.

Azonban ezzel az abrazolassal megint sikeriilt egy hamis analogiat teremteni.
Ugyanis ha megtekintjik a & > 1:v ¢1> X: logikai miiveletet, akkor ’vagy’ miivelet
ebben megengedd vagyot jelent, azonban az dbrazoldson ennek semmilyen megfeleld
pontot nem lehet talalni, hiszen nincs olyan X pont amire egyszerre teljesiilne X >1 és
—1> x feltétel is. Zavard analdgiat teremtettiink az abrak leirdsakor kotott szavak és a
logikai kapcsolatok kozott, és ugy tlinik, hogy nem sikeriil szemléletben visszaadni azt,
amit a logikai kapcsolatok eredetileg jelentettek.

Felmeriilhet benniink a kérdés, hogy vajon helyesen tessziik-e hogy ezeket a
relaciokat, miiveleteket igy abrazoljuk €s hogy vajon a logikai miiveletek minden
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lehetséges értéke csak valamilyen absztrakcioval irhatd le és valojaban semmit sem
volna szabad halmazabraval, intervallummal reprezentélni.

Ennek a hidnyossagnak a kikiiszobolése érdekében tekintsiik az alabbi modellt A
modellben mar ismert relacios jeleket fogok hasznalni, amit masként fogok definidlni és
a modell vizsgalatanak végéig fogok hasznalni, aminek a bekdvetkezését kettds
négyzettel fogok jelolni (oo). Ezt a modellt arra hasznaljuk fel, hogy szemléltessiink és
nem a modellkészitést gyakoroltatjuk a didkokkal, hiszen ennek a kivitelezésrésre
nagyon sok mas elméleti anyagot is el kellene mondani, ami nem férne bele egy
kozépiskolai tananyagba.

1. Modell

Tekintsiik az alabbi abrat !

Ta_Th

Tekinsiink egy kort, ratja A, B, Ta, Tb pontokat: ez lesz a modelliink. A preciz
matematikai leirastol most el fogok tekinteni, ahol lehet ott torekszem ra. Ezt a kor
alakt vilagot Tiindérvilagnak nevezem. Ebben a Tiindérvildgban van egy A jeli falu és
egy B jell falu. Ebben a vilagban csak a koriv pontjain lehet jarni, mas pontra eljutni.
Ha az oramutat6 jarasaval ellentétesen haladok, akkor pozitiv irdnyba haladok, ezzel
ellentétesen negativ iranyba haladok. A koriv minden pontjara el lehet jarassal jutni, egy
pontot leszamitva. A Ta-Th ponthoz, — amit két kiilon jellel jeloltem el, de valdjaban
egy pontot jelent,— nem lehet eljutni. Egy pontot a Tiindérvilag lakoja akkor lathat, mas
szoval akkor latszodhat, ha jarva tetszélegesen jol meg tud kozeliteni. Ta-Tb kiilonleges
pontot, amit elnevezek Tiindérpontnak, és igazabdl csak egy pontnak tekintek, csak
bizonyos feltételek mellett lehet 1atni vagy megkdozeliteni, de eljutni oda nem lehet, és

nem lehet rajta atkelni sem. Azaz ha valaki a <Tb| B> koriven jar, amely koriv A pontot
nem tartalmazza, nem juthat el pozitiv irany haladéssal a <Tb| A> korivre, amely koriv
B pontot nem tartalmazza, és megforditva ugyanigy <Tb| A> korivrél nem lehet atjutni

<Tb|B> korivre negativ irdnyl mozgassal. Ezentil igy fogok hivatkozni ezekre a

korivekre. Es azt is meg tudom mondani, melyik iranybol nézek a Tiindérpont felé
(tovabbiakban egszerlien csak T-t irok): Ha pozitiv irdnyban haladva, a lehetd
legrévidebb utat menve, jutottam T tetszdleges kozelébe, akkor pozitiv iranybdl nézem.
A T tetszdleges kozele alatt a negyedkorivnél kisebb sugari kornyezetet értem, amiben
A ¢és B pont az abran lathatdo modon nincs benne. Ha az el6z6 eldtti mondatban a pozitiv
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szOt a negativ szora cserélem, megkapom, hogy mikor nézem negativ iranybol T-t. Az
alabbi abran P pontbeli pozitiv irdnybol néz T felé, akar B-bdl, akar .A-bol mérve jar a
legrévidebb tton.

A T lathatosagi feltételei még ezzel nem értek véget. T pontot B-beli tiindérlakos
csak akkor lathatja, ha pozitiv irdnybol tetszélegesen jol megkozelitette, benne van a T
ponttdl negativ irdnyba mutatd tetszéleges kozelbe, de A-lakos beli pozitiv iranybol
tetszolegesen kozelitve nem lathatja soha ebben a negativ iranyt tetszéleges kozelbol.
Es T pontot A-beli lakos csak akkor lathatja, ha negativ irAnybol tetszélegesen jol
megkozelitette, B-beli lakos negativ irdnybdl kozelitve nem lathatja soha.

Ebben a modellben a kovetkezoket allithatom a kor pontjairdl. K-val jelolom a kor
kertiletének pontjait. A kdvetkezokben X K-n lev pontot jeldl.

x<a: Az x pont vagy olyan, hogy

1 X ponthoz A-bol A-beli lakos a lehetd legrovidebb titon jarva negativ
iranyban indulva jut el

2. vagy olyan, hogy x pont pozitiv iranyl tetszéleges kozelében levo
pontokban a lehetd legrovidebb Uton jarva A-bdl A-beli lakos negativ
iranyban indulva jut el és ezaltal latja X-et és X nem érhetd el

x<b : Az x pont vagy olyan, hogy

1. X ponthoz B-bdl B-beli lakos a lehet legrovidebb tuton jarva negativ
iranyban indulva jut el
2. vagy olyan, hogy X pont pozitiv iranyu tetszdleges kozelében levd
pontokba a lehetd legrovidebb uton jarva B-bdl B-beli lakos negativ
iranyban indulva jut el és ezaltal latja x-et €s X nem érhetd el.

x>a : Az x pont vagy olyan, hogy
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1. X ponthoz A-bdl A-beli lakos a lehetd legrovidebb uton jarva pozitiv
iranyban indulva jut el.

2. vagy olyan, hogy x pont negativ iranyu tetszéleges kozelében levd
pontokba a lehetd legrovidebb uton jarva A-bol A-beli lakos pozitiv
iranyban indulva jut el és ezaltal 1atja x-et €s X nem érhet? el.

X>b Az x pont vagy olyan, hogy

1. X ponthoz B-b6l B-beli lakos a leheté legrovidebb uton jarva pozitiv
iranyban indulva jut el.

2. vagy olyan, hogy x pont negativ iranyl tetszéleges kozelében levd
pontokba a lehetd legrovidebb tton jarva B-bdl B-beli lakos pozitiv
iranyban indulva jut el és ezaltal 1atja X-et és X nem érhetd el

x=b Az x pont B faluval egyezik meg.

x=a Az x pont A faluval egyezik meg.

Az a <x arelaciok szokasos jeloléséhez hasonld mdédon azt jelenti, hogy a<x vagy
x=a. Itt a vagy szo6 lehet megengedd vagy is. Hasonlé mddon definialjuk a > miiveletet
IS.

Ezen feliil igaznak tekintjlik a kovetkezdket:

Ha x=a, akkor x<b.
Ha x=b, akkor a<x.

m
Talan még egyszeriibben, képszeriibben gy irhatndm le a modellt, ha elképzeliink

egy sikbeli kisbolygoét, aminek T ponjaban egy athatolhatatlan hegy van, amire
felmaszni sem lehet. A hegynek fura tulajdonsadga van: Ha A-beli megkozeliti negativ
iranybol, akkor latja a hegyet, ha pozitiv iranybol kozeliti, akkor csak azt latja, hogy
végeszakad a vilagnak, de a hegyet nem latja. Ha viszont B-beli kozeliti meg pozitiv
iranybol, akkor latja a hegyet; ha viszont bal oldalrdl kozeliti meg, akkor azt 1atja, hogy

vége a vilagnak, de a hegyet nem latja.

Negacio a modellben

A negacioval kapcsolatban pedig a kovetkezoket allapithatjuk meg. A — el
jelentste most is a negaciot. Példaul a ﬂQZX: kifejezés azokra az x modellbeli
helyekre lesz érvényes, amelyekre nem igaz az, hogy €>x . Tehat olyan pont, ami

vagy nem egyenld a B ponttal, vagy ami nem kozelitheté meg B-bdl kiindulva negativ
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iranyban a legrovidebb Uton jarva, vagy ami nem olyan, hogy pozitiv irdnyl tetszéleges
kozelébe érve latjuk. Ezeket a tulajdonsagokat pont a b < X tulajdonsagoknak megfeleld

pontok lesznek, vagyis T pont és <B|T> koriv. Azaz éppen a komplementer modellbeli

elemek. Tehat a komplementer tulajdonsagokat megtartotta ez a modell.

m

" '.
"*rggaunnt®

Most hogy igy végignéztik a modellt és definidltuk a koriv pontjaira a
tulajdonsagokat, érdemes megnézni, hogy megjeleniti-e a modell az implikécio esetében
a hamis esetet, vagy megjeleniti-e a megengedd vagy logikai miivelet esetében azt az

esetet, amikor mindkét logikai véltozoja igaz.

O

Es miivelet, azaz a,konjunkcio a modellben

Tekintsiik példaul a € <x ) €<b_logikai miiveletet és nézziik meg, hogy melyik
modellbeli pontok teszik igazza vagy hamissa az értékét. Az <A| B> koriv, amelyik nem
tartalmazza a T pontot (ezt ezentul igy jelolom), a hatarolopontjaival, A-val és B-vel
egyiitt igazza teszi az allitast, hiszen B-bdl negativ irdnyl jarassal és A-bol pedig pozitiv
iranyu jarassal érhetok el ezek a pontok. Tehat a konjunkcié mindkét tagja igaz, ezért itt
igaz a milvelet eredménye. A (B|T)koriv pontjaira csak az lesz igaz, hogy A-bol
negativ irdnyba valo jarassal lehet elérni ezeket a pontokat, viszont B-bdl csak pozitiv
iranyu jarassal. Tehat csak egy valtozd értéke lesz igaz a fenti konjunkcidban.
<A|T>k6riv pontjaira az igaz, hogy B-bdl csak negativ iranyu jarassal lehet elérni
viszont, viszont A-bol szintén csak negativ irdnya jarassal lehet elérni, tehat a
konjunkcid elsé valtozdja hamis. Viszont, ami lényeges, hogy a T pontra a konjunkcio
mindkét tagja hamis lesz, mert a T pont tulajdonsdga miatt, A-beli pozitiv iranyban
megkozeliti, de nem fogja latni, B-beli lakos pedig negativ irdnyban megkozeliti ugyan,

de latni nem fogja. A fejezet masodik feladatanak abrazoldsakor ennek az esetnek az
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abrazolasara nem volt lehetdség. Tehat az alabbi dbran a szagatott részen hamis az el6bb

emlitett konjugécio és a folyamatos részen igaz.

T

.-""."'--.
(34 *e

Diszjunkcio, azaz a megengedo vagy a modellben, és a de Morgan azonossag

Ha itt az el6z6 konjunkciot igazza tevd pontok halmazanak komplementer halmazat
tekintem, azaz <A|T>k6riv, <B|T>k6riv ¢és T uniojat, akkor vajon igaz-e az, hogy a
€< a} g< X:logikai miiveletet igazza tevé pontok halmazat kapom ? Vizsgaljuk meg
!

Ha xe <A|T>, akkor ezeket B-bél indulva csak negativ iranyt jarassal érhetem el,

ezzel igazza teszem a diszjunkcié maésodik véltozojat, de az elsd valtozét hamisan
hagyom, tehat itt tényleg igaz a diszjunkcio. Ha a Xe <T | B> , akkor viszont a
diszjunkci6 elsd valtozdja lesz igaz, a masodik hamis, tehat megint igaz a diszjunkcio.
Most nézziik meg a T pontot, hogy erra a pontra mit ad a diszjunkcid. Mivel T olyan,
hogy B-beli pozitiv koriiljarassal jut a kozelébe és latja is, és A-beli negativ
iranyujarassal jut a kozelébe és latja is, a diszjunkci6 mindkét logikai valtozoja igaz,
tehat igaz eredményt kapunk. <A| B> koriven pedig a diszjunkcid egyik valtozoja sem
lesz igaz, tehat itt valoban hamis értéket kaptunk. Tehat megint sikeriilt megjeleniteni a
diszjunkcié eredmeényeit a valtozok minden lehetséges értékeinek megfeleléen. A
negalas szokasos miivelete miatt igaz, hogy €<a ¥y §<x Fr—€>a y—-€g>x .
Ugyanakkor tuduuk, hogy ezek a pontok az el6z8 konjunkcionak, € < X]\ €< b: -nak
megfeleld pontok komplementerét szemléltették. Ugyanigy sejthetd lesz tehat, hogy
a— JE<x ) €<b =—€>a Yy -€<b_azonossag valésziniileg fennall. Ezzel teljesen

szemléltettiik a de Morgan azonossagot.
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Implikacio a modellben

Ugyanezen az abran szemléltessiik az implikaciot is, hatha sikeriilt végre a hamis
esetet is belecsempészniink ebbe a nyakatekert modellbe ! Legyen az implikacionk most
< X:—) €< X: ! Ez az allitas trividlis a koznoséges szdmegyenesen a kdzépiskoldban
tatnitott, szokasos relacidokkal. Most viszont nézziikk meg hogy a modell mely pontjai
milyen értéket adnak az implikacionak ! Tekintsiik az X € <B|T> w B pontokat ! Ezekre
az implikacio elbtagja igaz, és a masodik is igaz, hiszen A-beli lakos A-bol csak pozitiv
iranya korbejarassal éri el ezeket a pontokat. Ha x e (A|B), akkor ezekre az implikacio

elétagja hamis, mert B-bol csak negativ irdnyban haladva éri el ezeket a pontokat, de

attol még az implikacié utotagja igaz, mert ezeket a pontokat A-bol induld lakos pozitiv
iranyban éri el. Ha X E<T|A>UA, akkor az implikacié elétagja és utodtagja is hamis,

mert ezeket a pontokat A-bdl is és B-bdl is csak negativ iranyba valo jarassal lehet
elérni. Ha x =T, akkor viszont az implikacio el6tagja igaz, mert ezt a ponotot B-beli
lakos B-bdl indulva pozitiv iranyban kozeliti meg és latja is, viszont A-beli lakos ugyan
pozitiv irdnyban jarva kozeliti meg a T pontot, de nem latja ezért az implikaci6 utotagja
hamis. Ezzel sikeriilt &brazolni azt az esetet is, amikor az implikacié nem teljesiil.

m
Ez azt jelenti, hogy sikeriilt egy olyan modellt 1étrehozni, amelyben a kétvaltozds

logikai muveleteket a valtozok Osszes lehetséges kimenetének megfeleléen tudjuk a
négy kimeneteli értéket szemléltetni.

Ehhez a modellhez szeretnék egy par feladatot kapcsolni, ami taldn megint segit
megérteni néhany dolgot.

Feladatok a Tiindér-modellhez
1. Vizsgaljuk meg, hogy a €>x ¥ €<x_ hol igaz a modellben ! Melyik logikai

miivelet volt igaz ugyanezeken a helyeken ? Negaljuk a diszjunkci6 elsd valtozojat és ez
alapjan fogalmazzuk mondjunk ki egy azonossag sejtését !

Megoldas
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Vagyis, A,B pontokban, <T|B>, <A| B>, <A|T> korivek pontjaira teljesiil ez az
allitds. Egyediil T ponttal van gond, ugyanis A-beli, ha pozitiv iranyban megindulva
tetsz6legesen kozelébe ér T-nek, de nem latja, és ugyanez a helyzet a B-beliekkel, ha
ezek negativ irdnyban indulnak el. Ez a miivelet igazsdghalmaza (azon pontok halmaza,
amelyre igazat ad a miivelet) a modellben vizsgalt implikacié igazsaghalmazaval
azonos. Tehat felirhatjuk a sejtést, hogy €>x Y €@<x > §<x 3> €<x . Ha a
&> x: a €< X: kifejezéssel potoljuk, amivel azonos — ezt fentebb lattuk,
szemléltettik —, akkor a kovetkezét kapjuk: —€<x Y @<x > §<x 3> €<x

amibdl végiil is sejtéslink adodott egy azonossagra.

O

2. Igazoljuk a modellbeli implikécio alapjan a A— B =—-B — —A azonossagot. Ezt
a logikaban kontrapozicionak nevezik.

Megoldas

A Tindér modell vizsgalatakor a kovetkezd 1mplikaciét vizsgéltuk:
G<x 3> €<x_. Itt azt kéne bizonyitani, hogy —€ <x 3> -4 <x is igaz. A modell
alapjan tudjuk hogy mit jelent a negalas, ezért tulajdonképpen a bizonyitando allitas a
kovetkezOképpen néz ki: € > Xj—) Q> X:, de ez az 4bra szimmetridja miatt ugyanaz az
eset, amit a modellvizsgalatkor néztiink csak A és B szerepét kell felcserélni az egész

modellben. O
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Végiil pedig érdemes végiggondolni, hogy ha a komplementerképzés tényleg a

logikai negalashoz vezetett, akkor vajon mi lesz az implikacié negalasa ?

3. Tekintsitk a € <x 3> € < x_ implikacionak a modellben igazat adé pontjait, azaz
ennek az implikdcionak az igazsaghalmazat ! Allapitsuk meg mi lesz ennek a
halmaznak a komplementerhalmaza ! Probaljunk meg megadni egy olyan miivletet,
aminek ez lesz az igazsdghalmaza ! (Hasznaljuk fel, hogy a modellben bemutatott
diszjunkcional melyik pont esetében lett a diszjunkcid mindkét tagja igaz | Mar csak
olyan mivletet kell talalni, ami csak ekkor igaz !) Mi a sejtésiink, mi az implikacid
tagadasa ?

Megoldas:

Az implikdcié egy pontot leszdmitva az egész modellen igaz, ezt mar
megvizsgaltuk. Egyediil csak a T pontban volt hamis a fenti miivelet

A segitségként megadott diszjunkcio a € <a Y €§<x_. Ebben akkor volt a
«< a:és a @< X: valtozo egyszerre igaz, ha a X=T volt. Viszont, ha olyan miiveltet
keresek, aminek csak T pont lesz az igazsaghalmaza és tudom, hogy a fenti két valtozo
csak az elébb emlitett esetben lesz igaz, akkor egyszerien a diszjunkcid helyett a
konjunkcié miiveletét fogom alkalmazni. Azaz & <a A € <x_ csak a T pontra igaz.
Ebbél azt lehet gyanitani, hogy — J§<x 3> € <x = € <a ) §<x . Ha felcserélem a
konjunkci6 két tagjat és a € <a_ helyett € <x _ alakot irom, szembetiinbb lesz az
azonossag: — f<x 3> €@<x =€<x A—€<a . A felirisban az < és a < jelet nem
hasznalom kovetkezetesen. Ennek most az az oka, hogy az egyenldség tovabbra sem
valtozik a modellben definialt miiveleteket alkalmazva, €és rdadasul sejtéshez vezet. Ez
az alak rendkiviil fontos lehet az indirekt bizonyitasoknal, hiszen altaldban az allitas
negaltjarol kell kimutatni, hogy hamis kdvetkezményhez jutunk beléle. Rovidebben
tehat arr6l van szd, hogy — @ — B}- AA—=B. Példaul a primszamok elemszamanak
végtelenségét ugy is megfogalmazhatom, hogy: ha a halmaz elemei csak és kizardlag
primek, akkor a halmaz elemszama végtelen. Ennek az allitdsnak a negaltja az elején igy

hangzik: Tegyiik fel, hogy a halmaz elemei primek és mégsem végtelen a halmaz

elemszama...

A de Morgan azonossagot eddig is tudtam szemléltetni a Venn-diagrammon, de az

implik4ciot mar nem tudtam precizen megadni
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8.Foglalkozas: Mas logikak ?

1. Irjuk fel a kovetkezé formula igazsagtablazatat | AA—A

Megoldas:
[ h h
h h h

Ezt hivjak a logikaba a harmadik kizarasadnak elvének. Mivel ebben a logikdban
minden fliggvény a logikai valtozoknak megfelel6en csak két értéket vehet fel: i vagy h,
ezért kétértéki logikanak hivjuk.

2. Szadmoljuk ki egy A halmaz, amelynek elemszdma n, hogy hany
részhalmaza van.

Megoldés: Az egyik lehetdség, hogy megnézem, hogy hdny elemszama van egy 0,
1, 2, 3 stb. elemszamuhalmaznak és utana a kialakult sejtésemet teljes indukcidval
bizonyitom. PI.

Ha A=, akkor ennek egyetlen részhalmaza a &, az iires halmaz

Ha A= & akkor ennek részhalmazai & és & .

Ha A= &b |, akkor ennek a részhalmazai: &; & ; B ; &b

Ha A= &b,c :akkor ennek a részhalmazai: & ; a{, b{, &b , 6:, &¢C , Hc ,
gbc

Eszrevehetd, hogy mindig ugy keletkezik tobb részhalmaz, ha 1 elemmel névelem a
halmaz elemszamat, hogy veszem a korabbi, halmazok részhalmazokat, amelyekben
természetesen nem fordul el eld az 0 elem. Majd a tobbi 0 részhalmazt ugy képzem,
hogy mindegyikbe ’belehelyezem’ az Uj elemet, azaz & helyett veszem azt a
részhalmazt, aminek a semmin kivil még az Uj elem is eleme, veszem az el6z6
részhalmazok egyelemii részhalmazait és mindegyikbe +1 elemként odasorolom az
elemei koz¢ az 0j elemet s.i.t. Ebbdl pedig vilagos, hogy minden 1épésnél dupldzom a
részhamazok szamat, mert veszem az egyel kisebb elemszamu részhalmazokat, €s
hozzaveszem az 0j elemmel boviilt régi részhalmazokat. Tehat megkétszerezem a
részhalmazok elemszamat.

A masik megoldasi lehetéség, hogy a halmazok helyett, azoknak az elemeire
koncentralok. Ha benne van a halmazban hozzarendelem az elemhez az i-t, ha nincs
benne hozzarendelem a h —t. igy a halmaz minden részhalmazahoz készithetek egy i-bol
¢s h-bol allé rendszamot ugy, hogy a halamaz elemeit sorba rendezem, és az elsd helyre

irom, hogy az adott részhalmaz tartalmazza az els6nek vett elemet, ekkor a rendszdma i-
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vel kezdddik, vagy épp nem tartalmazza a részhalma, az elsének vett elemet és ekkor a

rendszama h betlivel kezdddik. Az vildgos a kombinatorikai ismeretekbdl, hogy ilyen

kor, ha a rendszam csak i-b6l és h-bdl all, hogy az Gsszes rendszamot leirhassam, 2"

darab rendszamtablara van sziikségem, ha a halmaz elemszama n. Jel6léssel: |A| =n.
Vilagos, hogy a logikai kétértékiliség €s a tartalmazas kozott erds kapcsolat van.

Hiszen vagya € A igaz, vagy a e A hamis, amit agy jeloliink, hogy a¢ A.

Egv ujabb halmaz elképzelés, majdnem eleme- halamazok

Vegyiik a szokasos Venn-diagrammos elképzelésiinket €s most a halmazokat
abrazoljuk kor alakban ! A geometriai ismereteimbdl tudom, a korlemeznek része a
belseje ¢és a hatarolo korvonala is. (A szalami belseje €s a héja). 12. osztalyosoknal talan
mar a definicidval is megprobalkozhatunk.

1.Definicid
Egy pontot egy adott kor belsé pontjanak tekintek, ha ekortil a pont koriil van
olyan elég kis sugart kor, hogy annak a korlapnak minden pontja eleme a nagy
korlapnak is. Tehat az aldbbi dbran a C bels6 pontja az A koriili kornek, mert a C

korili kor eleme, benne van az A korlili korben.

2.Definici6
Egy pontot egy adott kor kiilsé pontjdnak tekintek, ha ekdriil a pont koriil van olyan
elég kis sugart kor, hogy annak a korlapnak minden pontja nem eleme a nagy
korlapnak, a nagy korlapon kiviilre esik. Tehat az aldbbi abran a C kiilsé pontja az A
koriili kornek, mert a C korili kor nem eleme A korlilli kornek, kivill van a

korlapon.
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3,Definicio
Egy pontot egy adott A kézéppontu kor B hatarold pontjanak tekintek, ha ebbél a B
hatarolé pontbdl akarmilyen nagysagu sugart kort tekintek, akkor ennek a B koriili
kornek van olyan ponta, amelyik egyben az A koriili kor kiilsé pontja és van olyan

ponta, amelyik egyben az A koriili kor bels6 pontja.

£

Ha most a Venn-diagrammon csak korrel abrazolom a halmazokat €s a besé pontokat
tekintem mint olyan elemeket, amelyek a halmaz belsd pontjai, €s a kor kiilsé pontjai
azokat a pontokat reprezentaljak, amelyek a kor kiilsé pontjai, akkor még a hatarolo
pontokrél nem dontdttem, hogy hova tartoznak, a halmazhoz, vagy a halmaz
komplementeréhez. Tehat lehetdségem nyilt egy 1) definicidra is.
4.Definicid
A A halmaz majdnem elemének tekintek ezentul egy olyan elemet, amirdl egyszerre
teljesiil hogy eleme és nem eleme a halmaznak. Szimbolikusan a majdemeleme A -nak,
ha ac Aés a¢ A. Ezentul ezt egyszeriien igy jelolom: ae¢ A.
Ez a Venn diagrammon azt fogja jelenteni, hogy a kor hatarpontjait fogom a halmaz
majdnemelemeinek tekinteni. Az alabbi abran a C, E pontok majdnemelemek a A —

koriili koralakl halmaznak, F és G bels6 pontjai, H és I pedig kiilsé pontjai.

50



Rendszamozas:
Ha a fejezet masodik fejezetbeli rendszamait akarom majd kovetni, akkor a majdnem
elemeknek most (ih), zarojelbe tett ih-t fogok irni

Ebben az 1j majdnem elemes rendszerben szamoljuk ki, hogy hany

részhalmaza lehet egy A halmaznak, ha |A| =n!

Megoldas: A fejezet 2. feladatdnak rendszadmos megoldasat tekintsiil és azt a
rendszdmozasi lehetdséget kovetem, amit kdzvetleniil a feladat el6tt emlitettem. akkor
most minden részhalmazt A elemei szerint megint rendszdmozhatom a
kovetkezOképpen: Megint rendezzilk sorba a A elemeit, és minden elemhez
hozzéarendelem i, h, (ih), annak megfeleléen, hogy az elem eleme, nem eleme, vagy
majdnem eleme a részhalmaznak. Ennek alapjdn minen elemhez 3 kiilonb6zd
szimbolumot rendelhetek €s ebbdl kifolydlag a részhalmazok elsé rendszdmara 3

szimbolum lehetéségem van. Ez azt jelenti, hogy ebben a majdnem eleme-halmazok
rendszerében, ha |Al =n, akkor a kombinatorikdban tanult eljarasok miatt 3"

részhalmaza lesz.

Ez az elképzelés tovabbi kiinduld pontja lehetne a 3 értékii logikak felé, hiszen itt a
tartalmazasnal Gjabb érték jelent meg. Ezzel egyszeri modon szemléltetni tudjuk a
tobbértekll logikak lehetdségeit. Tehat hasonldan ahhoz, ahogy a geometridban is
létezik gombi, euklideszi, és Bolyai-geometria, Ggy a logika sem feltétleniil annyira
egységes. Effelé mutatnak a Fuzzy logikak. Azonban itt ebben dolgozatban nem

haladok tovabb ennek a targyalasaban.
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Osszefoglalas
A dolgozatban olyan feladatokat szerepeltettem, amelyek egyrészt segitik a didkokat a
12. évfolyam végén a rendszerezésben, masrész viszont kitekintést nyujt és eldszobaja
az egyetemen folyd matematikaoktatasnak ¢és ezzel segiti az érdekl6dd diakokat a
tanulmanyaik folytatdsdban. Sikeriilt egy szemlélteté modellt Ilétrehozni az
implikéciora, valamint az implikécion keresztiil olyan problémak irdnyaba tettiink fel
kozépiskolas szinten is érthetd kérdéseket, amely problémak nyitva is allnak és akar
kutatasra, tanulasra Osztonozhetik a dikdkokat. Erintettik a gyakorlati és elméleti

hasznat a logikanak, amellyel kozelebbivé és életszertibbé tettiik a logika targyat.
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